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TEMA 1
GEOMETRIA

INTRODUCAO

Um olhar atento sobre aquilo que nos rodeia é suficiente para identificarmos modelos construidos pelo Homem ou
pela prépria Natureza relacionados com a geometria do plano e com a geometria no espago.

Esfera Armilar — Séio Tomé

Museu do Louvre — Paris

Banco Central de Séo
Tomé e Principe — Séo
Tomé

[

Forte — Sdo Tomé

Cubo da Ribeira — Porto Roga Sundy - Principe




PROBLEMAS GEOMETRICOS NO PLANO E NO ESPACO // SECCOES NO CUBO

=  PAVIMENTACOES

Uma pavimentacdo do plano é um conjunto de mosaicos que cobre completamente uma superficie, sem

sobreposicGes nem espacos intermédios.

Poligono regular Soma dos angulos internos

Para pavimentar uma superficie
plana, usando figuras geométricas
de modo a ndo existirem falhas e
sobreposicGes, existem condicBes
que tém que ser respeitadas. Em
torno de cada vértice (ponto que

converge mais de uma figura):

- a soma dos angulos internos das
figuras usadas tem que ser 360°;

- tém que convergir 3 ou mais
figuras geométricas.

Nota:
Poligono reqular é uma figura

geométrica com dngulos e lados
iguais

Exemplos:

Pavimentagdo regular

B riangulo ~
equildtero 6 x 60° = 360°
‘ . E possivel
~Quadrado , deal
B : 20 4 X 90° = 360°
| E possivel
- Pentadono . 3x108°=324° ,
Nao & possivel pavimentar,
\ , devido a existéncia de uma falha
- Falha 2 3 : Sas
- Hexagono v :
B 3X120°= 360°
 Epossivel
- >360°

- Nao é possivel pavimentar,

~ devido  existéncia de uma sobreposicio

Mauritius C. Escher

M.A.(1)




=  AREAS E PERIMETROS

( NOME j[ FIGURA )[ AREA
Triangulo AEAN 'Ih . h} AN A= ; 1
\, / \ i
\ { \ 1
O \/ 0 L N
b b b
Quadrado p A= Ixl
Rectangulo h A=bxh
— S
Paralelogramo h A=bxh
b
b
Trapézio h A= B+bxh
2
B
D
Losango : A= D>xd
-3 2
/ \
, / \ P
Poligono / . > A= —xa
s 2
regular \ a /
\\*J,J P — Perimetro
- .
Circulo ' A=rr?

3. Um jardim com 450m” de 4rea

esta dividido em duas partes. Qual é

a area da parte maior plantada?

30m

4. Determine o valor de X, sabendo
que a area do triangulo é um terco da
area do rectangulo.

M % A

5 cm

A

Exercicios:

1. Calcule a area das seguintes
figuras:

3,6 m

F1

A A
1,6 m
v
Mo o
B 6 m
l«zm—»

30m

2. Se o circulo da figura tem area
27, qual a area do quadrado nele
inscrito?




*  SEMELHANCAS NO PLANO (FACULTATIVO)

Classificacdo de triangulos

- Quanto aos lados

AN

Escaleno: trés lados diferentes | Isdsceles: dois lados iguais Equilatero: trés lados iguais

- Quanto aos angulos

T

Obtusangulo: com um angulo
obtuso (>90°)

Acutangulo: trés angulos
agudos (<90°)

Rectangulo: com um angulo
recto (=90°)

Exercicios: B

5. Considere a figura seguinte:

5.1. Justifique que os triangulos
sao semelhantes.

5.2. Determine AC e BC.

6. Calcule altura da falésia sabendo que o chapéu-de-sol tem 2 metros
de altura, a sua sombra tem 2,6 metros de comprimento e a sombra

da falésia tem 26 metros de comprimento.

' e
e~ s 7z
— o / )
e e
7’ 7
7z 7’
7 7
7 7’
, 7
- -
7 4
7 7
’ ,
2 ’
7’
o~ 7’
7’ 7
; ’
-’ ’ l
IS e e

7. Utilizando o seguinte esquema calcule a largura da auto-estrada:

Semelhanca de tridangulos

Dois triangulos sdo semelhantes se tiverem:
- dois angulos iguais:

AN

- os trés lados proporcionais:

P

- dois lados proporcionais e o angulo, formado
por eles, igual:

A

NI

N

Poligonos semelhantes:

Dois poligonos com o mesmo nimero de
lados dizem-se semelhantes quando tém de
um para o outro:

- angulos geometricamente iguais;

- lados correspondentes proporcionais.

8. Sabendo que os seguintes poligonos sdo
semelhantes, indique as medidas que faltam.

5cm 115°

8.2. 4cm

110° 8cm

95°




= POSICAO RELATIVA DE RECTAS E PLANOS

Definicdo de recta e de plano:

- Dois pontos distintos, A e B, definem a recta AB.

- Trés pontos nao colineares definem um plano.

> Posic¢ao relativa de rectas:

Rectas complanares
Rectas concorrentes

-

Rectas estritamente paralelas

-

B
e

A

*

>
(N

Rectas coincidentes

> Posicao relativa de planos:
Planos coincidentes

Planos estritamente paralelos

> Posic¢ao relativa de rectas e planos:

Recta paralela ao plano

Recta secante ao plano

= SOLDOS / SOLIDOS PLATONICOS

/

Planos concorrentes

Rectas ndo complanares

/

Exercicio:

9. Considere a figura:

Recta aposia ao plano

e

Indique duas rectas:
9.1. paralelas.

9.2. concorrentes.
9.3. perpendiculares.
Indique dois planos:
9.4. coincidentes.
9.5. concorrentes.
Indique uma recta:
9.6. perpendicular ao
plano ABC.

<

N3do Poliedros

Poliedros

Irregulares

Regulares

Sélidos geométricos cujas
faces ndo sdo todas planas.

Sélidos geométricos cujas faces

sao figuras planas.

N3o regulares.

Poliedros em que as suas
faces sdo geometricamente
iguais e nos seus vértices

—— :
! Q 5_ concorrem o mesmo nimero
; de faces e arestas.
~ TETRAEDRO CUBO OCTAEDRO DODECAEDRO SAEDR l
4 faces, 6 faces, 8 faces, 12 faces, 20 faces,
triangulos equilateros quadrados triangulos equilateros ~ pentagonos regulares  triangulos equilateros

> Sdlidos Platénicos

Exercicio:
10. Porque é que

platénicos?

existem apenas 5 solidos

M.A.(2)




=  \VOLUMES DE SOLIDOS

’ SOLIDO ][ PLANIFICACAQ ]( AREA LATERALJ[ AREA TOTAL J( VOLUME

A =4a’ A =63’

S 4=

CUbo - - - — S—— — B A ——
'h AL=PbX h AT=A|_+ 2Ab
P, — Perimetro A, — Area
T TISMA _da base [ Gabase
A =PyxQ= Ar=A + 2A,=
= 2nrxg =2nrg + 2mr?
C;hndro g Geratriz
Py
A|_=7 X ap AT=A|_+Ab
_ Piamide ¥ ap—ppfema
Ar= A+ Ay=
- nrg + mr?
_ — A=4gx r?

Esfera |

V=AbX h

V=7 A, X h

VIiﬂ.’ r
3

13. O sédlido da figura é um cubo de aresta
10cm onde foi escavado um cilindro cuja base
tem um raio de 5cm. Calcule o valor exacto do
volume do sélido.

Exercicios:
11. Calcule o volume da

cada um dos solidos

representados:

S1

S2

S3

S4

S5

12. Na figura temos uma
esfera inscrita num cilindro
com altura de 10cm.

12.1. Calcule o volume de
cada um dos sélidos.

12.2. Qual a razdo entre os
seus volumes.




=  SeccHes No CuBO

Quando se intersecta um cubo com um plano a sec¢ao que se obtém vai depender do nimero de faces do cubo
gue o plano intersecta, isto &, se o plano intersecta 3 faces a seccdo obtida sera um triangulo, se intersecta 4
faces a seccdo obtida sera um quadrilatero, se intersecta 5 faces a seccdo obtida serd um pentagono e se

intersecta 6 faces a sec¢do obtida sera um hexagono.

A 1 !
. >
By i /|
f // | 7 |

15 7 |
1/ // ; —)‘ ; \'\ : )
AR O G Jo - Y- -

//, / ///

Exercicios:

M.A.(3)

14. Na figura estdo representados um cubo
com 8 cm de lado e um prisma triangular.

A
14.1.Utilizando as letras da figura, indique:
a) uma recta perpendicular ao plano EFB.
b) duas rectas estritamente paralelas.
c) dois planos que se intersectam na recta
EF.

14.2.Sabendo que AB =14 cm determine:
a) o volume do prisma.

b) o volume do sélido.

14.3.Determine a area da secg¢do obtida no
cubo pelo plano:

a) AFG.

b) EGM.

15. A figura representa um prisma recto
cujas bases sdo trapézios.

£

Lia}

D ¢

A B
Indique as posicOes relativas de:
15.1. EG e AB.
15.2. BCe o plano HIE.

15.3. plano AIE e plano ABI.
15.4. plano HIE e plano ABC.

16. Na figura estd representado um cubo com 9 cm de aresta Cl=Al =3cm.

H G
16.1. Calcule o comprimento exacto de [JG]. c _//J/? . =
16.2. Determine o valor exacto do perimetro é D
do quadrilatero [FGI]. i
16.3. O plano 1JG divide o cubo em dois sdlidos. /l-E --------- F
Calcule a razdo entre os seus volumes. A ! =

17. 2 Determine o volume do tronco de cone
representado na figura a sombreado.
(apresente o resultado final arredondado as

centésimas)

»T

. , ~ . D
18. Determine a area da secgao obtida no = 2
. ' C
octaedro regular, com 5cm de aresta, feita B/
pela intersecgao do plano BDE.
E
19. A figura é constituida por um cubo e um cilindro
© r de base inscrita na face superior do cubo.
u ‘?_ ) A altura do cilindro é 8 cm e o seu volume é
) E 200 cm®. Determine o volume do cubo.
1
. =
A B

20. O solido representado na figura é constituido por um cubo, e por uma
piramide com altura igual a do cubo. v

20.1. Determine o volume do sélido.

20.2. Determine a drea da secgdo produzida no e clE
sélido pelo plano: i 2
£ F
a) AHG. !
b) AFC. rseeee o
c) CGV. e
A B




REFERENCIAIS E CONDIGOES NO PLANO E NO ESPACO

=  REFERENCIAL CARTESIANO NO PLANO: COORDENADAS DE PONTOS E SEUS SIMETRICOS

O referencial cartesiano, que vamos utilizar no nosso estudo de geometria analitica, é constituido por dois eixos
perpendiculares (ortogonais) e monométricos.

JA
22 Quadrante 12 Quadrante
Coordenadas
. B&f———w——— 20 .A
A cada ponto corresponde um par ordenado de numeros: as ! ‘
coordenadas do ponto. A primeira coordenada diz respeito ao eixo ‘ 1+ ;
horizontal (eixo Ox) e designa-se por abcissa e a segunda coordenada —t—t—+5 —t— —
. . . . . . ) -1 1 2 3
diz respeito ao eixo vertical (eixo Oy) e designa-se por ordenada. ; 1
A(3,2) < T
32 Quadrante o
Como R’ =R x R é o conjunto de todos os pares ordenados formados 42 Quadrante

por numeros reais, também chamamos ao plano R”.
Em geometria algébrica a cada representacdo geométrica corresponde uma representacdo algébrica e vice-versa.

Simetrias
i d A | i Exercicio: ;
i, i ) A
Considerando o ponto A, por exemplo, verifica-se que o seu 21. Considere a figura A ‘
simétrico: 5 |
- ]
- relativamente ao eixo Oy é B(-3, 2). Lo 1}:7” L
. . . SN 1
- relativamente ao eixo Ox é D(3, -2). SN
- relativamente a origem, O, é C(-3,- 2). . L g
-l o[ ~- T X
1 . [
! . [
De uma forma geral, sendo P um ponto com coordenadas : i NN
(a, b) com a e b reais temos: F £

- O simétrico de P relativamente ao eixo Ox tem como

coordenadas (a, - b). 21.1. Identifique as coordenadas dos pontos A, B,

C,D,EFGeH.

- O simétrico de P relativamente ao eixo Oy tem como } s
y 21.2. Indique as coordenadas do ponto simétrico

coordenadas (- a, b). a) a G relativamente ao eixo Oy.

- O simétrico de P relativamente a origem tem como b) a E relativamente a origem do referencial.

coordenadas (- a, - b). c) a B relativamente ao eixo OX.

=  RECTAS PARALELAS AOS EIX0S COORDENADOS // BISSECTRIZES // SEMIPLANOS

Rectas horizontais Rectas verticais Bissectrizes dos quadrantes
A equacgdo de uma recta horizontal é do | A equagdo de uma recta vertical é do Bissectriz dos quadrantes impares: y = X
tipoy =h. tipo x = a. Bissectriz dos quadrantes pares: y = -X
O eixo Ox tem equagdo y = 0. 0 eixo Oy tem equagdo x = 0.
.yﬂ y \ \ y‘\ y
b y="b E AR N Sy=n
Y . S — - K.\‘ /
{ "", __1 :f’}
o i a! O ; --J| / x'll '}’6
| Vi N
n=al ‘

10



Semiplanos: Uma recta divide o plano em dois semiplanos.

O semiplano sombreado na figura O semiplano sombreado na figura 0 se:‘mlplano sombreado corresponfle ao
representa-se pela condigdo: X < 1 representa-se pela condigdo: y > 3 conjunto de pontos do planq que tem
ordenada menor do que abcissa. Pode
4y x=1 Ay por isso ser representado pela condicdo:
»>3 y<X
_____________________________ y=3
| 3 A
A =
! y y=x
|
(0] i1 x 17) x y
x< 1 L _
9 X
: . 4 y<x
Trata-se de um semiplano fechado Trata-se de um semiplano aberto .
porque a recta-limite também pertence | porque a recta-limite ndo pertence ao ‘
ao semiplano. semiplano.
Exercicios:
22.0bserve a figura. vl 25. No referencial estdo representados um rectangulo e um
Corresponda cada uma t u vl p quadrado. JA
B 2 A

das rectas a uma equagdo:

_ix=2 __IX=m
_y=2 _ iX=-2 s
_1y=0 __ _:x=-1
__y=m _ :Xx=0

.~ 2 .
23. Escreva uma condi¢do, em R *, que defina cada um dos
semiplanos seguintes:

b) bz
a) Y
i 2
i -
I -
i —_—
[
N : i :O et
fx_z{ o > 4k %
: L
1 4 e
i
i 4
i
i
d)
c) 7y JA
v
v
v
v
v
v
v
4
4
o % y >
//O %
4
4
v
v
v
v

24. Considere o ponto F(-4, 2). Escreva uma equacdo da recta
gue passa por F e é:

24.1. paralela ao eixo Ox.

24.2. paralela ao eixo Oy.

w
XY

-3l -\ © /i
d
e

C =2 D

25.1. Indique as coordenadas dos vértices do rectangulo.
25.2. Qual é o simétrico de C em relagdo ao eixo das
ordenadas?

25.3. Calcule a drea sombreada.

26. Quanto ao quadrado [ABCD], sabe-se que o ponto A tem
como coordenadas (-2, 1) e que os seus vértices sdo
simétricos, dois a dois, relativamente a origem do
referencial. Represente o quadrado [ABCD] num referencial
e indique as coordenadas dos outros vértices.

27. Indique o simétrico do ponto A de coordenadas (-1, 4)
relativamente a recta de equacdo:
27.1. x=3 27.2.y=0

28. Indique uma equacgao da recta...

28.1. ...paralela ao eixo das abcissas e que passa por A(2,5).
28.2. ...que passa por B(3, -1) e é perpendicular a recta de
equagaoy =4.

28.3. ...CDemque C(3,-2) e D(1, -2)

29. Represente o conjunto dos pontos do plano definidos

por:
29.1. x >3 29.2. y <0
29.3. y+X<0 29.4. x2 >

11




= NEGACAO, CONJUNCAO E DISJUNGCAO DE CONDICOES

Negacdo
Consideremos a condigdo X<-2.

A negacdo desta condicdo ou a condi¢do contrdria é x > -2.

f 1
’ : g O simbolo “~" |é-se “negag¢do de”, e
: representa a operacgao ldgica negag¢ao de
N : X uma condicgao.
2| o Y -2: 0
I
X<-2 ~(x<-2) & x>-2
Conjuncao Disjuncao
Consideremos em R? as condicBes: X<1 ; y>2 Consideremos em R? as condicdes: y<-1; X>3
A interseccdo dos dois semiplanos é definida pela A reunido dos dois semiplanos é definida pela
conjuncgao das condigdes que os definem. disjuncdo das condi¢cdes que os definem.
vt Y4 I
y22 A X1 «— :
I — > y<-1VXx>3
2 ! R
0 3
0 by " -1
O simbolo “A™ |&-se “¢”, e representa a O simbolo “V” |é-se “ou”, e representa a
operagéo Iogica conjungdo de duas operacao ldgica disjungdo de duas
condicdes. condicdes.
Exercicios:
30. Represente o conjunto dos 32. Defina através de uma condi¢do o conjunto de pontos assinalados no referencial:
pontos do plano definidos por: 32.1. 32.2. 32.3. 32.4.
30.1. ~(y<-4) I ¥ Y
30.2. x<3Ay<-2 § } 2 S
303. x>1Ax<-1 | | | L
30.4. x>1Vx>3 a 0 2 X —4 0 ' -1 10 3 x
30.5. y<SXAY20AX<2 =2 !
30.6. x<OVy>-x
30.7.(-1<x<1)V(-1<y<1) 33. Considere o conjunto: 34. Determine a € R de modo que:
30.8. Ixl <2 A={(x,y)€E R%:x<-3A y24} 34.1. O ponto L(a—1, 6) pertenga a:
30.9. Iyl >3 33.1. Represente o conjunto A num referencial. | ) rectax=3.

33.2. Dé um exemplo de um ponto que:

31. Escreva uma condi¢do, em a) pertencga ao conjunto A.

R2 que defina... b) ndo pertenca a A. bissectriz dos quadrantes pares.

31.1. ..o segundo quadrante. c) pertenga a A e a bissectriz dos quadrantes ,
31.2. ...0 quarto quadrante. pares. 35. Escreva, uma condicdo em R* que
31.3. ...a unido do terceiro e do d) pertenca a bissectriz dos quadrantes pares | definaum quadrado de lado 2 em que
quarto quadrante. mas ndo pertenca a A. dois dos vértices opostos tém como

e) pertenga ao 22 quadrante e a A.

b) bissectriz dos quadrantes impares.
34.2. O ponto M(a, a°) pertenca a

coordenadas (1, -2) e (3, 0).

12



= LEIS DE MORGAN

Nota Historica:
Considere o dominio plano representado na figura. Vv Augustus de Morgan
(1806-1871)
Este dominio pode ser definido pela conjungdo de '
duas condigses: .
X2-2Ax<1 -2 0 | X
: vt : A representacdo geométrica do conjunto de Matematl iglés nascido
: : pontos que ndo fazem parte do dominio plano na india onde o pai foi
| I dado ¢ a representada na figura ao lado. oficial. Foi professor na
2: ol 11 - Este dominio pode ser definido pela disjungio Universidade de Londres,
1 1 de duas condicBes: onde evidenciou grande
: : X<-2VX>1 capacidade de ensino e de
investigacdo. Gostava de
enigmas, alguns dos quais
reunidos pela vidva Sophia
Comparando as duas situagdes, conclui-se que: || ~(X2-2Ax<1)=x<-2Vx>1 Elizabeth De Morgan no
~(x<-2VXx>1)=x2-2Ax<1 livro Budget of Paradoxes,
publicado em 1882.
Quadro Resumo:
D —_—
Num dado universo, séo dadas duas condicdes a(x) e b(x), sendo A e B || Exercicios:
0s respectivos conjuntos solucio. 36. Sem utilizar o simbolo ~, escreva as
condigdes equivalentes a:
. - 36.3. ~(x<3AXx22)
alx) A 36.4. ~(Xx>7VX<5)
36.5. ~(x22Ay<5)
b0 B 36.6. ~(x>-1Ay<3)
a(x) A b(x) (conjuncao) ANnB 37. Considere a regido representada a
sombreado:
alx) v blx) (disjuncao) AUB y
~alx) A (complementar) 2
~ bx) B (complementar) 5 X
Das seguintes condigdes, indique a que
- a define:
~(abrbl) & ~(al0)v~(bw) AnB=AUB (A)lylz2  (B)Iyl>2
—— (€©~y<2) (D) ~lys2)
~(a(x)vb(x)) o ~(a(x))/\~(b(x)) PriE s 38. O conjunto de pontos definido pela

& ; o — S

PNP =2

Nota: b ¢ o complementar de P, PUP =R?
U =

P & formado por todos os pontos
de IR? que ndo pertencema P.

condicao
~(y>XVy<O0)A x<2 é:

(A) um rectangulo.

(B) um quadrado.

(C) um triangulo.

(D) um paralelogramo nao rectangulo.

13




=  REFERENCIAIS CARTESIANOS NO ESPACO. COORDENADAS DE PONTOS

Eixo

2-1 0 1 2

Fixo das ¥
ordenadas 3/‘

Eixo das
abcissas 17

320
=11
21

Eixo A
das cotas/31._ @

Bi(1, 2, 3)

Eixo das
abcissas

Eixo das
ordenadas

Num eixo um ponto fica
definido conhecida a sua
abcissa.

C:\H/ﬂl

No plano um ponto fica
definido conhecidas as suas
coordenadas: abcissa e
ordenada.

As_~(2, 3)

No espago um ponto fica
definido conhecidas as suas
coordenadas: abcissa, orde-
nada e cota.

B~_~(1,2,3)

No espaco, um ponto é representado

por trés coordenadas.

A\_}(xla Vi 'ZI)

| |

cota

ordenada

abcissa

Ox — eixo das abcissas
Oy — eixo das ordenadas
Oz — eixo das cotas

o

®

2
i

@)
‘(—-——
\
\
f

¥

Os trés eixos sdo perpendiculares dois a dois e considera-se a mesma unidade

de comprimento para os trés.

Existe uma correspondéncia biunivoca entre R* (conjunto dos ternos

ordenados de elementos em RR) e o conjunto dos pontos do espago.

Exemplo:

Considere o paralelepipedo representado na figura e indique as coordenadas

dos vértices.

Resolugao:

A(2,0,0)

B(2,3,0)

(0, 3,0)

3 > D(2,0,4)
g E(2,3,4)

F(0,3,4)
G(0,0,4)
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Exercicios:
39. Indique as coordenadas dos
vértices do cubro representado.

40. Indique o eixo a que pertence o
ponto:

40.1. M (0, 3, 0)
40.3.R(-3,0,0)

40.2. N (0,0, 5)
40.4. P (0, -10, 0)

41. A figura representa uma caixa com
a forma de um paralelepipedo

rectangulo.
z{
C
i 6 cm
: B
B —_—
L0 y
Al - 3 cm
% 10 cm

Indique as coordenadas dos pontos A,
BecC.

42. A figura representada é um cubo
de aresta 6¢cm.

@
\
Ny

| I

~
T
N
~

e
{
S ——— C——
1
j
{
[\J

Indique as coordenadas dos vértices.

43. Uma aresta de paralelepipedo tem
por extremos os pontos (0, 0, 0) e
(3, 0, 0).
extremos em (0, 0, 0) e (0, 5, 0) e uma
terceira aresta tem (0, 0, 0) e (0, O, 2)
0s extremos.

Outra das arestas tem

Faca um esbogo do sdlido e indique as
coordenadas dos outros 4 vértices do
paralelepipedo.




= PLANOS COORDENADOS. PLANOS PERPENDICULARES AOS EIXOS COORDENADOS

Planos Coordenados

Num referencial Oxyz do espaco, os eixos Ox, Oy, e Oz definem dois a

dois trés planos.

s :r--kPlano xOy

X

. iy Wpp——

SRSEROVRNCITES 0.

O plano xOy é formado por
todos os pontos de cota
nula. E definido pela
condi¢do: z=0

todos

O plano xOz é formado por

ordenada nula.
pela condigdo: y=0

O plano yOz é formado por
todos os pontos de abcissa
nula. E definido pela
condi¢do: x=0

os pontos de
E definido

Assim, XOy, yOz e XxOz s3o os planos coordenados.

Os planos coordenados dividem os espago em oito

partes chamadas octantes.

Planos Perpendiculares aos Eixos Coordenados

Exercicios:
44. Na figura estdo representados 5
cubos de 1cm de aresta.

A
V4
c
c_|
L] | B
: i
ks 8 = :
/ A
i} Lo A
F g —_—

y

H
X
Indique as coordenadas dos pontos

assinalados e o octante a que

pertencem.

45, Considere o cubo [ABCDEFGO] com
2cm de aresta.

D E
Indique as coordenadas dos vértices e se
pertencem a algum plano coordenado.

Se um plano a é perpendicular ao eixo Se um plano f é perpendicular ao eixo Se um plano ¢ é perpendicular ao eixo
Oz, entdo todos os pontos de o tém a Oy, entdo todos os pontos de f tém a Ox, entdo todos os pontos de ¢ tém a
mesma cota. mesma ordenada. mesma abcissa.
A V4
z
Wl ot opam A
y c // ‘ )
A0 : 4 | % [ |
o o ! |
kol o
S G —— P y
0 y ’ i y i el
| |
X X ‘l?/ “P
O plano a é definido pela condigdo: O plano f é definido pela condigdo: O plano ¢ é definido pela condigdo:
Zz=Cc , ceR y=b , beR x=a , aeR
Exercicios: ZT 47. Escreva uma equacio do plano...
46. Sobre o sélido representado sabe-se que: Aﬁf ’7!8 47.1. ... paralelo ao plano xOy e que passa
AB=7; DE=4; BE =3 e A(0, 0, 7). HE— S por (2,3, 4).
46.1.Indique as coordenadas dos P 7 47.2. ... perpendicular ao eixo Ox e que
outros vértices do prisma. T 5 passa por (1, -2, 0).
46.2. Escreva uma condicdo que defina o plano: R 47.3. ... paralelo ao plano de equacdo y=-1e
a) AHC b)CDE c¢)GBE d)HGD / que contém a origem do referencial.
H
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=  OUTROS LUGARES GEOMETRICOS NO ESPACO

Recta A
Na figura, em referencial o.m. Oxyz, estdo
representados dois planos a e f.
sE
(04 : |
O plano a é definido pela condi¢do z = 3.
O plano p é definido pela condigdo y = 2.
o
0 2 y
Arectar é ainterseccdo dos planosaefie
é definida pela condigdo y=2 A z=3. X B

Segmento de Recta

Considere o cubo de 4cm de aresta centrado na origem do referencial.

A recta FG pode ser definida pela condicao:

X=-2Ny=2
| F
A aresta [FG] esta contida na recta quando ' -
A { i

a cota esta compreendida entre -2 e 2. e

—
Podemos entdo definir a aresta [FG] pela - . G
condi¢do: (x=-2Ay=2)A-2<z<52 i ;

X l c

Os pontos do cubo tém abcissa, ordenada e cota compreendidas entre -2 e 2.

Podemos, por isso definir o cubo, neste referencial, pela condicdo:
2<X<S2 N -2Sy<2 N 22252

=  SIMETRIAS NO ESPACO

Exercicio:

48. Na figura esta representado o cubo
[ABCDEFGH] com 8cm de aresta e em
que O é o centro da face inferior.

H
A G
A
:
D A i
o

48.1.
vértices.

Indique as coordenadas dos

48.2. Escreva uma condigdo que define
o plano:
a) ADC

b)HDC  ¢) EHD

48.3. Indique uma condi¢do em R® que
defina:

a) a recta FG.

c) a aresta [HD].

e) a face [FGCB].
g) a face [HGCD].

b) a aresta [AB].
d) a face [HEFG].
f) a recta AD.

h) o cubo.

As simetrias no espago podem ser estudadas de modo analogo ao estudo feito para as simetrias no quadro da

geometria plana.

Simetrias relativamente aos eixos coordenados, planos coordenados e origem do referencial.

Considere a figura seguinte. O paralelepipedo é simétrico relativamente aos planos coordenados.

O vértice P tem coordenadas (1, 2, 3).
Podemos dizer que:
A(1, -2, -3) é simétrico de P em relagdo ao eixo OX.

C(-1, 2, -3) é simétrico de P em relagdo ao eixo Oy.
G(-1, -2, 3) é simétrico de P em relacdo ao eixo Oz.
D(-1, -2, -3) é simétrico de P em relagdo a origem O.
B(1, 2, -3) é simétrico de P em relagdo ao plano xQOy.

E(1, -2, 3) é simétrico de P em relagdo ao plano xOz. e 2

=

/ /L;)J‘-— |

F(-1, 2, 3) é simétrico de P em relagdo ao plano yOz. A

i3
e
iy
e
_-)'-:—— - ——
: 2 y
s C
«3

B

Exercicios:
49, Considere o cubo no exercicio 45.

Indique as coordenadas do ponto simétrico de B relativamente...
49.1. ...a0 plano yOz.
49.3. ...a0 eixo OX.

49.2. .3 origem O.
49.4. ...ao plano xOy.

50. Sendo P um ponto de coordenadas (3, -1, 5)
identifique o simétrico de P relativamente...
50.1. ...ao plano yOz.
50.3. ...ao eixo OxX.
50.5. ...a0 eixo Oz.

50.2. ...a origem O.
50.4. ...ao eixo Oy.
50.6. ...ao plano xOz.
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Exercicios:

51. Na figura esta representado num referencial o.m. 55. Observe a figura: P
Oxyz um octaedro regular [ABCDEF]. A i 7 ‘,‘\ B
o
Sabe-se que: 0 o
- 0 ponto A pertence ao plano xOz. %< ?) ,,,,, : i
e

- O ponto E tem coordenadas (2, 2, 0).
- O ponto F tem coordenadas (2, 2, 4). -
51.1. A equagdo do plano ABC é: / , "

(A) x=2 (B) y=2 * P SH G

(€)z=2 (D) z=1 55.1. Indique ;s coordenadas dos vértices do sélido.
51.2. As coordenadas do ponto C sdo:

(A) (2, 4,2) (8)(4,2,2) (€)(2,2,4) (D)(44,2)

55.2. Escreva uma equagdo dos planos que contém as faces:
a) [UKL] b) [CBEF] c) [UGH]

55.3. Diga, de acordo com os dados da figura, qual é a recta
52. Num referencial o.m. OXyz no espaco, a recta que passa

pelos pontos A(2, 0, 1) e B(2, 3, 1) é definida pela condigdo:
(A) z=1 (B) y=0Vy=3 (C) x=2 (D) x=2 A z=1

de intersecgdo dos planos o e  de equagdes:
aJa:z=7 e p:y=0 b) 0:z=0 e f:x=0

56. Fagca um esboco e descreva o conjunto de pontos do
53. Num referencial 0.m. OXyz no espago o conjunto de espaco que satisfaz cada uma das condicBes:
56.1. z=2

56.2. X=2A y<-3

56.3. x=-3A z=0

56.4. y=0A x=0

56.5. Xx=4Ay=0

56.6. X20Ay=20Az20
56.7.Xx>20Ay>20Az=0

56.8. 0<x<1 A0<y<1 A0<z<1

pontos definidos pela condigdo
X=11AN0<y<1 A0<z<g2
é: (A) um rectangulo. (B) um paralelepipedo.
(C) um segmento de recta. (D) um ponto.

54. Num referencial 0.m. OXyz no espago, o simétrico do
ponto P(3, 4, 5) relativamente ao eixo Oz é:
(A) (31 41 5) (B) ('31 '41 '5) (C) ('31 '41 5) (D) (31 '41 '5)

=  DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS NO PLANO E NO ESPACO

No plano No espaco .
Exemplo: Exemplo: :
Calcular a distancia do ponto A ao ponto C é o mesmo Calcular a distancia do ponto A ao b : -
que calcular AC. 1 ponto F é o mesmo que calcular AF. e
Usando o teorema de Pitagoras: 543 Usando o teorema de Pit4goras: 4
T : —2 —2 —2 —2 A 5 B
AC AB +BC AF =AB +BC +CF x
_ —2
AC” =(4-0)* +(3+3)° > AF =(4-0) +(5-0)* +(3-0)
AC=/(-0) +(-3-3) ! AF=4(0-4)’ +(5-0)* +(3-0)
L C@3)

A0, 37 C[4,-3) A(4,0,0) FO,5,3)
De uma forma geral: De uma forma geral:
A distancia entre dois pontos A(Xa, Ya) € B(Xs, Ys) é: A distancia entre dois pontos A(Xa, Ya, Za) € B(Xs, Ye, Zs)

\/ é:
AB = +(Ys = Ya) 2
AB = (g =X, +(Yg —Ya) +(25 —2)
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*  MEDIATRIZ DE UM SEGMENTO DE RECTA / PLANO MEDIADOR

Mediatriz Plano Mediador
Chama-se metriatriz de um \ Chama-se plano mediador de um
segmento de recta [AB] ao segmento de recta [AB] ao /’/é

conjunto dos pontos conjunto dos pontos do espaco

equidistantes de A e B. equidistantes de A e B. A

(Xmx, P+ (Y= F = (x=xg J +(y—ys ” (xR +(y=YaP + 2= 20 P =g} +(y - yo + (225}

Ay
»  CIRCUNFERENCIA E CiRCULO / SUPERFICIE ESFERICA E ESFERA

¥
, P
Circunferéncia Circulo / :
Plx vl
Exemplo: h .

, 7 . Xr
A circunferéncia é o conjuntode  _ - O circulo é o conjunto de \y
pontos que estdo a uma distancia pontos que estdo a uma distancia
de 3 unidades da origem. maxima de r unidades da origem.
Uma circunferéncia de centro (a, b) e raior Um circulo de centro (a, b) e raio r define-se por:

define-se por:

(x=af +(y-bF =r (x-a) +(y-bJ <r’

M.A.(4)

Analogamente a circunferéncia e ao circulo, pode-se definir:

Superficie Esférica

Uma superficie esférica de centro (a, b, ¢) e raio r define-se por:
(x—a) +(v=b) +(z—c)’ =r?

E Uma esfera de centro (a, b, ¢) e raio r define-se por:
sfera
(x—a) +(y—b)* +(z—c)’ <r?
Exercicios: 60. Na figura esta representado um paralelepipedo rectangulo.
57. Determine o comprimento do segmento [AB] para: | O vértice C é também a origem do referencial.
57.1.A(0,2) B(3,2) 57.2.A(-1, 4) B(3,-1) Sabe-se que: AB= 1,5cm ; BC = 2cm ; CG =5cm
57.3. A(0,-2,0) B(2,-3,5)
60.1. Indique as coordenadas -
58. No referencial 0. m. Oxy esta i‘TB dos vértices do sélido. H o
representado um quadrildtero. ;
5 60.2. Usando as coordenadas E 4
Calcule o valor exacto 1 dos vértices, calcule,
do perimetro: Cz T 4A apresentando o valor exacto:
58.1. do tridngulo [ABD]. R e — — — — :
gulo [ABD] 1/ a) GA b)EC ) ED d) FA ; o
58.2. do quadrilatero [ABCD]. 21D S o R
. . 60.3. Escreva a equagdo para o . 4
59. Classifique, quanto ao comprimento dos lados o . A B
triA lo [MAR] q plano mediador das arestas: d
ridngulo , sendo:
o 1) AG.1) R(5.4) a) [DA] ) [AB] ¢} [HG] x
’ ’ ’ d) [FA] e) [EG] f)[BE]
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Exercicios:

61. No referencial xOy da figura
estdo representadas trés
circunferéncias centradas em
A(-2, 4), B(-3, 3) e C(1, -2).

61.1. Determine o raio de cada

uma das circunferéncias.

61.2. Escreva a equacgdo que define

cada uma das circunferéncias.

62. Considere a circunferéncia definida pela equacgao:

(x+3)* +(y—1)> =9 e os pontos A(-2, 4) ; B(-4,-1) e C(-5, 0).

62.1. Determine a posi¢do de cada um dos pontos
relativamente a circunferéncia.

62.2. Indique uma equagao que defina a circunferéncia de
centro C e que passa por A.

62.3. Represente num referencial a circunferéncia dada.

63. No referencial da figura Y
encontram-se representadas

duas circunferéncias de igual |
raio, tangentes e centradas nos K

69. Represente, utilizando uma condigdo em R’ a regido a
sombreado de cada alinea.
69.1. 69.2.

y=I

69.4.

pontos: A(-4,3) B(S8, -2).
Represente cada uma das

circunferéncias por uma equagao.

64. Represente, num referencial cartesiano, as seguintes
condigoes:

64.1. x> +(y—2)> <4 64.2. (x+1)* +(y—4)* <9

64.3. X2 +y2 <4 A y>-X

65. No referencial estd representado um quadrado
com 4cm de lado cujo centro é a origem do referencial.

yA
mediatriz de [OB]. B A

65.1. Determine a equacdo da

65.2. Escreva uma equacgdo da
circunferéncia representada

=Y

na figura. O

65.3. Indique uma condigdo que

C D

defina a regido do plano sombreada.
65.4. Calcule a area da zona sombreada.

66. Identifique a secgdo que se obtém intersectando a esfera
definida por: (X—l)2 +y? +(Z —3)2 <9 comoplanoy=3.

67. Escreva uma condi¢cdo que defina a esfera de centro
C de coordena das (0, 2, 0) tangente ao plano z =4.

68. Determine as coordenadas dos pontos de intersec¢do
da superficie esférica de centro C(-3, 2, 0) e raio 5
com o eixo Oy.

x ¥

70. Na figura estdo representadas
duas circunferéncias.

A regido sombreada pode T
ser definida por: /

(A) X +y <2A(x+2)°+y’<1 —
(B) 1sx’+y*<2
(€ X+y’ <4V (x-2)+y*<1 \ﬁ«
(D) X*+y*<4Nn(x-2)7+y*<1

71. Num referencial Oxyz, a condigdo (X - 2)2 + y2 +(z+ 3)Z <
16 define uma esfera inscrita num cilindro. Sejam C o centro
da esfera e h a altura do cilindro. Ent3o:

(A) C(-2,0,3)eh=4 (B)C(2,0,-3)eh=4

(C) C(2,0,-3)eh=8 (D)C(-2,0,3)eh=8

72. O conjunto de pontos definido pela condicdo
X +y <4N Xx20Ay<0

pode ser representado num referencial por:

(A) y (©

()

@] %
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EQUACAO REDUZIDA DA RECTA NO PLANO // CONJUNTOS DEFINIDOS POR CONDICOES

= EQUACAO REDUZIDA DA RECTA

Observando a recta r representada na figura, constatamos que a ordenada 12 r
de cada um dos seus pontos é o dobro da abcissa respectiva, isto é, para
y = 2X.

qualquer ponto de coordenadas (X, ), verifica-se que

Qual o significado do himero 27?

y v =2x

4 [reememmeanas

y_2_

2
x 1 ’

Observando a figura ao lado verificamos 5
gue ao avancar uma unidade no eixo XX a
3 | sua imagem aumenta 2 unidades.
Calculando o quociente

+ P(x, y)

(IS SO Lo Y LI

|~
L TE
[ >

- ¢}
o A T

D(-5, -10)

Este quociente que ndo depende dos pontos da recta para o calcular, designa-se

por declive da recta r e representa-se por m. O declive informa-nos sobre a

Podemos calcular o declive de uma recta utilizando
dois dos seus pontos, por exemplo consideremos o

inclinagdo da recta em relagao ao eixo das abcissas.

Dados dois quaisquer pontos A(X,, Y ) € B(Xg, yg )de
uma recta ndo vertical chama-se declive da recta AB ao

ponto  A(1, 2) e D(-5, -10). quociente:
m:yA_yB:2+10 :1_2:2 m=Ja~Ye _Ys~¥a
Xp—Xg 145 6 Xa—Xg  Xg—Xq
Qual é o significado geométrico do declive?
yh Tomando como referéncia a recta s e o seu declive 1, verificamos que o
i 5 y = 2x declive da recta r é maior, sendo também maior a sua inclinagao, em
Lial S relagdo ao eixo das abcissas.

Acrescentemos agora duas rectas ao referencial, ¥ ' e r’:

Como verificamos a inclinagdo mantém-se para as duas novas
rectas, no entanto, existe uma altera¢gdo na ordenada na origem
(representada por b) que corresponde a deslocacdo que ocorreu
de r para r’ (3 unidades para cima) e r para r’’ (5 unidades para

baixo).
Este valor influencia a equagdo da recta:
r-y=2x+3 r’y=2X-5

Quanto a rectat, o seu declive é 0,5, e, portanto, menor que o da recta s,
assim como é menor a sua inclinagdo, em relagao ao eixo das abcissas.

10
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Verifica-se que as equagdes destas rectas sdo todas do tipoy = mx + b, tal como acontece com todas as rectas ndo

verticais.
m corresponde ao valor do declive da recta e o valor de b é a ordenada do ponto de interseccdo da recta com o eixo

das ordenadas, chamada de ordenada na origem.

Chama-se equacao reduzida de uma recta ndo vertical, a equacgdo
do tipo:
y=mx+b

onde m é o declive da recta e b é a ordenada na origem.

Exercicios 74. Considere as rectas representadas.
73. Investigue qual o declive das: Faca corresponder a cada recta uma das seguintes opgdes:
73.1. rectas horizontais. Ly=x+1 llLy=-x+3 >
73.2. rectas verticais. 1 3 X
. . . y=—x-1 IV.y=—Xx+3
73.3. bissectrizes dos quadrantes. 3 2 |
75. Considere as rectar, s e t, cujas equagbes reduzidas 79. Verifique se o ponto A(—1, 2) pertence a recta de equagao:
sdo: 79.1. y=-3x+8 79.2. y=-3x-1
rry=3x—2 s:y=4x-2 tty=3x+1 79.3. y=2 79.4. x=-1
Relativamente a cada uma delas, indique: . .
75.1. 0 dedli 752 denad ) 80. Num referencial Oxy considere os pontos A(4, 9), C(7, 3),
.1. o declive. .2. a ordenada na origem. F(3; 1,5) e H(2, 9).
76. Em relagdo a um referencial o. n. X0y considere os 80.1. Qual o declive de AC.
pontos A(2, 2), B(-3, 0) e C(1, 4). 80.2. Escreva as equagoes reduzidas das rectas AC, FO e HA.
76.1. Determine a equagao reduzida da recta: 81. Determine a ¥
a) AB b) AC ¢) BC equacao reduzida da 318
76.2. A recta r tem declive -3 e passa no ponto A. recta AB representada
Determine a equagao da recta r. na figura A
76.3. A recta s tem ordenada na origem 4 e passa no Of 1 %
ponto B. Determine a equacgdo reduzida da recta s.
77. Determine a equacgao reduzida da recta...
a) ... de declive 2 e que passa no ponto (0, -3).
c) .. PQem que P(2, 4) e Q(1, 2).
78. Represente num referencial a recta de equagdo y \
=-X +3- b / c’ﬁf’ / .
y 32F------ S )
wp----A S
= RELAGAO DE DECLIVES ENTRE RECTAS PARALELAS E RECTAS CONCORRENTES ff/ !
250 - -/ |
Considere as rectas a, b e ¢ representadas no seguinte referencial: 7 /i i
A Y
~ . ~ . 20 '
As rectas a e b sdo paralelas, logo os seus vectores directores sdo colineares o 1 :
y / / |
vejamos o que acontece aos seus declives: ey /0 E
/)
25-10 15 30-18 12 . VN |
a= =—=3 m,=———=—=3 verificamos que: m, =m, /N ! |
5-0 5 5-1 4 ay | !
X 10}/ | !
As rectas a e b sdo paralelas porque tém o mesmo declive. /! ! |
Ndo tém nenhum ponto em comum. : | !
1 | ,
0| 1 5 9 X
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As rectas a e C sdo concorrentes, intersectando-se no ponto P.
Exercicios:
32-20 12 4 . .
m,=3 , m;=———=—=— Vverificamos que: m, = m, 82. Determine as coordenadas
9-0 9 3 . x
do ponto de intersecgdo, caso
As rectas a e € sdo concorrentes porque tém declives diferentes. exista, das seguintes rectas:
Tém nenhum ponto em comum. 82.1. y=3x-1le y=-2x+1
82.2. X+y=2 e y=-X+5
. . ~ 5
Como determinar as coordenadas do ponto de intersec¢do das rectas a e C* 823. y=2x—4de y=3x-1
O ponto em que duas rectas se intersectam é comum a elas. Assim, para determinar | 82-4- y=X+2 e y=3x-1

as coordenadas do ponto de interseccdo, basta igualar as duas equacdes da recta:

4
a:y=3x+10 C:y:§x+20
y=3x+10  y=3x+10 y=3x+10 y=3x+10 [y=3x+10 [y=28
4 = 4 & & = &

y=§x+20 3x+10:§x+20 9Xx+30=4x+60 5x=30 X=6 X=6
Coordenadas do ponto P: (6, 28)
Dadas duas rectas no plano, elas podem ser:
Paralelas: Concorrentes:
> Estritamente paralelas : tém igual declive e diferentes ordenadas na origem. tém declives diferentes.

> Coincidentes: tém o mesmo declive e iguais ordenadas na origem.

=  CONJUNTOS DEFINIDOS POR CONDIGOES

Podemos, agora, definir por condicdes em IR® semiplanos determinados por rectas n3o paralelas aos eixos

coordenados.
4 Exercicio:

Exemplo 1: 83. Defina analiticamente
O semiplano pintado é limitado pela recta de equagao y =- X + 1. \ as regides do plano
Como os seus pontos se encontram a cima da recta e é um b
semiplano aberto, caracterizamo-lo pela condigdo: L ‘\\ ;itégzrr(;i(.%ntadas "

y>-x+1 9 N . 83.1. ”
O semiplano abaixo da recta representa-se pela condigao: A ’

y<-x+1 x‘x I

9 %

Exemplo 2: Vo ¢ >
A regido pintada é limitada pela recta de equacgdo y = - X + 1 e pela circunferéncia (x — 1)+ y2 =2
A semelhanca do exemplo anterior, queremos os pontos Ay
se encontram a cima da recta: 83.2.

y>-x+1 s

Relativamente a circunferéncia, interessam-nos os
pontos da circunferéncia e os que estdo no seu interior:
2 2
(x=1)y"+y"<2

A regido sombreada resulta da conjunc¢do destas duas condicdes:
y>-x+1 A (x=1)+y’<2
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Exercicios:

84. Escreva uma equagao vectorial para cada uma das rectas
apresentadas no exercicio 105.

84. Dos seguintes pares de rectas identifica as que sdo paralelas.
84.1.r: y=-2x+3 s:y=2x-3
84.2.r: 3x—-y=5 s 2y=6Xx+1

85. Considere os tridangulos [ABC] e [PQR] representados.
Os vértices do A[PQR] sdo vl
os pontos médios dos lados
do A[ABC]. P
Recorrendo aos declives, mostre

~_B(7,5)

gue sdo paralelas as rectas: 0
85.1.AB e PQ. A
85.2.AC e PR. T,
85.3.BC e QR. ‘

86. Atendendo aos dados
da figura, determine as
coordenadas do ponto P s

87. Em relagdo a um referencialo. n. considere os pontos
A(-1, 3) e B(2, 0).

87.1. Verifique se a recta AB é paralela a recta de equagao
X+y—-2=0

87.2. Determine k de modo que a recta de equacio

2y — kx + 5 = 0 seja paralela a recta AB.

88. Para os seguintes pares de equagdes da recta, indique as que
sdo paralelas e as coordenadas do ponto de intersec¢do no caso
de serem concorrentes.

88.1. y=-X+2 e 2X+2y—-3=0
88.2. 2y =X e 2y+x=1
88.3. x=2 e X-y=2
88.4. y=X e mX-my—-2=0

89. Considere a familia de rectasy =m x + 2.
Determine m de modo a obter uma recta que seja paralela
arecta 2x—-y=1.

90. Represente o conjunto de pontos do plano definido por:.
90.1. y>2x+4 A y>3
90.2. y>3X A y>3x+3

2
90.3. x> +y? <4 A y=3x

90.4. y<—-X-3 A X>-5 A y20

91. Na figura, em referencial o. n. X0y, esta representado o
trapézio [ABCD]: vyt

Sabe-se que: c
- 0 ponto B tem de /

- o ponto D tem de D4

coordenadas (5, 0)

coordenadas (-1, 2)
-y=—-X+1¢éaequacdo reduzida
da recta AD
Determine:

91.1. as coordenadas do ponto A.

91.2. a equacgdo da recta reduzida da recta BC.

91.3. as coordenadas do ponto G.

91.4. a equacgdo reduzida da recta CD.

91.5. uma condigdo que defina o conjunto de pontos do
trapézio que tém abcissa negativa.

92. No referencial 0. n. X0y da figura estdo representadas
duas circunferéncias de centro no ponto C, sendo tangente
ao eixo 0y e outra tangente ao eixo OX. as rectas I e t sao
definidas respectivamente pelas equagBes Yy=2 e
J2y A
3

Defina por uma condicgdo a
regido sombreada na figura ;

representada por:
92.1. 5,
92.2.5, oA

93. Defina analiticamente as regides do plano

representadasg nas figuras:
. VA
93.1. p 93.2.
N
AN /
|/ 4
AX3
/ \ i
B \(‘ L
/_/—3 0 EDN R o ,‘L I e
/,/ \\ A >
y
' I
93.3. R E
- o %
,1! B
< -2
S
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TEMA 2
FUNCOES

INTRODUCAO

O conceito de fungdo é um dos conceitos mais importantes em matematica.

Referéncia Historica

Desde o tempo dos babildnios (2000 a. C.) que se usam tabelas para
representar a dependéncia entre duas variadveis.

Outras formas de usar fun¢des foram experimentadas por Oresme
(1323-1382) que utilizou o gréfico para representar numa direc¢do o
tempo e, na outra direc¢do, a velocidade de um movel.

Estas ideias que remontam ao século XIV evidenciam que os
do Ocidente
pensamento; faltava-lhes, no entanto, os simbolos da algebra, que

matematicos tinham imaginagdo e rigor de
surgiram com Viete, no final do século XVI.

Descartes (1596-1650) e Fermat (1601-1665) fizeram evoluir o
conceito de fungao através da geometria analitica.

A utilizacdo da simbologia algébrica veio revolucionar a matematica
da época e contribuir de uma forma decisiva para a criagdo do
conceito de funcgéo.

Leibniz (1646-1717) terd em 1673 introduzido pela primeira vez o
termo “func¢do” e Euler (1707-1783) terd utilizado pela primeira vez
a expressdo “f(x)”.

O simbolismo algébrico foi aperfeicoado por matematicos dos
séculos XVII e XVII, entre os quais Descartes, Newton, Leibniz e

Euler.

Descartes

Ha vdrias situacbes na vida real em que a

configuragdo de arco de pardbola, que

corresponde ao grafico da funcdo quadratica,

esta presente.

TVS — Séo Tomé

Parque das Nagdes
Lisboa

Ponte D. Luis - Porto




GENERALIDADES SOBRE FUNCOES

=  CONCEITO DE FUNCAO

Exemplo:

Suponhamos que um automovel se desloca a uma velocidade constante de 60km/h.
Considerando e o espago percorrido (em km) e t o tempo (em horas),

podemos deduzir a seguinte expressao: e = 60t

Atribuindo a t (objecto) valores, obtemos correspondentes valores de e (imagem).
Ao tempo percorrido em viagem corresponde uma e uma so distancia.

e =60t

0

60

120

WIN|RkR[O|—~

180

Podemos dizer que temos uma funcao porque existe uma correspondéncia univoca, ou seja, a cada valor do tempo

corresponde um e um sé valor de espaco percorrido.

Exercicio:
1. Das seguintes correspondéncias identifique as que representam fungdes.

11— 12 . 13. —
O A
| 3 Eﬁ 7 ,|‘| I\ ? ﬁ ! f.'|| ('\ 3
N7 A O NV NG

\\ 1. 4 1 / \
| i
N N JH /

'|| (I

2
.'I 3
4

A funcdo chamou-se f.

em B), o conjunto C.

- Ao conjunto A chama-se dominio da fungdo f e representa-se por Dy
Df={1,2,3,4} O dominio de fé o conjunto dos objectos.

- Ao conjunto B chama-se conjunto de chegada da fungao.

- Ao conjunto C chama-se contradominio da fungdo f e representa-se por D’;
D’s={5, 7, 8} O contradominio de f é o conjunto das imagens.

- O objecto 1 tem por imagem 5.
Simbolicamente, escreve-se f(1) = 5 (ler: f de um é igual a cinco)
Do mesmo modo, escreve-se:

f(2)=7 f(3)=8 f(4) =

Funcao

Uma funcdo f de A com valores em B (f : A —B) consiste em dois conjuntos,
o dominio A, o conjunto de chegada B, e uma regra que associa a cada
elemento X (objecto) de A um e um sé elemento Yy = f(x) (imagem) de B.
Simbolicamente:

f:A—>B

A funcgdo f é uma fungdo definida em A com valores em B.

Para além dos conjuntos A e B, existe ainda um conjunto bem definido (contido

X —Y=fx)
f: R - R

X = 2X+1

« Uma expressdo analitica:

25

Uma func¢do pode ser definida por:

+ Um diagrama:

Temperaturas (°C)

Horas (H)

+ Uma tabela:

H (horas) T (°C)
0 12
8 10
16 18
24 8

« Um gréfico:

8 16 24 H(horas)




Exercicios:

2. Para cada uma das seguintes correspondéncias diga se se trata ou ndo de uma fungdo e em caso afirmativo indique o
dominio, o contradominio e o conjunto de chegada:

2.1. B 2.2,

. A
Anae— “Futebol 1e
L z

Yot Natacido 2«
Paulo e
sJudo

Divisores de ...

Desporto favorito

3. Considere os conjuntos A= {02\/5} eN. 3.1. Dé um exemplo de uma correspondéncia de A para N que ndo seja fungéo.

3.2. Construa uma fun¢do fde A em N.

23. 4 B 24, A4
B
. Paula
1 Nunoe . . 2.
N Jodos « Judite
«Ilelena 5
2 Pedrd ; ; —2e
=Sara “e

Namorada de ...

3.3. Construa uma fung¢do g de A em N, sabendo-se que g(0)=7 e g(\/§)210.

B

.

S
ol4

O dobro de ...

= PROPRIEDADES DAS FUNGOES E DOS SEUS GRAFICOS

. . Exemplo: 121y
> Gréfico de uma funcdo Consideremos a funcgao: 10
Se f é uma fungdo com dominio A, f:[0,6] > R 8
~ - , . = 6
ent3o o grafico de f é o conjunto dos pares X — fix)=2x A
Podemos construir o gréfico de f se
ordenados  {(X f(X)),XeA} . E 5
considerarmos o conjunto de pontos X
(x, f(x)), com x € [0, 6] 1 3 4 5 6
Propriedade: Teste da recta vertical
Uma curva representada num referencial é o grafico de uma funcdo se e sé se qualquer recta vertical intersecta o
grafico, no maximo num ponto.
Exercicios:
4. Com base na propriedade anterior verifique se as a) ys b) Y
seguintes curvas representam funcdes.
4.1. . 4.2, —_—n
-+ t 51 o ¥ C=) % l + ‘r)‘(
Bl i
<) \ ¢
\
\
4.3. v 44. | 3 iﬁ 57
S— T Ve \ 7. Observe a fungdo | representada graficamente por:
{ n v

5. Considere a correspondéncia h definida por:
h: Z - N
X — X
5.1. A correspondéncia h é uma funcdo? Justifique.
5.2. Defina uma nova correspondéncia h’ que seja
uma funcado.

6. Considere as seguintes representagdes e indique,

justificando, se se tratam de fungdes:

N
4 y

Indique:
7.1. O dominio
7.3.0s objectos que tém imagem zero

7.4. A maior imagem
7.6. j(3) e j(-10)

Qv

7.2. O contradominio

7.5. A menor imagem;
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> Fungao Injectiva

Uma funcéo f de dominio A diz-se injectiva quando,

para todos os elementos a e b pertencentes ao dominio,
se a é diferente de b entdo f(a) também é diferente de f(b).
Va,beA, sea # bentdof(a) = f(b)

Propriedade: Teste da recta horizontal

Exemplos: vt
4]
AN EANER
/20| 2 \

nao injectiva

injectiva

Uma curva representada num referencial é o grafico de uma fungdo injectiva se e sé se qualquer recta horizontal

intersecta o grafico, no maximo num ponto.

Exercicio

8. Com base na propriedade anterior verifique se as seguintes fungdes sao injectivas representam fungdes.

27

8.1. 8.2, 8.3. ¥ 8.4. ¥
N B
—T
0 X
9. Considere os seguintes graficos.
a y b c d A e ;
) 4 % ) A, ) y}G ) ‘}6 ) ¥ Té
; [P 5 il 5
i) 4 4 i 4 f o1 T4
i 13 3 -4 ' 13 13 3
! 12 g ! ! 1o T A S 42
. P T : 1 ; Sy I sacdly
—6—5‘—4’1-'3-11‘_;11‘2"34%5? —6—$—&—3—2-1w1523:45‘é§ —é»s'-A-'3-2-1v_1'1‘2‘34’—§_é:7 s54920 [ 123a56x '6'5%’“‘3'2'1'-‘.»1123456‘
1 : 5 12 1o ! +-2 i -2 i
443 ' ! 3 15 ! +1-3 | 3---%6
-4 \ ‘ -4 4 e % WSl
JED = -\ -5 5 1-5 -5
-6 R 4 6 1-6 +-6
f) ok g) vA h) % i) vA i) 4
“16 16 16 6 16
5 15 5 15 5
4 4 L 4 T4
3 13 13 3 13
2 12 12 2 T2
‘ 1 ik 11 | y A I'S] 1
EECEEEIR R IRy I EE E N B E Rk Y T L E T ) Taaabel PAASTURGRAEE 6% e4324 234k ex
+1-2 2SS i 12 =2\ ! S AR
+-3 -3 3 -3 — =3
-4 2 o < 1a +-4 -4
2-5 5 5 +-5 )
-6 -6 {E=S 1-6 -6
k) ,\=f‘6 1) _\:Aé
g =
i 4 s Q=== +4-- l
9.1. Indique os representam fungdes. ) 2 15 f g ;’
9.2. Para os graficos que representam fungdes: T TN . ] \
indi fAi [ G5 L g g N1 D8 A5k Bk d £t =
a) indique o dominio e o contradominio. i | e -;1 EaaEC T
b) indique quais sdo injectivas. 1 7
s "
16 T
> Extremos de uma fungao
v
. ~ 7. . v .
Seja f uma fungdo de dominio D: Exemplo: 5
- f(a) € o maximo absoluto de f se, para todo o x de D, f(a)  f(x) 0 & minimo relativo 1
. . -1 é mini S o
a a d4-se o nome de maximizante 1 & minimo absoluto /\ /
. . 1 é maximo relativo "
- f(b) é o minimo absoluto de f se, para todo o x de D, f(b) < f(x) - 0\/ *
. L 2 é maximo absoluto -1
a b da-se o nome de minimizante




> Monotonia de uma fung¢ao

Funcdo crescente no sentido lato

Diz-se que f é crescente em A quando para todos os
numeros reaisae b de A, se a< b, entdo f(a) < f(b).
v

Exemplo:
f é crescente em [1,3]

O| ‘I: EB X

Funcado estritamente crescente

Diz-se que f é crescente em A quando para todos os
nimeros reais a e b de A, se a < b, entdo f(a) < f(b).
N

Exemplo:
f é estritamente crescente
em [1,3]

Funcdo decrescente no sentido lato

Diz-se que f é decrescente em A quando para todos os
numeros reais ae b de A, se a < b, entdo f(a) = f(b).
v

Exemplo: '
f é decrescente em [1,6]

0|‘I :6 x

Funcdo estritamente decrescente

Diz-se que f é decrescente em A quando para todos os
numeros reaisa e b de A, se a < b, entdo f(a) > f(b).

y

Uma funcdo é mondtona num intervalo se for crescente ou decrescente nesse intervalo.

> Sinal de uma fungao

- Zero de uma funcdo é todo o objecto que tem imagem nula.
- Diz-se que f é positiva em A quando para todos os nimeros

reais a de A, se f(a) > 0.

- Diz-se que f é negativa em A quando para todos os nimeros

reais a de A, se f(a) < 0.

Exemplo:
Estudemos a fungdo f usando o seu grafico:

yA
4 4

Biducs w v e o

Exemplo: .
f é estritamente decrescente \
em [1,6] :
0 | ‘II IG X
Y i
Exemplo:
fx)=0 < x=1 7
1ézerodef
f é positiva em ]1,2[ E /,l 2 "
f é negativa em 1-1,1] L
Ds=1[-5,9] D’s=[-2, 3]

f é ndo injectiva
Extremos:

- maximo absoluto: 3
- minimo absoluto: -2

Tabela de variagdo da monotonia:

x | -5 -3 0 2 6 9

/'2\-1

Jx) | 2

Quadro de estudo do sinal da fungdo:

x | -9 -4 -1 3 9

fl 2 -lo|+ | 0|- 0] *]|3

Exercicio:

- maximo relativo: 2
- minimo relativo: -1

Intervalos de monotonia
- f é estritamente crescente nos intervalos:
[-5,-3], [2, 6]
- f é estritamente decrescente no intervalo:
[-3,0]
- f é constante nos intervalos: [0, 2], [6, 9]

Zeros e sinal

- zerosdef:-4,-1,3

- f é positiva em: ]-4, -1[ U |3, 9]
- f é negativa em: ]-5, -4[ U ]-1, 3]
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10. Considere os graficos das fungdes seguintes.

a) v b) v C) y4 d) y
6 6 6
] Il - P— fx)
P o 1
: f 2T\
6 | -4 1 2 4 6x6 4 2 | 2°4 64
i \ 2 X
-4 _4‘ 4: i
-6 -6+ -6
r ¥
e ¥y f y h . i
) 6{ ) 6 ) L& ) h(x)
R S Q-'—-:"— ________ l‘
¥ & I
«{Tj/’/z q (“‘ 2 ) 7 : ; 2: I\I
— } T e e — “‘/ + gy —— ‘: T ‘ e,
6 4 2 1 2 4:6x64. 2 |/ 2 4 g5 6 4 2 1 2,4 6«
2 21/ 2 :I \
4 S| 41 44 = k- T "
__________ N | i
- el -6
6 61
\
y
k) % )] ' S
Indique para cada uma delas: jx) E 900
10.1. se existirem, os extremos absolutos e relativos, | : 4/’ :
0s maximizantes e minimizantes e o contradominio. 42y : bz 2 oty
10.2. os intervalos em que é crescente, decrescente, /\ ¥ /V b
constante, positiva e negativa. -3 V 15 % —,?/-5 3 0 2 4 x
52 R N R Lt R TR =21
> Continuidade e descontinuidade de uma fung¢ao
“Uma fungdo f diz-se continua se for possivel tragar o seu grdfico sem levantar o Idpis.”
Exemplos:
y 1 y
_—  » L]

fungdes continuas fungdes descontinuas

> Paridade de uma fungdo

Funcgdo Par Funcdo Impar
Diz-se que uma funcgdo de variavel real f é par se e sd se | Diz-se que uma fungdo de variavel real f é impar se e s6
f(-x)=f(x) WvxeD; se f(—x)=—f(x) VxeD;

Graficamente: T impar:
f(—a)=—1(a)

|Gréfico simétrico
'em relagéo a O.

Graficamente: f, par:
f(-a)="f(a)
Grafico simétrico
em relagdo ao eixo
vertical

Exemplo: Calcule a paridade de cada uma das seguintes fungdes:
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1. f(x)=—x>-3x
f(=x)=—(-x)® =3(=x)=x> +3x=—f (X)

Como f(—x)=—f(x) VxeD; afun¢do éimpar.

2. g(x)=—3x* —2x+1

g(—x) = -3(-x)% —=2(-x)+1 =—-3x? +2x+1

9(=x) = g(x) A g(=x) # —g(x)

VX € D¢ afungdo ndo é par nem é impar.

Exercicios

11. Analisando os graficos das fungdes do exercicio 10, indique quais sdo continuas.

12. Estude a paridade das seguintes fungbes: a) f(X)=x+1 b) g(x)= x? -5

c) h(x)=x*+x2 d) j(x)=-2x>+Xx

FUNCAO AFIM

Estudamos em geometria que, uma equagdo do tipo y = mx + b, com m, b € R representa uma recta ndo vertical,

onde m é o declive da recta e b é a ordenada na origem.

Dizemos que uma funcao real de varidvel real, € uma funcao afim, se é definida por uma expressao do tipo:
f(xX)=mx+b,comm,beR

De um modo geral:
» declive da recta
dados dois pontos P(x,,Y;) e Q(x,,Y,) deuma

recta, definimos declive da recta PQ por:

m=Y2 "Y1

X =X
» dominio: R

» contradominio: R

b
P zeros: f(x]=0@mx+b=0cbx—-—;

) monotonia e sinal:

m >0 Crescente m <0 Decrescente

Ya Y4

f(b) L. N f{a)

b3 4

/.

/b
m

Quaisquer que sejam, a e b e Df,

se a<b entio fla) < flb)

Quadro de sinal Quadro de sinal

se a<b entio fla)>

fib)

—b/m +oo X —o0 ~bim

- [ o[ | [m] -]

Exercicios

13. Estude as seguintes fun¢bes quanto a monotonia e sinal,
indicando os respectivos pontos de intersec¢do dos seus
graficos com os eixos coordenados:

13.2. g(x)=0,4x-10

N

13.4. j(X)=——Xx—8
J(x) -

1
13.1. f(x):—gx+4

13.3. h(x) =—2x

14. O grafico de uma fungdo afim f contém os pontos de
coordenadas (2,4) e (57).
14.1. Escreva a express3o que define a fungdo f .

14.2. Faca o esboco grafico da funcdo.
14.3. Indigue a monotonia e sinal da fungdo.

k
15. Considere a familia de fun¢des: f(X)=—x+3, ke R.

Indique um valor de k de modo que:
15.1. f seja crescente;

15.2. a fungdo tenha um zero no ponto de abcissa 6;
15.3. o gréfico da fungdo seja uma recta horizontal.

16. Calcule a expressdo analitica de cada uma das fungdes afim
representadas graficamente por
16.1. y

*‘L
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FUNCAO QUADRATICA

3 1it 2 ~ . r"ﬂ \ eixo de simetria .
Fungdo quadratica é toda a func¢do do tipo: o Tl O seu grafico
minimizante —
FR -~ R |_parabola € uma parabola.
X — ax?+bx+c coma,b,ceRea#0 7e10 Ze10
P | 5
ok |E 7 x
# k +--- ‘7:'~a~” o
minimo vértice | Exercicios:
17. Estude a paridade e calcule os zeros

= ZEROS E CONCAVIDADE

Os zeros da funcdo quadraticaf: X +— ax? + bx+c,coma=z0,

. N . 2 . —b++/b*—4ac

sdo as solugdes da equagdo ax” +hbx+c=0, ou seja, X=2—
a

Muitas vezes tem interesse saber se uma func¢do quadratica tem ou

nao zeros, independentemente de se conhecer o seu valor.

Calculando-se o sinal do binémio b? —4acque se representa por A, tem-se:
-Se A<0 = afungdo ndo tem zeros reais

-Se A=0 = afuncdo tem um zero real

-Se A>0 = afuncdo tem dois zeros reais

Ao bindmio A chama-se binédmio discriminante, pois é pelo conhecimento
do seu sinal que se pode discriminar quantas solucées tem a equacao.
Exemplos:

Calculemos os zeros de cada uma das seguintes fun¢des definidas, em R, por:

1. f(x)=x*-5x+6

Calculemos o valor de A.

b?—4ac=5"-4X1X6= 1; como A>0,a funcdo tem dois zeros.

5+41
X=
2

<X =3VvX,=2  Oszerosdafun¢dosdo2e3.

2. h(x)=x% + x+2
b?—4ac=1"-4x1x2=-7
Como A<O0, afungdo h ndo tem zeros.

de cada uma das seguintes fungdes
definidas, em R, por:

15
17.1. f(x)==x
(x) 2

17.3. h(x)=—5x? +10x

17.4. i(x)=x* —x-2

17.5. j(X)=4x> —12X+9

18. Sem os calcular, determine o

numero de zeros de cada uma das
seguintes fungdes:

18.1. X > 2X* —7X+6

18.2. X — —-3x>+2x-1

183. X > x> +4x+4

19. Determine m de modo que a
expressdo mx*> —4x+2 definauma
fungdo quadratica com:

19.1. dois zeros 19.2. um zero

19.3. nenhum zero

3. m(x)=x> —6x+9
b? —4ac=6"-4x1x9=0

Como A=0, afungdo tem um zero,

x:§<:>x:3
2

A>0

A=0

O que define o sentido da concavidade da

pardbola do grafico de uma funcdo quadratica
a>0 +\

/+

e

17.2. g(x)=4x> +3

f(x)=ax* +bx+cé o sinal do valor de a:

- a parabola é voltada para cimase a>0
- a parabola é voltada para baixo se a<0

O quadro ao lado relaciona o sentido da

concavidade com o numero de zeros da fungao:

a<0

b

\_

_/_\_
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= VERTICE E EIXO DE SIMETRIA

Observe a figura ao lado.

A entrada do tunel tem a forma aproximada de parte de uma

parabola que podemos considerar definida pela expressao:

m(a) = —% (a2 —6a)

1. Qual a largura da estrada?

2. Qual a altura maxima do tunel?

Resolugao:

1. Consideremos a pardbola desenhada num referencial cartesiano:

A largura da estrada corresponde a distancia entre os zeros da fungao.

—%(a2 —6a):0<:>—%a(a—6):0<:>a=0va=6

A largura da estrada é 6 m.

2. Como podemos observar, o eixo de simetria contém o vértice da pardbola, logo a equacgdo do Y1

eixo é X = 3.

Entdo, a abcissa do vértice é 3. Vamos calcular a sua ordenada.

1
m(3) = - (3*-6x3)=4,5

A altura maxima é 4,5 m. O maximizante da fung¢do é a média dos zeros da fungdo (a concavidade /

da parabola estd voltada para baixo).

v

De um modo geral, a representac3o grafica de uma funcdo do tipo f(X)= ax’ +bx+c,coma,b,ce Reaz0,é

uma parabola de vértice no ponto:

A
V(——,——) onde, A=b? —4ac. O eixo de simetria da parabola é a recta x:—i.

2a

Exemplo: Seja a fungdo j(t) =t -2t

1. Indique os zeros da fungdo.

2. Determine as coordenadas do vértice e o eixo de simetria.

3. Esboce o grafico da funcgdo.
4. Indique o contradominio.

-3

5. Estude a fungdo quanto a monotonia.

Resolugao
1. b> —4ac=(-2)* -4x1x(-3)=16

2+ -
- 16<:>X=2 4Vx:2+4
2 2 2

S X=-1vx=3

2v(-2 2] o(2-2)
2a  4a 2 4

V(1,-4). O eixo de simetria é x =1

H AT 4
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Exercicios:

20. Seja f(x)=x*—-4x-5

20.1. Indique os zeros da fungdo.

20.2. Determine as coordenadas do vértice.
20.3. Escreva a equacgado do eixo de simetria.
20.4. Esboce o grafico da fungdo.

20.5. Indique o contradominio.

20.6. Estude a fungdo quanto a monotonia.

21. O gréfico ao lado representa a altura (em metros)
em funcdo do tempo (em segundos), de uma bola
langada de baixo para cima e na vertical, com uma
determinada velocidade inicial.

21.1. Depois de langada, quanto tempo demorou a
bola a chegar ao chdo?

21.2. Qual a altura mdxima atingida pela bola? Em
que instante?




=  CONTRADOMINIO E MONOTONIA

Resolugdo (continuagdo):
3.Para esbogar o grafico da fungdo, ja temos o valor dos zeros, e do
vértice, calculemos o valor da ordenada na origem:

j(0)=0*-4x0-3=-3 y
Com o valor dos zeros, do vértice e

da ordenada na origem podemos
tracar o esbogo do grafico.

=N W b

4. Através da observagdo do grafico
concluimos que:
D,f = [ _41 + 0 [

ER O

5. A fungdo é mondtona crescente: [ 1, + o [
A fungdo é mondtona decrescente: ] -0, 1]

=  VARIAGAO DO SINAL
Exemplo:
Observemos os graficos das fung¢des definidas por:
f(X)=x>+x-2;
g =x*+1;
h(x) = ~(x~2)*;

Exercicios:

22. Considere a fungdo i(r)=—r2 +4r -5

22.1. Indique os zeros da fungao.

22.2. Determine as coordenadas do vértice.

22.3. Escreva a equacao do eixo de simetria.

22.4. Esboce o grafico da fungao.

22.5. Indique o contradominio.

22.6. Estude a fun¢do quanto a monotonia.

23. Determine, por via algébrica, os zeros e o minimo
da fungdo h definida por h(x)=x*>—3x e esboce o

seu grafico num referencial.

i(x)=—x%>+9x—18

Podemos concluir:

- f tem dois zeros e a > 0; é positiva no intervalo
]—oo,—Z[u]1,+oo[, sendo negativa em ]—2,1[;

- g ndo tem zeros e a > 0; é positiva em R;

- htem um zero e a < 0; é negativaem R \{2};

- i tem dois zeros e a < 0; é positiva no intervalo ]3,6[ e negativaem ]—oo,3[u]6,+oo[.

Exercicio:

24.5. j(x)=x*+6x+13

24. Tendo em conta os valores de a e de A, em cada caso, determine a variagcdo de sinal de cada uma das seguintes fungdes:

24.1. f(x)=—x> +6X 24.2. g(X)=2x*+5x—7 24.3. h(x) = —2x% +3x—1 24.4. i(x)=—(x—1)

Estudar a variacdo de sinal da fung¢do é determinar os intervalos onde a fungdo é positiva e os intervalos onde é

negativa.

= INEQUAGCOES DO 22 GRAU

Para iluminar uma opera¢ao de salvamento lanca-se um foguete luminoso cuja
altura h em relagdo ao nivel do mar é dada aproximadamente pela lei:

h=10+5t—t> (h em metros, t em segundos).
A luz s6 é til desde que o foguete esteja a 4 m ou mais acima do mar.

Quanto tempo dura a luz util de cada foguete?

Resolugdo: Queremos os valores de t para os quais h>4, ou seja, 10+5t—t>>4.

Esta condigdo é uma inequacdo do 22 grau.

12 passo: colocar todos os termos no 12 membro: 10+ 5t —t?>4< 2 4+5t+6>0
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22 passo: estudar o sinal da fungéo quadrdtica do 12 membro: h(t)=—t> +5t—6

Como a =—1, a concavidade é voltada para baixo.
A =25+ 24 =49, logo a fungdo tem dois zeros.
—5+4/49
—2<:>t

Zeros: t= =-1vt=6

Analisando o esbogo do grafico concluimos

que a fungdo é positiva no intervalo ]—1,6[

do problema e dar resposta:

a luz é util de zero a 6 segundos.
Resposta: A luz util
segundos.

Mais Exemplos:

1. Resolva a seguinte inequacao: x? —4x+3>0.
a>0 e A=16-12=4

4+.a
2

Ha dois zeros que sdo: X= & x=3vx=1

S = oo [ U3, oc]

2. Resolva a inequagao 4x> —4x+1<0.
a>0 e A=16-16=0

Existe um zero, X= 1/ a inequacao

1)

3. Resolva a inequagao x? —3Xx+6>0.
a>0 e A=9-24=-15

2 ’
tem uma so solugdo:

142

A inequagdo ¢é uma
condicdo universal, ou

~_

+ + +

seja, todos os numeros

reais sao solugdo da

1] LI

inequagdo. S=1R
4. Resolva a inequagdo —4x% +x-3>0.

a<0 e A=1-48=-47

= FAMmiLIAS DE FUNCOES QUADRATICAS

> Fungdes do tipoy =ax*,a#0
Y

4
\

3

f\g2

R\ N
— »
/N1 2 3 4 %

f(x)=x>
g(x)=4x’
h(x) = -3x?

Exercicios:
25. Determine o dominio das seguintes fungdes:

f(X)=V-x>+2x; g(X)=Vx? —5x+6

26. Resolva em R:

4x—3)4x+3
26.1. x> —3x—4<0 26.2. 3<5x+2x% 26.3. x—2sw

6
2
26.4. 3(x—1)>x2 +2 26.5. ZX(’;_ 1) X 2+4
26.6. (x—+3x++3)>1 B
27. A figura representa um jardim com w

a forma de um trapézio isdsceles. =

Atendendo aos dados:
2
. . X
27.1. Mostre que a drea do trapézio é dada por A(x)=11x+7

27.2. Entre que valores pode variar a altura do trapézio de modo que a
area seja inferior a 120 m’?

28. Um foguete é langado. A altura, em metros, que atinge ao fim do
tempo t, em segundos, 4 dada por A(t)=—t> +10t+7

28.1. A que altura estd o foguete ao fim de 5 minutos?

28.2. Em que instante o foguete atinge o solo?

28.3. Durante quanto tempo se encontra o foguete a uma altura
superior a 23 metros?

Ainequagdo é impossivel.

s={}

TN

39 passo: analisar os dados obtidos no contexto

Mas neste problema sé interessa t> 0, pelo que

do foguete dura 6

M.A.(5)

Da andlise feita aos casos apresentados, sdo intuitivas as seguintes
informacdes:

- o sinal do coeficiente a influencia o sentido da concavidade.

- o valor absoluto de a influencia a abertura da parabola. Quanto
maior é o valor absoluto de a, menor é a abertura da parabola.
-qualquer uma das parabolas tem vértice no ponto (0, 0) e o eixo
de simetria é a recta X = 0, donde se conclui que sdo
independentes de a.
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a>0 a<o0
Dominio R R
Contradominio RS IRg
Zeros x=0 x=0
Sinal Positiva em R \ {0} Negativa em R \ {0}

Crescente em R*

Monotonia
Decrescente em R~

Crescente em R~
Decrescente em R*

Minimo absoluto

Extremos em (0, 0)

Maximo absoluto
em (0, 0)

Concavidade Voltada para cima

Voltada para baixo

>Fun96esdotipoy=ax2+k e y=a(x—h)2,a¢0

Exercicio:

29. Corresponda cada uma das fungdes ao seu respectivo

grafico:
l:y=2x*
Il :y=-0,5x>
ey =+3x2
IV :y=—x?
V:y=0,2x2

Y

T

. ~ . . s 2 2 2 . e
Considere as fungdes reais de varidvel real y=X", y=X"4+2 e Yy=X"—1 e os seus respectivos graficos:

[ [1] [
| ¥ ‘ [l

\ ‘\ 0 Kl
- \//‘ i | Vértice: (0, k)

-
=

1 ‘ /yn T 1 eixodasab
I

\_~?.
i
1
i
1
i
4

|

/
\ — — - o I

"

3 6 X X

5
>

i =B |x

Eixo de simetria: X=0

cissas.

Vértice: (h, 0)

/I unidades para cima. (k > 0, deslocac¢do para cima)

/| f | | unidades para baixo. (k < 0, deslocacdo para baixo)

Eixo de simetria: x=h

duas unidades para a direita. (h >0, deslocacdo para a direita)

unidades para a esquerda. (h < 0, deslocag&o para a esquerda)

| Da analise feita aos casos apresentados, sao intuitivas as seguintes informacdes:

-Ogréficodey = X’ +2 obtém-se a partir do graficode y = x* deslocando-se duas

-Ograficodey = x*> —1 obtém-se a partir do graficode y = x’ deslocando-se uma

- Os efeitos das mudancas de k, nos graficos das funcgdes da familiay=ax’*+k,a#0
fazem-se sentir na localizacdo do vértice da pardbola sobre o eixo das ordenadas.

Da analise feita aos casos apresentados, sdo intuitivas as seguintes informacdes:

- O gréfico de y=(x—2)2 obtém-se a partir do grafico de y=X2 deslocando-se

- O graficode Y= (X+3)2 obtém-se a partir do graficode y= x° deslocando-se trés

- Os efeitos das mudancas do pardmetro h, nos graficos das func¢&es da familia
y = a(x—h)?*, a # 0 fazem-se sentir na localizagdo do vértice da parabola sobre o

Exercicios:

31. Represente, a partir da funcdo definida por
f(x)=x?, as seguintes funcdes, indicando as
coordenadas do vértice:

31.1 g(x)=2(x—3)? 31.2 h(x)=—x? +2

30. Estabeleca a correspondéncia
entre os graficos dados e as
seguintes fungdes:

xy
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> Fungdes do tipo y=a(x—h )*+k,a#0

Considere as fungdes reais de varidvel real y=X e y= (X—Z)2 +3 eos
seus respectivos graficos:

Da analise feita aos graficos apresentados, sdo intuitivas as seguintes
informacdes:

-Ograficode y= (X—Z)2 +3 obtém-se a partir do grafico de y = x°

deslocando-se duas unidades para a direita (h = 2) e trés unidades para

~ cima (k=3).

Vértice: (2, 3)

X com as seguintes caracteristicas:
Vértice: (h, k)

-y= (X—Z)2 +3 tem concavidade voltada para cima;

Eixo de simetria: x =3
- O gréfico de uma funcéo do tipo y = a(x — h )* +k, a # 0 é uma parabola

Eixo de simetria: x=h

fe .
a>0 g Exercicio: Wy
32. As representacgdes graficas
Dominio R R . . . f 9
. i seguintes foram obtidas a partir
Contradominio [k +oo[ J-eo, K] 5 4
- : — de y=X".Escreva a expressao
Moratonia rescente: [h, 1‘01[ Crescente:; ]—ml h]
Decrescente: = ] Decrescente: [h, +oof analitica das fungdes o
n T i L. -1 10 3 X
Extremos M pedmalug Maximo absoluto quadraticas representadas. Al 1
em (h, k) em (h, k) / :
Vértice (h. k) (h, k)
Concavidade Voltada para cima Voltada para baixo ‘ ’
: : al
Eixo de simetria x=:h x =h
Exemplo:

Seja a funcdo f definida por f(X)=5x> —10x—1

1. Escreva a expressdo da func¢do na forma f(X):a(x— h)2 +k .
2. Identifique as coordenadas do vértice e o eixo de simetria da
parabola que é o gréfico de f.

Resolugao:

b A
1. Vamos calcular as coordenadas do vértice a partir da formula V(—z—,—4—) .
a

A:100—4><5(—1):120; _iz_ﬂzl; _A__10
2a 2x5 4a 4x5
Entdo h=1 ; k=-6 e a=5

Toda a fun¢do quadratica y=ax’ +bx+c
com a # 0, pode escrever-se na forma
y=a(x—h)*+k e tem por grafico uma

pardbola de vértice V(—L,—Aj ou
2a 4a

V(h,k). O eixo de simetria da parabola é
a abcissa do vértice.
b A

h=—— e k=-—
2a 4a

Substituindo na expressdo vem: f(Xx) :S(X —1)2 -6

2. V(l,—6). A recta de equagdo X=1 é o eixo de simetria da pardbola.

Exercicios:

33. Considere a funcdo definida por f(x)=2x> —3x+1

33.1. Determine os zeros da fung¢do e as coordenadas

do vértice da parabola que a representa.

33.2. Escreva a expressao da fungdo na forma

f(x)=a(x—h)® +k.
33.3. Represente graficamente a fungao.
33.4. Estude a monotonia da funcgdo.

33.5. Resolva f(x)<1

34. A pardbola representativa de uma funcdo quadrética f tem
vértice no ponto de coordenadas (1, -4) e intersecta o eixo das
abcissas nos pontos de coordenadas (-1,0) e (3,0). Escreva a

expressdo que define a fungdo na forma f(x)=a(x—h)* +k .

35. Considere a func¢do definida por h(x)=—-2x> —4x+3

35.1 Estude a paridade da fungao.

35.2 Faca o estudo analitico da funcdo indicando os zeros, o
vértice, o eixo de simetria, o sinal, a monotonia, o contradominio e
os extremos.

35.3 Esboce o grafico da fungao.




= RESOLUGAO E DISCUSSAO DE PROBLEMAS DE 22 GRAU

Exemplos:
1. Do alto de um farol langa-se, de baixo para cima, um projéctil cuja altura
h, em relacdo a base do farol, é dada por h=20+20t —5t> (h em metros e t
em segundos).

1.1. Esboce o grafico da fungdo para t>0.

1.2. Ao fim de quanto tempo o projéctil passa pela base?
1.3. Ao fim de quanto tempo cai no mar?

1.4. Qual a altura maxima atingida pelo projéctil?

Resolugdo: A

1.1. of

h(0) =20 a0t/ \
SO °

V(2,40) 0

Zeros: T\ 5

t~-08vt~438 o o
-20 \ d

h(4)=20 -301 \ |
-40-} 777777777777777 ®

h(6) =-40
1.2. Ao fim de aproximadamente 4,8 s que corresponde ao zero positivo da
fungao.

1.3. O nivel do mar esta 40 m abaixo da base do farol o que na func¢do
corresponde a h(6)=—40. Ao fim de 6 segundos.

1.4. A altura méaxima corresponde a ordenada do vértice (k) da parabola.

A altura maxima é 40 m.

2. Um rectangulo tem de perimetro 20m.

2.1. Exprima a drea A do rectangulo em fungao do comprimento X de um
dos seus lados.

2.2. Represente graficamente a fungao A de X. X

2.3. Entre que valores pode variar x?

2.4. Para que valores de X a drea é maxima? V|

Resolugao:

21. P=20 < 2X+2y=20 < Xx+y=10 & y=10-X

A=xy < A=x(10-Xx) < A=10x—x>
2.2, 2.3. Os valores de X tém de estar
y compreendidos entre 0 e 10, pois se
uma das dimensdes for 0 ou 10 ndo
: existe rectangulo
BT/ \ 2.4. Observando o grafico verificamos
| gue o maximo da fungdo é a ordenada
do vértice da pardbola, donde se

of 1 3 5 7 9 10 x concluique a drea é maxima quando

X=5.

Exercicios:

36. Uma bola atirada de baixo para cima, na
vertical, atinge a altura h, em metros, dada por
h=14,7t — 4,9t ao fim de t segundos.

36.1. Ao fim de quantos segundos atinge a
bola a altura maxima?

36.2. Qual é essa altura maxima?

37. Um rectangulo de area A tem menos 4 cm

de largura do que de comprimento (C).

37.1. Exprima A em fungdo de C.

37.2. Sabendo que a area ndo pode exceder os
2 .

21 cm” qual o maior valor que C pode tomar?

38. Um dos catetos de um tridangulo rectangulo
tem mais 1 m do que o outro.

38.1. Exprima a drea em fung¢do do cateto
menor e determine o valor deste cateto para o
qual a area é superior a 10 m>.

38.2. Determine o cateto menor sabendo que
a hipotenusa tem mais 9 m que ele.

39. A secgdo transversal de uma piscina tem a
forma de uma parabola sendo a equagdo dessa
parabola definida por: h=0,2X(x—8).

h (x e h em metros)

sl

39.1. Calcule a largura e a profundidade
maximas da piscina.

39.2. Para que valores de Xe[O,S] se tem
h>-1,47?

40. Da varanda de uma casa, a 5m do solo, foi
langada, na vertical, uma bola para o ar. Apds t
segundos, a distancia em metros, da bola ao
solo é dada por d(t)=>5+ 40t —16t>

40.1. Calcule d(0) e indique o significado destes
valores.

40.2. Resolva a equacdo d(t) = 5. Qual é o
significado da solugdo obtida?

40.3. Qual serad a altura maxima atingida pela
bola? E em que momento é atingida essa
altura?

41. Calcule as medidas dos catetos de um triangulo rectangulo de perimetro
24 cm e cuja hipotenusa mede 10 cm.

42. Considere a figura ao lado. O quadrado maior tem 100 m’ de érea.
42.1. Exprima em fungdo de X a drea de cada triangulo a sombreado.
42.2. Calcule os catetos desses triangulos se o quadrado menor tiver 90 m”.
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Exercicios:
43. Num jogo de Basquetebol, um jogador converte um langamento de trés pontos. Tendo em conta que a altura (em metros) a
que a bola se encontrava do solo em fungdo do tempo que decorreu (em segundos) entre o instante em que a bola foi lancada e

o instante em que atingiu o cesto é dada pela funcdo f definida por f(t) =-0,93t* +2,32t +2,1 com te [0,2]

43.1. Determine a altura a que a bola se encontrava do solo no momento do langamento.
43.2. Determine a altura a que se encontra o cesto.

43.3. Qual foi a altura maxima atingida pela bola e em que instante a bola atingiu essa altura?

43.4. Se o jogador ndo tivesse acertado no cesto nem na tabela e a bola ndo tivesse sido intersectada, ao fim de quanto tempo a
bola chegava ao solo?

Ey
|
44. Num terreno de 20 X 8, pretende-se construir uma piscina com um passeio em
seu redor de largura constante. 5

~ . - ~ . < QI
44.1. Escreva a expressao da area da piscina em fungdo da largura do passeio. % X
44.2. Determine a largura do passeio de modo que a piscina, tenha um ry
comprimento triplo da largura. v
@ »|
20 ‘

TRANSFORMACOES SIMPLES DE FUNCOES

No estudo da funcdo quadratica, foram feitas algumas referéncias a transformacoes de fungdes e respectivos
deslocamentos em termos graficos.
A seguir, sdo sintetizados e generalizados algumas situacdes tendo por base exemplos intuitivos.

= y=f(X) +a, aeR (TRANSLACAO VERTICAL)

Exemplo:
Seja f tal que f(x)=x>.

Como obter os graficos das funcdes: Qualquer um dos graficos das fungdes

y; = f(x)+2=x*+2 dadas pode ser obtido a partir do

v, = F(X)+3=x2 +3 grafico de f, efectuado um

) deslocamento na vertical — translagdo
ys = f(x)+2=x*-4

associada ao vector (0, a).

= y=f(x—a),aeR (TRANSLACAO HORIZONTAL)
Exemplo:
Seja f tal que f(x)= x> .
Como obter os graficos das fungdes:
y; = f(x+2)=(x+2)
y, = f(x=3)=(x-3)

L 4
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Qualquer um dos graficos das fun¢des dadas pode ser obtido a partir do grafico de f, efectuado um deslocamento na

horizontal — translagdo associada ao vector (a, 0).

=y =f(—X) (SIMETRIA EM RELACAO AO EIXO DAS ORDENADAS)

Exemplo:

Seja f tal que f(x)=x>—4x .  Graficamente:

Se na expressao substituirmos | Y
X pelo seu simétrico, ou seja, — X, y= Flx) "

obtém-se a expressdo f(—x).

f(=x)=(=x)* —4x(=x)=x* +4x

Os gréficos das fungdes f(x)e f(—x) sdo
simétricos em relagdo ao eixo das ordenadas.
Conhecido o gréfico de f, para obter o grafico
de y=f(—x) basta construir o gréfico

simétrico de f em relagdo ao eixo Oy .

=y =—f(X) (SIMETRIA EM RELAGAO AO EIXO DAS ABCISSAS)

Exemplo: g

Seja f tal que f(x)=x> —4x .
Como obter o grafico de
y:—f(x):—(x2 —4x):—x2 +4x

Os gréficos das fungdes f(x)e — f(x) sdo
simétricos em relacdo ao eixo das abcissas.
Conhecido o grafico de f, para obter o grafico

\ = —flx)
\

= y=af(x), aeR (DILATACAO/COMPRESSAO NA VERTICAL) VY
Exemplo:
Seja ftal que f(x)=x> -3 .
Como obter os graficos das fungdes:
y=2f(x)=2x>-6
y=0,5f(x)=0,5x> -1,5

-Se |a|> 1, diz-se que ha
uma dilatacgao vertical.

y=2f[x]

- Se |a|< 1, diz-se que ha
uma compressao vertical.
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de y=-f(x) basta construir o grafico

simétrico de f em relacdo ao eixo OX .

=f(ax ), a € R (DILATAGAO/COMPRESSAO NA HORIZONTAL)

Exemplo:
Seja f tal que f(x)=x> -3

Como obter os graficos das fungdes:
y=f(2x)=4x*-3

y = f(0,5x)=0,25x* -3

- Se |a|>1, diz-se que hd uma compressao horizontal.

- Se |a|< 1, diz-se que ha uma dilatagdo horizontal.



Exercicios:

45. Uma representacdo grafica da funcgdo f
encontra-se na figura seguinte: \ y

45.1. Indique o contradominio /

da fungdo h, sendo h(x) = f(x) — 1.
45.2. Determine p € R, de modo #
que g(x) = f(x) + p ndo tenha zeros.

46. Considere a fungio f, definida por f(x)= |X| -2.
46.1. Indique os zeros da fungdo g sendo g(x) = f (x + 1).
46.2. Estude o sinal da fungdo h, sendo h(x) = f (x — 4).
46.3. A fungdo j tem

a seguinte representagdo

=

grafica:

Indique o valor de K,
sabendo que j(x) = f (x + k)

- - Zl

47. Considere a fungdo f representada graficamente.
Em relacdo a fungdo y )
y =f (- X), indique:

47.1. zeros.

47.2. extremos. 0 2
47.3. sinal.
47.4. intervalos de monotonia

|
(S

48. Na figura encontra-se
representada a fungdo h.
Esboce o grafico da funcgao:
48.1.h (x-2)

48.2. h(x) + 3 -1\ 0 /4 X
48.3. [h(x)| )
48.4. -h (x)
48.5.0,5 h (X)

49. Observe a figura onde se encontra representada

graficamente a fungdo f e considere as func¢des definidas por:
g(x)=f(-x) y /
h(x)= f(x-3) /
100=—1(x y y
t(x)=|f () / ‘ f

\
Indique: / N

49.1. os zeros de g. /

=~
~.

49.2. o conjunto solugdo h(x) <0.
49.3. os intervalos de monotonia da fungdo i.
49.4. os extremos de t.

50. Considere a fung3o f representada graficamente e
g(x)= f(3x) vl
h(x)=3f(x)

50.1. Indique os zeros e o f,«"

contradominio de g e h. ) o /1 x
50.2. Quantas solugbes tém as

Seguintes equagdes:

a) gx)=-3 b) h(x)=-3 ¢) h(x)=6

51. Considere os graficos A, B e C e as fungdes tais que:

y=—f(x)  y=f(-x)

(8] J\
-\
| 1% °

(€) £ /

a cada grafico a sua
respectiva fungao.

y="f(x)

(A) d

Faca a corresponder

FUNCOES POLINOMIAIS. POLINOMIOS

=  PoOLINOMIOS
Exemplos:
A(X) =4x% +2x—20 (polinémio do 22 grau completo)
B (X) =4Xx+10 (bindmio do 22 grau completo)

C(x)=—6x> (mondmio do 52 grau)

D (x) = x> +3x% —10x (polinémio do 32 grau incompleto, uma vez

que lhe falta o termo independente)

E(x)=5%%> —3x+4 e F(X)=4+5%x% —3X sdo polindmios idénticos
E(X)=5x> —3Xx+4 e H(x) =—5x> +3x—4 sdo polinémios simétricos

C(x)=-6x"e J(x)=x">sdo mondmios semelhantes porque tém a

mesma parte literal ( x°).

Um polindmio de grau n, na variavel real X, é toda a

expressao do tipo:
n n-1 n-2
A X +a, X +aX’ T +..+a, X+a,

com a,,a,,a,,..,a,€R e neN,

Um polinédmio com dois termos diz-se bindmio.

Se o polindmio tem um sé termo, diz-se mondmio.
Um polindmio que apresenta todos os coeficientes
iguais a zero diz-se polindmio nulo.

Um polinédmio diz-se completo se e sé se contiver
todas as poténcias de X, desde X" até ao termo
independente.
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Exercicios:
52. Calcula o valor de:

52.1. t?> —6t+10, para t=2 52.2. x> —5x—9, para X=-3

53. Escreve por ordem decrescente das poténcias de X e indique o grau e os coeficientes dos varios termos:

53.1. 1+6X+9x% —8x> 53.2. 3—9x% +24x* 53.3. x> —5x3 —6x°% —7x

52.3. m>—-9m, para m=-1e m=1

=  OPERACOES cCOM POLINOMIOS

> Adigcao
Basta reduzir os termos semelhantes (somar os mondémios com igual parte literal).
Exemplo: Adicionemos os polindmios A(X)=5x> +4x+3 e B(x)=—2x> +4x3 —x—5

A(X)+ B(X)= 5x* +4X+3+ (—2X* +4x> —x—5)= 4x> +3x> +3x—2

> Subtracgao

Para subtrair dois polindmios, adiciona-se ao polindmio aditivo o simétrico do
polindmio subtractivo e, em seguida, reduzem-se os termos semelhantes.
Exemplo: Calculemos a diferencga entre os polindmios A(X) e B(x) do exemplo anterior.
A(X)— B(X)= A(X)+(-B(X))= (5> +4x+3)+ (2x*> —4x3 + X+ 5)= —4x> +7x> +5x+8

> Multiplicagdo

Para multiplicar dois polindmios multiplica-se cada termo do primeiro polindmio
pelo segundo polindmio e adicionam-se os produtos obtidos.

Exemplo: Efectuemos a multiplicacdo dos polinémios A(X)=2x> +1 e B(x)=3x> +2x+3

o

A(X) X B(x) = (2x% =1) (3x® + 2x + 3) = 6x* + 4x° + 6x% —3x® —2x -3 = 6x* + 4x° + 3x% —2x —

&=

O grau do produto de dois polindmios é a soma dos graus desses polindmios.

No exemplo2+2=4

Casos notaveis da multiplicagdo

Quadrado do bindénio Diferenga de quadrados

(a-da+b=a-V
119 220 1.0
¥ ¥

Quadrado do 2.°

(a+ b’ =a*+2ab+ b
e

) © y o

Quadrado do 2.°
¥

Dobro do produto

Exercicios:

54. Calcule e escreva o resultado na
forma do polinémio reduzido e
ordenado:

54.1. (x* —4x+3)+(x—2x> +5x?)
54.2. (x? —4x+3)—(x—2x3 +5x?%)
55. Efectue as operagdes indicadas
e escreva o resultado na forma de
polindmio ordenado e reduzido:
55.1. (X+1)(x+3)

55.2. (2x—3)(x2 —SX)

55.3. (3x—1)(xz + x+1)

56. Indique o grau do polindmio
produto de:

56.1. x> —5x%+1 por x> —x—3
56.2. Xx—1 por um polindmio do 52
grau.

56.3. um polindmio do 32 grau por
um polinémio do 22 grau.

57. Sendo A(X):(X+2)(X+4) e

B(x)= Z(X - 3{X —%) determine o

polinémio C(X)tal que:

57.1. A(X)+C(x)=2x-1
57.2. B(x) =C(x)x(x-3)
57.3. A(X)=C(x)x(x+2)

do 1.° pelo 2.° Quadrado do 1.°

Y

Quadrado do 1.°

> Divisao inteira de polindmios
No conjunto N, efectuar a divisdo inteira de um nimero A por um nimero B é encontrar um
numero natural Q (quociente) e um nimero natural R (resto), tais que

A=B X Q+R,comr<Q0.

No conjunto dos polinémios tudo se passa de modo idéntico:
A divisdo inteira do polinémio A(X) pelo polindmio B(X) consiste em determinar dois
polinédmios Q(X) e R(x) tais que:

A(X) = B(X)x Q(x) + R(x)

sendo o grau de R(x) menor que o grau de B(x), ou R(x) = 0.

Quando R(X) = 0 diz-se que a divisdo é exacta.
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Nota:
EmN: 38475:42=
38475 | 42
-378 914
0067
-42
255
-248
007
38475=42 X914 +7
Dividendo = divisor X
guociente + resto




Algoritmo da divisdo inteira
Exemplo:

Calculemos o quociente e o resto da divis3o inteira do polinémio A(X) =—3x% +5x* +x—1

pelo polindmio B(x)=x+2

5x* + 0x3 = 3x° + x — 1 *X: i,,
X+ 2
5x*+ 0x°— 3%+ x — 1 L
5x°
5x* + 0x®- 3% + x — 1 | x+2
- 5x* - 10x° e R
L3P £ %
X+ 2

|
i
|
5x* + 0x°=3x%+ x — 1

— 5x*— 10x° | 5x5 —10x2 + 17x -33
10— 3%+ X 1
10x3 + 20%°
‘ 1 %=1
—17x2 - 34x
b

33x + 66
— 65

Portanto, Q(x) =5x> —10x% +17x—33e R(X)=65.

1°) Ordenam-se o0s polindmios dividendo e
divisor segundo as poténcias decrescentes
de x, escrevendo também os termos nulos
quando o dividendo ndo € um polindmio
completo.

Divide-se o termo de maior grau do
polindmio dividendo pelo termo de maior
grau do polinémio divisor. Obtemos o termo
de maior grau do polindmio quociente.
5xtx = 5x°

Multiplica-se esse termo do quociente por
cada um dos termos do polindmio divisor e
escreve-se 0 simétrico do produto por baixo
do mondémio do mesmo grau que se
encontra no dividendo.

2(55¢) = 10%° simétrico —10x°

x(5x%) = 5x* simétrico -5x*

Em seguida adicionam-se 0os mondémios do
mesmo grau e obtém-se 0 primeiro resto
parcial.

Divide-se o termo de maior grau do resto
parcial pelo termo de maior grau do
polinémio divisor para obtermos o segundo
termo do quociente.

—10x%x = -10x®  simétrico 10x°

O processo repete-se até que o polinémio
resto tenha um grau inferior ao do polindmio
divisor.

T

O grau do quociente é igual a diferenca entre os graus do dividendo e do divisor.

O quociente é de grau 3: grau 4 (do dividendo) — grau 1 (do divisor).

Regra de Ruffini

Exercicios:
58. Calcule e escreva o
resultado na forma do
polinémio reduzido e
ordenado:
58.1. (x+1)* —3x(—x+1)
58.2. (x2 +4)— 2-x)2+x)
58.3.

—(x=3) —(x—1)(x+3)

59. Determine o quociente e
o resto da divisdo inteira de:
59.1. 3x* —4x3 —5x+10

por 3X+2

59.2. x*—8 por x*>+2
59.3. x* -8 por x?+x
60. Determine o polindmio
que:

60.1. dividido por

x* +3x—1 tem como
quociente 3Xx—2 e resto
5x+4.

60.2. dividido por x3 -1
tem como quociente x> —1
eresto x—1.

60.3. dividido por x—1 tem
como quociente X2 +x+1e
resto zero.

M.A.(6)

Quando, na divisdo inteira de polinémios, o divisor € um polindmio de grau 1, em particular do tipo X —a, com a. € R,

o procedimento exposto através do algoritmo da divisdo dda lugar a um método simples denominado por Regra de

Ruffini, que permite determinar os coeficientes do polinédmio quociente e resto da divisdo (grau zero).

Exemplo 1:
Dividir P(x)=3x*—2x3+2x*> —=x+1 por x—2
N
| \ N .
' v < Y TN ~.
A
1 1
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Q(x)=3x3 +4x* +10x+19

Sendo A(X) um polinémio do 42 grau, o quociente da divisdo por Xx—2 é um polindmio do 32 grau.

39 = Resto

Exercicio:

61. Use a regra de Ruffini para calcular o quociente
e o resto de cada uma das divisdes:

61.1. x> —3x% +3x+1 por x—1
61.2. 4x* —5x*> +8 por x+0,5
61.3. x> —5Xx+4 por x-3

61.4. x*—5x2+4 por x++2

2
61.5. 3x* —2x*+1 por x+3
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Exemplo 2:

Use a regra de Ruffini para calcular o quociente e o resto da divisdo s
& P d Em geral, para dividir P(X) por ax+b, e

de P(x)=x3—x% +2x+6 por 2x+4 N
tendo em atencdo que

Repare que 2X+4=2(X+2). b
Q(x) ax+b=a(x+—j, divide-se P(X) por
Entdo, se P(X)= (x+2)><Q(X)+ R, serd P(x)= 2(X+2)XT+ R. a
Ou seja, o0 quociente da divisdo de P(X) por 2x+4 é metade do quociente X+ 9 , depois divide-se o quociente
a

da divisdo de P(X) por x+2; oresto é o mesmo ) .
obtido por a e o resto nao se altera.

1 -1 2 6
—2 ! -2 6 16 Exercicio:
| 1 -3 8 -10 62. Use a regra de Ruffini para calcular o quociente e o resto de cada
uma das divisdes:
2 1
Qr=X=3**8 1. 3,4 .RK=-10 62.1. X> —3x* +X—2 por 2x—6  62.2. x* _§X3 —15 por 3x-1
2 2 '

=  TEOREMA DO RESTO

Calculemos P(2) para o exemplo 1 e P(-2) para o exemplo 2:
Exemplo 1: P(2)=3x2% —2x23+2x2*-2+1=39 Exemplo 2: P(-2) =(-2)> —(-2)* +2x(-2)+6=-10
Verificamos que o valor do resto da divisdo de um polinémio P(X) por x —a é igual ao valor numéroco de P(a).

Teorema do resto: Exercicios:
O resto da divisdo de um polinémio P(X) por X—a é o valor numérico 63. Calcule sem efectuar a divisdo o
do polinémio P(X) para X =« e designa-se por P(«). resto da divisdo de X*> —3x*> —4X+6
por: 63.1. X—3
Outras conclusdes: 63.2. X+2 63.3. X—+/2
- Um nuimer iz-se raiz ou zer m polindmi P(a)= 1
Um nimero a diz-se raiz ou zero de um polinémio se P(a)=0 63.4. 2% —4 635, x_L
- Dizer que a é raiz de um polinédmio equivale a dizer que esse polindmio 3

é divisivel por X — . .
65. Sem efectuar as divisdes:

65.1. Investigue se 2X* —3X—26 é divisivel por X—2.

64. Sem efectuar a divisdo determine para que valor de m: 65.2. Determine o valor de k para o qual o polinémio

P(x)= x> —kx? —2x —4 é divisivel por X+2.

64.1. y> —my’ + Y +6¢ divisivel por Y +2.
65.3. Indique quais dos nimeros -2, 0, 1, 2 e 3 sdo raizes do

64.2. —6—2t +mt? + 5t* dividid t —1d4 resto 4.
Vidido por aresto polinémio P(X) = x® —3x* —4x+12

=  ZEROS E FACTORIZAGAO DE UM POLINOMIO

O resultado anterior revela-se muito util quando queremos decompor um polindmio em factores de primeiro grau.
Estudemos alguns exemplos.
Exemplo 1: Decompor em factores o polinémio P(x)=3x*—x—4:

Como o polindmio é do 22 grau utilizemos a fdrmula resolvente para calcular as suas raizes.

1+./1-4x3x(-4) 1+4/49 1+7 4
= X= S X=—

3x2 —Xx—4=0<X= SX=—vx=-1
2.3 6 6 3

4 4 4
Como a;=-1¢e a, =§, P(x) é divisivel por x+1 e por X—g. Entdo: P(X):3(x+1)(x—§j

43




Exemplo 2: Decompor o polinémio A(x) =2x> —2x? —8x+8 sabendo que é divisivel por X+1.

Se o polinédmio é divisivel por x+1, -1 é uma raiz do polindmio. Calculemos o quociente de A(x) por Xx+1 aplicando a regra de

Ruffini:
2 -7 -14 -5
-1 -2 9 5
2 -9 -5 0 Q(x) =2x%> —9x—5

Podemos portanto escrever A(x) = (x+1)(2x2 —9x—5). Mas como o segundo

factor € um polindmio de grau 2, utilizamos a férmula resolvente para
determinar, se existirem, as raizes deste factor.

9+./81—4x2x(-5 +4121
2x2 —9X—-5=0< X = > ( )@ =9T@

9+11
o X=

1
S X=5vx=-=
2

. . 1
Temos assim asraizes a, =—1, a,=—— e a,=5; a,=2
1 2 ) 3 0

A(x) = 2(x+1)(x +%)(x—5)

Exemplo 3: Decompor em factores o polinémio B(x)=3x* —9x* +6 sabendo
que -1 e 1 sdo raizes do polinémio.

Calculemos o quociente de 3x* —9x%> +6 por X+1e por Xx—1 utilizando a

Exercicios:
66. Decompde em factores os polindmios

66.1. X> —5X+6
66.3. 66+ 5X — X°
66.5. X3 —49x

seguintes:
66.2. 6x> —19x+10
66.4. X> +2x% +5X

66.6. X3 +2x> —X+6 , sendo -3 uma das
raizes.

66.7. x* +3x3—x? —3X, sabendo que admite
asraizesle-1.

66.8. — x> + x> + X+95, sabendo que é
divisivel por Xx—5

67. De um polinédmio P(x) de terceiro grau,
sabemos que:

* -2,2 e 3s30 0s seus zeros

*P(-1)=1

Determine P(x).

68. Determine o polindmio A(X) de quarto
grau, sabendo que 2 e 1 sdo zeros de
multiplicidade 2 e o resto da divisdo de A(X)

regra de Ruffini. porX+1é3.
3 0 -9 0 6
-1 -3 3 6 6 Um polindmio tiver grau n podera ter no
3 -3 -6 6 | 0 maximo N raizes @, &, ..., .
1 3 0 -6 A sua decomposicdo sera:
3 0 -6 |0 Q(x)=3x> -6

P(x)=a,(x—a, x—a, )..(x—,)

Pod tant B(X) =(x+1)x-1)3x* -6 . -
odemos portanto escrever B(x)=(x +1) )( ) Em que &, é o coeficiente do termo de

Vamos agora determinar, se existirem, as raizes de 3x*-6 .
mais alto grau

6
3x2—6:0<:>3x2:6<:>x2=§<:>x2:2<:>x:i\/5<:>x:— 2vx=42

O polinémio tem 4 raizes: —/2, —1, 1, 2 e a,=3 .Entdo: B(x):3(x+\/5XX+1)(x—1)(x—\/E)

=  EQUACOES E INEQUACOES DE GRAU SUPERIOR A 2

Ndo dispondo de formulas resolventes, a resolugcdo de equagdes e inequagdes do 32 e do 42 grau far-se-a pela lei do
anulamento do produto, nos casos em que é facil encontrar uma ou duas raizes algébricas, ou graficamente.

Exemplo 1: Sendo P(x) = x> - 2x* =x+2, resolver a equagao P(x)=0
E necessario “descobrir” uma raiz do polinémio. Como o termo independente é 2, é possivel que o polinémio P(x) seja divisivel
por X — 2. Vamos verificar utilizando a regra de Ruffini.

1 -2 -1 2 Entdo P(x)=(x—2)x+1)x—1). Agora que o polinémio estd decomposto em
2 | 2 0 |_2 factores, podemos resolver a equagdo P(x) = 0 através da lei do anulamento
1 0 -1 0

do produto.
X , P(X)=0<(x-2)x+1)x-1)=0<
Q(X)=x“—1 Asraizesdex"—1sdo-1lel. (X—Z):0v(X+1):Ov(x—1):0<:>X:2vX:—lvX:1
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Exemplo 2: Resolver a equagdo 2% + 9% + 12X + 4 = 0 sabendo que uma das raizes é -2.
Vamos dividir P(X) = 2X> + 9X* + 12X + 4 por X + 2

2 9 12 4 Agora que o 12 membro da equagdo estd decomposto num produto de
-2 -4 -10 -4 factores podemos resolver a equagdo através da lei do anulamento do
| 2 5 2 | 0 produto. Repara que o polindmio tem duas raizes -2, ou seja, -2 é raiz dupla.

1
) Araiz —— é raiz simples.
Q(X) =2x“ +5x+2 2

1 1
As raizes de 2% + 5x +2 sd0 -2 € — = P(x)=0<x+2=0v X+2=0x=-2vX=—

2 1 1
P(X)=2(X+2) X+E Logo, S = —2'_5
Exemplo 3: Considere P(x) = 4x* - 15x> — 4 e determine o conjunto de valores de X para os quais:

a) P(x) =0 (equagdo biquadrada) b) P(X) > 0 (inequagéo)
Resolugao:
a) Aequacdo 4x" - 15X’ —4 = 0 é do 42 grau e tem nulos os b) Trata-se de resolver a inequagdo P(x) >0
termos do 32 grau e do 12 grau. Decompondo o 12 membro em factores, vem
A esta equagdo chama-se equacdo biguadrada. ; , 1

s L 4(x -4 x*+— >0
Para resolvermos uma equagao biquadrada, fazemos uma
mudanca de varidvel de modo a obter uma equagdo do 29 grau. , 1
Se na equag3o 4x" - 15x” — 4 = 0 substituirmos X’ por y, vem Visto que (X "'_J >0, Vxe R,temos que estudar
4y*— 15y -4 =0. ,
, ~ (x —4)> 0 + +

Calculemos as raizes desta nova equagao.

15+ 225—4X4X(—4)<:>y_15i17 B 1 ESX<-2VvX<2 _zvz
2x4 8 4

Como X = y, vem O conjunto das solugdes é S :]—oo,—Z[U ]2,+oo[

1
X* =4 x=—2vXx=2 e X :_Z é impossivel

Entdo P(X)=0<X=2v X=—-2 S={-22}

Exemplo 4: Determine quais os nimeros reais cujo cubo é menor que o préprio nimero.

Resolugao:

x> <xeox3 —x<0<:>x(x2 —1)<0

Neste caso qualquer dos factores pode ser positivo ou negativo, pelo que é conveniente organizar um quadro onde se registam
os sinais de cada um dos factores.

O factor X anula-se para x =0, e é do 12 grau; o factor x> -1 anula-se paraXx=%1, é do 22 grau e é positivo fora do intervalo das
raizes.

Marcam-se num eixo os valores que anulam cada um dos factores, por ordem crescente, e sob ele constrdi-se o quadro de

sinais.
x-1
—2 -1 0 1 +oo .
. 1° factor: x = e (g +
2.° factor: x* — 1 e (DRI = (P _/ 1 X
Produto: x 0 — 1) -4 D + D PR -
] Osve s 0 X>—1
O produto é negativo para Xe]—OO,—l[U]l,+OO[. Os numeros reais que satisfazem esta \ /
condi¢do sdo os desta reunido de intervalos. * 1 T + >
-IN- X
Se a condigo fosse X’ < X, o conjunto das solugdes seria S =]—OO,—1]U [1,+00[
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Exercicios:
69. Resolva as equagdes:

69.1. p* —13p2+36=0 69.2. x* —15x* —16=0 69.3. 16x* —8x* —1=0

69.4. X* —13x*>+36=0, sabendo que tem asraizes2e3.  69.5. 6x> —11x%> +6Xx—1=0, sabendo que tem a raiz 1
70. Resolva cada uma das equacgdes depois de descobrir uma das raizes:

70.1. x> +2x*> -x-2=0 70.2. m® +3m’ -4m-12=0

71. O polindmio P(x)= x* +2x3 —4x? —2x+3 admite raizes que sdo divisores inteiros do termo independente.

71.1. Decomponha P(x) em factores. 71.2. Resolva a equagdo P(X) =0
72. Resolva as inequagdes:

72.1. x> —6x* +8Xx<0 72.2. x> —2x* —5x+6>0 723. (x-2)’ x(x-1*>0  724. (x2 —9Xx+2)<o

72.5. m* +2m°> —3m’ —8m-4<0 72.6. (3-x)x> ~100)<0

73. Considere o polinémio P(x)=3x*—ax*>+1 com aeR.

73.1. Determine a de modo que o polindmio seja divisivel por X + 1. 73.2. Considera a = 2 e, resolve a condi¢do P(x)>0

74. Determine os nimeros reais tais que o seu quadrado é maior que o dobro do seu cubo.
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