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PROBABILIDADES

TEMA 1

INTRODUCAO

A incerteza foi, ao longo dos tempos, e continua a ser, a principal razao do estudo das probabilidades. Podem

ser conhecidos todos os possiveis resultados de um fendmeno aleatdrio, mas, antes que esteja concretizado,

mantém-se a incerteza quanto ao resultado que ocorrera.

Essa incerteza é a motivacdo de muitos jogos, como por exemplo, a lotaria, o totoloto, jogos relacionados com o

langcamento de dados ou o girar de roletas. De certa forma, a origem das probabilidades esta relacionada com

os chamados “jogos de azar”.

Problemas relacionados com o jogo alimentaram, ao longo dos
anos, a reflexdo e a discussdo em torno das probabilidades. Um
exemplo disso é a troca de correspondéncia entre Fermat e Pascal,
no século XVII, para discutir um problema colocado por Antoine de
Gambard (1610-1685) chamado de “cavaleiro De Méré”.

A partir da correspondéncia entre Pascal e Fermat, a teoria das
probabilidades associada a Matematica, teve um impulso no seu
desenvolvimento. Para isso houve vdarios contributos, como por

exemplo, os de Jacob Bernoulli e Laplace.

Alguns matematicos:

Fermat Ja b Bernoulli

(1601-1655) {16354-1705)

: Laplace Gauss

O problema do cavaleiro De Méré:

Dois jogadores, o cavaleiro e um seu
adversdrio, estdo a jogar aos dados. Cada
um aposta num determinado numero e
ganha o primeiro a obter pela terceira vez
0 numero que apostou.

A aposta foi de 64 moedas (32 cada um) e

o0 jogo é interrompido quando o cavaleiro
tem 2 sucessos contra 1 do adversdrio.
Como deve ser repartido o valor apostado?

Isaac Newton

(1749-1827) (1777-1855) (1642-1727)

Legenda de cores utilizada nos exercicios deste tema:

am-amarelo  az-—azul vd — verde

vm —vermelho

I - laranja b —branco p - preto




INTRODUCAO AO CALCULO DE PROBABILIDADES

= EXPERIENCIA ALEATORIA. CONJUNTO DE RESULTADOS. ACONTECIMENTOS

As experiéncias que realizamos dividem-se em dois tipos: experiéncias deterministas e experiéncias aleatdrias.

O lancamento de uma pedra a um lago para verificar onde fica a
pedra, é um exemplo de experiéncia determinista porque mesmo
antes da realizacdo do lancamento ja sabemos que a pedra ird
para o fundo do lago.

O langamento de um dado numerado de 1 a 6 para observar qual
0 numero que fica para cima é um exemplo de uma experiéncia
aleatéria pois o resultado apenas é conhecido apés a realizagdo

do langamento.

Relativamente a esta Ultima experiéncia existem seis resultados
possiveis:

)

Assim, os resultados possiveis desta experiéncia sdo:
1, 2,3,4,5e6

Daqui resulta o conjunto de resultados ou o espaco amostral

desta experiéncia: S={1,2,3,4,5,6}

Admita que na realizacdo da experiéncia, ha interesse em
observar se sai um numero impar, temos:

A=11,3,5) Ll %

| | |
| i . |

A c S. A é um acontecimento.
Alguns acontecimentos tém nomes especificos:

- Acontecimento elementar: Se o resultado de uma experiéncia

consta de um sé elemento do conjunto de resultados.

Exemplo: B: “Sair o nimero dois” B ={2}

- Acontecimento composto: Se o resultado de uma experiéncia

consta de dois ou mais elementos do conjunto de resultados.

Exemplo: C: “Sair um nimero par” C={2, 4, 6}

- Acontecimento certo: Se o resultado de uma experiéncia consta
de todos os elementos do conjunto de resultados.
D=S=1{1,2,3,4,5,6}

Exemplo: D: “Sair um nimero menor que 8”

- Acontecimento impossivel: Se o resultado de uma experiéncia

nao tem qualquer elemento do conjunto de resultados.

E={}

Para ajudar a determinar o conjunto de resultados pode-se usar

Exemplo: E: “Sair um nimero maior que 7”

diagramas de arvore, tabelas ou outros esquemas.

Experiéncia aleatdria é uma experiéncia

com as seguintes caracteristicas:

- sdo conhecidos os resultados possiveis
- ndo é possivel prever (determinar) o
resultado de cada uma das experiéncias
- pode ser repetida em condi¢Ges
idénticas.

Conjunto de resultados ou espaco

amostral de uma experiéncia aleatéria é

o conjunto de resultados possiveis que
Ihe esta associado a representa-se
habitualmente porS, E ou Q.

Acontecimento de uma experiéncia
aleatdria é qualquer subconjunto do
espago amostral.

Exercicios:

1. Das seguintes experiéncias indique as que
sdo aleatdrias e as que sdo deterministas:

A: Lancgar ao ar uma moeda e observar a face
que fica voltada para cima.

B: Observar a quantidade de agua que é
derramada quando se introduz um cubo com
3 cm de aresta dentro de um recipiente
cheio de agua.

C: Observar, numa localidade, a pluviosidade
durante uma semana.

D: Num jogo de cartas, observar o nimero
de ases distribuidos a um dos jogadores.

2. Observe a roleta da sorte representada na
figura e considere
a experiéncia de

9

rodar o ponteiro [
eanotarontimero |\ =

. \ \< 4 ‘ 5 S\
que sai. \ \"f“ :,/}

~— o

2.1. Defina o conjunto de resultados.
2.2. Classifique os acontecimentos:
a) A: “sair multiplo de 8”

b) B: “sair nimero par”

c) C: “sair nimero primo”

d) D: “sair 9” e) E: “ndo sair 9”




Exemplo 1. O Adamilton langou duas vezes uma moeda de 1000 dobras
e registou, em cada langamento, a face da moeda que ficou voltada para

i PRO

cima.
Ca —face cala
Co —face coroa

Para obter todos os resultados possiveis,

desta experiéncia, pode recorrer-se a um 1%L 2°L
diagrama de arvore: Ca (Ca, Ca)
Ca <
Co (Ca, Co)
O conjunto de resultados possiveis é: Ca (Co, Ca)
S={(Ca, Ca), (Ca, Co), (Co, Ca), (Co, Co)} Co
Co (Co, Co)

Exemplo 2: Determinemos agora o espago amostral da experiéncia
aleatdria que consiste em langar dois dados, e observar os resultados.
Para esta experiéncia a melhor forma de obter todos os resultados é
utilizando uma tabela de dupla entrada:

1w O 1 2 3 4 5 6
1 11| @2 @w3) | @a | @s) | (e
2 21 22 @3] 249 | @5 | (26
3 31| 62 33| 34| 35| 36
4 41| 42| 43 ] 44| 45 | (46
5 51 652 53| 654 55 | (56
6 6,1 | 62| 63| 64 ] (65 | (66

O espaco amostral é o conjunto formado pelos 36 elementos da tabela.

=  OPERACOES COM ACONTECIMENTOS

Exercicios:
3. Na figura estdo representadas 6 fichas que
foram colocadas num saco.

am

Indique o espago de resultados associado
a cada uma das seguintes experiéncias
aleatérias:

3.1. Retirar uma ficha e observar a cor.

3.2. Retirar sucessivamente, com reposigao,
duas fichas e calcular a soma dos nimeros
das fichas retiradas

4. Considere a tabela ao lado (exemplo 2).
Identifique os acontecimentos:

A: O numero de pintas é igual nos dois dados
B: A soma das pintas é 9.

C: O produto do numero de pintas é 2.

$={(1,1),(1,2),(1,3),.., (66)}

Como os acontecimentos sao identificados com conjuntos, a forma de operar com acontecimentos decorre da

forma de se operar com conjuntos, com a correspondente adaptagdo a uma linguagem especifica.

Exemplo: Num saco foram colocadas 6 bolas numeradas de 1 a 6.

Consideremos a experiéncia aleatdria que consiste em tirar uma bola e observar o

nimero que saiu. Sejam A e B os acontecimentos: A/ B :
A: sair um numero menor que 4. A={1, 2, 3} ,/ 1' \ 4 \\
B: sair um nimero par. B={2, 4,6} (\ ‘ ' j )
O espacgo amostral da experiéncia aleatéria é: S={1, 2, 3, 4, 5, 6} .‘\ °5 \\// 6° y
A representacdo dos conjuntos (acontecimentos) num diagrama de Venn, permite T i g
uma melhor visualizagdo da distribuicdo do espago amostral pelos acontecimentos. —
> Reunido de dois acontecimentos: Reunido ou unido dos acontecimentosAeB | ’ . "
é o acontecimento que se realiza se pelo menos um dos acontecimentos se | //T\\\/’\\
realizar, A ou B. Representa-se por AU B e |é-se (A ou B). ( ¥ | 2X, "4 \'
f

No exemplo: AUB: Sair um nimero menor que 4 ou par. .\\ = \‘> / 6 //

AUB ={1,2, 3,4, 6) e i
> Intersecgio de dois acontecimentos: A intersec¢do dos acontecimentos A . §
e B é o acontecimento que se realiza se e sé se A e B se realizarem T d
simultaneamente. Representa-se por AN B e lé-se (A e B). ‘ // 1 1/2\\ s %

No exemplo: ANB: Sair um nimero par menor que 4.
ANB = {2}




> Acontecimentos contrarios ou complementares: O acontecimento contrario do

todos os resultados de S que ndo pertencem a A.

. -~ P . - |
acontecimento A representa-se por A e é o acontecimento constituido por ‘}
|

\

|

|

\

|

AN A ={}
AUA =S

No exemplo: A={1, 2, 3}
A =1{4,5,6}

> Acontecimento diferenga: Acontecimento diferenca entre A e B é o acontecimento

gue se realiza se e sO se A se realiza sem que B se realize.

Representa-se por A—B ou A\B.

No exemplo: A\B: Sair um nimero menor que 4 que n3o seja par.
AB={1, 3}

oo S
/[
/
x/ / e
A / A
//'Y
/
/
/
A B
B /"”\
F P
Viv 7 SO
[ \ 4 A
{ * |
\\, s \ _/( (- /
e \\ . >/\ 7/,/

Podemos ainda classificar dois acontecimentos como compativeis ou incompativeis:

> Acontecimentos compativeis: Dois acontecimentos A e B sdo compativeis seesése ANB#{}.

No exemplo: A e B sdo compativeis porque ANB = {2}

> Acontecimentos incompativeis: Dois acontecimentos A e B sdo incompativeisseesdése ANB={}.

No exemplo: Consideremos o acontecimento C: sair o numero 1.
B e C sdo incompativeis porque BNC = {}

Nota: dado um conjunto finito A, com n elementos, diz-se que
o cardinal de A é n e representa-se por #A=n.

Exercicios:

5. Numa caixa foram colocadas dez fichas numeradas de 1 a 10.
Considere a experiéncia aleatdria que consiste em retirar, ao acaso,
uma ficha e observar o seu nimero. Considere os acontecimentos:
A: Sair nimero primo.

B: Sair nimero par.

C: Sair nimero divisor de 6.

5.1. Represente os acontecimentos num diagrama de Venn.

5.2. Represente na forma de conjunto:

a)AUB  b)BNC ¢)C d)A\C e)C\A

6. Relativamente a experiéncia aleatdria de
langar dois dados, de cores diferentes, e
observar os nimeros, considere os seguintes
acontecimentos:

A: sairem dois nimeros pares.

B: a soma dos numeros é 10.

C: sairem dois numeros diferentes.

D: o produto dos nimeros é inferior a 5.

6.1. Represente na forma de conjunto:

a)D  b)AD ¢ C d)ANB

6.2. Defina um acontecimento:

a) compativel com D. b) incompativel com B.
c) contrario a A.

=  APROXIMACAO FREQUENCISTA DE PROBABILIDADE

Consideremos a experiencia aleatéria: langamento de um dado. Os seguintes graficos representam a frequéncia

relativa de cada um dos acontecimentos elementares: {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}.

Com a ajuda dos gréficos e relembrando os conceitos de frequéncia absoluta e relativa, estudados na 102 classe,

complete as tabelas.

- Resultados de 100 lancamentos

Resultados de 100 langamentos

Xi 1 2 3 4 5 6 ﬂ£: 30
ni 25 30 10 5 15 15 25 | 25
25 1 30 10 201 15 15
fi | =2=2=025| >=-=03 | —=01 | 005 0,15 15
100 4 100 100 ! ! 10 10
fi% 25% 30% g 2 _

123456
Namero da face




- Resultados de 1000 lancamentos

Xi 1 2 3 4 5 6
ni 170 163 167 165 167
fi ﬂ =017 0,163 0,167 0,165 0,167
1000
fi% 17% 16,3% 16,7
- Resultados de 10 000 lancamentos
Xi 1 2 3 4 5 6
ni 1660 1670
fi
fi% 16,6% 16,7% 16,8%

A quantificagdo da probabilidade de um determinado acontecimento resulta

Resultados de 1000 lancamentos
fr %

25
20
15
10
5
0 o L B
1 2 3 4 56
Numero da face

Resultados de 10 000 langamentos

117 163 16,7 168 165 16,7

froe |

25 +
20
15
10
5

16,6 16,7 16,8 165 168 16,6

123456
Numero da face

em muitas situacOes, da observacao dos resultados de um grande nimero de

experiéncias.

No exemplo estudado verifica-se que a medida que o numero de experiéncias aumenta, as frequéncias relativas
de cada acontecimento elementar tendem a estabilizar em torno dos 0,167, assume-se esse valor como sendo

a probabilidade dos referidos acontecimentos.

Nota:

experiéncias efectuadas.

fr(A) representa a frequéncia relativa de um
acontecimento A e é calculada através do quociente
entre o nimero de vezes que A ocorre e o numero de

Probabilidade (frequencista) de um acontecimento A representa-se

por P(A) e corresponde ao valor para que tende a estabilizar a

frequéncia relativa da realiza¢do desse acontecimento, a medida que

aumenta o nimero de repeticdes da experiéncia aleatoria.

Nota: quanto maior é o nimero de vezes que a experiéncia é repetida,

melhor serd a estimativa obtida para a probabilidade.

Propriedades da probabilidade

Exercicio:

7. Seja A um acontecimento
associado a uma experiéncia
aleatdria com espaco de resultados
S. Quais das seguintes igualdades
sdo necessariamente falsas?

7.1. fr(A)=-0,2

7.2.fr(A) = 1,02

7.3.fr(A)=0,76

8. Uma nova vacina esta em fase de
testes. Na tabela seguinte estao os
registos do numero de sucessos no
decorrer dos testes.

o
7 R RS z g % 77 N2 de testes Ne de
Propriedades das frequéncias relativas | Propriedades das probabitidades sucessos

E - experiéncia aleatdria em que o espaco de resultados é 2 e A e B sao dois 200 165
acontecimentos 500 423
: 1000 843

0 (A) K1 0PI 2000 1682

Se A={a, b}, entdo Se A={a, b}, entdo 5000 4202

£.(4) = f.({a}) + F.({b}) P(4) =P({a}) + P({b}) 7 500 6 308

Se A=Q, entdo f.(A)=1 10 000 8 403

Se A=Q, entdo P(A)=1

Se A={}, entdo £.(4)=0

Se A={}, entdo P(4)=0

Se ANB={}, entdo
f.(AUB)=1.(A) +1.(B)

Se ANB={}, entdo
P(AUB)=P(A)+P(B)

f.(A) =1-F.(A)

P(A) =1-P(A)

Faga uma estimativa para a
probabilidade de sucesso da
aplicagdo da vacina num novo
paciente. Fundamente a sua
resposta.




=  DEFINICAO CLASSICA DE PROBABILIDADE OU DE LAPLACE
A primeira definicdo que se conhece de probabilidade foi enunciada por Pierre Simon Laplace (1749 — 1827).

Esta definicdo sé pode ser aplicada quando os acontecimentos elementares sdao igualmente provaveis
(equiprovaveis).

Assim ndo podemos calcular a probabilidade de uma carica ficar voltada para cima usando a regra de Laplace.
Neste e em muitos outros casos teriamos que recorrer a experiéncia (nog¢ao frequencista de probabilidade).

No entanto, no caso de langamento de dados e moedas, extra¢do de bolas, fichas e cartas de um baralho e em
todas as situacdes em que os acontecimentos elementares sdo equiprovaveis podemos calcular, com vantagem,
a probabilidade usando a definicdo classica de probabilidade (regra de Laplace).

Lei de Llaplace ou regra de Laplace: Se os acontecimentos

elementares forem equiprovaveis, a probabilidade de um P(A) = n® de casos favoraveis a A
acontecimento A é igual ao quociente entre o nimero de casos n® de casos possiveis

favoraveis ao acontecimento e o nimero de casos possiveis.

A regra de Laplace apenas se aplica no caso do conjunto de resultados ser finito.

Exemplo 1: Na figura esta representada uma roleta dividida em 8 sectores circulares geometricamente iguais.

1.1. Consideremos a experiéncia:
I: Rodar a roleta e observar qual o nimero indicado pela seta.
Qual a probabilidade dos seguintes acontecimentos?

A: sair um nimero menor que 3. B: sair um numero par. C: sair um nimero negativo.

Resolugao:

Antes de calcular a probabilidade da cada um dos acontecimentos,

definamos em extensdo cada um deles para podermos ver com Exercicios:

certeza quais os casos favoraveis: 1={1,2,3,4,5,6,7, 8} 9. Na figura estdo representadas as planificacOes

A={1, 2} B={2,4,6,8} Cc={} de dois dados equilibrados, A e B.

pa=2-2_025 pe=2-1_05 p-=-2-0 N

8 4 8 2 8 As faces estdo Wl e
1.2. Consideremos a experiéncia: pontuadas : Siji_og}
Il: Rodar a roleta duas vezes e considerar o produto dos nimeros conforme a figura S
saidos. ilustra. . i

Qual a probabilidade dos seguintes acontecimentos: Indique o espaco de resultados de cada uma das

D: o produto ser um nimero impar. seguintes experiéncias aleatdrias e a

E: 0 produto ser maior que 5. probabilidade dos respectivos acontecimentos

Resolugao: elementares:

Para calcular a probabilidade da cada um dos acontecimento é util 9.1. Lancar o dado A e observar o niimero de

definir o espago amostral. Nesta experiéncia vamos usar uma tabela pontos da face que fica voltada para cima.

de dupla entrada: 9.2. Lancar o dado B e observar o nimero de

X 1 2 3 4 &) 6 8 pontos da face que fica voltada para cima.
1 1 2 3 5 6 7 8
2 2 4 6 8 10 12 14 16 10. Um saco contém bolas brancas e bolas
3 3 6 9 12 15 18 21 24 pretas. Retira-se ao acaso uma bola.
4 4 8 12 16 20 24 28 32 A orobabilidade d ) 4
5 5 10 15 20 75 30 35 20 probabilidade de ser branca é T
6 6 12 18 24 30 36 42 48 10.1. Se existirem 3 bolas pretas, quantas sdo as
7 7 14 21 28 35 42 49 56
bolas brancas?
8 8 16 24 32 40 48 56 72 o
10.2. Se existirem 40 bolas no total, quantas
16 1 54 27 5 ?
P(D)=—=—-=0,25 PE) = =-"=0,84 delas sdo pretas?
64 4 64 32




Exemplo 2: Num teste ha trés afirmacdes, para as quais cada aluno deve indicar se é

12 Afir. 22 Afir. 32 afir.

verdadeira (V) ou falsa (F). A Joana responde as trés questes ao acaso.

Seja C o acontecimento: “A Joana acerta em, pelo menos, uma afirmacgao”.

Determine a probabilidade do acontecimento C.
Resolugao:
Para cada firmacgdo, a Joana tem duas possibilidades: acertar—A

A contagem dos casos possiveis e dos casos favoraveis fica facilitada com recurso a uma

representa¢do em diagrama de arvore.

S={(A,AA),(A A E),(AEA),(EAA),(AE),I(EA),EEE)}

C={(A,A A),(A AE),(AEA),I(AA),EAE),I(EEA)}

Conclui-se, entdo, que ha oito casos possiveis igualmente provaveis e sete casos

favoraveis.
7
Por aplicagdo da lei de Laplace vem: P(C) = g

Raciocinio alternativo:
C: A Joana acerta em, pelo menos, uma afirmacao.
C ={(E, E E)}
1 7

Como P(C)zl—P((_Z) tem-se P(C):1—§:§

C: AJoana erra todas as afirmacdes.

1
Entdo: P(C)=—
8

Exemplo 3: Na cidade X existem dois jornais com publicagdo
semanal, o “Tira-Teimas” e 0 “ Semanario”. Numa sondagem feita
a 200 pessoas da cidade foi obtida a seguinte informacgao:

70 pessoas assinam o “Tira-Teimas”, 120 pessoas assinam o
“Semanario” e 50 ndo assinam nenhum dos dois.

3.1. Quantas pessoas assinam os dois jornais?

3.2. Escolhendo uma pessoa ao acaso qual a probabilidade de ela
assinar apenas o jornal “Semanario”?

Resolugao:

3.1. Para facilmente respondermos as questdes vamos construir
um diagrama de Venn. TT W
70+120+50=240 y. e

£

~.
Csss

Isso quer dizer que 40 [ /
3 140/
e/

4

pessoas assinam os dois 30 80

jornais simultaneamente.
50

80
3.2. P(apenas Semanario)=——=0,4
200

situagbes de
experiéncias que envolviam mais do que uma experiéncia

Em problemas anteriores ja surgiram
simples: langar dois dados, langar trés moedas, tirar de um
saco sucessivamente trés bolas...

Com o exemplo seguinte vamos aprofundar alguns

métodos para a resolucdo deste tipo de problemas.

Exemplo 4: Temos um saco com 5 fichas com o numero 1 e trés

fichas com o nimero 2. Retiramos uma ficha do saco e tomamos
nota do numero, colocamos de novo a ficha no saco e retiramos
nova ficha.

Qual a probabilidade das duas fichas terem o numero 2?

A (A, A, E)
A (AE A)
ou errar-E E <
E (AEE
A (E A, A)
A<
E E (EAE
A (EE A
E <
E IEEE)
Exercicios: B V6 ) (o ) (fee
11. Deum baralho ®e e I« L
com 52 cartas é [ ®e |
retirada uma ao s
e
acaso. ‘ |

. ‘o &
Determine a G
probabilidade do {

. ‘e ¢
acontecimento: 2 ==
11.1. sai 1o |2 pi2

.1. sair uma carta |3 Mz i
sair uma ca a‘»..”‘ (e w |l o )iaal
de copas. . . (Yea el ».i
11.2. sair uma carta | ® o | &lle o
= : Q L4 +* i |
que n3o seja de paus. o ||+ &l oV

@

11.3. sair um rei.

12. Numa caixa ha 10 bolas indistinguiveis ao
tacto, que diferem apenas na cor: 5 vermelhas,
3 amarelas e 2 pretas.

Considere a experiencia aleatdria que consiste
em retirar, ao acaso, uma bola e observar a cor.
Dé um exemplo de um acontecimento cuja
probabilidade de ocorrer seja:

1
12.1.50%  12.2. T 12.3.80% 12.4. 0,7

13. Numa turma de 22 alunos, 10 praticam
futebol, 11 praticam basquetebol e 5 praticam
os dois desportos referidos.

13.1. De acordo com os dados construa um
diagrama de Venn.

13.2. Encontrou-se ao acaso um dos alunos da
turma. Qual a probabilidade de ele:

a) praticar natagdo?

b) praticar apenas futebol?

14. Considere uma caixa com quatro camisolas,
uma de cada cor, e uma caixa com quatro saias,
com as mesmas cores das camisolas.

Retirou-se ao acaso, uma camisola e uma saia.
Qual a probabilidade de obter uma saia e uma
camisola da mesma cor?

A (A, A, A)




Resolugao:

Esta experiéncia é composta por duas experiéncias simples. Para
calcularmos a probabilidade nestas situagées procura-se o método
mais conveniente para contar os casos favoraveis e os casos
possiveis.

Vamos resolver este problema por trés métodos diferentes.

12 método: Vamos construir uma tabela de dupla entrada para
contarmos os casos favoraveis e os casos possiveis.

2f

" 1 1 1 1 1 2 2 2
1 | @wy | @y | @wy | @y | @y | 12| 12 |12
1 [ @wy | @y | @wy | @y | @y | 12| 12| @12
1 [ @wy | @y | @wy | @y | @y | 12| 12| @12
1 @y | @y | @wy | @y | wy| @2 | w2 @12
1 @y | @y ey | @y | wy| @] w2 | @12
2 | @2y | @2y | @Yy 2y ] Y| 22| 22|22
2 | @2y | @2y ] ey | 2y ] ey | 22| 22|22
2 | @2y |2y | ey | @y | ey | @2 22| @22

Para que as duas fichas tenham o nimero dois, temos 9 casos
favoraveis em 64 possiveis.

9
P(pedida) = —
(p ) ”

22 método: Regra do produto

Casos possiveis: 12 tiragem 22 tiragem

8 X 8 =64
Casos favoraveis: 12 tiragem 22 tiragem

3 X 3 =9

9
P(pedida) =—
(p ) ”

32 método: No diagrama seguinte estdo representadas as
probabilidades correspondentes a cada uma das tiragens

g 3 .
= s 12 tiragem
3/\3 €

sair 1 sair 2
k) El B 2 22 tiragem
g 2 g 2
sair 1 sair 2 sair 1 sair 2

Para determinar a probabilidade de termos dois 2 o raciocinio é:

3 3
“Em g dos casos a 12 ficha é 2 e a 22 ficha é também 2 em g dos

3 3 3
— casos.” P(pedida)=—x—=—
8 8 8

Notas:

- Dois acontecimentos A e B de uma experiéncia
aleatdria dizem-se equiprovaveis quando: P(A) = P(B)

- Na resolucdo de um exercicio que envolva um

" ”

acontecimento do tipo pelo menos ..” é
aconselhavel verificar se o recurso ao acontecimento

contrario simplifica a sua resolucgdo.
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Exercicios:
15. Na figura estdo representadas duas caixas.

.

ST

= i 14 2 ™ )
Q@;{wyn 9 L ,@@ﬁ‘ - 1

%@ (

A caixa A contém cinco fichas numeradasde 1 a
5 e a caixa B contém trés fichas numeradas de 1
a 3. Considere a experiéncia aleatdria que
consiste em retirar, ao caso, uma ficha de cada
caixa e registar os numeros das fichas.
Determine a probabilidade de:

15.1. o nimero da ficha que é retirada da caixa A
ser menor que o numero da ficha da caixa B.
15.2. a soma dos numeros das fichas ser um
ndmero impar.

15.3. as fichas terem o0 mesmo ndmero.

16. Um inquérito feito a 60 funciondrios de uma
empresa, relativamente ao transporte publico
utilizado permitiu concluir que:

- 25 utilizam autocarro;

- 18 utilizam o comboio;

- 20 ndo utilizam transporte publico.
Escolhe-se ao caso, um dos 60 funcionarios.
Determine a probabilidade de o funcionario
escolhido utilizar:

16.1. o comboio.

16.2. dois transportes publicos.

16.3. apenas um transporte publico.

17. Numa caixa ha bombons sendo uns de café e
outros de licor. Retirando ao acaso, um bombom
da caixa, a probabilidade de ser de café é 24%.
Quantos sao os bombons de licor sabendo que
ha seis de café?

18. Uma moeda de 500 dobras é lancada trés
vezes consecutivas.

Determine a probabilidade de ocorrer:

18.1. trés vezes a face coroa.

18.2. pelo menos uma vez, a face coroa.
18.3. no maximo uma vez, a face coroa.

19. Sabe-se que os acontecimentos elementares
de uma experiéncia aleatdria sdo equiprovaveis
e designados por A, B, Ce D.

Determine:

19.1. P(A) 19.2. P(E)

19.3. P(AUB)




20. Numa slot machine é gerada aleatoriamente 22. Numa turma de 30 alunos, as [“gade | Rapazes | Raparigas
uma sequéncia de quatro suas idades e sexos estdo 16 5 6
algarismos, em cada distribuidos como se indica na 17 7 8
jogada. tabela: 18 3 !

22.1. Encontrou-se ao acaso um aluno da turma. Qual é a

probabilidade de que seja uma rapariga de 17 anos?

Cada elemento da 22.2. Seleccionaram-se dois alunos da turma ao acaso.

sequéncia pode tomar a) Determine a probabilidade de serem dois rapazes de idades

valordeOa9. diferentes.

b) Determine a probabilidade de terem mesma idade mas serem
20.1. Numa jogada, quantos sdo os resultados de sexos diferentes.

possiveis?

20.2. Qual a probabilidade da sequéncia ter pelo
menos um 1?

20.3. Qual a probabilidade da sequéncia ser o
ano em que nasceu? Apresente o resultado na

23. Na figura encontra-se representado um alvo circular de raio r,
sendo o raio do circulo menor metade do raio do alvo.

Admita que se langa um dardo que atinge sempre

o alvo e que todos os pontos tém igual probabilidade

de serem atingidos.

forma de poténcia de base 10.
23.1. Mostre que a probabilidade de acertar na coroa circular de

21. Retiram-se duas cartas ao acaso de um cor branca é 75%.

baralho de 52, sucessivamente e sem reposicdo. 23.2. Admita que se pretende construir um novo alvo, com raio
Determine a probabilidade de: igual ao dobro do raio anterior e com uma nova regido como é
21.1. ambas serem reis. sugerido na figura.

21.2. nenhuma ser as. Justifique a afirmacdo:

21.3. ambas serem de copas. “A probabilidade do dardo acertar

21.4. ambas serem dos mesmo naipe. na regi3o correspondente ao alvo

21.5. sair um e um so rei. anterior é 25%.”

=  DEFINICAO AXIOMATICA DE PROBABILIDADES

A abordagem intuitiva das probabilidades tornou-se uma preocupacdo crescente da comunidade matematica,
até que nas primeiras décadas do século XX houve uma formalizacdo da teoria das probabilidades, de modo a
tornda-la logicamente coerente, suportada por um conjunto da afirmag¢des verdadeiras e independentes — os
chamados axiomas — a partir dos quais todos os resultados — os teoremas — pudessem ser deduzidos.

Chama-se probabilidade a toda a aplicagdo P de dominio S e conjunto de chegada R tal que, a todo o
acontecimento A é associado um numero real P(A), que se designa por probabilidade do acontecimento A.

Esta aplicacdo verifica os seguintes axiomas:
>Axiomal: P(A)>0 A probabilidade de um acontecimento é um nimero ndo negativo.

>Axioma2: P(S)=1 A probabilidade do acontecimento certo é 1.

>Axioma3: Se ANB=(, entdo P(AUB) = P(A) + P(B) A probabilidade da reunido de dois
acontecimentos disjuntos é igual a soma das prababilidades desses acontecimentos.
S
Com base nestes trés axiomas desmostraremos alguns teoremas. A B

> Teorema 1: P(@)=0
A probabilidade do acontecimento impossivel é zero.

Demonstra¢do: Tem-se: SUP=Se Sn@P=0
Pelo axioma 3 temos: P(S U @) = P(S) + P(@) que é equivalente a PS) = P43T + P(@) tendo em conta (SU@ =S).
Logo, P(@) =0
11



P(a)=1-P(a)

A probabilidade do acontecimento contrario A é igual

> Teorema 2:

a diferenga entre 1 e a probabilidade de A.
Demonstragao: Tem-se: AU A=SeAnA = )
P(AU A)=P(S)

Entdo: P(A) + P(K) =1

Logo: P(Z\): 1-P(A)

(Axiomas 2 e 3)

> Teorema 3: Se A e B sdo acontecimentos tais que
Bc A, entdo P(B) < P(A).

Demonstragdo: Se B C A, ent3o existe CtalqueBNC=0@
eBuC=A

Por aplicagdo do axioma 3, tem-se:
P(BUC) = P(B) + P(C) = P(A).

Pelo axioma 2, sabe-se que P(C) = 0, entdo pode-se concluir
que P(B) < P(A)

0< P(A) < 1
A probabilidade de qualquer acontecimento A

> Teorema 4:

é um numero do intervalo [0, 1].

Demonstragao: Pelo axioma 1, sabe-se que P(A) 2 0. (1)
Como A C S, por aplicagdo do teorema 3, conclui-se que
P(A) < P(S)

Pelo axioma 2, tem-se P(S) = 1. Entdo P(A) < 1. (2)

De (1) e (2), conclui-se que 0 < P(A) < 1.

> Teorema 5: Se A e B sdo acontecimentos
compativeis, entdo:

P(A UB)=P(A) + P(B)—P(AN B)
Demonstragao:
Os acontecimentos A\B e ANB s3do incompativeis e

A=(A\B) U (ANB) P :
//

[

\ A\B
Pelo axioma 3, tem-se: \
P(A) = P(A\B) + P(ANB) =
Daqui resulta que P(A\B) = P(A) — P(ANB). (3)
Os acontecimentos A\B e B sdo incompativeis e
AUB = (A\B) U B.
Pelo axioma 3, tem-se: P(AUB) = P(A\B) + P(B)
Daqui resulta que P(A\B) = P(AUB) — P(B). (4)
Comparando (3) e (4): P(AUB) - P(B) = P(A) — P(ANB).
Ou seja, P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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Recorde: Leis de Morgan
Vimos na 102 classe que as leis de Morgan que
estudamos para condicdes também se aplicam a
Uma vez

conjuntos. gque um acontecimento

também se pode definir por um conjunto podemos

utilizar as seguintes igualdades entre
acontecimentos.
ANB=AUB e AUB=ANB

Exercicios:

24. Sejam A e B dois acontecimentos da mesma
experiéncia aleatodria. Sabe-se que P(A) =0,5e P(B) =0,3
Explique porque ndo é possivel que:

24.1. A e B sejam acontecimentos contrarios.

24.2. P(ANB) = 0,4

24.3. P(AUB) =0,9.

25. Seja S o conjunto de resultados associado a uma
experiéncia aleatdria. Sejam A e B dois acontecimentos
(ACSeBCS).

Sabe-se que P(A) =0,2 e P(B) =0,5.

Indique, justificando, o intervalo a que pertence P(AUB).

26. Sejam A e B dois acontecimentos da mesma
experiéncia aleatdria.

Indique se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes
afirmacgdes:

26.1. Se AnB = @, entdo P(A) = 1 — P(B).

26.2. Se A e B sdo acontecimentos contrdrios, entao:
P(A) + P(B) = 1.

26.3. Se P(A) + P(B) = 1, entdo A e B sdo acontecimentos

contrarios.

27. Seja S o conjunto de resultados associado a uma
experiéncia aleatdria. Sejam A e B dois acontecimentos
(AcSeBcS). Sabe-se que:
- A e B sdo acontecimentos contrarios.
-P(A) X P(B)=2/9
- P(A) < P(B)
Determine as probabilidades de A e de B.
28. Seja S o conjunto de resultados associado a uma
experiéncia aleatdria. Sejam A e B dois acontecimentos
Mostre que:
28.1. P(A\B) = P(A) — P(ANB)
28.2. Se A e B sdo incompativeis entdo

P(m;)z P(Z)— P(B)

29. A, B e C sdo os acontecimentos elementares de uma
experiéncia aleatdria. Sabe-se que: P(C) = 0,2

Determine: P(ng) .




=  PROBABILIDADE CONDICIONADA E PROBABILIDADE DA INTERSECCAO DE ACONTECIMENTOS

Consideremos o domind constituido pelas 28 pegas representadas na figura:
Depois de as pecas terem sido baralhadas, retira-se uma ao acaso e observa-se

a pontuacado dessa peca.
Sejam A e B os seguintes acontecimentos:

A: Sair uma pega com 4 pontos em pelo menos um dos lados.
B: A soma dos pontos da peca é 9.

- Qual a probabilidade de ocorrer o acontecimento A?

olsse

Entre os 28 casos possiveis ha 7 casos favoraveis.

7 1

Assim, tem-se: P(A)=—== E K
28 4 ‘.“ ":; .

- Qual a probabilidade de ocorrer o acont. A, sabendo que ocorreu o acontecimento B?

Saber-se que ocorreu o acontecimento B condiciona o nimero de casos possiveis que

passam a ser dois e nesses casos possiveis existe um favoravel. =0 i

e I

’ e .
it

Neste caso a probabilidade representa-se por: P(A|B)

Observe-se que:

#(ANB)
P(A|B)=1= #(ANB) __#s _PANB)
2 #B #B P(B)
#S
Exercicios:

30. Um casal tem trés filhos. Se for igualmente
provavel nascer uma rapariga ou um rapaz,
calcule a probabilidade de:

30.1. O filho mais velho ser rapaz;

30.2. O filho mais novo ser rapariga;

30.3. O casal ter exactamente duas raparigas,
sabendo que o filho mais novo é do sexo
feminino.

31. Num saco ha oito bolas numeradas de 1 a 8,
sendo cinco cinzentas e trés pretas, como é
sugerido na figura.

i

“~

N

Uma bola é retirada do saco, ao acaso, e
observa-se o nimero e a cor dessa bola.
Sejam A e B os acontecimentos:

A: Sai bola cinza.

B: Sai bola com um numero par.

Determine:

31.1. P(A|B) 31.2. P | A)
31.3. p(a|B) 31.4. P3| A)
31.5. p(a|8) 31.6. P(B|A)

No caso geral, sendo A e B dois acontecimentos
associados a uma experiéncia aleatéria e tais que P(B)#0,
a probabilidade condicionada de A, sabendo B, é:

P(ANB)

P(B)

P(A|B)=

Da igualdade anterior resulta: P(ANB)=P(A|B)xP(B)

32. Considere o langamento de um dado cubico, equilibrado, com
as faces numeradas de 1 a 6. Determine a probabilidade de sair a
face com o numero 3 se:

32.1. ndo houver qualquer outra informacao.

32.2. souber que saiu numero par.

32.3. souber que saiu nUmero impar.

33. Numa empresa produzem-se dois tipos de pegas, A e B.

Sabe-se que:

- 60% da produgao corresponde a pecas do tipo A;

- 2% das pegas do tipo A tém defeito;

- 4% das pecas do tipo B tém defeito.

Escolheu-se, ao acaso, uma pega e verificou-se que ndo tem
defeito. Qual é a probabilidade de ser uma pega do tipo A?

34. A e B sdo dois acontecimentos associados a uma experiéncia
aleatdria, tais que:

P(A)=0,3 P(B)=0,6 P(AUB)=0,9

34.1. Os acontecimentos A e B sdo incompativeis? Justifique.

34.2. Determine: a) P(A[B)  b) P(A|B)

35. O Ivo desloca-se diariamente para a escola de comboio. Sejam
A e B os acontecimentos:

A: Acordar tarde. B: Perder o comboio.

Sabe-se que P(A|B)=0,8 e P(B) =0,25

35.1. Defina, em linguagem corrente os acontecimentos B|A e A|B.
35.2. Determine P(ANB).
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=  ACONTECIMENTOS INDEPENDENTES

O conceito de independéncia € um dos mais importantes em
probabilidades.

Dois acontecimentos sdo independentes quando a realizacdo de
um deles ndo interfere na probabilidade do outro.

Exemplo: Consideremos o duplo lancamento
de um dado cubico numerado de 1 a 6 e os
seguintes acontecimentos:

A: Sair o numero 4 no primeiro langamento.

Dois acontecimentos A e B sdo independentes se e so se

P(A|B)=P(A), P(B)>0

B: A soma dos numeros que ocorrem nos dois
langamentos é 9.
C: Sair niUmero par no segundo langamento.

Utilizando a definicdo de probabilidade condicionada podemos

ainda concluir:

P(A|B)=P(A) < PIANB) _ P(A) < P(ANB)=P(A)xP(B)

P(B)

Dois acontecimentos A e B sdo independentes se e sé se
P(ANB) = P(A) X P(B)

De um modo geral, se Aj, A,
independentes, entdo:
P(Al N AZ ﬂﬂAn)= P(Al) X P(Az) X .. X P(An)

..., A, sdo n acontecimentos

Exercicios:

36. De um baralho com 40 cartas, 10 de cada naipe, foram
retiradas trés cartas, sucessivamente e com reposigao.
Determine a probabilidade de:

36.1. sairem trés reis;

36.2. sairem exactamente dois ases;

36.3. sairem espadas;

36.4. ndo sair qualquer carta de copas.

37. Joga-se um dado duas vezes. Determine a probabilidade de
se obter um numero par na 12 jogada e um “5” na 22 jogada.

38. Em relagdo a uma experiéncia aleatodria, sejam A e B dois
acontecimentos independentes.

Sabe-se que P(A)=0,2 e P(E)z 0,7 .

Determine P(ANB).

39. Em relagdo a uma experiéncia aleatodria, sejam A e B dois
acontecimentos possiveis e independentes.
Mostre que: P(ANB) = P(A|B) X P(B|A)

40. Em relagdo a uma experiéncia aleatdria, os acontecimentos
A e B sdo tais que:

P(A)=0,8 ; P(B)=05 e PAUB)=06 .
40.1. Verifique se os acontecimentos A e B sdo independentes.
40.2. Determine a probabilidade de ndo se verificar A nem B.

41. A Adjamila e o Edson ndo sabem que foram convidados
para a mesma festa. As probabilidades de a Adjamila e o Edson
irem a festa sdo, respectivamente, 0,5 e 0,7.

Qual a probabilidade de ambos irem a festa?

- A e B sdo acontecimentos dependentes:
+ 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

P(B)=— =< PB1A)="

36 9 6

Temos que P(B)#P(B | A)

- A e C sdo acontecimentos independentes:

18 1
P(C)_ss_E
3 1

P(C|A)—E—E—P(C)

Temos que P(C)=P(C|A)

42. Mostre que o acontecimento impossivel é
independente de qualquer outro acontecimento.

43. Em relagdo a uma experiéncia aleatdria, sejam A
e B dois acontecimentos tais que:

1

P(A):E;P(B)zé e P(A|§):%.

43.1. Determine P(ANB).
43.2. Os acontecimentos A e B sdo independentes?

44. Dejam A e B dois acontecimentos associados a
uma experiéncia aleatdria, tais que:

P(A)=§;P(B)=% e P(Au3)=§

Mostre que A e B ndo sdo independentes.

45. Os alunos de duas turmas A e B encontram-se
num autocarro para iniciarem, em conjunto, uma
viagem de fim de curso. A turma A é constituida por
15 rapazes e 10 raparigas e a turma B por 8 rapazes e
12 raparigas. Escolhe-se, ao acaso, um aluno.

Calcule a probabilidade de:

45.1. Ser um rapaz da turma A.

45.2. Ser da turma B, sabendo que é rapariga.
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ANALISE COMBINATORIA

No calculo de probabilidades, muitas vezes, a principal dificuldade reside na contagem no nimero de casos
possiveis e do numero de casos favoraveis associados a um determinado acontecimento.

Em muitas situagdes, ha necessidade de fazer contagens sem a possibilidade de as fazer elemento a elemento.
Este tipo de necessidades tem caracteristicas comuns que permitiram desenvolver os chamados modelos
combinatdrios.

O estudo desses modelos apoia-se em quatro conceitos fundamentais:
> principio fundamental de contagem (regra do produto);

> permutacdes e arranjos simples (sem repeticdo);

> arranjos completos (ou com repeticdo);

> combinacdes.

= PRINCiPIO FUNDAMENTAL DE CONTAGEM

Utilizando um exemplo vamos recordar o principio fundamental de contagem.
Exemplo 1: Considerando a ementa ao lado, quantas refei¢des diferentes podemos: e

1.1. fazer com uma entrada e um prato (sem sobremesa)? Ementa

1.2. organizar com uma entrada, um prato e uma sobremesa? Entradas:

- Buzio
Resolugdo: 1.1. A construcdo do diagrama f — (b, f)] — buzio efrango - Moelas
de arvore correspondente sugere o b t — (b, ¢} — buzio e calulu Prato principal:
processo de contagem e podemos a — [b,a] — buzio e atum - Frango assado

m — (b, m) — buzio e massada

verificar que podemos combinar 8 - Calulu

refeicdes diferentes. - Atum grelhado

f — im, f] — moelas e frango - Massada de peixe

Este valor aparece da multiplica¢cdo do ¢ — (m, c] — moelas e calulu Sobremesas:
ndmero de entradas com o nimero de a — (m, a] — moelas eatum - Anands
pratos principais: 2 X 4 = 8 refei¢Bes m — [m, m} — moelas e massada - Pudim de cocd

- Doce da casa

L A Y S Aas

1.2. Considerando, agora as sobremesas podemos calcular directamente:

T T e e T e e e T T e T T T T T T T T T T T e,

o
.
4
b
.
.
4
b
.
.
4
b
o
.
4

2 entradas X 4 pratos principais X 3 sobremesas = 24 refei¢des diferentes

Principio fundamental de contagem:

Quando é necessario realizar k escolhas sucessivas, em que na primeira ha n, alternativas, na segunda ha n,
alternativas, ..., e na escolha de ordem k ha n alternativas, entdo o niumero total de alternativas é dado por:
Ny X Ny X N3 X ... X Ny

Exercicios: 49. O Pedro tem os sacos que estdo na figura.
46. Com 3 pares de calgas e 2 camisas, de quantas T (TR T A
formas diferentes o Adilson se pode vestir? f 8
1 5
47. Quantos numeros pares diferentes e com 3 § ,1 @ ‘8 “*;
A B c

algarismos existem no sistema decimal? ) .
Pretende retirar uma bola de cada saco e escrever o nimero de

48. Da ementa de um restaurante escolhido pela R . .
P trés algarismos em que o algarismo das centenas corresponde

Andresa para almogar constam 2 sopas, 3 pratos de . .
P ¢ pas, s p ao da bola retirada do saco A, o algarismo das dezenas

eixe, 3 pratos de carne e 5 sobremesas. . .
P 3P corresponde ao da bola retirada do saco B e o das unidades ao

uantas sdo as escolhas possiveis se a Andresa .
Q P da bola retirada do saco C.

pretender apenas: 49.1. Quantos numeros distintos podem ser escritos?

ixe? , . ~
48.1. uma sopa e um prato de peixe? 49.2. Dos numeros que podem ser escritos, quantos sao:

? e
48.2. um prato de carne e uma sobremesa- a) multiplos de 5? b) pares?
48.3. uma sopa, um prato de peixe e uma c) capicuas (nimeros que se leem de igual forma da esquerda

sobremesa. para a direita e da direita para a esquerda)?
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*  PERMUTAGOES E ARRANJOS SIMPLES (SEM REPETIGAO)

No estudo que se segue, vamos recorrer frequentemente ao produto dos primeiros N nimeros naturais. Tal

produto tem, em Matematica uma notagao designada por fatorial.

Exercicio:
Dado um nGmero natural n, chama-se fatorial de n (ou n fatorial) ao 50. Calcule:
produto dos n primeiros nimeros naturais e representa-se por n! 50.1. 6! 50.2. 7! - 5!
= - - - 12! 10!-9!
nNl=nx(n-1)x((n-2)x((n-3)x..x2x1 50.3. 12 50.4.8><09
Nota: por convenc¢do 0! =1 10! 9

Exemplo 2: Cinco amigos vao de férias, fazendo a viagem até a cidade de destino de autocarro. Para irem todos juntos
ocupam os 5 lugares que existem no fundo do autocarro.

2.1. De quantas formas diferentes os cinco amigos podem ocupar os cinco lugares?

Resolugao: Reparemos que:

- 0 numero de pessoas € igual ao niumero de lugares disponiveis.

-aordem interessa, isto é, se se trocar a ordem dos amigos temos uma combinagdo final diferente.

Para o primeiro lugar temos 5 possibilidades (5 amigos), para o

segundo lugar ja sé temos 4 possibilidades, uma vez que um deles Exemplos:

ja se sentou, para o terceiro lugar temos 3 possibilidades, para o L[c[o[Aa]B][E]
quarto lugar temos 2 possibilidades e para o quinto lugar (ultimo) A8 Db ]ET]c]
resta um dos amigos. | Al b [ B ] E] c]

Assim o numero total de combinagBes é: 5 X 4 X3 X2 X 1=5/=120

Como o nimero de pessoas é ] - N
Dado um conjunto com n elementos, dd-se o nome de permutacdes de n aos

grupos que se podem formar tais que:

igual ao numero de lugares, bas-
tou permutar os lugares entre si.

Fez-se a permutacdo de 5 - todos os grupos tém n elementos

elementos que se pode - dois ou mais grupos diferem entre si pela ordem de colocacdo dos elementos.
representar por O numero de permutacdes de n é representado por P,e o valor é dado por:
Ps=5Xx4Xx3x2x1=5! P=nx(n-1)x(n-2)x (n—3) x..x 2 x 1, ouseja, P,=n!

Exemplo 2: 2.2. Num dos dias os amigos decidiram percorrer a cidade de carruagem, mas cada carruagem soé levava trés.
Tiveram que ocupar, por isso, duas carruagens, a primeira com trés amigos e a segunda com dois.
De quantas formas podem ocupar os trés lugares da primeira carruagem?
Resolugao: Reparemos que:
- 0 numero de pessoas € superior ao nimero de lugares disponiveis.
- a ordem continua a interessar, isto é, se se trocar a ordem dos amigos temos uma combinacdo final diferente.
Para o primeiro lugar temos 5 possibilidades (5 amigos), para o segundo lugar ja s6 temos 4 possibilidades e para o terceiro
lugar (ultimo) temos 3 possibilidades.
Assim o numero total de combinac¢des é: 5 X 4 X 3 =60
Cada uma das combinacgGes corresponde a uma sequéncia de trés amigos escolhidos de um conjunto de cinco.
Ao numero obtido desta forma da-se o nome da arranjos simples de 5 tomados 3 a 3 e representa-se por °As.
5x4x3x2x1 5l

Observemos que: 5A3 =5x4x3= =
2x1 (5-3)

Dado um conjunto com n elementos, chama-se arranjos simples ou arranjos sem repeticdo de n elementos

tomados p a p (p < n) aos diferentes grupos que se poder formar com p elementos tais que:

- em cada grupo ha p elementos ndo repetidos;

- dois se diferem em algum elemento ou na ordem de colocagdo dos mesmos.

O ndmero de arranjos sem repeticdo de n elementos tomados p a p representa-se por nAp e o seu valor é
dado por:

"A=nx (n-1)x (N=2) x (N1=3) x .. x (N1—p+1), ouseja, "A, “(n—p)
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Exercicios:

51. A Elsa comprou 5 CDs e vai escolher 4 para
oferecer um a cada um dos seus sobrinhos. De
guantas maneiras diferentes pode presentear os
sobrinhos?

52. Numa turma de 25 alunos vao ser escolhidos
3 alunos. Cada um devera participar numa
reunido. De quantas maneiras se podem escolher
os trés alunos, sabendo que as reunides se
realizam a mesma hora?

53. Durante o periodo de férias, as refei¢des, o
Nuno e os seus dois irmdos partilham tarefas.
Um pde a mesa, outro levanta-a e o terceiro lava
a loica. De quantas maneiras se pode fazer a
distribuigdo das tarefas?

54. Utilizando todas as letras da palavra “BONITA” quantas
palavras diferentes, com ou sem significado, se podem formar?

55. Antes do inicio de um jogo de futebol 11 jogadores de uma
equipa colocaram-se em fila, para tirarem uma fotografia. De
quantas formas diferentes se podem dispor os 11 elementos
sabendo que:

a) o guarda-redes fica no meio.

b) o guarda-redes fica num dos cantos.

56. Calcule:  a) °A, b)°A;  ¢) A,
57. Quantos numeros de quatro algarismos diferentes existem, no
sistema de numeragdo decimal, que ndo tenham zero?

58. Com as cores vermelha, verde, azul e amarela pretendem-se
fazer bandeiras tricolores. Variando as cores ou a ordem. Quantas
bandeiras diferentes é possivel fazer?

*  ARRANJOS COMPLETOS (COM REPETICAO)

Exemplo 3: Considere-se um saco com trés fichas como mostra a figura.
Retira-se ao acaso uma ficha do saco, verifica-se o niumero, introduz-se de novo a ficha no saco e

/
S———

o)

repete-se este processo quantas tantas vezes se queira. -

3.1. Quantos numeros diferentes podemos formar com duas extracgdes?

3.2. Quantos numeros diferentes podemos formar com trés extrac¢des?

3.3. Quantos numeros diferentes podemos formar com n extrac¢des?

Resolugdo: 3.1. Mais uma vez, um diagrama de arvore ajuda a responder a questdo, embora a
regra da multiplicagcdo permita, desde ja, concluir que hd 3 X 3 =9 numeros diferentes.

Na 12 extracdo temos trés possibilidades, na 22 extracgdo repetem-se as trés possibilidades,

havendo no total 3 x 3=3?

3.2. Por um processo idéntico ao anterior, tem-se
em cada uma das extracgOes trés possibilidades: 3, 6 e 8.
No total das extrac¢des o nimero de possibilidades é:

3

6 — 36
8 — 38
— 63
(1]
— B8

(=R = I *0)
l

3 — B3
& — B
B

<
<
<

3x3x3=3°

3.3. No caso de n extrac¢Oes, em cada uma delas continuam a existir trés possibilidades, havendo no total:

3X3X..x3=3"

Dado um conjunto com n elementos, chama-se arranjos completos ou arranjos com repeticdo

elementos tomados p a p aos diferentes grupos que se poder formar com p elementos tais que:

- em cada grupo ha p elementos repetidos ou ndo;

- dois grupos sdo diferentes se diferem em algum elemento ou na ordem de coloca¢do dos mesmos.

O ndmero de arranjos com repeti¢do de n elementos tomados p a p representa-se por "A’, e o seu valor é

dado por: "A’p=nP

Exercicios:

59. Com os digitos 1, 2, 3 e 4 quantos numeros de trés

algarismos se podem escrever?

60. Quantos sdo os resultados possiveis se langarmos 7
vezes um dado com as faces numeradasde 1a 6 ere-
gistarmos o nimero da face saida em cada lancamento?

61. Quantos resultados possiveis existem quando se

lan¢ca uma moeda:

61.1. duas vezes? 61.2. dez vezes?

62. Quatro amigas encontram-se numa pastelaria e cada uma
vai escolher um bolo. De quantas maneiras diferentes podem
escolher, sabendo que ha 9 variedades de bolos.

63. Com os algarismos 0, 2, 3, 5 e 7, quantos nimeros de
guatro algarismos e menores que 3000 se podem escrever?

64. O alfabeto Morse utilizava os simbolos * e -.
64.1. Quantas sequéncias de trés simbolos se podiam escrever?
64.2. Qual o nimero de sequéncias com o nimero maximo de
trés simbolos?




=  COMBINAGOES SEM REPETICAO

Ha problemas de contagem que envolvem a escolha de grupos onde interessam os elementos que constituem o
grupo, independentemente da sua ordem.

Exemplo 4: Numa turma de 20 alunos vao ser escolhidos trés para representar a turma numa reunidao com a Direcgao.

4.1. Quantos grupos diferentes podem ser formados?

4.2. Quantos grupos diferentes podem ser formados sabendo que o delegado de turma terd que fazer parte do grupo?
Resolugao:

4.1. Na resolugdo deste problema a ordem ndo interessa. O grupo ser formado, por exemplo, pelo o Anténio, pela a Eunice e
pelo Emanuel corresponde a mesma situagdo que ter o grupo constituido pela Eunice, pelo Emanuel e pelo Antdnio. Assim o
numero de grupos que é possivel formar corresponde ao nimero de subconjuntos de 3 elementos que é possivel definir

num conjunto de 20 elementos.

%A, 20x19x18

3x2x1
A este nimero chama-se combinagGes sem repeticdo de 20, 3 a 3 e representa-se por: 2c,

Numero de subconjuntos: =1140

4.2. Uma vez que ja sabemos que o delegado tera que fazer parte do grupo, trata-se de escolher dois alunos entre os
restantes 19, ndo interessando novamente a ordem.

19
A, 19x18
Temos entdo: *°C, = Tz =2

=171

Combinacdes sem repeticdo de n elementos tomados p a p (p < n) representa-se por nCp e é o numero de
subconjuntos com p elementos que se podem obter a partir de um conjunto de n elementos, tais que:

- em cada subconjunto tem p elementos;
- dois grupos sao diferentes se diferem em algum elemento nao interessando a ordem da sua distribuicao.

n
_ Ap n n!

= ou =
P P piln=Dp)

p!

Exercicios: 68. Uma empresa vai admitir 6 pessoas.

65. Considere um baralho de 40 cartas, 10 de cada naipe.| Apresentaram-se 45 candidatos: 20 homens e 25 mulheres.

De quantas maneiras se pode formar um grupo de seis De quantas maneiras diferentes podem ser preenchidas as

. 5 .
cartas, sendo duas e sé duas de copas? vagas se forem escolhidos:
66. A Marta foi a Feira do Livro e verificou que as suas 68.1. candidatos do mesmo sexo?

economias s6 lhe permitem comprar cinco dos sete livros| 68.2. dois homens e quatro mulheres?

que lhe interessam. De quantas maneiras pode escolher | 68.3. no maximo dois homens?

os cinco livros? 68.4. pelo menos uma mulher?

67. Com os vértices de um octégono regular, quantos 69. Sem recorrer a calculadora, calcule:
.n .. 5 8 10

tridngulos se podem definir? a)°C, b) °C; c) Cy

Quadro resumo

Arranjos completos Atranjos simples Permutagoes Combinacoes
A ordem influencia? Sim Sim Sim Nao
Pode haver repeticio . "

He oo Sim Nao Nao Nao

n ﬂ/\

Ap=nx(n=-Nx..x(n-p+1) ”Cp=—'”
Célculo "A', =n” ok e P =nl P
P (n-p) B e
" plin-p)!
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Exercicios:

70. Oito jovens vao dar um passeio em dois automaéveis
de cinco lugares cada um. Qualquer um dos jovens pode
conduzir. De quantas maneiras os oito jovens se podem
repartir pelos dois automaéveis?

71. O Olivio comprou um telemovel e vai introduzir um
PIN constituido por uma sequéncia de quatro digitos.
71.1. Qual é o numero total de possibilidades distintas
que o Olivio dispde para a escolha do PIN?

71.2. O Olivio ndo gosta do 0 nem do 9. Quantas sdo as
possibilidades, rejeitando estes dois algarismos?

71.3. Admita que o Olivio quer escolher um PIN
envolvendo apenas digitos que representam numeros
primos. Quantas sdo as possibilidades?

72. De um saco com seis fichas com os nimeros de 1 a 6,
extraem-se sucessivamente e
sem reposic¢ao trés fichas,
anotando-se o numero da ficha
em cada extracgdo.

Quantos numeros diferentes
é possivel obter?

73. De quantas formas diferentes é possivel colocar sete
bolas todas diferentes em, duas caixas também diferentes
se, em cada caixa, tiver que ficar pelo menos uma bola?

74. O Marco esta de férias na sua terra natal e tenciona
visitar 6 amigos de infancia. De quantas maneiras pode
organizar as visitas?

75. Os primeiros-ministros de 7 paises, incluindo, Sdo
Tomé e Principe, Portugal, Angola e Mo¢cambique,
encontraram-se para uma reunido.

75.1. Todos se cumprimentaram entre si no inicio da
reunido. Quantos cumprimentos foram trocados?
75.2. Sabendo que se sentaram numa mesa em fila:

a) de quantas formas se podem sentar?

b) de quantas formas diferentes se podem sentar se o
portugués e o mogambicano querem ficar juntos e o
santomense e o angolano querem ficar nos extremos?
75.3. De quantas formas
diferentes se podem sentar
os sete a volta de uma mesa
redonda?

76. Numa caixa ha oito bolas numeradas de 1 a 8.
Retiramos uma bola da caixa, registamos o nimero e
colocamos de novo a bola na caixa.

Repetimos o procedimento quatro vezes.

Quantos resultados diferentes é possivel obter?

77. Numa sala ha um sofd e cinco almofadas de cores
diferentes, sendo uma delas vermelha.

77.1. De quantas formas diferentes, tendo em atengdo a
cor, as almofadas podem ser colocadas no sof3, lado a
lado?

77.2. Admita que as almofadas foram colocadas ao acaso.
Determine a probabilidade de a almofada vermelha ficar
no meio.

Apresente o resultado na forma de fracgdo irredutivel.

78. Numa prateleira estdo oito livros distintos, lado a lado,
sendo trés de Matematica, dois de Fisica e trés de Biologia.
Determine quantas formas diferentes é possivel colocar os
oito livros na prateleira lado a lado, de modo que:

78.1. os livros de Fisica figuem um em cada extremo;

78.2. os livros de Matematica figuem juntos;

78.3. os livros de Biologia figuem juntos num dos extremos
78.4. os livros fiqguem agrupados por disciplina.

79. Numa caixa ha dez calculadoras, das quais quatro ndo
tém pilhas. Considere a experiéncia que consiste em retirar
aleatoriamente trés maquinas da caixa e verificar se tém
pilhas ou ndo.

79.1. Determine a probabilidade de:

a) nenhuma ter pilhas. b) apenas uma nao ter pilhas.
79.2. Retiram-se da caixa trés maquinas, uma a uma.
Sabendo que as duas primeiras tém pilhas, qual a
probabilidade de a terceira:

a) ndo ter pilhas b) ter pilhas.

80. Um grupo de 10 amigos, sete rapazes e trés raparigas,
decidem ir ao cinema, ocupando uma fila de dez lugares.
Admitindo que todos os elementos do grupo se sentam de
forma aleatéria, calcula a probabilidade de:

80.1. as raparigas ficarem juntas;

80.2. as raparigas ficarem juntas e os rapazes também;
80.3. pelo menos um dos extremos ser ocupado por uma
rapariga.

81. Numa empresa sdo atribuidos cddigos de acesso a
determinadas areas mais restritas. Sabe-se que os cadigos
sdo construidos por uma sequéncia de quatro algarismos,
seguidos de duas letras das 26 do alfabeto.

A sequéncia 0016-NN é exemplo de um desses codigos.
81.1. Quantos cddigos é possivel formar com este sistema?
81.2. Escolhido um dos cddigos ao acaso, determine a
probabilidade de:

a) ter os algarismos diferentes e as letras iguais;

b) ter exactamente dois algarismos iguais a 5 e as letras
diferentes;

c) ter, pelo menos, dois algarismos iguais a 8;

d) as letras ndo serem ambas vogais.
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=  TRIANGULO DE PASCAL

Exemplo 5: Num concurso televisivo, os concorrentes candidatam-se a um prémio mediante

a posicdo atingida por uma bola que é largada na posi¢ao P, num aparelho como o
representado na figura, e que atinge umas das posicdes A, B, C, D, Eou F.

-9
I
0%6%%%

e1ooo| €500 I €100 l €100 l €500 |e1ouo
A B € D E £

Reparemos que:

-de P aP1hdum unico percurso;
-de P a P2 hdaum unico percurso;
- de P a P4 ha dois percursos;

- de P a P8 ha trés percursos.

Podemos, entdo construir um Referéncia histdrica:

“triangulo numérico” com Este triangulo numérico foi apresentado

o nimero de percursos existentes por Pascal, matematico francés e por

de P a cada um dos pontos. Tartaglia, matematico italiano.

€1000| €500 ! €100 l €100 | €500 |e1oon
A B (¥ D E F

Ao esquema triangular seguinte chama-se tridngulo de Pascal,

triangulo de Tartaglia ou tridngulo aritmético.
1 —linhan=0

Pascal Tartaglia
- (1623-1662) (1499-1557)
1 — linhan=1

©
@/@\GD

(1)
e @ —linhan=4 3

— linhan=2 L.
Exercicio:

— linhan=3 82. Observe o esquema seguinte:
1 —linha n=0

1 —linha n=1

No triangulo de Pascal verifica-se que: 1 2 1 —linha n=2

- Os nimeros dos lados obliquos sdo sempre iguais a 1. 5 B B M — linha =3

- Cada termo de uma linha (excepto os extremos) é igual a Construa a 72 linha do triangulo de
soma dos que estdo em cima. Pascal (n=6) e calcule a soma dos
- Em cada linha, os termos equidistantes dos extremos sao iguais. elementos da 82 linha.

> Propriedades do Triangulo Pascal
O triangulo de pascal pode ser escrito usando combinagdes.
Podem-se constatar algumas propriedades do
Triangulo de Pascal e que resultam das

propriedades dos nimeros combinatorios.

Propriedade 1: Todas as linhas come¢am e acabam com 1.
Demonstragdo: Efectivamente "Cy="C,= 1
Propriedade 2: Em cada linha, os termos equidistantes dos extremos sao iguais.
"C,="C, ,,comneNy, pe Ny e p<n
n! n n! n!

~ . .n _ — = ’
Demonstragdo: Temos que: "C _—p!(n—p)! e Co, (n—p)![n—(n—p)]! (n—p)! ol

Logo: "C,="C,_,
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Propriedade 3: Cada termo de uma linha (excepto os dos extremos) é igual a soma dos que estdo acima.

"Cy+"Cp,=""C,y,comneNy, peNy e p<n

nl

n!

Demonstragdo: "C,+"C; =

n!

p!(n; o) (p+1)n—(p+1)]

ni _ni(p+1)+ni(n-p) _

T - pXn-p-1) (p+1ipln—p-1F  (p+1(n-p)

_ni(p+1+n-p)  (n+1)

~ (p+1)(n-p)  (p+1)(n-p)

n n n+1
Logo: 'Cy+Cpy=""Cpy

_n+1
C p+1

Propriedade 4: A soma dos n+1 elementos de qualquer linha do Tridngulo de Pascal é igual a 2", com n € N,

Nota: Na linha n o segundo e penultimo elemento s3o iguais a n e existem n+1 elementos.

Exemplo 6: A soma dos trés ultimos elementos de uma linha do Triangulo de Pascal é igual a 106.

6.1. Determinemos o terceiro elemento da linha seguinte.

6.2. De que linha estamos a falar?

Resolugdo:

6.1. Se a soma dos trés ultimos elementos é 106 entdo a
soma dos trés primeiros também é 106 (propriedade 2).
Visualizemos no triangulo o que acontece:

L] ]
[1]+[x]+[y] =106
L] =1 [

Podemos concluir que X +y = 105
e pela propriedade 3 sabemos quez=x+Y.

6.2. Sabe-se que a soma dos ultimos termos da linha é 106,
escrevendo em linguagem matematica e usando as
combinagdes vem: "C+"C,_;+"C,_, =106 <

n! n-1)n
& 1+n+—7—=106 & 1—i-n+u

(n—2)2!
~1+4/1+840 -

< n?4n-210=0 < n= :

=106

< n=14 v n=-15
Como n € Ny, conclui-se que n=14.

Ou seja, Z, que representa o 32 termo da linha seguinte é igual a 105.

Exercicios:

83. A soma dos dois ultimos elementos de uma linha do
Tridngulo de pascal é 35.

83.1. Quantos elementos tem essa linha?

83.2. Indique os trés primeiros elementos da linha
anterior.

83.3. Indique os trés ultimos elementos da linha seguinte.

84. Dois elementos consecutivos de uma linha do
Triangulo de Pascal sdo 120 e 45. Indique um elemento
maior que estes dois que pertenca a linha seguinte.

85. Indique o(s) valore(s) de k € Ny, de modo que:
85.1. °C,='°C, 84.2. 2'c,=FC,,
17~ |17~ _18
85.3. “'C;+'Ce="C,
85.4. °C, 2"°C,+'*C,=""C,
86. Uma linha do Tridngulo de Pascal tem 11 elementos.
Determina o maior nimero que faz parte dessa linha.

87. Uma linha do Tridngulo de Pascal tem 16 elementos.
Determina o nimero de elementos dessa linha que sdo
maiores que 4000.

88. O pentltimo elemento de uma linha do Triangulo de
Pascal é 12. Determine:

88.1. o nimero de elementos dessa linha.

88.2. a soma dos elementos dessa linha.

89. Considere os numeros: 256, 789, 2048 , 3576 e 4500
No Triangulo de Pascal, calculou-se a soma dos elementos
de uma linha e, de seguida, a soma dos elementos de outra
linha.

Os valores obtidos sdo representados por dois dos
numeros dados.

Identifique-os e explique a razdo porque rejeita os outros
trés numeros.

90. A soma dos elementos de uma certa linha do Tridngulo
de Pascal é 512. Para cada elemento da linha ha um cartao
no qual esse nimero é escrito. Os cartdoes foram
introduzidos num saco e de seguida retiraram-se,
simultaneamente, dois cartdes.

Determine a probabilidade de:

90.1. um e um so cartdo ter o nimero 1;

90.2. os dois cartdes terem o0 mesmo numero.
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=  BiNOMIO DE NEWTON

b
Observemos o seguinte padrao: @i
(a +b)!
Observagao:
)2
(a+b)?=a*+2ab+b* (a+b)
(a+b)*=(a+b)x(a+b)
= 2 3ab® + b
@’ +3a°b + 3ab® + -
(a+b)'=(a+b)(a+b)
=" + 4a®b + 60°0° + 4ab’ + b
(a+b)*

)0 3

gt a’h + a*b? + abd+ | 1| b*

Notemos que no desenvolvimento

Férmula do bindmio de Newton

de (a+b)"se tem:

- 0 grau do polinémio do desen-
volvimento de (a +b)" én.

- os coeficientes sdo os numeros do

Tridngulo de Pascal. Ou seja:

De um modo geral tem-se:
(a+b)"="Cya"+"C,a" 'b+"C,a" ?b* +..4"C, ,ab" "t +"C,b", n e N,

n

(a+b)"=> "C,a" PP

p=0

Exemplo 7: Determinemos, sem

. 5
desenvolvimento, o termo em X  que aparece no

desenvolvimento de (X + 2)8.

Resolugdo:
8

(x+2)® :ZSCPXS“’Z”

p=0

A partir da expressao

e 5 .
verifica-se que o termo em X surge no desenvolvimento
quando 8 — p =5 ou seja p = 3. Substituindo p por 3 na

expressdo °C,x* 2P, tem-se: °C3x°2°.

. 5
Donde se conclui que o termo em X  resultante do

desenvolvimento de (X + 2)8 é 448%°.

efectuar o

No desenvolvimento de (a+b)", designamos o
termo de ordem p + 1 por Ty, com 0 < p <n,
tem-se:

n n—
T,,,="C,a" PbP

96. Mostre que 1—\/§ é solucdo da equagao
x* +164/3 =28.

12
97. Sem efectuar o desenvolvimento de (XZ +—) :
X

97.1. mostre que nao existe qualquer termo do 22 grau no
desenvolvimento da expressao.
97.2. determine, caso exista, o termo independente de X.

Exercicios:
91. Recorra ao Tridngulo de Pascal e fagca o
desenvolvimento de:

91.1. (x+1)° 91.2. (2+x2 )4

91.3. (y-2)° 91.4. (2x-y)’

92. Recorra ao Bindmio de Newton para desenvolver e
representar na forma de polindmio reduzido as
expressoes:

92.1. 2+x2f 92.2. (3—x)*

6
1

93. No desenvolvimento de (X+—j , determine, caso
X

exista:
93.1. o termo em X

93.2. o termo independente de X 93.3. 0 termo em X

94. Determine o termo médio (o que ocupa a posi¢do
central) do desenvolvimento de:

6
94.1. (1+§j 94.2. (x-3)°

95. Considere a expressdo: p(x) = (X —x? )6 .

Apos se ter representado p(X) na forma de polinémio
reduzido, escolheu-se ao acaso um dos mondmios que o
constituem.

Qual a probabilidade de o mondmio escolhido ter
coeficiente negativo, sabendo que tem grau superior a 7?
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DISTRIBUICAO DE FREQUENCIAS RELATIVAS E DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADES

=  VARIAVEL ALEATORIA: FUNCAO MASSA DE PROBABILIDADE

22
Exemplo 1: Considerando a experiéncia aleatdria que consiste em langar Ca (Ca, Cal
d d, La

uma moeda de 1000 dobras duas vezes.

Em diagrama de arvore mostra-se o que pode acontecer: Co (Ca, Col
O conjunto de resultados tem 4 elementos 2Zeé:

S={(Ca, Ca), (Ca, Co), (Co, Ca), (Co, Co)} Ca (Co,Ca)
Consideremos agora a fung¢do que tem como dominio S e a cada elemento Co (Co, Co)

do dominio faz corresponder, por exemplo, o nimero de vezes que aparece Ca.

A esta fungdo, que representamos por X
chama-se variavel aleatéria.
O contradominio é:{0, 1,2}
A variavel aleatdria X pode tomar trés Uma variavel aleatéria X diz-se
valores e escreve-se: X=0,X=1,X=2

aleatdria_discreta se tomar um

namero finito ou infinito

Dada uma experiéncia aleatéria a qual corresponde o espaco de numerdvel de valores distintos
resultados S, chama-se varidvel aleatdria X a uma funcdo que a Se assumir uma infinidade n3o
cada elemento do espaco de resultados associa um numero real. numeravel de valores distintos
X:$ —>R diz-se variavel aleatdria continua.

> Fungao probabilidade de X

A distribuicdo de probabilidades também se chama funcdo massa de probabilidade, ou modelo de probabilidade.

Relativamente ao Exemplo 1, consideremos agora a fun¢do que a cada valor de X faz corresponder a probabilidade dos

acontecimentos associados a esse valor. Pix)
A funcdo referida pode representar-se por uma tabela ou um gréfico: 1l
1
1 2 1
Xi 0 1 2 n I 2
1 1 1
P(X =x) = = = o| 1 !
4 2 4 0 1 2 x
Esta fungdo chama-se distribuicdo de probabilidade da varidvel aleatéria X ou fungdo massa de probabilidade da varidvel X.
. 1 1 1
Verifica-se que p(X =0) + p(X =1) + p(X=2) = 2 + > + 2 =1

Dada uma varidvel aleatdria discreta X, que

toma os valores Xy, X,, ... X, as probabilidades Exercicios:
pi= p(X = X;) satisfazem as seguintes condicbes: 98. Uma certa varidvel aleatéria discreta admite o seguinte
-0<pi<1,i=1,2,..,k modelo de probabilidade:
k Xi 1 2 3 4
PPt +pc=1(istoé, D p;=1) PX=x) | 01 [ 03 | 02 [ m
i=1 98.1. Determine m.
Chama-se fungdo probabilidade de X (ou fungdo 98.2. Indique o valor de:

massa de probabilidade) a funcdo que a cada a)p(X<2) b)p(X >2) c)p(X<4)

valor i faz corresponder a respectiva 99. Seja Z a variavel aleatdria que representa a soma de dois

probabilidade p;. Os pares (x;, pi);i=1,2, ..,k dados com as faces numeradas de 1 a 6. Represente por
constituem a distribuicdo de probabilidade da uma tabela e por um gréfico a distribuicdo de probabilidade
variavel aleatodria discreta X. para a variavel Z.
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> Média e valor médio; desvio-padrao amostral e desvio-padrao populacional

Tal como foi visto no estudo da estatistica, no que se refere a medidas de localizacdo e de dispersdo, em

particular média e desvio-padrdo (em

relagdo a amostra), ha

interesse em conhecer parametros

correspondentes, ou seja, valor médio e desvio-padrdo populacional, para o caso da distribuicdo de

probabilidades de uma variavel aleatdria X.

Exemplo 2: Consideremos um dado tetraédrico regular com as faces numeradas de 1 a 4.

2.1. Durante um certo periodo de tempo foram realizados
1500 langamentos (registando-se o numero que fica para
baixo) e obteve-se a seguinte distribuicdo de frequéncias:

Xi 1 2 3 4 Total
n; 359 388 382 371 1500
fi 0,239 0,259 0,255 0,247 1

Média aritmética

X =1x0,239+2x0,259 +3x0,255+4x0,247 = 2,51

Variancia amostral

s? =(1-2,51)* x0,239+(2-2,51)* 0,259 +
+(3-2,51)* x0,255+(4 —2,51)* x 0,247
=1,2219

Desvio-padrdo amostral

S =4/1,2219 =1,1054

Reparemos que a distribuicdo de frequéncias obtém-
se a partir de uma amostra (alguns elementos da
populagdo), enquanto a distribuicdo de probabilidades
se obtém a partir de toda a populagao.

Amostra

Nota:
Atendendo a Lei dos Grandes .
S
Nimeros, a medida que o
, A . Média aritmética
numero de experiéncias n
a . S ox xn,
aumenta, a frequéncia relativa P
B N

tende para a probabilidade.

Exercicio: £, ,
2 _ - s
100. A distribuicdo de probabilidade -} (x; = %) X fr
de uma certa variavel aleatéria Y é a n
) > xtxn
seguinte: 2_ i=1 =2
sc= T -
Yi 0 1 2 3
R O N 10 o
P 8 4 8 2 =
n =R
Calcula o valor médio e o desvio- =Ty (xi=x)"xn
padrdo da variavel Y. =1 N
= S (Xi_;)z X fr;
i=1

Desvio-padrao amostral

sr=iys?
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Variavel estatistica X que toma valores

Varidncia amostral

2.2. Consideremos a variavel

aleatéria X: “valor numérico num langamento”

A variavel aleatdria assume os seguintes valores:
1,2,3e4

PIX = 1)=p(X=2) = P(X=3) =p(X=4)= 5

A tabela de distribuicdo da probabilidades da variavel

aleatodria X é:
Xj 1 2 3 4
Pi 0,25 0,25 0,25 0,25

Valor médio ou esperanca
#=1x0,25+2x0,25+3x0,25+4x0,25=2,5

Variancia populacional

o2 =(1-2,5) x0,25+(2-2,5)* x0,25+
+(3-2,5)° x0,25+(4-2,5)* x0,25
=125

Desvio-padrdo populacional
o=4125=1,118

Em sintese:
Populacao

Varigvel aleatéria X que toma valores

5 onsnag G S S TN S
Valor médio ou esperanca
n n
= > xXfr .U:_Z Xi X P;

N ’ i=1

=1
Variancia populacional

0‘2:2 (Xz'_nu)zxpi

Desvio-padrdo populacional

o=Vo?



Exercicios:

101. Num saco ha sete bolas, quatro pretas e trés 104. Uma caixa tem quatro bolas numeradas de 0 a 3.
vermelhas. Retiram-se, ao acaso, cinco bolas do saco. Retiram-se, sucessivamente e sem reposic3o, duas bolas e
Seja X a variavel aleatdria “Numero de bolas vermelhas registam-se os ndmeros das bolas retiradas.

H ”
retiradas”. Seja X a variavel aleatdria: “Produto dos nimeros das bolas
101.1. Quais os valores que a variavel aleatéria X toma? retiradas”.
101.2. Determine a probabilidade de a variavel 104.1. Indique os valores que a variavel X pode tomar,
aleatoria X ser igual a 2, isto €, P(X = 2). organizando a experiéncia num diagrama de arvore.

102. Na figura esta uma roleta dividida em seis sectores 104.2. A experiéncia foi repetida 200 vezes e os resultados
foram os seguintes:

Xi 0 2 3 6
n; 105 35 31 29

geometricamente iguais.

Cada jogada custa 25 euros e

consiste em rodar a roleta

dando no minimo trés voltas, Complete:

sendo atribuido, em euros o a) a tabela de frequéncias relativas:
X 0 2 3 6
f;
b) a tabela de distribui¢do de probabilidades:

prémio marcado no sector

indicado pela seta quando a

roleta para.
Seja X a variavel aleatoria: “Saldo apds uma jogada”

Construa a tabela de distribuicao da varidvel aleatoria X X 0 2 3 6
P(X = Xi)

103. A variavel aleatéria X: “NUmero do vértice de um

dado tetraédrico equilibrado que ocorre quando se . . B
” . e 105. A distribuicdo de probabilidade de uma certa variavel
langca o dado” tem a seguinte distribuicdo:

Xi 1 3 X
P(X = X)) a 0,25 0,25
ComxeNeae]|0,1].

Sabe-se que o valor médio de X é 2,5.

aleatdria X é a seguinte:

Xi 1 2 3
PX=x)| 03 0,1 0,6
Calcule o desvio-padrdo da varidvel X.

Como se encontram numerados os vértices do dado?

= MODELO BINOMIAL

Sao frequentes as situagdes de experiéncias aleatdrias em que apenas nos interessa observar a ocorréncia de um
acontecimento ou a do seu contrdrio, sendo possivel repetir essas experiéncias sem que a probabilidade desse
acontecimento se altere.

Exemplo 2: Considerando, novamente, a experiéncia aleatdria que consiste em langar um
tetraedro regular numerado de 1 a 4 e observar o niumero que fica para baixo.

Seja A o acontecimento: “Sair face com o nimero 2.”

P(A):% e P(K):

Hlw

A : “Sair face com numero diferente de 2.”

Reparemos que, se a experiéncia for repetida n vezes, tem-se que:

1. em cada experiéncia apenas se observa se ocorrem os acontecimentos Aou A.
2. a probabilidade do acontecimento A é constante, isto é, ndo varia ao repetir-se a experiéncia.
Obter sucesso ou insucesso numa experiéncia € independente dos resultados obtidos em experiéncias anteriores.

Experiéncias de provas repetidas de Bernoulli:

Considere-se uma experiéncia aleatéria em que apenas interessa observar a ocorréncia de um
acontecimento A (sucesso) e a do seu contrario A (insucesso).

- Estabelece-se o nimero n de provas a repetir;

- A probabilidade p de sucesso em cada prova é fixa.

A varidvel aleatdria X, que representa o nimero de sucessos nas provas N, chama-se variavel aleatdria com
distribuicdo Binomial de parametros n e p e representa-se por B(n; p).
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Exemplo 2: O Edson decidiu langar o tetraedro 5 vezes e pretende

qgue nas nestes 5 langamentos ocorram dois numeros 2, ou seja duas

vezes 0 acontecimento A (sucesso) e trés vezes o acontecimento A

(insucesso).

Ja sabemos que :  P(A)=025 e P(A)=075

Uma sequéncia favoravel é, por exemplo: AAAAA .

Neste caso: P(AAAAA )=P(A)xP(A)xP(a )<P(a)xP(a)
P(AAAAA)=0,25x0,75%0,75x0,25%0,75 = 0,257 x0,75>

Este raciocinio é valido para qualquer sequéncia favoravel de dois

sucessos e trés insucessos e a probabilidade é sempre 0,25° X 0,75°.

O numero total de sequéncias favoraveis (nimero de maneiras

diferentes de ocorrem dois sucessos e trés insucessos) é dado por °C,.

Sendo X a variavel aleatdria “Numero de 2 em 5 langamentos.”, a

probabilidade pedida é P(X = 2).

Pelo que foi visto conclui-se que:

P(X =2)=°C, (P(n)) (P(a))

ou seja, P(X =2)=°C, x0,25? x0,75% = 0,264

Em n repetidas de A o

acontecimento considerado sucesso.
Em cada prova P(A)=pe P(K)= 1-p=q.

provas Bernoulli, seja

Seja ainda X a varidvel aleatdria binomial que representa:
“Numero de sucessos em N provas”

A probabilidade de obter exactamente Kk sucessos em n
provas é dada por:

P(X =k)="C, p*q"™ ; 0<k<n

Numa distribuicdo binomial de parametros n e p, B(n, p),
temos:
Valor médio: #=nxp

Varidncia: 6° =nx px(1-p)

Desvio-padrdo: o =./nx px(1—p)

Referéncia historica:

Jacob Bernoulli (1654 — 1705) foi um
dos membros da distinta familia
Bernoulli, com muitos contributos
dados na area das ciéncias.
Apresentou varios trabalhos na drea da

matematica e da astronomia que, na sua

maioria, se encontraram na obra intitulada
Ata Eruditorum. Decorridos oito anos apds a sua morte, em 1713,
foi publicada a sua obra Ars Conjectandi (A arte de conjecturar)
onde se encontram, os fundamentos da teoria das probabilidades
e pela primeira vez uma caracterizagao da distribuicdo binominal.
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Exercicios:

106. Um exame tem 20 questdes de escolha
multipla, cada uma com quatro respostas
possiveis. Um aluno respondeu a todas as
perguntas ao acaso.

Seja Z a variavel aleatdria correspondente ao
numero de respostas em que o aluno acertou.
Justifique que Z é uma variavel aleatdria com
distribuigdo binomial e indique n e p.

107. De um baralho de cartas foram retirados
os quatro ases.

As quatro cartas foram baralhadas e retira-se
uma ao acaso.

Considere o acontecimento:

A: “A carta retirada é o as de copas.”

Admita que a experiéncia é repetida trés
vezes. Determina a probabilidade de o
acontecimento A ocorrer:

107.1. apenas na ultima experiéncia.

107.2. exactamente uma vez.

107.3. no maximo duas vezes.

108. No langamento de uma moeda viciada, a

probabilidade de sair face cala é %

Em 5 langamentos, qual a probabilidade de:
108.1. sair face cala exactamente duas vezes?
108.2. sair sempre face coroa?

108.3. sair, pelo menos 4 vezes, a face cala?

109. A distribuicdo de probabilidades da
variavel aleatéria X é B( 3 ; 0,2).

109.1. Determine P(X = 2).

109.2. Construa a tabela de distribui¢do de
probabilidades da variavel X.

110. Um casal tem 4 filhos.

Comente a afirmagao:

“A probabilidade de ter so6 dois filhos rapazes é
50%".

Nota: Considere que a probabilidade de nascer
rapaz é igual a probabilidade de nascer
rapariga.

111. Um jogador de futebol tem sucesso em
70% das vezes que é chamado a marcar um
penalti. Qual a probabilidade de, na marcagdo
de 5 penaltis, ser bem-sucedido em 4?

112. A probabilidade de uma pega sair
defeituosa de uma determinada maquina é
8%. Determine o numero de pegas defeituosas
esperado num lote de 500 pecgas.




=  MODELO NORMAL; HISTOGRAMA VERSUS FUNCAO DENSIDADE

Estudamos variaveis aleatdrias discretas e as respectivas distribuicGes de probabilidades.
Deu-se particular destaque ao modelo binomial.

Vamos estudar agora varidveis aleatérias continuas e o modelo normal.
A distribuicdo normal é das mais importantes distribuicdes de probabilidade.

Consideremos que estavamos interessados em estudar o peso dos alunos do ensino secundario em Sao Tomé e
Principe.

Seja X a varidvel aleatdria que representa o peso de um aluno, escolhido ao acaso, de entre os alunos
santomenses do ensino secundario. A varidvel aleatéria X é continua.

Para estudar a popula¢do suponhamos que se recolheu uma amostra e que se representa graficamente os dados
por um histograma.

Considerando cada vez mais observagdes e ,
f(x)A -
Funcao densidade

/\
£ %
/

classes Histograma

consequentemente mais para o

histograma este, no limite, vai aproximar-se —
por
representativa da chamada fung¢do densidade / \\

de probabilidade. A funcdo densidade, que se / \

representa por uma curva com a forma de 7/

\

de uma drea limitada uma curva B RS

sino é, para a populacdo, o equivalente ao & o

histograma para a amostra.

> Modelo Normal

Assim como no caso das varidveis discretas estudamos o modelo binomial, para o caso de varidveis continuas

vamos estudar o modelo normal.
Caracteristicas da curva normal:

- E simétrica relativamente ao valor médio p da variavel.

- Tem um maximo para X = L.

- Quanto maior for o desvio-padrdo ¢, mais achatada é a curva.

- 0,
- ()':
_— a4 ‘\_;;
0, >0 Observagdo:
Teoricamente uma varidvel com
- A drea compreendida entre a curva e o eixo dos XX é igual a 1. distribuicio normal assume todos os

- A probabilidade de que a variavel tome valores no intervalo
[xi, X;] é igual a drea definida pelo eixo dos XX, pelo grafico de
funcdo densidade e pelas rectas X = Xj e X = Xj.

valores de R.

8 | oD

¢ RS T iy
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- A concavidade da curva muda de sentido paraX; = —ce X, = L +G.

( X1 e X, sdo abcissas dos pontos de inflexdo)

- O eixo das abcissas é assimptota da curva.

u-o u H+o

- A drea a baixo da curva distribui-se em intervalos da seguinte forma:

68,27% 95,45%

99,73%

f T t t T
u—-o I H+0o u-2c u

t
u+2c

:
u-3c H

Uma distribuicdo normal fica totalmente caracterizada se conhecermos o valor médio 1 e o desvio-padrdo c.

Se uma varidvel aleatéria continua segue uma

distribuicdo normal de valor médio . e desvio-padrdo o,
representa-se por N(L. o).

Exemplo 3: A distribuicdo dos pesos dos soldados de um quartel
segue uma distribuicdo normal com p = 64kg e 6 = 10 kg.
Determine a percentagem de soldados que pesam:

3.1. mais do que 64kg.

3.2. entre 54kg e 74kg.

3.3. menos do que 54kg.

Resolugao:
3.1. P(X >64)=P(X > 1)=0,5

Logo, 50% dos soldados pesam mais do que 64kg.

32.u-0=64-10=54 ; p+0o=64+10=74
P(54< X <74)=P(u-o <X <u+0)=0,6827

-6 @ p+o
Logo, aproximadamente 68,27% dos soldados tém um peso

compreendido entre 54 e 74kg.

33.u-0=54
0,6827

P(X <54)=P(X <u—0c)=0,5— =0,1587

Logo, cerca de 15,87% dos soldados tém um peso inferior a 54kg.
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Exercicios:

113. Os pesos dos parafusos produzidos numa

fabrica distribuem-se normalmente com
p=56g eoc =6g.

Determine a percentagem de parafusos cujo peso:

113.1. pertence ao intervalo [50, 62] (em gramas)

113.2. é inferior a 56g.

113.3. superior a 62g.

114. Os pesos das criangas do sexo masculino de um
infantdrio distribuem-se normalmente com valor
médio de 12kg e desvio padrdo de 2kg.

Qual a probabilidade de uma crianga daquele
infantario, escolhida ao acaso:

114.1. pesar entre 10kg e 14kg?

114.2. pesar mais de 14kg?

114.3. pesar mais de 16kg?

115. Os diametros, em centimetros, de um certo tipo
de pegas circulares obdecem a distribuicdo

N(10; 0,2). Seja X o diametro, em cm, das pegas
circulares. Determine:

115.1. P(9,8< X <10,2)

115.2. P(X <9,6)

115.3. P(X >10,2)

115.4. P(9,6 < X <10)

116. Uma distribuigdo das classificagcdes de 500
provas de um exame, na escalade 0a 20, é
representada por uma curva normal N( 11, 3).
116.1. Qual é a percentagem de provas que foram
classificadas com, pelo menos 14 valores?

116.2. Escolhida ao acaso uma das provas, qual a
probabilidade da classifica¢do:

a) estar compreendida entre 8 e 14?

b) estar compreendida entre 14 e 17?

c) ndo ser inferior a 5 valores?




TEMA 2
FUNCOES

INTRODUCAO

O Calculo Infinitesimal, que engloba os Célculos Diferencial e Integral,
por muitos considerado a mais importante conquista de inteligéncia
humana, desenvolveu-se a partir de alguns problemas origindrios da

Antiguidade.

Como determinar o volume de um solido, por exemplo, de uma
esfera? Como obter a tangente a uma dada curva num ponto? Como
saber a drea da uma figura plana?

Estes problemas foram abordados pelos Antigos Gregos, que, se bem Leibniz Isaac Newton

gue fossem muito engenhosos, ndo conseguiram produzir uma teoria

Cauchy
(1789-1857)

1646-1716 1642-1727

unificadora que os enquadrasse, o que soO veio a suceder no século XVII. Os problemas
de dareas e volumes conduziram ao Calculo Integral, o das tangentes ao Calculo
Diferencial.

O problema da obtencdo de tangentes revelou-se intimamente relacionado com o da
determinacdo de areas.

Esta relacdo foi compreendida por Leibniz (1646-1716) e Newton (1642-1727), que
sdo considerados os “pais” do Calculo Infinitesimal.

A derivada, que é um conceito basico do Calculo Diferencial, é hoje apresentada como
o limite da variagdo média ou o declive da recta tangente e uma curva. Mas, para
dispor destes conceitos na forma actual, conceptualmente consistentes, foi preciso
esperar pelos trabalhos de Cauchy, no século XIX.
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FUNCOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

A Matematica tem sido uma ferramenta essencial para o desenvolvimento da ciéncia e da tecnologia. E através
da concretizacdo daquilo a que chamamos modelagdo matematica, modelagem ou matematizagcdo que a teoria
e as aplicacbes da matematica se relacionam. Como afirma o matematico lan Stewart: “Qualquer descricdo da
matemadtica do mundo real é um modelo. Manipulando o modelo esperamos compreender algo da realidade”.
Claramente os modelos sdo apenas aproximacdes (umas vezes mais fiéis do que outras!) da realidade, mas que
nos permitem fazer previsdes e tomar decisdes com pequenas margens de erro. As funcdes exponenciais e
logaritmicas tém um papel privilegiado na compreensdo e previsdo de fendmenos sociais e fisicos, como
poderds perceber ao longo deste capitulo.

=  FUNCAO EXPONENCIAL (DE BASE SUPERIOR A 1)
Considera a seguinte situacdo adaptada de uma lenda do Rei da Pérsia.

Um tabuleiro de Xadrez. Coloca no primeiro quadrado dois grdaos de café. No segundo quadrado o dobro dos
graos de café. Continua a repetir o mesmo procedimento. Quantos graos de café terdo que estar na ultima casa
do tabuleiro? Aceitam-se apostas...

Comecemos por organizar a informagdo numa tabela:

N.2 casa 1 2 3 4 8. 17 64

N.2 de grdos | 2 4 8 16 ..256... 131072 184467440737096

Como facilmente identificamos pelos valores da 2.2 linha da tabela, o

numero de grdos de café, estamos perante a sequéncia de poténcias de Curiosidade:

. ~ n
base 2, ou seja, de expressao geral 2". Um metro cibico de café tem

cerca de 15milhGes de grdos de
café, pelo que, seria preciso cobrir
toda a superficie da Terra com uma
sucessdao de varidvel natural a uma fungdo de variavel real? A resposta é | camada de 25cm de espessura
SIM! para armazenar os 2°* grios de
café!

Na realidade o exemplo apresentado é uma progressao geométrica de base
2, ja estudada na 11.2 classe. Serd que podemos estender o dominio da

Embora nos primeiros passos a crescimento seja pouco acentuado, este . .
Quantos algarismos tem o numero

crescimento torna-se cada vez mais rapido, a medida que o naumenta. E0 | 254 tiliza uma calculadora...

chamado crescimento geométrico ou crescimento exponencial. De facto,
embora o raciocinio aqui descrito seja algo passo a passo (discreto), a propriedade em causa, que é o
crescimento com razdo (divisdo) constante entre termos consecutivos, € comum as progressées geométricas,
como a dos grdos de café no tabuleiro de xadrez, e a fungdo que iremos estudar agora e que designamos por
exponencial. Mas, qudo rapido é o crescimento exponencial? Como é que esse crescimento se traduz
graficamente?

P

70
70
60
60

50
50

40 40

30 20

20 2
10 .

e
. x

9-8-7-6-5-4-3-2-1 123 456789

10
X

N
>

9 -8-7-6-5-4-3-2-1 123 456 7 89

~ sy e , ~ . X .,
“Progressdo geométrica”: 2", n niUmero natural “Fungdo exponencial”: 2°, X nimero real
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>Definicao de fungdo exponencial

A fungdo exponencial é definida pela expressdo algébrica f(x)=a*, onde a é um nimero real positivo,

diferente de 1, que constitui a base da funcdo exponencial.

Por exemplo, as fun¢Bes de expressdo: f(x)=2%; g(x)=3"; h(x)=7x"; j(X):(%j; sdo funcdes

exponenciais. Mas, as fungbes de expressdo: |(X)=(—2)X; m(x) =0"; n(x)=1"; n3o sdo fung¢des

exponenciais porque a base da poténcia ndo € um € um numero real | pacordar: A expressio a* é uma
positivo diferente de 1. poténcia onde a é a base e X o
expoente.
Desafio: A que correspondem as
_ X +
f(X) =a ,ae IR /{l} representagdes  graficas das  funcgdes:

m(x) =0", n(x) =1*>

Tarefa

. . ~ __ X __nX _ X
Considere as seguintes fungdes: f(X) =27, g(x) =3"e h(x) =10 . As trés fungbes estdo representadas no mesmo

referencial.

1. Completa a tabela seguinte:

X 2" 3 10*

—4

-1

2 %

O x

2. Compare o ritmo de crescimento das referidas fungGes.

3. Qual ainfluéncia da alteragdo da base (parametro a) no gréfico da fungédo
dotipo y=a",a>1?

4. No referencial da figura ao lado estdo as representa¢des graficas das
fungdes f, geh.

As funcGes representadas tém as seguintes expressdes analiticas, ndo
necessariamente por esta ordem, y=3*, y=15"ey=4".Associe cada

uma das fungdes f, ge h asua expressao analitica.

>Propriedades da fungao exponencial

De uma maneira geral uma fungdo exponencial com a>1 tem como algumas das suas
propriedades:

e O dominiode f é Re ocontradominio é R*.

o AN
N oD EP®,

e Afungdo f é estritamente crescente.

e O gréfico da fungdo intersecta o eixo 0Oy 21 X

(eixo dos yy) no ponto de coordenadas -959-858757-656555454353252-15-19] 05115225
-0.41

01). 08

Grande plano da representacdo grafica de

f(x)=2" no 2.2Q, junto aos eixos coordenados 31




e Afungdo f ndotem zeros.

e Afuncdo f ésempre positiva.

e Afungao f éinjectiva.

e Assimptotas: Tem uma horizontal y=0

e Comportamento: [jm f(X)=0e |jm f(X) =+x

X—>—00 X—>+00

Apesar de n3o ser alvo de andlise exaustiva, repare-se que se 0 <a <1 nem todas estas propriedades se
verificam.

Recordar... Sendo o expoente um numero real
qualquer podera em particular, tomar valores
negativos e fracciondrios, casos em que sera

Por exemplo, y=(0,5)" :(%J =27". Graficamente,

fundamental relembrar os casos estudados na
vem:
11.2 classe.

Veja-se que: Por exemplo:

- i1
e A funcao é 2

3 4
estritamente \ 5738 — i = (lj ; (0,25)* = (1) =47
decrescente. l' 53 5 4 ’

4 lim =+ 2 R
xT)—oo O 1 x 1 , 7 = 2 1
e lim =0 8° =4/8; 23:\/2;35:532

Tarefa:

1. Averigue a influéncia do parametro k no gréfico da fungdo do tipo Y = a%“ a>1 kelR

Sugestdo: analise o expoente considerando os casos em que:

1) k é positivo; 2) k é nulo; 3) k expoente é negativo

> Fungao exponencial de base natural
—_AX
f(x)=e

Um caso particular de fun¢do exponencial com interesse de estudo é a base e, ou seja, f(X)=€* - fung¢do

exponencial natural - pelas diversas aplicagdes em modelos matematicos de areas tao distintas como as ciéncias

fisico-quimicas, bioldgicas, econdmicas, médicas e sociais. O niUmero e, constante de Euler, nimero de Neper ou
()

Napier, € um numero irracional e=2,7182818284590452353602874... e é limite da sucessdo N/ estudada na

11.2 classe.

Desafio: Quantas vezes precisa de dobrar
uma folha de papel para que a espessura
seja igual a distancia da Terra a lua? 39, 452,
1000, 30000007 E se for para percorrer a
= CRESCIMENTO EXPONENCIAL distancia entre as ilhas de S Tomé e do
Principe? Registe as diferentes estimativas
. L, . . " . dos elementos da classe e vamos descobrir
Existem inUmeras varidveis em situagbes da realidade que

quem estd mais proximo da verdade!

podem ser modeladas por uma fungdo exponencial, ou seja, a . . .
(Podera precisar de fazer pesquisar algumas

funcdo exponencial descreve o comportamento dessas variaveis distancias. O seu professor podera ajudé-lo a
encontra-las.) — Podera aprofundar o seu

conhecimento com o MAL1.
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com uma aproximacdo que consideramos ser aceitavel. Vejamos alguns exemplos dessas aplica¢oes.
Tarefa: Uma populagao de bactérias cresce semanalmente 20%. O numero inicial de bactérias era 500.

1. Quantas bactérias existem ao fim de uma semana?

2. Quantas bactérias existem um ano depois?

3. Ao fim de quanto tempo existe 1bilido de bactérias?
Resolugao:

1. Ao fim de uma semana, existem o nimero de bactérias iniciais mais 20% desse valor, ou seja, mais 0,2 x 500 =100

bactérias, o que perfaz um total de 500+ 0,2x500 = 500 (1+0,2) = 600 bactérias.

Ao fim de uma semana existiam 600 bactérias.

2. No final da 2.2 semana existem as 600 bactérias mais 20% desse valor, isto &,

600+ 0,2 x 600 = 600 x (1 +0,2) = 500 x (1+0,2)x (1+0,2) = 500 x (1 + 0,24)_2 =720.
-1
Depois de 3 semanas, acrescentamos as 720, mais 20€ desse valor: [

|
720+0,2x 720 =720 (1+0,2) =500 x (1+ 0,2)" x (1+0,2) = 500 x (1+0,2)° = 864 :
—_—

Nas primeiras trés semanas,

o nimero de bactérias N.2 semana 0 1 2 3 4 ..10... ..40... 52
acrescido em cada semana | N.2 0 100 | 120 | 144 | 172,8 516 1222481 1092053
aumentou. aumento

Sera que esta tendéncia | N.2 500 | 600 | 720 | 864 | 1036,8 | 3095,9 | 734885,8 6552315,5
continuard a verificar-se? | pactérias

Construamos uma tabela

para analisar tal evolucdo:

De uma maneira geral, podemos definir o nimero de bactérias da populagdo utilizando a expressdo: B(X)=

500% (1+0,2)" =500x12"

O ritmo de crescimento aumentou ao longo do tempo. Tendencialmente continuard a aumentar. Para calcularmos o
nimero de bactérias ao fim de um ano, 52 semanas, podemos substituir o X por 52 na expressdo, isto é, B(52)=

500x1,2°2 = 6552315,468 . Ao fim de um ano a populacio de bactérias passa de 500 para 6552315, o que é mesmo

muita bactéria!

3. Esta questdo consiste em resolver a equagio B(x)=1000000000000, ou seja,
500x1,2* =1000000000000 <> 1,2* = ZOOOOOQOOO < 12" =2x10°

Como de momento ainda ndo temos .,
ferramentas para o fazer, por agora 1z
poderemos resolvé-la graficamente através 12e12

da interseccdo da fungdo B(X) com a fungdo 1iEL2

constante y=1000000000000 (10" ou 1E"). ==+

(Atengdo aos valores dos eixos dos yy!) 9ELL

8E11
Por observacdo gréfica, podemos afirmar que 711

serd aproximadamente apds 110 semanas (2  6ELl

anos e 6 semanas) que o numero de SEU

bactérias atingira 1 bilido. 4ELL
3E11
2E11

1E11

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
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O comportamento da funcdo exponencial caracteriza-se pelo acentuado (de)crescimento ao longo do tempo.
Neste caso vamos centrar apenas nos casos de rapido crescimento (a>1).

Este tipo de fungdes permite descrever fendmenos fisicos e das ciéncias sociais e naturais como exemplo
reproducao de bactérias que analisamos. O cdlculo de juros e impostos, evolucdo de populacdes, desintegracao
radioactiva sdo exemplos de outros fendmenos que podem também ser modelados por fungGes exponenciais.

Para resolver
. N B . N(t)zA)XeO,ZI
1. O crescimento de uma populagdo de coelhos, numa dada floresta, é dado pela fungao: em que
N(t) representa o nimero de coelhosnoano t e A, apopulagdo noano t=0.Sabe-se que N(1)=2000.
1.1. Qual é a populagdo de coelhos para t=0? ; 1.2. Qual é a percentagem de aumento da populagdo por ano?
2. A quantidade, Q, em gramas, de uma substancia radioactiva decresce exponencialmente de acordo com a férmula:
_ —0,09t
Q(t)—Qoxe , tem anos
Sabe-se que ao fim de 11 anos restavam cerca de 8,51 gramas dessa substancia. Qual era a quantidade inicial?

Desafio: Se tiver possibilidade, visualize graficamente as fung¢des dos dois exercicios anteriores. Compare as
respectivas propriedades (dominio, contradominio, monotonia, sinal, existéncia de zeros) e observando as
expressoes analiticas de ambas, conjecture a origem de tais diferencas.

Notas:

e O crescimento exponencial é tanto maior quanto maior for a base da poténcia. No caso de considerarmos
o coeficiente de x negativo (-kx, k>0), obtemos fun¢des decrescentes.

e Nem todo o tipo de crescimento é exponencial, por exemplos os modelos afins e polinomiais (estudados
na 10.2 classe) ou progressdes aritméticas (estudadas na 11.2 classe) poderdo ser crescentes, mas de uma
forma menos acentuada que a exponencial. Um exemplo podera ser dado pelo crescimento linear. Por
exemplo, a relacdo entre o preco de um pastel e o preco a pagar sdo grandezas directamente
proporcionais. A medida que o nimero de pastéis aumenta, o preco também aumenta, contudo,
aumenta sempre de acordo com a contante que é o preco de 1 pastel que é fixo.

=  EQUAGOES E INEQUACOES ENVOLVENDO FUNGOES EXPONENCIAIS

>Regras operatdrias das fungdes exponenciais

Algumas propriedades ja estudadas para as poténcias de expoente racional, sdo extensiveis as potenciais de
expoente real e ser-nos-dao Uteis na resolucdo de equagbes que envolvam exponenciais - as equagdes
exponenciais!

Recordar:
Para resolver Transformar numero numa
3. Escreve na forma de poténcia de base indicada, poténcias com determinada base,
cada um dos seguintes numeros. significa descobrir que expoente

para a base dada é que permite

1
3.1. 5 (base 3) obter o nimero inicial:

Exemplos:

0,01(basel0) =102
3.3. 0,0001 (base 10)
3.4. 0,008 (base 5) 8(base2) = 2°

1
3.2. — (base 2)
32
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Regras Exemplos
e a‘*xa’=a" 3 x3* =3’
ax X=y 56 2
a 5

2*x3*=(2x3)*=6"

4 _(4) _
2 \2)

m 2
e a"=Va", neZemez 43 =3/42
e a’=1 (paraa=0) 5° =1

e a*=a’<Xx=y (paraa>0)

Para resolver

4.Calcula o valor das seguintes expressoes:

2 x32 =

5% x25% =

3
(lj * 373 +674 -
2

5005 1 1
(43)Z><Gj +22 = 33%x9+4°x33 = 125°x572 -5’ x(-1)° =

5. Sabendo que a’=9 e a®=27, determina a° e a, recorrendo s regras operatérias das poténcias.

Escreve na forma de poténcia de base indicada, cada um dos seguintes nimeros.

>Resolugao de equagdes envolvendo exponenciais

Tarefa: Resolva as seguintes equagGes em R:

1. 2x73 :(ij
16

Resolugdo: Na resolucdo de equacgGes exponenciais, 0 objectivo é transformarmos ambos os membros em

2. 5% =5* +10* 3. 3% =5x3*—6

exponenciais com a mesma base. Porqué? Porque uma vez que a fun¢do exponencial é injectiva a imagens

iguais, correspondem objectos iguais, logo podemos igualar os expoentes, ou seja, se a* =a’, entdo x; =X, .
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1. 2%8 (J'Gj 258 2167t = 258 = (24 )’1 e X3 () oy 9x 3 _ o4 <:>( pela injectividade da exponencial de base 2)

SX—3=A4 <o Xx=-A4+3=x=-1

Nota: Na resolucdo da equacao foram utilizadas: regras operatdrias para
CS. = {_1} transformar as bases das poténcias iguais e a injectividade da funcdo
exponencial. E a injectividade que nos permite igualar os expoentes de
poténcias de base igual.

2. Procedemos com o mesmo objectivo de determinar poténcias com base igual. E quando nao é possivel,
como devemos proceder?

5% —5X 110% <5 —10* =0« 5% x5 —5* —(2><5)X =0 5" x5 —5%X 2% x5* = <> (colocar factor 5* em evidéncia)
<5 x (51 -1-2")=0< (aplicar lei do anulamento do produto)
<5 =0v5-1-2"=0
Ja vimos que a funcdo exponencial é sempre positiva, pelo que, a primeira igualdade é falsa para qualquer valor
da X. Determinemos agora a solucdo da segunda equacao:
4-2"=0=x=1vd4=2"=x=1v2* =2 = x=1v2=x. CS.= {L‘ 2} . Também na ultima igualdade foi
utilizada a injectividade da funcdo exponencial.

3. Neste caso ndo s6 ndo é possivel colocar exponenciais com a mesma base nos dois membros como

também nao temos qualquer factor para colocar em evidéncia. Mas 32 :(3*)2. Facamos uma mudanca

de varidvel, considerando z =3*.
32X = 5x 3% — 6 <> (fazendo a mudanca de varidvel)

<572 =57 —-6<>7% —57 + 6 = 0 <> (Equacio completa de 2.2 grau — aplicar férmula resolvente a=1,b=-5,c=6)

—(=5)++/(-5)* —4x1x6 o, 5EV25-24 5+41 5+1 6 4

Sl1=—272=—=3vi=—=2
2x1 2 2 2 2 2

= 7=

As solucdes da equacdo s3o 2 e 3. (Des)Facamos a mudanca de varigvel Z=3"1
3*=3v3* =2« x=1v3* =2(voltaremos a esta ultima equac¢do no final do capitulo)

Nestes exemplos utilizamos trés métodos distintos para resolver condiges com exponenciais: igualdade de
expoentes com poténcia de base igual; lei do anulamento do produto e mudanga de variavel. Os ultimos dois
constituem artificios para conseguirmos aplicar o primeiro. Deve utilizar o método mais adequado em cada

situagao.
Para resolver

Mesmo assim ainda ndo conseguimos resolver todas as

equacdes exponenciais! 6. Resolva, em R, cada uma das seguintes equagdes:

1 6.1 2° =64 624X:i
Tarefa: Seja f a funcdo definida por: f(X)=§—2X+1. ’ o ’ 16
Determine as coordenadas de intersecgdo de f com os eixos 6.3 125 =52 6.4 (X—1)><4X -0

coordenados.
6.5 X - 73" = 49x 6.601°1 10" =0

X2 —5x+6 =1 6.8 8 3

6)(

6.9*4% = V2X+l 6.10*42X +5x4* =8

6.7 €

6.11%2%2 41 27X =5 6.12*9* — 6.3 +81=0

36



Resolugdo: Determinemos as coordenadas dos pontos de intersecgdo com os eixos coordenados:

e Ponto de intersecgdo com o eixo Ox
1 1 _ _
f(x):O@g—ZX+1 :0<:>2—3—2X+1 =027 -2"=027=2"3=x+1lx=-4
pela injectividade da fungdo exponencial de base 2

O ponto de intersecgdo com o eixo OX tem as coordenadas (— 4, O).

e Ponto de intersecgdo com o eixo OY
(o)togoa 1, 1 16 15
8 8 8 8 8

O ponto de intersecgdo com o eixo OY tem as coordenadas (0, _15)
8

Vejamos agora um exemplo de como determinar um modelo de uma fung¢do exponencial a partir de dados do

seu grafico.

400

350

300

250

200

150

50

’ Tarefa: Considera que comportamento de um fendmeno,
em funcdo do tempo, é dado por fungbes do tipo
P(t)=P, x2", onde P, & o valor inicial e tem a seguinte

representacdo grafica ao lado. Determina uma equacdo
(10,2 deste modelo?

Resolugdo: Ora, por observacdo gréfica conhecemos dois
pontos: (0, 100) e (10, 200). Sendo P, a ordenada na origem,
vem Py=100, ou algebricamente, substituindo as
3 coordenadas do ponto na expressido geral obtemos:

100="P, x 2“° <100 =P, x2° <>100=P, x1<>100=P,. Substituindo o ponto de coordenadas (10, 200) vem:

200=100x 2" < 2=2"% =1=10k < k = % =0,1. Logo a expressdo sera p(t) =100 x 2°*.

Para resolver

7. O crescimento populacional de um pais (em milhGes de habitantes) durante um
certo periodo de tempo ¢ dado pela fungdo P(t) =10x1,1°.

Observe o grafico da fungdo e indica uma possivel expressdo para P.

8 A funcdo h é uma funcdo real de variavel real definida por:
2x+1
3 20
ho)=|2| -1
2
(6.25,11
8.1 Determine o dominio e contradominio de h. —tB1

8.2 Determine os zeros da funcgdo.

8.3 Resolva a equagdo h(x) = 1 . 10 20 30 40
2

Se tiver possibilidade confronte os seus resultados com a representagdo da fung¢do numa calculadora gréfica ou
computador.

9 Numa determinada floresta, existe uma arvore de fruto, cujo nimero de fruto, F, é dado pela lei F(t):820><:L3‘, com
t expressos em anos. Determine:

9.1 Quantos pinheiros havia no inicio do estudo e ao fim de 10 anos?
9.2 Ao fim de quantos anos duplicard o niumero inicial de frutos em relagdo ao valor inicial?

9.3 Quantos anos completos serdo necessarios para o numero de frutos atingir 50mil? 37




>Resolugdo de inequag¢des envolvendo exponenciais

Tarefa: Resolva, em IR, as seguintes condigGes: A funcdo exponencial com base a superior a 1 é
2* <32 2X 422 <5 estritamente crescente. Isso permite concluir:

1

= X
Resolugio: 2% <3/2 <> 2% <22 a*<a’ ox<y, vx,yelRea>1
Como a fungdo exponencial de base 2 (superior a 1) é a‘s>a’ e x> y, Vx,yelRea>1
estritamente crescente,

VX, X, € IR, X, > X, =>a"* >a™,ou seja, o x

podera tomar valores que verifiquem a desigualdade y 1 ou seja, no intervalo l - 1[
'3

Calculo auxiliar

2X+2°* <5 Fagamos uma mudanca de variavel :
S 2°+2°x27 <5 y =2%

X 2 2 —
=2 2_X_ ?XSOQ y’-5y+4=0<

1 2 2 Sy=4 v y=1
<27 +4-5x2" <0< Calculo auxiliar
o221 A 2'°<4o y>1 A y<4

S22>2° A 22’ &
S X220 A XL2&
x €[0;2]

Nota: Nos casos em que a condicdo é uma inequacao,
procedemos da mesma forma do que para as equacgdes,
mas atendendo a especificidade da resolucdo das
inequacdes e na interpretacao do resultado.

"  LOGARITMOS E FUNGAO LOGARITMICA (DE BASE SUPERIOR A 1)

>Logaritmo de um nimero

Curiosidade:

. TR _ _ )
Uma forma diferente de multiplicar! O desenvolvimento da astronomia e da navegagao, pela

John Napier, matematico escocés, conseguiu no | 8randeza dos numeros que envolvem, trouxe a

final do séc XVI, uma forma engenhosa de efectuar necessidade de simplificar a multiplicagdo de numeros.
’

e e - . . Devido a escassez de ferramentas de calculo, muitos
multiplicagcbes utilizando a adicdo, a partir de - _ _

. matematicos dedicaram-se a escrever de forma exaustiva
potenaas com a mesma base. . , . .
listagens com o calculo de logaritmos nas diferentes bases

Vejamos um caso simples: (2, e, 10,...), as chamadas tdbuas de logaritmos.

16 multiplicado por 32, sdo poténcias de base 2, 2%e 2°, respectivamente, ou seja,
Adicionamos os expoentes (4+5=9) e o resultado da multiplicacdo é dado por 2°=512.
Simbolicamente, vem: 16 x32 =2* x2° =2%° =2° =512

Em que me momento surgem os logaritmos?

Quando os numeros que queremos multiplicar ndo sdo traduziveis por poténcias de expoente inteiro. Nestes
casos precisamos de descobrir o expoente da poténcia de um determinado nimero conhecido.

Por exemplo: 250=10%,
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Neste caso ndo existe um valor de k, inteiro, que verifique a igualdade, visto que, 250 ndo é uma poténcia de
base 10. Entdo designamos k por logaritmo de 250 na base 10 (log(250)).

Simbolicamente: k = log(250)

Para resolver
Voltando ao primeiro exemplo log,(16)=4 porque 2°'=16 e

5 11. Calcule o valor de:
log, (32)=5 porque 2°=32.

11.1log,(64) 11.2l00:(5
Nota: logs(27) 1é-se: logaritmo de 27 na base 3. 92(64) 95( )

. : : . 1
Tarefa: 1. Calcula: 1.1. log,(27); 1.2. log (8); 1.3. s 100,Q) 11_4Iogz[§j+logl(2)

2 32
log 1,
2(16)’

1151091 (2) 116 Iog, (lj
Resolugdo: 1.1. log;(27)=y<3Y =27=3Y=3* = y=3. 4 8

Logo, log;(27) =3 12. Calcule o valor dos nimeros reais:

1

y y -3 12.1X = log 327 122 y= log. —

1.2. I0g1(8)=yc>(£j =23«:>(3j :(EJ oy=-3. 93 y 95125
2 12.37 = log, +/8 124t= log , 4

Logo, Iog%(S) =-3 125uU=1logs1 126V =10955
. 127w =log7(7®) 128r=5"%'
1.3. IOgZ[Ej —yo2Y=2"oy=-"a,
Nota:
1 1_ °0_1 .
Logo, log,| — | =-4 Comoa =aea =1, temos:
16 log,a=1
log,1=0
log,a" =x

Da uma maneira geral, chama-se logaritmo de um niimero positivo X na base a, com

aeR” \{1} ,ao nimero Y, tal que &’ = X e representa-se por 109, X, ou seja,

log, x=y<a’=x

>Logaritmos de base natural e base decimal

O simbolo log (sem referéncia a base) designa logaritmos de base 10, diz-se logaritmo decimal. Assim, em vez

de l0g,, X pode-se escreverlog x..

O logaritmo neperiano ou logaritmo natural, é o logaritmo de base €, e em vez de Ioge X pode-se escrever

Inx.

log x =log,, X Inx =log, X

Na calculadora existem as teclas m e . A tecla m permite calcular logaritmos de base 10 e a tecla
permite calcular logaritmos de base €.
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Exemplo:

It1r l+Hr T
In IT{e™12 In Z&
Ine=05 B.5 In 26 ~ 3,258 3. 258096538
Ivt1n T lrinT
Para resolver
13. Calcule o valor de:
13.1 log(10000) 13.2 In(e®) 13.3 log(0,001) + In(%’/e_z) 13.4In(e™)

1
135 In(e?) - |n{esJ+ log(10)  136Ine+Ine’+Ine*  137Ine- In(lj
e

13.9Ine? —2Ine

13.10 In 3+ In(27¢) - In(%)

13.8 In(e\/E )

>Fungao logaritmica

A funcdo exponencial de base superior a 1 é injectiva e todas as funcées injectivas tém inversa. Em particular, a
funcdo inversa da exponencial serd uma funcao que nos permite responder a uma questdo do género: “Qual o
expoente da poténcia de base dois, cujo resultado é ...?”, ou simbolicamente: “Qual o valor de A tal que 2"=...?”

Quais serdo as propriedades dessa funcdo inversa? Como é que o crescimento exponencial se traduzird na

fungdo inversa?

Tarefa

1. Represente na forma tabular as funcdes de express3o: : f (X) =2% e g(x) = I0g2 X.

X

f(x)

9(x)

1.1. Compara os valores das tabelas

2. Represente %[aficamente as duas fungGes graficamente:
y
2
1
T o I 2 >
4 X

N

[

v




3. Por observagdo grafica complete os quadros seguintes:

Fung¢do exponencial de base a > 1

Funcgdo logaritmica de base a > 1

Dominio:

Contradominio:

Monotonia:

Assimptotas ao grafico da fungdo:
Intersec¢do com os eixos coordenados:

Injectividade:

lim f(x)=

X—>—0

lim f(x)=

X—>+0

Dominio:

Contradominio:

Monotonia:

Assimptotas ao grafico da fungdo:
Interseccdo com os eixos coordenados:

Injectividade:
lim g(x)=
x—0"

lim g(x)=

X—>+00

4. Assinale as diferencgas e semelhangas das func¢oes estudadas.

Chama-se fung¢do logaritmica de base a >1 a funcdo:

As fungdes exponencial (y=a") e logaritmica

y =1log, X) sdo fungdes inversas.

Os seus graficos sdo simétricos relativamente a recta de

equagao y = X.

Para @ >1 as suas representacdes graficas estdo na figura

ao lado.

>Propriedades da fung¢ao logaritmica

Tarefa:

f:IR" > IR
y =log, x

(

1. Na figura abaixo estdo representadas as fungGes definidas pelas expressées:

f(x)=log(x); g(x)=1In(x)
Compare o valor das bases dos

logaritmos das fungdes representadas.

g(x) =In(x)
? f (x) = log(x)
2 2 4 6 8 >
2
-4
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2. Aplicando a mesma logica da alinea anterior, ordene 0s y=log,x, y=log,x e y=log, x
valores de a, b e c por ordem crescente.

y y= |G|]h X

3. Qual a influéncia do valor da base do logaritmo no >

crescimento da fungao? //
y =log,_ x

/ L
y=log_x

A fungdo logaritmica f(X)=10g(X), a >1, tem as seguintes propriedades:

e Odominiode f é R*. e o contradominio é R.

e Afungao f é estritamente crescente. t
RS e X
s - - . . 8 12 16 2 24 28 32 36 4 44 48
e O gréfico da fungdo ndo intersecta o eixo 0y 1
(eixo dos yy). 2

e A fungdo fndo 1 zero no ponto de
coordenadas (1,0), ou seja, log(1) =0. 5

e Afungao f éinjectiva

Representagdo grafica de f(x=log(x). No no 4.2Q,
a fungdo descreve uma curva préxima ao eixo
dos Yy, contudo nunca o intersecta.

e Assimptotas: Tem uma vertical x=0

e Comportamento: lim f)=— [im f(x) =+

x—0" X—>+00

Apesar de n3o ser alvo de andlise exaustiva, repare-se que se 0 <a <1 nem todas estas propriedades se

i}
Por exemplo, y =109, (X). Graficamente, vem: 3

2 |

14. *Na figura encontra-se
representada  graficamente
uma fungdo | tal que

j(X)=3Xe a sua funcdo

verificam.

[}
T

Para resolver

. c-1
inversa, ] .
Os pontos A e B pertencem ao Veja-se que:
grafico de j e os pontos D e C

sdo as imagens de A e de B,

e Afuncdo é estritamente

respectivamente, pela ; decre_scente.
reflexdo do eixo y = X. * I"El =+

- X—
Determine as coordenadas e lim = —oo
dos pontos A, B C e D. X—>-+00
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>Determinagao de dominio da fungao logaritmica

Como os logaritmos estdao definidos apenas para quantidades positivas, nunca nos podemos esquecer das

restricGes das propriedades da fun¢do logaritmica, ou seja, o argumento do logaritmo tem de ser positivo (>0).

Tarefa: Determina o dominio de cada uma das seguintes fungdes:

1
In(x? - 4)

1

1. y:(ijx 2. y:|og(2—x2) 3.y

Resolugdo: Na resolucdo deste tipo de exercicios temos de estar atentos
que para as fungdes estarem bem definidas: o denominador ndo pode
ser nulo, o radicando nado pode ser negativo e o logaritmo tem de ser
positivo. Por vezes isso leva-nos a conjugacao de varias condiges.

X
l.y= [%] é uma fungdo exponencial e o seu dominio é IR.

2.D=KelR:2-x2 >0}; 2-x2>06 V22 Logo,

p=|v2.v2

2-x2 =0 x2=2ex=-2vx=4/2

3. Dz{XeIR:x2—4>0/\In(x2—4);t0};

X2 =450 Foo,—2UR+o[ Aln(x2 —4) £ In1e X2 —4 =1 X2

Logo, D = |-o0,—/5|U |- V5;-2|U P V5| U 5, +o0|

a. y=log,(v2-x)

Para resolver

15. Determina dominio das seguintes
fungbes  definidas  pelas  seguintes
expressoes:

1 X
15.1 f(x) :KE)
15.2 g(x) =In(x +3)
153 h(X) = Iog(x2 —4)
15.4 i(X) = Iogs(9 - x2)

155 j(X) = In(x2 +X— 6)

X—3
156 1(¥)= IOgZ[Tj

15.7 m(X) = 4/In(x —1)

4. D={xeIR:v2-X>0A2-x>0}; V2-X >0&2-x>0<> x<-2.Logo, D= |-o0;2|

Tarefa: Seja f uma fungdo injectiva definida ela expressdo
f(x) =2x3%2 -1

. s - -1
1. Determine, sem recorrer a fungdo inversa, f (5)

2. Caracterize a fungdo inversa de f.

Resolugao:

1. f '(5)representa um elemento do dominio de f, cuja imagem por f é 5. Queremos determinar X, tal que f(X) =5.

Assim 2x3 2 —1=5<3"? =3 x-2=1<x=3.

f(5) =3, entio f(3)=5
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2.D=IR

fX)=ye2x3?-l=y=3?=

X-2= Iog{y;lj o X= Iogs(y;l)+ 2

D,. = {y cIR: VT” > o} = o]

y—-’_1>O@y+1>0<:>y>—1

2

A caracterizagdo da fungdo inversa

f 1L+ > IR

X= Iogg[XTJrlj+ 2

y+l

é:

16. Considere a fungdo f definida por: f(X) =log,(X).

Sabendo que 4° =256, determine o valor de f(a).
16.1 Calcule o valor exacto de:
c) f 1
2

16.2 Determine as coordenadas do ponto de intersec¢do do
gréfico da fungdo f com arecta de equagdo y = 2.

a) f (16) b) f(2)

17 Na figura esta parte da representacdo grafica da fungdo ¢
, de dominio R*, definida por g(x) = log(x) .

P é um ponto do grafico
y

1
de g que tem ordenada g
1

17.1 Determine a abcissa

0] x
do ponto P.
17.2 Caracterize a fungdo inversa de cada uma das fun¢ées
injectivas, definidas por:

a) f(X)=2-e"°
1-log, (1+2x)
4

b) g(X) = c)h(x):g—ln(Z—Bx)

Notas:

vertiginoso.

e Todas as func¢des logaritmicas de base maior que 1 e dominio R*, crescem para +©, no
entanto, o seu crescimento é tdo lento, quanto o da fung¢do exponencial correspondente é

¢ As bases mais utilizadas em calculo de logaritmos sdo base 2, 10 e e.
¢ Os logaritmos de base 10 chamam-se decimais e designam-se por log( X), omitindo-se a base.

¢ Os logaritmos de base e chamam-se Naturais, Neper ou Napier e designam-se por In(x).

=  EQUAGOES E INEQUACOES ENVOLVENDO FUNGOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

>Regras operatdrias de exponenciais e logaritmos

Da mesma forma que existem regras que facilitam o calculo operatdrio de poténcias, também existem regras
que facilitam o célculo logaritmico. Como operacgGes inversas, podemos entender as regras para os logaritmos

fazendo um paralelismo com as regras existentes para as operagdes com poténcias.
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Regras operatérias da funcdo Regras operatdrias dos logaritmos
exponencial
a|09a(><) — X identidade log,(@*) = x
a*xa’ =a Multiplicacdo <> Adi¢do log, (xy) =log, (x)+log, (Y)
a*:a’=a" Divisdo <> Subtragdo log, (x+Yy) =log, (x)—log, (y)
(ax)p _q%P Poténcia <> Multiplicagdo por log, (x") = plog,(x), pe IR
valor real
Q/; - a% Raiz <> Divisdo por valor |Oga(Q/;) _ log, (x)
- natural n

Desafio:

As propriedades de opera¢des com logaritmos podem ser demonstradas a partir das regras das operacdes de
poténcias que lhe estdo associadas e fazendo as substituicGes certas, utilizando as igualdades da identidade.
Por exemplo para a regra que transforma a adi¢do de logaritmos no logaritmo do produto, experimenta as
substituicdes: log,(x) =u; log,(y)=v @)= x=a"; y=a" (2

Assim, por (2), vem log,(xy) =log,(a" xa"). Depois de utilizares as propriedades da multiplicacdo de
poténcias com a mesma base, a identidade (a“*® =x) e (1), certamente que obténs o pretendido.

Experimenta fazer a demonstracdo desta e das outras propriedades. Poderas confirmar os teus resultados
consultando um manual de 12.2 ano ou alguns de 11.2ano.

Tarefa: Utilizando as propriedades dos logaritmos: Resolucao:
2 2 3
1.1.Simplifica a expressdo: In@)+In(x?)+In(x); 1.1 IN@)+In(x*)+In(x) = In@xx XX)=In(3x )

1.2. Escreve como um sé logaritmo: 1.2 Aplicando as propriedades dos logaritmos temos:

2
log(x<)+logx—Ilo \/;
Iog(x2)+logx—log\/;. 9(x") +log 9

log x 1 5
=2logx+logx———=| 2+1-=|log x =—log X
g g 5 ( 2) g 5 g

>Mudanga de base

No caso dos logaritmos existe a necessidade de acrescentar uma outra regra (de ouro!) para simplificarmos o
calculo de logaritmos, principalmente utilizando a calculadora. Na verdade, a calculadora s6 permite efectuar
directamente, o calculo de logaritmos em duas bases: 10 e €.

Como determinar por exemplo 109, (125)?

Para responder a esta questdo teremos que utilizar o artificio da mudanga de base. Vejamos:
E possivel calcular, por exemplo, logs 125, usando logaritmos de base € e de base 10.

Seja:y=I095125©5y=125<:>5y=53<:>y=3. Aplicando In (base e) aos dois membros em (1), vem:

(1)
In5Y =In125 < yIn5=1In125 < y = Ir:riS . Fazendo na calculadora In125

=3. Similarmente, aplicando log (base 10)

log125 _3
log5

aos dois membros em (1), obtemos: logs 125 =
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log, (x .
Generalizando, vem [l0g,(X)= OQL;), belR"\ {1} Para resolver

I b ) 18 Calcule, utilizando as propriedades dos
fazendo a mudanca para a base 10 ou, similarmente, | logaritmos:
In(X) 18.1 |Og 2 (64 X 16)
log, (x) = m , optando pelo logaritmo de base e.
n\a

18.2 |0g3[2%}

Na calculadora, para calcularmos |Og3 7, fazemos

log, 7 =129 <1771 ou log, 7 =" ~1771. 183 log, (32)°
log 3 In3

19 Use as propriedades dos logaritmos para
escrever na forma de um Unico logaritmo:

19.1 In(x2)+ln(x)—ln(\/;)
19.2 2log(6)—3log(3)
193 In(x6 )— In(x2 )+ 2In(x)

>Equagdes envolvendo exponenciais e logaritmos

Tal como é possivel transformar a equacao numa igualdade
entre exponenciais com a mesma base, pela mesma

propriedade (injectividade da fun¢do) podemos também 20 Considera log(5) ~ 0,7 log(13) ~11 e

e

transformar a equagdo numa igualdade de logaritmo com a utilizando as propriedades dos logaritmos
mesma base: determina o valor numérico de:
20.1 109(65) 54, 109(0,2)
log,(x)=log,(y)=x=y, Vx,yelR"eacIR"\{l} 5 =
A5) ol
20.3 13 204

Tarefa: Resolve cada uma das seguintes equagdes: 1
21 Sabe-se que |ng(a) = g Determine o valor

5
ol

Resolugdo: 1.1 Comegamos por definir o dominio onde a equacdo é valida tendo em conta que o argumento do

1.1 Iog(x2)= log(2x) 1.2 log(x +1)—log x = log(2x)

logaritmo s6 pode tomar valores positivos. Dominio da equacao: X2 >0A2X>0< x>0, Logo, D = [0,+0].
Iog(x2)= log(2x) & x> =2x = x> -2x=0=X(x—2) =0 <= x=0v Xx=2

Como 0 ndo pertence ao dominio da equacdo logaritmica, esta equagdo tem apenas a solucdo 2. C.S.= {2}

1.2 Dominio da equagdo: x+1>0Ax>0A2x>0.Logo, D = ]O,+oo[. Recordar:

A solugdo de equagdes racionais
X+1 inci & i
Iog(x+1)—|ogx:log(2x)<:> log — log(2x). cpmude com solugdes que sejam
X simultaneamente zeros do

numerador e em que O

Como a fungdo logaritmica decimal (a>1) é injectiva, vem: denominador n3o se anule.

g2
X—+1:2x<:>x—+1—2x:0<:>u:0<:>—2x2+x+1:0Ax¢0<:>(x:—lvx:lj/\x¢0
X X X 2
1
Como 2 n3o pertence ao dominio da equacdo sé existe uma solucio. CS.= {1}

Repare que neste caso foi necessdrio utilizar uma das propriedades dos logaritmos, nomeadamente

Ioga(x)_loga(y) = Ioga(x+y).

46



Para resolver

22 Resolva, em IR, cada uma das seguintes condigdes:

221logsx=0 222105 10=1 223 log(x)+log(40) =2
T

22.5 In(In(5x)) =0 22.6 X=1003 6 227 log f; (x+1) =8

22.9 log,(x+2) =0 22.10* Iog5(25X +6) = x+1)

22.4 log(x—3)—log(2x—9)=0

22.8 2In(x) = In(75—-10x)

Sera que agora ja estamos em condigoes de resolver todas as fung6es exponenciais?

De facto, aplicando o logaritmo como inverso da exponencial e a mudanca de base, vem:

log 3

=2 x=log, 3< x=—"—~158(2cd) Nota:
log 2 .

Tarefa: Resolve a seguinte equacao:

1.1 1-log,(x)=log, (5—X)

Algumas equagdes envolvendo logaritmos podem ser
resolvidas através de uma equacdo exponencial
equivalente e algumas equacBes com a incégnita em
expoente podem ser resolvidas usando logaritmos.

Tal equivaléncia é possivel atendendo a que:

Resolugao:
- — Y
1.1 Dominio da equacdo: log,(x)=y = x=2a
X>0A5—-%Xx>0=x>0AXx<5<=0<x<b5. < |
a =y x=lo
Logo, D =Jo,5[- y .Y

1-log,(x)=log, (5 x) <1=log,(x)+log, (5—X) < (aplicando log, (xy) = log, (x) +log, (y) )

=1=log,(x(5-x)) Ioga(x):y<:>x:ay)

< (aplicando a equivaléncia

~O)+VE) ~4x(Dx(4)
2x (-1

SXBE-X)=4' ©5x-x"-4=0 x=

—5+./9 543

A férmula resolvente permitiu determinar solugdes da equagdo de 2.2 grau,
1 e 4. Como ambas estdo entre 0 e 5, ambas sdo solu¢do da equagdo
inicial.

Nesta equacgdo, foi

bem

utilizada a equivaléncia entre logaritmos e

exponencial, como uma das

propriedades dos logaritmos. Para resolver

23 Resolva, em R, cada
uma das seguintes
equacoes:

231 3% 1_-f3
23.2 3% =50

233e*-4=6

24 Resolva, em R, cada uma
das seguintes equacgdes:

24.1 log(x?) = log(2x)

24.2 4e* +3=403

24.3 log,(x) =5

244 2 =80

245 3% =3

24.6 xlog(1,25)+3xlog(20) =1
24.7 In(1-3x)=-1

24.8 In(x* —4) =In(1-4x)




>Inequagdes exponenciais e logaritmicas

crescente. Isso permite concluir
log, (x)<log,(y) = x <y,
log, (x)>log, (y) < x>y,

A funcdo logaritmica com base a superior a 1 é estritamente

Vx,yelR"ea>1

vx,yelR"ea>1

Tarefa: Resolve a seguinte inequagao:
4—log,(x—1
i L

Resolugdao: Comegcamos por determinar o dominio onde
a expressdo é vdlida:

D={xeIR:x-1>0A1-3"" 2 0= f+o]
X>IA-3"#2-1Xx>1A3" 21 x>1A1

Para resolver a equagdo racional, utilizaremos um

quadro de sinais. Para isso determinamos em

antecipado os zeros do numerador e denominador.
4—1log,(x-1)=0<log,(x-1)=4 <=
X-1=4 & x=16+1< x=17
1-37=0=3"=11-x=0=x=1

Para resolver

25 Resolva, em IR, cada uma das seguintes inequagdes:

25.1 4% < (\/E)ZX

252 2¢**% >3
25.3 log,(x+2)<0

25.4 log,(1-x)>3

26 Considere a fungdo g(X) =1+1l0g,(2—-5x)

26.1 Determine o dominio e os zeros de g.

26.2 Resolva as condigdes: g(X) <3; g(x) >1

27 Seja f afuncdo definida em RY por:
f (x) = log, (8x)~ log, (%)

27.1 Mostre que f(x)=3+|ogz(x), para qualquer

xelR".
27.2 Determine a abcissa do ponto de grafico de f com a

recta de equagio Y =8.
27.3 Resolva, em R, a condigdo f(X) < 2.

X — 00 1 17 + o0

4—log,(x—1) + 0 -

1-3v* - 0 + + +

4—1log,(x—1) + 0 -
1_ 31—)(

Assim, vem:

4-l0g,\x—1) _io_gél(_)i -1 >0 xe L17]

No estudo analitico de situagdes de modelagdo matemadtica de exponenciais e logaritmos é-nos exigida, além do

conhecimento das regras operatdrias, a destreza na resolucdo de (in)equacGes exponenciais e logaritmicas.

Vejamos um exemplo.
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Tarefa: Admita que a altura h, em metros,
das plantas de uma dada espécie é dada em

fungdo do tempo t (t 21), em meses, por:
h(t) =0,32+0,98In(t) (In é log de base e)

Uma planta tem 50 cm de altura.

Quantos meses tem a planta?

Resolugao: 50cm=0,5m

h(t) = 0,5 < 0,32+ 0,89In(t) = 0,5 <

0.89In(t) = 018 < In(t) = 28
0,89

Int) =0,202 &>t =e"*? <> t~12
(In(t)=y =t=e’)

Logo, a planta tem, aproximadamente, 1,2meses,

ou seja, 1 més e 6 dias.

Para resolver

28 Um paciente sujeito a um certo tratamento médico mantém, t

horas apds a aplicacdo, uma quantidade, M, em miligramas do

medicamento administrado, dada pela relagio: M (t)=250"""

28.1 Qual a quantidade de medicamento aplicada ao doente?
28.2 Sabe-se que a substancia foi aplicada as 10 horas.

28.3 A que horas se reduzird a metade a quantidade ainda
existente no corpo do paciente?

28.4 Para fazer efeito, a quantidade de medicamento ndo devera
ser inferior a 50 mg. A que horas devera ser administrada nova
dose? Apresenta o resultado em horas e minutos arredondados as
unidades.

29 Segundo a escala de Richter a magnitude M de um tremor de
terra, com epicentro a 100 km do sismografo e a amplitude A, em
milimetros, registada pela maquina estdo relacionadas pela

equagdo: M =3+log A.

29.1 Qual a magnitude de um tremor de terra com amplitude de 2
milimetros? Apresenta o resultado arredondado as décimas.

29.2 Uma determinada ponte foi concebida para resistir a um
tremor de terra cuja magnitude seja o dobro da magnitude de um
tremor de terra de 2 milimetros de amplitude. Qual serd a
amplitude de tal tremor de terra?

= COMPLEMENTO SOBRE MODELO LOGISTICO: CRESCIMENTO POPULACIONAL1

O modelo de crescimento logistico admite que, no inicio, a populagdo cresce quase exponencialmente, mas a

partir de certa altura, tende a estabilizar, existindo, por isso, limites para A

o crescimento.

O modelo logistico traduz-se por uma expressdo do tipo:

y

e

1+a
C
f(x)= 1—_bx, em que em que a, b e C sdo constantes positivas. /
+ae >

>Propriedades das fungdes logisticas

0 x

e Afung3o s6 toma valores positivos, logo f (X) >0, qualquer que seja o valor de X.

C
e O ponto de intersec¢do de grifico de f com o eixo Oy tem as coordenadas (O, —]

e lim f(x)=0

X—>—00

e |im f(x)=c

X—>+00

1+a

e O grafico da fungdo admite duas assimptotas horizontais que sdo as retas de equagdes y=0e y=c.

! Este tépico estd integrado neste texto de apoio como tema facultativo.
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Tarefa: No mesmo ecossistema existem pombos e garcas. A populagdo de pombos é modelada pela fungdo

5

6
p(t) = ————— e a populagio de gargas por §(t) = —————. O nimero de pombos e gaivotas estd expresso em

1+0,6e™ 1+ 0,25¢™"
centenas e o tempo, t, em anos.
1.No instante inicial, qual das populagdes tem um maior nimero de individuos? Justifique apresentando os calculos.
2. Depois de um ano e meio a mesma relagdo verifica-se?
3.Quantos meses sdao necessarios para que o nimero de pombos atinja 5007
4. Para que valores tende a aproximar-se a populagdo de cada espécie?

Resolugao:
1. Noinstante inicial t=0, pelo que, o n.2 de gargas é dado pela expressdo g(0) = L - i =4
1+0,25e° 1,25
. , 6 6
Enquanto o niimero de pombos ¢ dado por P(0) = ————=—=375
1+0,6e™ 16

Ora, como g(0)>p(0), a populagdo inicial de garcas é superior a populagdo de pombos.
2. O tempo é 1,5 anos. Substituamos o valor de t em ambas as expressées, por este valor:

5 6
1rogse s ~ 474 PAS)=

’

~ 5,29

15) = % .
99 1+0,6e7*°

Como g(1,5)<p(1,5), a relagdo ndo se mantém.

3. Para responder a esta questdo, igualamos a expressdo do n.2 de pombos a 5 (centenas).

6

—7:5c>6:5><(1+0,6e")<:>6:5+3e"<::>1:3e’t<:>e’t Ll ion lj<:>t:—ln 1 <t~1,09
1+0,6e™ 3 3 3

Em meses, 1,09 anos corresponde a: 12+ 0,09x12 =13,08. S0 necessarios 14 meses.

4. O limite quando X tende para infinito é o parametro c, pelo que, o nimero de gargas tende a aproximar-se de 5 centenas
e o numero de pombos de 6 centenas.

Para resolver:
30.0 comprimento médio, em centimetros, de dois pequenos

No MA2 e MA3 tem outras animais A e B, X dias apés o nascimento, é dado por:
aplicacBes destas fungdes a a(x) = 20 b(x) = 30
modelos de fenémenos 1+ 47007 1+9e00%’
sociais e fisicos. Neles respetivamente.

desafiamo-lo a aprofundar o . ) -
P 30.1 Qual é o comprimento de cada um dos animais na altura

seu conhecimento em do nascimento?

relagdo a Evolugdo da 30.2 Dois animais um A e outro B nasceram no mesmo dia.

Populagdo Mundial e escala Quanto é a diferenca de comprimento desses animais 2 meses
. apds o nascimento?

de Richter. P

30.3 O que se pode afirmar do comprimento médio dos
animais A e B quando adultos?
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Para resolver

N 3-2log, 3 i .
31 A expressao a com a>1 éequivalentea:

(A) _a? (B) 9a° (©) % (D) —9a°

. R , . . a
32 Sejam a, b e c trés nimeros reais tais que |Oga(b) =C.Qual ovalor de log, (EJ ?

(A)a—c (B)[Ej (C)a+ (Ej (D) 1-c
C C

33 Considere uma fungdo T, de dominio R, definida por f (X)= e

**2 onde @ designa um certo nimero real.

O gréfico de f intersecta o eixo Oy no ponto de ordenada 2.

Indiqueovalorde a. (A) In2 (B) 2 (¢ e (D) e+In2

34 Na figura esta parte da representagdo grafica da fungdo f, de dominio IR, definida por f(X)=1Inx (In designa

logaritmo de base €). Os pontos A e C, que pertencem ao grafico da fungdo f, sdo vértices de um rectangulo [ABCD],

de lados paralelos aos eixos do referencial.
+t
As abcissas de A e de C sdo 4 e 8, respectivamente. f

Qual é a area do rectangulo [ABCD]?

(A) In64 (B)In72 (©)In81 (D)In16

B
Al
/4

35 Mostra que: 0 /

351 2571992 3%) g6 x | x >0

35.2 Jog

)a+logb(%j=—2,(a>0 A azl) e (b>0 A b=l

6

35.3 log_» (x)= % loga (x) , com a >0 A a=1

36 Considere as seguintes fung¢des, reais de variavel real: f(x)=1+ Iog3(9x2)+ '093(£j e h(x)=-2¢* 2
X

36.1 Mostre que f(x)=3+log,x Para Xe R*.

36.2 Determine o valor exacto da abcissa do ponto de interseccdo do grafico de f comarecta y=4.

36.3 Resolva a inequagdo : f(x)g |093(X*4)+3'

36.4 Resolva a equagao h(x) = h(4)-

37 O nivel N, em decibéis, de um som audivel pode ser dado por N =170+10log |, onde | é o valor da intensidade,
em certa unidade, do som emitido.

37.1 Determina o nivel de um som de intensidade 0.001.

37.2 Sabe-se que um som de nivel superior ou igual a 100 decibéis é prejudicial a saude. Conclui dai, a partir de que
intensidade devem ser utilizados meios de protec¢ao auditiva.

38 Considere que a altura A (em metros) de uma crianca do sexo masculino pode ser expressa, aproximadamente, em
funcdo do seu peso p (em quilogramas), por A(p):—0,52+0,55 In(p), ( In designa logaritmo de base € ). Recorrendo a

métodos analiticos e utilizando a calculadora para efectuar calculos numéricos, resolva as duas alineas seguintes.

38.1 O Jamilson tem 1,4 m de altura. Admitindo que a altura e o peso do Jamilson estdo de acordo com a igualdade
referida, qual serd o seu peso? Apresenta o resultado em quilogramas, arredondado as unidades.

38.2 Verifica que, para qualquer valor de P, a diferenca A(2p)- A(p) € constante. Determina um valor aproximado
dessa constante (com duas casa decimais) e interprete esse valor na situagdo descrita.
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TEORIA DOS LIMITES

NOCAO INTUITIVA DE LIMITE

Imagine que estd a fazer um percurso por um trilho na floresta. Ao longe consegue vislumbrar um obstaculo
sobre o qual nada conhece. A medida que se aproxima desse obstaculo consegue ver melhor os seus contornos.
Aproxima-se cada vez mais e mais, e consegue avaliar se pode continuar a avancar na sua direc¢do, quanto mais
se aproxima mais pormenores consegue observar, dd mais um passo e outro a seguir, cada vez passos mais
pequenos para continuar em seguranga. Prossegue e aproxima-se do obstaculo tanto quanto queira, mas existe
sempre uma infinidade de possibilidades para o atingir, continua até chegar ao seu limite!

A utilizagdo da palavra limite tem, na vida corrente o significado de algo de que nos aproximamos mas que
nunca alcancamos. Em Matemadtica o conceito de limite tornou possivel conhecer melhor o comportamento de
uma fungdo mesmo nos seus pontos mais inacessiveis. Com o conceito de limite damos um passo em frente,
saimos da zona de conforto dos ndmeros reais e entramos no chamado Calculo Infinitesimal, que é a base do
estudo da continuidade e da derivada (calculo diferencial) que serdo abordados ao longo deste tema.

Na 11.2 classe ja foi abordado o conceito de limite de uma sucessdo. Vejamos alguns exemplos:

Sucessdes numéricas Representacgdo grafica Dizemos que:
1,2,3,4,5,...n ' Os termos tornam-se cada vez n—-+ow
5 °
maiores, sem atingir um limite
4 °
3 °
2 °
1 °
1 2 3 4 5
1 E § ﬂ § n ' Os numeros aproximam-se cada vez n—-»1
L 1 ) 1 greeee L
23456 n+1 , mais de 1, sem nunca atingir esse
valor
1
° e M °
L]
1 2 3 4 5
1,0,-1,-2,-3,...,-n+2 ' Os termos tornam-se cada vez menor, n—-o
! ° sem atingir um limite
1 2 3 4 5
-1 °
-2 °
-3 °
1 3.,5_7 7 ’ Os termos oscilam sem tender para
1713i7i5171 [EEES] 5 ° ..
2 4 6 um limite
4
n,senimpar 3 °
L+1 sen par
noonk 2
L]
1 o °
1 2 3 4 5
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Agora vamos estender a nogao de limite a fun¢Ges de variavel real (f.r.v.r.), ou seja, a fungdes que ndo assumem

apenas valores discretos no seu dominio.

Tarefa: Consideremos a fungao de expressao algébrica

guando os valores da abcissa se aproximam de 27?

f (x) = x*. De que valores de y se aproxima a fung3o,

Resolugdo: Fagamos uma tabela com X f(x) Graficamente obtemos
sequéncias que se aproximem de 2. . y

o . Aproximagdo 1,900 3,610 1
Uma sequéncia por valores superiores a de 2 por 64
2 e outra por valores inferiores a 2. A valores 1,990 3,960 5 l
cada um deles associamos o respectivo | intariores a 2 ¥1,995 | 3.9% W)
valor da funcdo para a sequéncia de 3.T
pontos. 2,000 4,000 2]
Por observacdo da tabela concluimos | Aproximacdo 42001 |4,004 T
que as imagens da sequéncia por f \(jaelore: por 2.010 | 4,040 > 10 1 o §
tendem para 4. Para outros valores que . 5
escolhessemos, as imagens superiores 2,100 4,410

continuariam a tender para 4.

Assim, dizemos que o limite da funcdo f(x) no ponto de abcissa 2 é 4 e representa-se por: lim f (x) = 4
X—>2

A observacdo do grafico confirma-nos exactamente
gue o limite da fungdo no ponto 2 que coincide com o
da ponto,

lim f(x) =lim f(2) = 2* = 4-

valor funcdo nesse ou  seja,

DEFINICAO DE LIMITE DE FUNGAO SEGUNDO HEINE

Antes de prosseguires, recomendamos a exploragdo do MA4.

Existem diferentes definicbes de limite. Para as

compreendermos melhor é necessadrio ter

conhecimento de algumas nog¢Bes topoldgicas,
nomeadamente de ponto de acumulacdo e ponto
isolado. Por ponto isolado entenda-se um valor

discreto, que numa determinada proximidade é o

Unico valor que a fungdo assume. Como um termo de

Para resolver:
1.0Observe os seguintes graficos:

De acordo com o conceito intuitivo que tem de limite
indique, para cada fungdo, se existe ou ndo, limite quando x
tende para 3.

fi(X)=x(x-2)

uma sucessdo. Por sua vez, um ponto de acumulagdo de uma fungdo é um ponto que, qualquer que seja o

intervalo que eu escolha na sua proximidade, por mais pequeno que ele seja, conseguimos sempre identificar

outros pontos do dominio da funcgao.

Neste caso estudaremos apenas uma das defini¢cGes de limite, segundo Heine.

Defini¢ao de Limite (segundo Heine)

Diz-se que f tende para b, quando X tende para a se, para
qualquer sucessdo de valores do dominio de f convergente
para a, por valores diferentes de a, a correspondente sucessao

de imagens f( X, ) convergente para b.

Escreve-se: lim f(x) =b
X—a

y 4
f G




Segundo esta definicdo de limite, ndo existe limite para pontos isolados de uma fungdo. Contudo, é possivel que
o limite de um ponto seja um valor que nao coincida com a imagem da funcdo nessa abcissa.

= Limite de uma fun¢ao num ponto
Para resolver:
2.Seja g uma fungdo real de varidvel real definida por:

Tarefa:Consideremos a fungdo definida por f(x):@, g0 = X+3.
X X+2

de dominio R\ {0!. Qualo |im f(x)?Eo Ilim f(x)? . .
{ } Jm (X) m (x) Considere as sucessdes: v, 1 le " _ .t
n

1000

Resolugdo: Sobre a funcdo £ (x) = , sabemos seruma | 5 Represente graficamente a fungo g.

funcdo racional, cuja representacio grafica é uma | P-Mostreque v —1eu, —>-2
hipérbole com duas assimptotas. Uma assimptota | ¢. O que pode concluir, pela definicio de limite

vertical em x=0 e uma assimptota horizontal em y=0. | segundo Heine, quanto ao: limg(v,)’ ; limg(u,)’

Assim sendo, a fungdo ndo tem zeros nem intersecta o . . N . L,

) . 3. Considere as seguintes fun¢des reais de variavel

eixo das ordenadas em qualquer ponto do seu dominio. real 3
. L. -, : — sex<l1

Tal como o dominio, o contradominio da funcdo é R\ {0} ¥ =1x-1 h(x) ={
3X se x>1

2-Jx sex>1
-1+x se x<1
Depois de termos uma visdao global da funcdo, que nos
a. Tendo em conta a definicdio de limite de uma

permite fazer um esbogo da mesma, iremos proceder 8 X
funcdo segundo Heine, complete:

entdo a determinagdo do limite da fung¢do nos pontos

solicitados para conhecermos mais caracteristicas. Mlimgx)=___ (@) limh(x)=___
limg(x) = lim h(x) =
Para calcularmos o limite de f no ponto de abcissa — 20 ol 0= =y 0=
considera-se uma sucessdo x_ de valores do dominioda | @ Jimox) =___ () limh()=___
funcdo, convergente para — 20 por valores diferentesde | G limg¥ =__ () limh(x=___
—20.
Seja x_ :_20+1. Associemos a cada termo da
n

sucessdo a imagem por f . ol

200
Graficamente podemos observar a 150
representacdo da funcdo f(x) e da 100

50

<

sucessao x,

250 -200 -150 - 50 ®180 150 280 280 ©

Ora f()():1000: 1000 , portanto,

X _p04l
n
lim f(Xn) - lim 1000 — lim 1000 _ 1000 _ 1000 - 50 ou seja, "@0 f (X) = lim f(Xn) =_50
N>+ noso X n—+o 1 —20+0 -20 X N—>+o0

-20+—
n

Prova-se que, quando existe limite de uma fungdo num ponto ele é Unico.

Continuemos agora o exemplo determinando o limite da fungdo em causa
no ponto de abcissa 0. Como sabemos, 0 ndo é um elemento do dominio O limite de uma fungdo no
da funcao, pelo que comecemos por estudar o comportamento da funcdo ponto, quando existe, € unico.

na proximidade do ponto de abcissa 0. Iremos adoptar o mesmo
procedimento ja utilizado num exemplo anterior: considerar sequéncias de valores convergentes para 0, uma
por valores superiores a zero e outra por valores inferiores a zero.
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Seja < _[ 1 j que sabemos ser um infinitésimo que se
"~ 10

aproxima de zero por valores positivos, superiores a 0

(x, >0%), e __[ij“ que ¢é, igualmente, um
yn_ 10
infinitésimo mas que tende para zero por valores

negativos, inferioresa 0 (y, —0-).

Vejamos o comportamento das imagens, por f, destas

Xn f (Xn) yn f (yn)
! 1
[% -0l 10000 _(%) oz ~10000
2 2
[ % o1 | 100000 _( % j ool 100000
8 3
[ % o001 | 1000000 _[ % j _ o001 | ~1000000
[i * 00001 | 10000000 _[ 1 j‘* o001 | 10000000
10 : o) =%

sucessOes numa tabela.

Neste caso a funcdo ndo tem limite em O, pois as imagens das sucessbes por f tém limites distintos, pois

F(%,) >+ € f(y,) >—o0-

= Limites Laterais

A partir do exemplo anterior, consideremos,
separadamente, o limite no ponto de abcissa zero,
primeiro por valores superiores a 0, ou seja, a direita de
0:

lim (= lim f(x,)= lim 1000 _ |y 1000 2000 _
x—0" n—>+w0 n

e X ne+m(l n 0*
10

Isto é, o limite a direita de f em 0 é + o, pois as imagens

dos termos das sucessOGes aproximam-se de zero, pela
direita, por valores maiores que zero.

Analogamente, como y_— 0 vem:

Para resolver:

4. Verdadeiro ou Falso? Justifique as verdadeiras e
corrija as afirmagdes falsas.

a. Pode existir o limite de uma fungdo num ponto que
nao pertenga ao dominio da fungao.

b. Se uma fungdo estad definida num ponto, podemos
afirmar que existe limite da fungdao nesse ponto.

c. Se existem limites laterais num ponto, podemos
afirmar que existe limite nesse ponto.

5. Observe os graficos e complete as expressoes:

A WA

A 1 :

b —— ——»
) ) . 1000 . 1000 1000 U 1y -1 2X
lim f(y)=lim f(y,)= lim = lim I1:0—7:—00 ( ) ( )
Xx—0" N—>+o0 N—>+o0 yn N—>+0 1 . Im X)= Ilm X)=
= limf(x)=...... Im g{x)=....... gLX)= e
[10) X1 ( ) X—>—00 X—-1
Ou seja, o limite a esquerda de f em 0 é —oo, visto que as xlimwf(x): ------- lim g(x)= v lim g(x)= ...
imagens das sucessGes, a esquerda de zero, se lim f(x)=....... .
. it limg(x)=.......
aproximam por valores menores que zero. X4
Os limites laterais sdo diferentes, logo a
funcdo n3o tem limite em zero. Assimptotas paralelas ao eixo das ordenadas (Verticais)

Como ja foi referido a recta de equagdox=0
constitui uma assimptota vertical do grafico da
fungdo f. Assim sendo, o calculo dos limites
laterais em pontos que ndo pertencem ao

A recta r de equagdo , a € IR é uma assimptota vertical
do gréfico da fungdo f se e s0 se:

lim f(x) =400 ou lim f(x) = o0

Nota - Em geral, a existéncia de assimptotas verticais esta

dominio da funcdo que sejam infinitos relacionada com os pontos que ndo pertencem ao dominio.

permitem-nos identificar se o grafico tem =
i L
assimptotas verticais, independentemente de
existir ou nao limite nesse ponto.
e A
: X ; X
- i o
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Para resolver: 6. Observe os graficos e

)7
complete as expressdes:
A lim f(x)=......
Y x—=1"
f lim f(x)=.......
........... ._o et ( )
lim f(x)= ...
1 o 1 X .

lim f(X)=on. lim f(X)= e
lim. f(X)=....... lim f(x)=......
Diz-se que o limite lateral Diz-se que o limite lateral vl, limg(x)= ...
3 esquerda de a é b e a direita de a é b e {X ?;;(X)_
escreve-se: lim f(x)=b escreve-se: Xl'_[‘; f(x)=b ‘ e O
xoa ; Ilmlg(x)_ .......
X
= Limites no infinito
Estudar o comportamento da funcdo pode fazer-se para um X@}g(x): """" x"ﬂg(x): """"
determinado numero real ou nos ramos infinitos, ou seja, Jim, 9(x)= .o lim 9(x)= o

averiguar o comportamento da funcdo quando X converge (ou

tende) para + o ou —o
Tarefa: Continuamos a considerar f(X):@. Determina |im f(x)€e lim f(x)-
X X—>+00 X—>—00

Resolugdo: Consideremos agora uma sucessdo de valores do dominio da funcdo que seja um infinitamente

grande positivo, por exemplo x = n®(poderia ser outra qualquer).
150

Ora, lim f(x,)= lim 1000 1000 _,, isto ¢, lim £(x)=0- 100
N—+00 N—+00 X J’_m 50
Consideremos agora uma sucessdo, y que seja um infinitamente grande %0 100 150
negativo. |im f(y,)= lim 1000 _ 1000 —Q,istoé, I|m f(x)=0.
n——ow n——w yn — 00

Por observagdo do grafico, facilmente observamos que para grandes valores de X, quer no sentido positivo, quer
no sentido negativo a fungdo aproxima-se, por valores maiores e menores que zero, respectivamente, da recta
de equagdo y =0, que ja vimos ser uma assimptota horizontal. Assim, o calculo de limites no infinito permite

verificar se o grafico tem ou ndo assimptotas

horizontais. Assimptotas paralelas ao eixo das abcissas (Horizontais)

A recta de equacdo ,com belR, é uma assimptota
horizontal do grafico da funcdo f se e sé se:
lim f{x)=b ou Ilim f(x)=b

Propriedades
¢ O limite da fungdo num ponto existe se e

sé se os limites laterais sdo iguais, ou seja, Xt
'X'L‘;! f)=be I|m f)=bn I|m ]l(x) b Nota — Uma assimptota ndo vertical pode ser intersectada
limite lateral  limite lateral pelo grafico da fungao.
a esquerda a direita
eSe f s6 estd definida a esquerda de a, YT

entao fim f(x) = lim f(x)

e Se f sO estd definida a direita de a, entdo 7/ X
lim f (x) = lim f(x)
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Para resolver:

7. Observe os graficos das func¢Oes seguintes e indique o dominio e contradominio de cada fun¢do, bem como os
respectivos pontos

do dominio onde existe limite.

-1

v

CALCULO DE LIMITES DE FUNGOES

Os limites, como ja vimos estdo associados ao conceito de fun¢do. Ao longo do seu percurso escolar ja estudou
diferentes familias de funcdes, entre elas fun¢des polinomiais, racionais, irracionais. Vamos agora calcular
limites para exemplos concretos de fun¢des. A medida que os exemplos forem apresentados, definiremos mais
alguns conceitos e propriedades da teoria dos limites que nos permitirdo avangar no estudo das fungdes e obter
conclusdes a partir das suas expressdes analiticas.

= Limites de fung6es polinomiais
Tarefa: Considere a fungdo f(x)=2x+ 1.

Qual o comportamento da fung¢do na vizinhanga, que é como quem diz, na proximidade, do ponto de abcissa 1?
Obtenha a resposta por processos tabulares, grdficos e analiticos.

Resolugdo: A representacdo grafica desta funcdo sabemos ser uma recta com um declive positivo, ou seja, tem
monotonia crescente e intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0,1).

Podemos aproximarmo-nos por valores a esquerda ou a direita de um. Registamos esses valores numa tabela:

Aproximagdo por valores a | Aproximagdo por valores a | Graficamente obtemos:
direita de 1 esquerda de 1
X y X y

4,0 L]
1,5 4 0,5 2 /

3,5 -
1,3 3,6 0,7 2,4 /

/'/.
1,1 3,2 0,9 2,8 E -
> T

1,05 3,1 0,95 29 25 e
1,02 3,04 0,98 2,96 /

2,04 L]
1,01 3,02 0,99 2,98 ; ; ; , , )

0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6

O valor de y decresce | Ovalordey é crescente com X
aproximando-se de 3 tendéncia a atingir o valor 3.

Nota-se que quando X aproxima-se de (tende para) 1, pelos dois lados, ao mesmo tempo, y tende para 3, ou
seja, X —>1 implica que Y — 3. Escrevemos: |im f(x)=lim(2x+1)=3-
x—1 x—1

Neste caso o limite é igual ao valor da fun¢do no ponto de abcissa 1, isto &, |im f(x)=f@Q=3-
x—1

Intuitivamente e por andlise tabular e grafica o comportamento de f(x) na vizinhanca de 1 é tender para valores
de ordenada 3.
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Vamos agora recorrer a processos analiticos. Esta fungdo polinomial é constituida pela soma de outras duas

fungBes: a fungdo linear g(x)=2x e a fungdo constante h(x)=1.

Qual o limite de cada uma destas fungdes quando X —17?

Comecemos pela fungdo constante.

A representacdo gréfica é uma recta horizontal, pelo que, ao aproximarmo-nos S
de qualquer valor, o resultado obtido é sempre o mesmo, neste caso o 1! 1

leinl h(x) = leinllzl

Noow s o

Limite da funcdo constante:

O limite de uma funcdo constante em qualquer ponto do seu dominio é | S€g(x)=k, entdo lim g(x) =k

sempre a prépria constante.

Vejamos agora a fungdo g(x). Esta fungdo ainda pode ser considerada como

para qualquerg ¢ D, -

o produto de duas fungdes: j(X)=2, uma fungdo constante e a fungdo identidade i(X)=x.

Ora, jd vimos que o limite de uma fung¢do constante é sempre a

prépria constante, pelo que: lim2=2.

x—1

A representacdo grafica da funcdo identidade é uma recta que a cada
abcissa faz corresponder a mesma ordenada. Observemos o grafico.

limx=1.

x—1

O limite da funcdo identidade
em qualquer ponto do seu
dominio coincide com a sua
imagem.

Limite da fungdo identidade, i(x):
limi(x)=i(a) =a,paraqualquer aeD .

O limite no ponto 1 de g(x) é o
produto do limite das fungdes

j(x) e i(%):

Iing g(x):Iirq2x=lim2><limx=2xl:2

x—1 x>l

Assim sendo, o limite do produto é igual ao produto dos limites.

Seja |im fx)=b e limg(X)=c-

entdo: !(ig;[(f x g)(x)]=bxc;

Voltando a fungdo inicial f(xX)=2x+1, sera que o limite da fungdo no ponto de abcissa 1, é também a soma dos

limites das fungdes g(x) e h(x)? A resposta é afirmativa!

Ora, Iir’q g(x)=2e Iinl h(x) =1, logo Iin; f(x)=IirTI(2x+1)=Iin12x+lin11=2+1=3.

Analiticamente obter o comportamento de uma fung¢do num ponto é
calcular o limite da fungdo nesse ponto. Em termos praticos tal Seja lim fx)=b e limg(x) =c
corresponde a substituir X na expressao pelo valor para o qual a variavel o8 e
converge, obtendo, neste caso, aimagem da fung¢do no ponto:

Iin}(2x+1) =2x1+1=3

Tarefa: Considere a fungdo f(X)=x* —3x+1.

Qual o Iirr;(x2 —3x+1)?Qualo lim (x* -3x+1)?
X—> X—>+00
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entdo: fim[(f + g)(9]=b-+c

Seja lim f(x)=b , entdo:

lim[f(x)"|=b" onde pelIN




Resolugdo: O polinémio x? —3x +1pode ser associado a uma fungdo de 2.2 grau. ,
Graficamente é representado por uma parabola que, pelo coeficiente de x? ser
positivo, tem a concavidade voltada para cima.

Ora uma funcdo polinomial é a soma de varios mondmios do tipo

kx" onde pelIN, keR. 0

Portanto, para calcularmos o limite da funcdo em qualquer ponto, basta aplicar a

propriedade da soma de limites. Ficamos com:

Iirg(x2 -3x+1) = |irT;(X2) +1lim(=3x) +lim(1) = 77 -3x7+1=29

Como o limite da funcdo do tipo f(x)=kx’ € igual a imagem da fun¢do no ponto em causa, podemos calcular o

limite directamente, sem aplicar a propriedade da soma de limites, fazendo:

lim(x* =3x+1)=7°-3x7+1=29 Limite da fungdo polinomial, P(x):
X—7

, e . . lim P(x) = P(a) , para qualquer a D -
Concluimos que o limite é o valor do polinémio no ponto de abcissa 7. x—a

v

Determinemos agora o limite da funcdo quando x — +oo.

lim (x? =3x+1)=+0—3x00+1=+0—00=?. [F0—=00] € uma indeterminacdo,

X—>+00 0
isto é, é uma situacdo que nao conseguimos identificar qual o limite da funcao.

Nestes casos aplicamos algumas técnicas para conseguirmos prosseguir, ou

seja, levantamos a indeterminacgao.

Por observagdo grafica facilmente verificamos que, quando X — +o0, a fungdo

-15 -10 5 5 10 15 20 25

tende para +o0. Assim: lim (x* —=3x+1) =+

X—>+00

Ja levantdmos a indeterminacdo por processo grafico, mas também existem processos analiticos para os fazer.

1.2 processo 2.2 processo:

Numa funcdo polinomial, quando

Se colocarmos x?2(porque é o termo de maior grau
X —>+40 0U X ——oo, 0 limite do polinémio P(x) é
igual ao limite do monomio de maior grau de
P(x).

do polindmio) em evidéncia, tem-se:

lim (x* =3x+1) = lim X2(1—3+12J:+oo><(1—0+0)=+oo
X—>+0 X—>+0 X X
Isto é: lim (x* —3x+1) = +o0

X—>+00

Isto é: lim (x* =3x+1) = lim (x*) =+
X—>+0

X—>+00

Atencdo: Esta técnica pode ser usada quando X Atencdo: sé se pode aplicar quando X tende para

tende para um n.2 real ou para infinito! infinito!

Limite da fungdo polinomial: O limite de uma fungdo polinomial, P(X) quando x — +o ou x — —o € igual ao
mondmio (ou termo) de maior grau quando x tende para esse mesmo valor.

Se P(x)=a,x" +a,x"" +..+a,,

lim P(x) = XILTOO a,Xx"

X—>too

Para resolver: 8. Determine, se existirem, os limites das seguintes fungdes quando || Note bem:
X—>-1 X—>+0w e X—>—w ioox(i)(i)oo néo é
uma indeterminagdo.

8.1. e(x) =3 8.2. f(x)=05x* 83. g(x)=2x*+3x  8.4.h(x)=-5x* —3x+2 +oox (£po= 4o e

8.5.i(x)=x+1 86. j(x)=x*+1 8.7.10)=x*+x>+x+1  88.n(x)=—x*+1 £ oox (Fpo= -0,
aplicando as regras da
8.9. p(x)=2x(3x-1) 8.10. q(x) = (x+2)* 8.11. r(x) =5(x —3)1-x) multiplicagdo de sinais

iguais ou sinais

=19



= Limites de fungdes racionais

As fungdes racionais foram estudadas detalhadamente na 11.2 classe, inclusive a andlise do seu comportamento

nos ramos infinitos. Uma func¢do racional é definida por uma expressdo do tipo
( ) Para resolver:
(x)_ a(x )onde n(x)e d(x)s&do polinémios o . _ 9 simplifique,
o, J I'nxla f6)=b e l'_[?g(x):c' quando necessdrio,
e d(x)é diferente do polinémio nulo. fraccs
. N entdo: . |( f b as raccdes
Tarefa: Considere a funcio f(X)ZZX—l. lim 9 (9|=|, ) com c=0 algébricas e, em
x+1 seguida, calcule o
. . limite.
Qual o |im f(x)? Qual o lim f(x)? Qualo lim f(x)? m
X—>2 x—>-1 X—>+00 3
1. lim X+3
Resolugdo: Neste caso, fungao racional, precisaremos do limite do quociente. O limite do =t x+l
quociente de duas fungdes num ponto é igual ao quociente dos limites de cada uma das | 9.2.;,, X-4
X—> 2
fungdes nesse ponto, desde que o limite do denominador n3o seja zero. $x0-16
lim2x -1 >3 lim 2
2x-1_;m _2x2-1 3 : a1 (x—1)
Ilm f(x)=Ilim = = 6
x>2 X +1 I|mx+1 2+1 3 ¢ b - b2
2 - 9.4. |im 2"
BT b5 4331135456589 beosb bz
2x-1 2><( H-1 -3 ]
I|m f(x)=lim =—=7 2
x>-1 X +1 ~1+1 0 : 9.5. |im -1
) t—-1t + 1
E no caso do denominador ser zero? Nestes casos
. . 9.6. .  x%-2x+1
calculamos os limites laterias no ponto -1, por ser o valor im—
) X x+1 | x x+1 X
gue anula o denominador.
A-11[014-09]01
2x-1_2x(-1)-1_-3
I|m f(x)= lim =—=—00; -1,2|-021]-08 |02
) x>10 X+1 -1"+1 0" ' ' T
_ 1)-1 - -1,3|-03]-07/03
lim f(x)= lim 2x-1 ZX( 1) 1:73:+oo
x>-1 x> X+1 -1 +1 0-

A construcdo de uma tabela pode ajudar a averiguar o comportamento do denominador da expressdo na
vizinhanga de -1. De facto, a aproximagdo a direita de -1 os valores tendem para O por valores superiores a este
e para valores menores que 0 por aproximacdo a esquerda de -1.

Destes calculos podemos retirar duas conclusdes: 1.2 a fun¢do ndo tem limite no ponto de abcissa -1 porque os
limites laterias sdo distintos; 2.2 a recta x =—1 é uma assimptota vertical do gréfico de f.

2x-1 2><(+oo) l +o

lim f(x)= lim —7. Obtivemos uma indeterminagdo, neste caso | =|. Para levantar a
X+ Xt X 41 +o+l  +oo 0
indeterminagdo um dos processos € proceder a decomposi¢do da fracgdo f (x) = 2x=1 efectuando o algoritmo
X+1
da divisdao de onde obtemos: f(X):z_i. Assim facilmente identificamos algumas %=1 | x+1
+1
—2x=2 2

caracteristicas desta fungdao, nomeadamente: _3
Ds = IR\{-1}, X = -1 é a assimptota vertical e y = 2 é a assimptota horizontal.

x+1

indeterminacgdes. Vejamos:

I|mf(x)_I|m2—i:2—i:2—§:2—1:1;
-2 X+1 2+1 3
Q(X) lim P(X)
lim f(x)= lim 2- 3 =2- 3 zz_izz_ozz. = Q(X)
X430 xoro X+ +oo+1 + 00
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Limite da funcdo racional,
P(a) .
Q(a)

P(x),




Por vezes a decomposi¢do de factores é suficiente para contornar a indeterminagdo. Para tal, é necessario
recordar os casos notaveis da multiplicagao.

2 2
X" —4x+4 _ (x-2) - (x=2)(x-2) - (x—2) . Na expressao inicial determinar o

Um exemplo podera ser: - = =
X2 -4 (x+2)(x-2) (x+2)(x-2) (x+2)

limite no ponto de abcissa 2 conduz-nos a uma indeterminagao do tipo , no entanto, depois de factorizada a

expressao ja nos permite obter o valor do limite. Neste caso |im x-2 :E :9 -0
x-2X4+2 242 4

3—-x2
X+1

Tarefa: Considere a fun¢do f(x)= . Determina o dominio e os zeros da fungdo. O grafico desta fungdo

tem assimptotas? Quais?

Resolugdo: D, ={xeIR:x+1=0}=IR\{-1}. Calculamos os zeros fazendo:

2
f(x) =0 =X
X+1

da fungdo sdo {— \@\@}

=0=3-X2=0AX+120 X2 =3Axz-1x2=3Ax#z-1x2=+/3 A x%-1. Os zeros

e Assimptotas verticais
O dominio da funcdo é IR\{-1}.

Como -1 é um zero do denominador, calculamos os limites laterias no ponto de abcissa -1 para averiguar se a
recta de equagdo x=-1é assimptota vertical do gréafico de f. Por observacdo do grafico nas imagens 1 e 2 da
tabela, observamos que a recta é de facto uma assimptota do grafico de f. Confirmemos tal informacdo por
processos analiticos:

3-x* 3-(-D* 4 e 3-x" 3-(-)* 4
m = =—=+00; lim = =
-1 x+1 -1"+1 0O o1 Xx+1 -1"+1 O

-1 sdo infinitos, confirma-se a existéncia de assimptota vertical em x=-1.

— _o. Como os limites laterais no ponto de abcissa

e Assimptotas horizontais

O gréfico representado na primeira imagem da tabela mostra que ndo existem assimptotas horizontais. Para o
provarmos analiticamente determinamos os limites da fungdes para os ramos infinitos.

2 r4 - . ~ A ~ . .
lim 3-X"_ =% £ uma indeterminagdao. A semelhanga da fungdo polinomial, quando x —+w ou x ——w
ot X410

também nas fungdes racionais o limite de uma fungao coincide com o quociente dos monémios de maior grau.

: L 3=x2 . —x%
Assim vem: |im = lim = lim (_ x):—oo-
x>+ X 41 X+ X X—>+00
g . _— 2 —_— 2 . . ~ . . .
Utilizando o mesmo procedimento |im = lim = lim (_ x):—(—oo) = +o0. Os limites sdo infinitos, logo o
x>0 X471 X—>—0 X X—>+00

grafico da funcdo ndo tem assimptotas horizontais.

Limite da fungdo racional: O limite de uma funcgdo racional, P(X) quando x —+w ou x——-w é igual ao
Q(x)

quociente dos mondmios (ou termo) de maior grau quando X tende para esse mesmo valor.

Se P(x) =a X" +a, X" +...+a, e Q(X) =byx™ +b,x™ +...+b,, im PO _ iy 30X

X—>+o0 Q(X) X—>F00 b0 x™
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e Assimptotas obliquas

Por observagio da imagem 3 da tabela, percebemos que o grafico da fungdo f tem uma assimptota obliqua, pelo
que a equagdo da recta serd do tipo y=mx+Db.

Ao fazer a divisdo dos polindmios da expressdo analitica obtemos: f(x) = —x +1+ 2,
+1

Analisando a expressdo, verifica-se que quando X — + o, a funcdo f tende para —x +1.

Vejamos: |im [_X+1+2_(_X+1)j: lim i:o. Pelo que a recta y=—-x+1 € uma assimptota obliqua do
X+1

X—>+0 X+ X 41

grafico da funcdo f.

De facto, analisar a expressdo resultante da divisdo da frac¢do permite-nos verificar que a recta y=—x+1 é

uma assimptota obliqua do grafico da func¢do f, de acordo com os conhecimentos sobre fungées racionais.

Relembre que é possivel transformar algumas expressdes de fungdes racionais em expressdes do tipo y=mx+a+ b <
+
onde: D¢ =IR\{_Q}; Assimptota vertical: Xx=_d  Assimptota obliqua: y =mx+a ou Assimptota horizontal: y =a, se m=0.
c c’

Outra forma de determinar uma assimptota obliqua é, ao calcularmos os limites no infinito (X— +oo-0)), a
equagdo dessa recta se confundir com o grafico da fungdo, ou seja: |im [f(x) - (mx+b)]=0- Resolvendo a expressdo

em ordem ame ab, obtemos:

3—x?
m= lim f(x)[fepafeque—b%Oj. Nestecaso fim =X+ = fim 32X _ |jm =X
m

X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 X —+ X X—>+00 X2

2

2 2
b= lim (f (x)— mx). Nestecaso lim 3-x +x = lim 3—xT+XxT+x = lim X —1(em ambos os limites levantdémos a indeterminagdo il
X+ x—>+ool X 471 X—>+00 X+1 X—>+0 ¥ o0

aplicando o método do quociente dos termos de maior grau dos polinémios em numerador e denominador.)

Confirma-se que y = —x+1 € a equagdo da assimptota obliqua do grafico da fungdo f.

Portanto o grafico da funcdo f tem duas assimptotas, uma vertical e outra obliqua, como podemos confirmar na
imagem 4 da tabela abaixo.

2 2 2
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1- Representacdo grafica da funcdo | ; pajresentacio grafica de f com | 3- Representacdo grafica de f com | 4- Representacdo grafica de f com

f assimptota vertical assimptota obliqua assimptotas vertical e obliqua

Para resolver: 10. Dé exemplos de fungbes Assimptotas Obliquas

li iai tai : ~ . . ,
polinomiais f e g tais que Uma recta de equagdo Yy = mx + b é uma assimptota obliqua ao
im £ i fim X0 L5 F00 grafico de uma funcgdo f se, quando X tende para * o, o grafico

Seg) o g 2 o g() <
da func@o se confunde com essa recta. jim [f(x)—(mx+b)]=0

x-3

11. Considere a fungao f definida por:
¢ P X+3 O declive m e a ordenada na origem b, da equagdo da

11.1. Indique o dominio de f assimptota, podem ser determinados da seguinte forma:

11.2.Calcule, se existirem, os seguintes € b:JLTﬁ[f(X)_mX]

limites: lim f(x)5 lim f()5 lim f()7 lim £ (x)

11.3. Escreva as equagles das assimptotas
do grafico da fungdo f.

uma assimptota duas assimptotas
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Note bem:

e Numa fung¢do racional, a decomposicGo da fraccdo através do algoritmo da divisGo facilita-nos a
determinagdo das assimptotas.

e O numero mdximo de assimptotas horizontais e obliquas é duas, uma quando X—»-co, outra quando
X—>+oc0.

e O numero de assimptotas verticais pode ser qualquer. Hi mesmo fungbes com um numero infinito de
assimptotas verticais [y=tan(x), por exemplo].

= Limites de fungGes irracionais

As fungdes irracionais tém a particularidade de serem definidas com uma expressdao que envolve radicais.
Vamos dar particular interesse apenas a radicais quadraticos e cubicos, de acordo com o que foi estudado na

11.2 classe. Como ainda ndo estuddmos uma fun¢do com radicais na

Seja lim f(x)=b » entdo:

lim 8/7(9 = lim 7 =b

fX) >0 e peN e € par

expressao, impoe-se a questao: como calcular o limite de uma raiz?
O limite de uma raiz é igual a raiz do limite do radicando!

Vejamos a aplicagdo pratica com um exemplo.

Tarefa: Considere a fungdo irracional f(x) =/x —+/x+1. Determine, caso existam, o limite |im f(x)-

X—>+00

Resolug¢do: Comecamos por averiguar onde é que a funcdo esta definida, uma vez que o radicando tem se ser

maior ou igual a zero. D, ={xeR:x>0A x+1>0}, ouseja, D, =[0;+oq[ .

lim (VX —vx+1)= lim VX — lim x+1= [Tim x—_[lim x+1 =+

X—>+00 X—>-+00 X—>+00 \/X%H}O X—>-+o0

Obtivemos uma indeterminacdo do tipo: [+o0—o0]. Para levantar a indeterminagdo, utilizamos uma técnica
frequente com a soma/ diferenca de funcdes em que pelo menos uma delas é irracional. Multiplicamos e
dividimos pela expressao, mas invertemos o sinal operacional entre as duas fun¢Ges. Neste caso procedemos
da seguinte forma:

lim (X —vx+1)= lim x i)

= (aplicando a diferenca de quadrados: (a+b)(a—b) =a* —b?)

o X (Vx+x+1)
- lim (&)2—(M)2 _lim X—(x+1) _ lim -1 _ 1 it

o (& + M) ok (& + M) Xoree (\& ++/X +1) +o B

Por observagdo grafica facilmente verificamos que, quando

X — +00, a fun¢do tende para 0. Assim: lim (\/;—\/x+1):O * t oz s

X—>+0

Para resolver:

12.Determine, se existirem os limites das fungdes quando x —» 40 e X —5- 14. Calcule os limites quando

121 f () =x—+x  122.g(x)=+/x? +1-x 12.3. h(x) =X +5++/x—5
13. Considere a fungdo f(x) =+/2x* —x

13.1. Determine o dominio da fungéo f.

13.2. Determine: lim f(x); lim f(x); lm ()5 |im f(x)
X—> 40 x— 0" X— —0 I

x> =
2

X — +o0 € X — 5 das fungdes:
14.1. f(X)=+/Xx+5 +~/x
14.2. g(X)=/x+5

Jx

14.3. p(x) ==
X
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= Limites de fungdes exponenciais e logaritmicas

Classes de fungGes como a exponencial e a sua inversa, a logaritmica foram também ja estudadas. Agora vamos

aprofundar um pouco o estudo destas funcGes comparando o seu (de)crescimento com o comportamento de

outras classes de fungoes.

Limite Notaveis

Existem alguns limites que envolvem fungBes exponenciais e logaritmicas e que designamos por limites

notaveis. Sdo limites que devemos ter como referéncia.

Observemos o seguinte grafico com representac¢des graficas da fungdo exponencial, polinomiais e logaritmica.

>~

160

140

120

100

80

60

40

20

—-—F/

y

y=In(x)

r— 5

Facilmente verificamos que:

10

15

e “Aexponencial, de base superior a 1, cresce mais depressa do que qualquer poténcia do seu expoente”

De facto, comparando a fungao exponencial com qualquer uma das fun¢ées do tipo verificamos que a primeira,

a partir de determinado valor de X, cresce muito mais rapidamente que qualquer das funcdes polinomiais.

O crescimento de a*, com a >1, é t3o rapido que se tem:

X

X—>+a0 ¥

lim& -4 a>1 p >0}, uma vez que o numerador

tende para infinito muito mais rapidamente que o denominador.

Como consequéncia, tem-se que o inverso serd um infinitésimo, ou seja:

e “Uma varidvel evolui mais depressa que o seu logaritmo.”

. xP
lim —=0, a>1p>0

X—>+0 g

Em relacdo a funcdo logaritmica, qualquer das funcGes polinomiais crescem mais rapidamente que a primeira.

O crescimento de In(x), com a >1, é tdo lento que se tem: | lim

X—>+00

log, x
XP

=0 a>1 p>0| pois a fungdo tende

para zero quando X— + o9, ja que o denominador cresce mais rapidamente que o numerador.

Como o inverso de um infinitésimo é um infinitamente grande, concluimos: | |im

p

=400, a>1p>0}

X—>+0 |Oga X

Aqui foram abordados alguns limites notaveis. Existem outros, associados a determinadas fungdes
exponenciais e logaritmicas de base natural que podem ser consultados no final desta secgdo.
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Tarefa: Considere a funcao f(x):m. Averigue a existéncia de assimptotas paralelas aos eixos coordenados
eX

no grafico da fungdo. >

Resolugdo: O dominio da func3o é IR".

Para averiguar a existéncia de assimptotas verticais calculamos lim f(x)
x—0"

|
N _ Jim L« fim In(x) = —~— x lim In(x) = x (—o0) = —c0" .
e x—0" g% x>0 x—0" 1

lim f(x)=lim -
x—0" x—0" @ im e*

x—0"

Como os limites no ponto em causa € infinito, concluimos que existe uma assimptota vertical em x=0.
Para averiguar a existéncia de assimptotas horizontais calculamos: lim f(x). Como o dominio da fungdo é
X—>+00

J0;+c[ ndo faz sentido determinar |im f (x)-

tim 100 = fim M _ jim L fim in(x) =

X—>+0 x40 g% x40 @% Xt

s T IN(X) — x (+00) = O (+30) = 2°
X—>+0 +w

lim e”
X—>+0
Obtivemos uma indeterminagdo [0x «|! Vejamos uma técnica para levantar a indeterminagdo e podermos

prosseguir no cdlculo do limite: primeiro transformar numa indeterminacao do tipo ® e depois dividir ambos
o0

os termos da frac¢do por X (para obtermos expressGes de

A Para resolver:
referéncia para

—1] 15. Determine os seguintes limites:
) ) p=11). o .
. . X .
lim £ = lim MO0 _ i X _om x 04 15.1 im & ;15.2Jim —*__;15.3jm N(x+D
x>+ xown gF xowe @ lim e 4o x—>+0 §X =0 In(x +1) x>0 2X
X o X Esta 16. Considere as fungdes f e g definidas por:

2
indeterminagdo, Oxo, surge também associada a fungbes f(x):LJer e g(x)=logy x+3x
X
e
] ] ] ] ) ) ) 16.1. Comente a afirmacao:
e irracionais. A sua particularidade é poder-se reduzir a uma | «q gréfico da funcdo f ndo admite assimptotas

resultantes de operacdes entre funcbes polinomiais, racionais

indeterminagdo do tipo ® ou 0. verticais»
0 0 16.2. Mostre que a recta de equagdo Yy =2X ¢é

_— . N o , uma assimptota do gréficode f.
Como o limite no Unico ramo infinito onde a fungcdo estd . . )
16.3. Determine as equagdes das assimptotas

do graficode (.
horizontal da funcdo. 16.4. Mostre que a equagdo g(x) = 7 é possivel

no intervalo {1 E}
2

definida é um n.2 real, entdo y=0 é uma assimptota

= Regras operatdrias com limites
Ao longo deste toépico, foi necessario introduzir algumas regras operatérias com limites, bem como algumas
técnicas para levantar indeterminagGes, fruto de dificuldades encontradas no cdlculo de limites em
determinadas fungdes. Em sintese:

Seja lim f()=b e lim g(x)=c,entdo: | Para resolver: 18. Observe os graficos f e g e
e _ : . ) indique, se existir:
lﬂ[(f +g)®]=b+c; 17. Considere: fx) = x +1 e g(x)=-2x* +3 1) G0 () It 00 () nlxo0
lim[(f - g9)()]=b—c; Calcule: . ] .
i . . lim f(x) ) (4) lim (?j(x) (5) lim [TJ(X) (6) lim (?](X)
lim[(f x g)()]=bxc; W Mm@ (3) lim g _ -
"mH f j(x)}_(b) com ¢ 0: (4) (lim 1)° §) lim 00 (6) lim 169+ lim o)
x=al | g C (7) xIirrlsg(x) (8) lerg f(x)><|xin)11 gix) (9)3 !il:ngg(x) = — — 3
Iim[f(x)"]:b”,onde pelN; Indique:

lim(f 2) lim(f - 3) lim(f
i 3760 = o 00 =46 1020, @ In@ + 900 (2) m@ -9 (3) lim( x0))
X—a X—a ) f i N i . g ;
pelIN e né par (4) lim (5]@ (5) lim 0 (6) fim 3/g() 65




Limite da Soma, da Diferen¢a, do Produto e do Quociente de fungdes

As regras operatdrias podem estender-se, com algumas excepgdes, aos casos em que pelo menos um dos
limites das fungdes é infinito ou seja, x —>+w ou x— —o.

Existem quadros que sintetizam todos os casos, embora, mais importante que memorizar
quadros ou tabelas, seja, pensares em cada caso que surgir. Podem ser consultados no MA5.

= |ndeterminagdes
Quando nos deparamos com situagdes de indeterminacgdes, podemos aplicar determinados artificios ou técnicas
gue nos permitem ultrapassar essa situacdo de bloqueio! Esse procedimento designa-se levantar a
indeterminagado. A observacdo do grafico com uma calculadora gréfica poderd ser uma boa opg¢ao para intuir a
solucdo. E o processo de levantamento da indeterminacdo graficamente. Contudo existem processos analiticos
gue podem ser sintetizados da seguinte forma:

Tipo de indeterminagdo + 00 — 00 ox0 0 .
0 )

Técnica para levantar | Colocar mondémio em | Podem reduzir-se a | Factorizar polindmios; Factorizar polindmios;

indeterminagdo evidéncia; casosde 0 oy ®: Decompor fracgdo | Decompor fraccdo
Mondmio de maior grau 0 © através de algoritmo da | através de algoritmo da
(polinomial); Dividir todos os termos | divisdo (racional); divisdo (racional);
Multiplicar e dividir por | pelo monémio de maior | Colocar mondmio em | Colocar mondémio em
toda a expressdo mas | grau evidéncia; evidéncia;

inverter sinal opracional
entre as 2 expressdes
(irracional).

Dividir todos os termos
pelo mondmio de maior
grau;

Dividir todos os termos
pelo mondmio de maior
grau;

Quociente do mondmio
de maior grau do
numerador pelo
monomio de maior grau
do denominador.

Note bem:

e Uma funcdo polinomial tem o mesmo limite, quando x —+x ou x ——w, que 0 mondmio de maior

grau.

e Uma funcdo racional tem o mesmo limite, quando x — +x ou x — -, que o0 quociente do mondmio de
maior grau do numerador pelo mondmio de maior grau do denominador.

Para resolver:

19. Identifique, em cada caso, se existe indeterminagdo e levante-a.

X

Jx -2

No final desta secgdo existe um quadro resumo de
todo o topico sobre calculo de limites das varias

classes de fungdes analisadas.

19.1. lim (2x— xInx) 19.2 Jim £ 193 fim Y=~ %
x—0" x40 DY x4 X —4 22. Para cada uma das seguintes funcoes
N determine:
19.4  fim 195 lim (Vx* +1-+x? +3) 196 lim X 2t _a s
L1 2x+1 xrio =+ 3N x foo=X"3%, g(x) =2,
2 x-1 x? -1
20. Calcule, se existirem, os seguintes limites: h(x) = 3 () = 2x + /X2 _4
2 _g X2 — x° 25X+ 6 1-Inx
20.1 [jy X 22X 20.2 |im 2~ % 203 |jjm 222270
X—>—00 3 X—>—0 X5 + X x—3 )(2 -9 22.1 Doml'nio;
20.4 |im x-1 20.5 |im ax 20.6 Iim\/;_z 22.2 As equagdes das assimptotas verticais
— X
=2 X=2 x40 2 4 X—4 dos respectivos gréficos, se as houver;
21. Calcule cada um dos seguintes limites, recorrendo, quando 22.3 As equacbes das assimptotas n3o
necessario, aos limites notaveis. verticais dos respectivos graficos, se as
. ‘ x houver.
211 € 21.2 iyt 21.3 |im £
-1 X —1 o1 x—1 x>t X —1 23. Prove que a recta de equagdo y =3x—2
214 i Inx 215 fim In(3x) 216 jim el _g é assimptota do gréficolda fungdo f definida
X+ X X—>+00 X x—0 X por f (X) — 3X _ 2 +
1 M X—=5
21.7 |im x2ex 21.8 ;e -e 21.9 fim 18
x>0 IX'LT?) X x>0 3X 23.1 O gréfico da funcdo tem alguma
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assimotota vertical? Justifica.




Classe Particularidades | Linguagem corrente Simbolicamente Regras operatdrias Indeterminagdes
de - - o . - o . . mais frequentes
funcdes Limite num ponto/Limite no infinito Limite num ponto/ Limite no infinito Imqaf(x) =b e Ixmg(x) =C
Constante O limite de uma fungdo constante, em qualquer | Se f (x) =k entdo |lim f (X) =k, para qualquer a (:—Df ./ | Soma, produto, potencia¢ao 0ox0
ponto do seu dominio, é a propria constante./ O x—>a limlcf b !
anterior é valido para os ramos infinitos. |Ir11 f(x)=k X'Lna[( +9)(%) |=b+c +00—00
X—*too
lim{(f —g)() |=b—c
= Identidade O limite da fungdo identidade é igual ao valor da lim f (x) = f (a), Para qualquer a eDf J lim F(X) = 4o0 x>
€ fungdo nesse ponto./ No infinito a identidade tende | *2 Xkoo IX'_rH[(f xg)(X) ]: bxc
Q ara o respectivo infinito .
% P P Ilm[f(x)p]:bp onde pelN
a Caso geral O limite de uma fungdo polinomial, P(x), é igual ao | |im P(x)=P(a), para qualquer aeD, ./ e
valor da fungdo nesse ponto./ No infinito é o | *>2
polinémio sdo o grau e o sinal do coeficiente de | lim P(x)= lim a x"
. . . . 3 X—>to0 X—>to0
maior grau que determinam se o limite é quando
X—>+00 OU X—» —o0
Racional O limite de uma fungdo racional, p(x) quando | P(x) =aX"+ax" +..+a, e Q(x) = byx" +bx™ +...+b,, Quociente 0
Q(x) p ax" ¢ b 6 ' g
X—>+00 OU X—>—oo € igual ao quociente dos |m@:@ !/ lim ﬂ: lim Oxm Iim{[}(x)} :(—j, com c=#0
— +oo +o0 X—a C
monodmios (ou termo) de maior grau quando x =2Q(x)  Q(a) == Q(X) > byX 9
tende para esse mesmo valor.
Irracional O limite de uma raiz de indice natural é igual a raiz | |im {’/f(x) — l\)/"m f(x), peN Radiciagdo + o0 —00
do mesmo indice do limite do radicando. x—a x—a . _
lim &/ f(x) = o/lim f(x) = Yo
X—a X—a
fX)>0 e peN e é par
E ial | Logisti b L.
xponencia ogistica P(t)= o & b,k, constantes positivas
1+ae”
Base natural x_ o X _ ax _
g1 /& im® 11/ im®l1 aso
X kx x-0 X x>0 ax
Caso geral X P
& lim & =40, a>1p>0/ lim X =0, a>1p>0 0 ©
X—>+00 X X—>+0 a — —
0" o
L itmi B tural In(x+1 . X
ogaritmica ase natura y= In(x+1) lim — =+ / lim In—X=O Limites notdveis (de referéncia) 0
X x—+» |N X X—>+0 X o0 X
(e)
In(x)
yzi1 Iimln(x+1)=1 / lim In x -1
X—= x—0 X =1l xX—1
Caso geral . log, x
g ||m97;=0 a>Lp>0/|im =+, a>1p>0
Xt Y X—>+20 |oga X
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CONTINUIDADE DE UMA FUNCAO

CONTINUIDADE DE UMA FUNGAO NUM PONTO

Consideremos as funcbes f e g, reais de varidvel real,

definidas pelos seus graficos (ao

funcdo f é continua: o seu grafico pode desenhar-se sem f
levantar o ldpis do papel. No caso da funcdo g, para
desenhar o grafico, temos de dar um salto no ponto
correspondente a X=0. Somos levados a dizer que a
fungdo g ndo é continua no ponto X=0 ou que 0 é um ‘/

ponto de descontinuidade da fungao.

lado). YA
De um modo intuitivo, somos levados a dizer que a

N‘ll’

Tarefa: Estuda a continuidade das fun¢des h e m, no ponto indicado. Qual a relacéo que existe entre a
continuidade de uma fungcéo num ponto do seu dominio e a existéncia de limite nesse ponto?

YA

—
0 3 h
Resolugio:

A fungdo h tem dominio IR. Intuitivamente, a fungdo h
ndo é continua no ponto de abcissa x=3. Os limites
laterais de 3 existem e sdo iguais a 1, logo existe limite

neste ponto e o seu valor € 1, |im h(x)= lim h(x)=1=
x—3" x—3
Iirr; h(x)=1.

Contudo a imagem da funcdo no ponto de abcissa 3 é 0,
ou seja, ndao coincide com o limite da fun¢do neste

ponto: lim h(x)  h(3)

Para h ser continua a imagem de 3 teria que estar no
«ponto certo», de modo que o grafico da fun¢do fosse a
pardbola “completa”, o que corresponderia ao valor da
fungdo para x =3 ser igual ao limite da fungdo quando X
tende para 3. h ndo é continua em x=3.

Uma funcdo f diz-se continua no ponto x=a,
do seu dominio se:
e existir lim f(x) existe

©limf(x)=f(a)-

Quando ndo se verificam estas duas

condicdes dizemos que a fungdo é

descontinua no ponto de abcissa a.

Uma fungdo que seja simultaneamente
continua a esquerda e a direita num
68 ponto é continua nesse ponto.

YA

J

1P

0 2

><V

A fungdo m tem dominio IR. Intuitivamente
também a fungdo m ndo é continua no ponto de
abcissa 2. Vejamos o motivo. Ora em x=2,

imm=1e limm=3, Isto &, lim m= lim m>
x—2"

X—2" X—2" X—2"

portanto ndo existe o limite da funcdo quando X

tende para 2.

Por outro lado a imagem da funcdo em x=2 é 3,

Ou seja, |im m=3=m(2), & Portanto a funcdo é
x—2"

continua a direita, mas como  |im m=1%3=m(2)
x—2*"

a fungdo nao é continua a esquerda.
Logo, m ndo é continua em x=2

De facto, uma fungdo f diz-se continua a
esquerda no ponto Xx=a, do seu dominio se:
e existir |im f(x) existe
X—a~

e limf(x)=f(a)-

De facto, uma fungdo f diz-se continua a
direita no ponto x=a, do seu dominio se:
e existir |im f(x) existe
x—a*

o lim f(x)=f(a)-




CONTINUIDADE DE UMA FUNGAO NUM INTERVALO

Continuando a analisar as fun¢des h e m, o que podemos afirmar quanto a sua continuidade nos restantes
pontos que ainda ndo foram analisados?

Graficamente observamos que ambas as fungdes sdo continuas nos restantes pontos do seu dominio.
Poderiamos analisar qualquer ponto uma vez que ambas estdo definidas em IR. Contudo, embora possamos

determinar o limite em pontos de abcissas que ndo pertencem ao dominio da fungao, s6 faz sentido analisar a

continuidade em pontos do dominio. Por exemplo a funcdo definida pela expressao f(x):inéo estd
2

definida em 2, ou seja, o dominio é IR\{2}, logo a continuidade podera ser analisada apenas no seu dominio.

Uma funcao diz-se continua quando for continua em todos os pontos do seu dominio.

De uma maneira geral, as fungbes polinomiais, como é o caso das fungdes h e m, por resultarem de operagdes
de fungdes continuas, bom como as func¢des racionais sdo continuas em todos os valores em que estdo
definidas.

Se f e g sdo duas fungdes continuas no ponto de abcissa a entdo também sdo continuas nesse

pontoasfungdes: f.q; f_g; fxg; f".neN; i,comg(a);to; t/f,neN
g

e Uma funcdo polinomial é continua em IR.
e Uma funcéo (ir)racional é continua em todo o seu dominio.

e Uma fungdo exponencial ou logaritmica é continua em todo o seu dominio.

Estas propriedades permitem-nos garantir a continuidade de funcdes que se exprimam como soma, diferenca,
produto, potenciacdo, quociente e radiciacdo de fungGes polinomiais, (ir)racionais, exponencial e logaritmica,
desde que num ponto onde estejam definidas, ou seja, no seu dominio!

No caso das funcées serem definidas por ramos temos que analisar a continuidade em cada ramo do dominio e,
com especial atengdo, nos pontos de transi¢do de um ramo para outro. Vejamos um exemplo.

2
X . ~ ,
Tarefa: Sendo ¢ x<0  petermineaeb para que f represente uma func¢do continua.
h(x)=<ax+b se 0<x<1
2 se x>1

Resolugdo: No intervalo ]—oo;o[ a fungdo é continua por ser polinomial de 2.2 grau. No intervalo ]0;1[ a fungao é
continua por ser polinomial de grau 1. No intervalo [i;+oc[, a fungdo é continua por se tratar de uma fung&o

constante. Temos que analisar entdo a continuidade nos pontos x=0 e x=1. Para que a funcdo f seja continua

nestes pontos, os limites laterais no ponto de abcissa 0 e no ponto de abcissa 1 tém de coincidir. Vejamos:

lim x2 =02 =0. Analisando o limite a direita de 0, vem: |im (ax+b):b- Para que os limites laterais de zero sejam
x—0"

x—0"

iguais, b=0. Facamos agora o estudo para o ponto de abcissa 1. |im2=2. Por outro lado

x—1"

Iim(ax+b):a><(l)+b:a+b- Ja concluimos que b=0, logo a+b=a+0=a. Para os limites laterais de 1
x—1"

coincidirem |im2=2=a=limax+b. Portanto a=2. Para que a fun¢do seja continuaem IR, a=2 e b=0.

x—1* x—1"

Antes de prosseguir, recomendamos a exploragdo do MAG.

TEOREMA DE BOLZANO-CAUCHY

Consideremos a analise da altura das marés ao longo de um dia no porto da Baia de Santo Anténio. Marcamos
numa estaca a altura da baixa-mar (altura minima da maré), 0,47m, que foi atingido as 10:25h de dia 30 de
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Novembro de 2012. A variacdo da maré comecga agora no sentido inverso, a aumentar de altura e a preia-mar
(pico maximo da maré) que Ihe seguiu foi de 1,71m as 17:03h do mesmo dia nesse mesmo local. Voltamos a
marcar a estaca que se manteve intacta entre os dois registos. Garantidamente que na estaca ficou marcado
(molhado) um segmento continuo entre os dois registos. Porqué? Porque a altura da maré teve de percorrer
todos os valores entre 0,78m e 1,71m no intervalo de tempo entre as 10:25h e as 17:03h. Mas claro que tal s6
foi possivel porque a maré ndo pode ter aumentado de uma altura para outra sem passar por todas as alturas,

ndo houve qualquer pontinho da estaca por menor que fosse a sua &
dimensdo que nao tenha sido molhado pela maré. ) L8
PR Ponto de intersecgdo ¢
Esta é a ideia do Teorema de Bolzano. Transpondo para o plano, se uma /\ f
linha continua (f) passa de um lado de uma recta (g) para o outro, entdo s,
. s .
tem que intersectar essa recta em algum ponto. Utilizando alguns 5 b 1 T TR

termos matematicos podemos afirmar que se uma fungdo é continua
num intervalo ndo passa de um valor para outro sem passar pelos
valores intermédios.

o &5 AN

Teorema de Bolzano-Cauchy
Se uma fungdo f é continua num intervalo [a,b], entdo, qualquer que seja k compreendido entre f(a) e f(b),
existe pelo menos um ponto ¢ compreendido entre a e b tal que f(c)=k.

Note bem: para o Teorema de Bolzano- Cauchy ser aplicdvel a continuidade néo é a unica condigdo a verificar,
contudo, no caso dos contextos trabalhados na 12.2 classe, basta garantir que a fungdo esteja definida num
(sub)conjunto de nimeros reais. E isso que assumimos, a menos que seja dada alguma informagéo em contrdrio.

2
X“+1lgex>1

Tarefa: Sendo ¢ (4 -
x?-1sex<1

O teorema de Bolzano pode ser aplicado no intervalo ]02[ ? Justifique a resposta.

Resolugdo: Para que o Teorema de Bolzano possa ser aplicado num intervalo é condicdo necessaria (ndo
suficiente!) que a fungdo seja continua nesse intervalo. Nos intervalos Jo1[ e },2[, a fungdo é continua por serem
funcdes polinomiais. Contudo, teremos que confirmar se os limites a esquerda e a direita de 1 coincidem,
analisando o limite a direita de 1 no 1.2 ramo e o limite a esquerda de 1 no segundo ramo, pelo intervalo onde
cada ramo esta definido.

Ora limx? +1=(1") +1=1+1=2 € lim x> ~1=(L" ] ~1=1-1=0, OU S€]a, Jim x +1 lim x> —1, donde a funcdo f ndo ¢
x—1" x—1"

x—=1" x—1"

continua no ponto de abcissa 1, pelo que, ndo podemos aplicar o Teorema de Bolzano no intervalo o, 2[.

Uma consequéncia imediata deste teorema é que:

Se uma fungdo f é continua num intervalo [a,b], e f(a) e f(b) tém sinais contrério, entdo a funcgdo tem pelo
menos um zero no intervalo ]a,b|.

Tarefa: Seja g a fungdo definida em IR por g(x)=x* —x+1=0. O Teorema de Bolzano permite-nos afirmar que a

equacdo g(x) =8tem pelo menos uma solugdo no intervalo:

(A) J-10[ (B) o[ (C) o (D) g

Resolugdo: A fungdo g é continua em IR por ser polinomial e g(x) —8, designemo-la por f, também o &, pelo que

estamos em condicdes de aplicar o Teorema de Bolzano. Ora

g(X)=8= x> —x+1=8<=x"—x+1-8=0=x>-x-7=0. Pela consequéncia imediata do Teorema de

Bolzano temos que se as imagens de f(x)=x>-x—7 nos extremos de um determinado intervalos tiverem
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sinais contrarios é porque existe um zero nesse intervalo. Determinemos entdo a imagem desta nova funcdo

para-1,0, 1, 2 e 3, os extremos dos intervalos em causa.
F(-D)=(-)° — (-1 -7=-1+1-7=-7;

fl)=°-1-7=1-1-7=-7;

J4 obtivemos imagens com sinais distintos, pelo que ndo precisamos
continuar. Ja podemos afirmar que no intervalo }i 2] existe pelo menos um

£(0) = (0)° —(0)~7=—~7=-T7;

f(2)=(2)°-(2-7=32-2-7=23. R —

o & AN

zero de f, ou seja, uma solugdo para a equagdo g(x) =8. Podemos confirmar por observagdo grafica.

Para resolver:

24. Observe a representacdo gréfica da fungdo f.

25.1 D, =} ;3L [B;+od[ ; continua no intervalo |- oo;3[,
Iir{]O f(x)=3/ f10)=-2;
25.2 D, = IR\ {4}; continuaem IR\ {-4;4}.

Indique o dominio, contradominio e pontos de descontinuidade da fungao.

25. Esboce o gréfico de uma fungdo f que verifique as condigées:

26.1 f(x)=2x>—x+3; parax=-2ex=10

X+1lsex<2
26.3 f(x)=7 x SeX>2,parax:—2
2’ B
x—1
26.5 ——sel<x<2
f(x)= ())(ngx<1 ,parax=1ex=2

—X+1sex>2

26.7 (0 _{x+6 se X # —6

,parax=-6ex=-4
-1,sex=-6

26. Estude, quanto a continuidade, cada uma das fungdes nos pontos indicados:

2_
26-21‘(x)=Xiﬂr,parax=0ex=2

xX—4
26'4f(x)— SjleEXSO arax=0

B —X,sex>0’p h

X

x? —3x+2
26'61‘(x)= 1 ¢**Llparax=1

-1 sex=1

268 f(x)= {xln(x) se x> O, para x—0

27. Determine k de modo que a fungdo f seja continua em
IR.

X=>2

kx® +k "

f(X)=9x? +5x—k
X—3 seX<2

28. Seja h uma fungdo continua, de dominio IR. Qual dos

seguintes conjuntos n3o pode ser o contradominio de h?
(A) IR (B) IR[{0} (O IR (D) ]Jo1[

29. Na figura estd parte da representacao grafica de uma
fungdo g, polinomial do terceiro grau. A funcdo gadmite

maximo relativo igual a 3 para x=-1 e admite minimo

relativo iguala —2 para x=1. )
V4
Qual é o conjunto dos valores de b
para os quais a equagao

g(x)=b tem trés solucdes

distintas?
(A)] —o0, 3[  (B)] =2, + oo
(O1-2,3[ (D)[-2,3]

xe*,sex<0
30. De uma funcdo f , de dominio [_4’5] e continua
em todo o seu dominio, sabe-se que:
, T(-4)=6.f(2)=-1. f(5)=1
o T & estritamente decrescente no intervalo [_4’2]
o f é estritamente crescente no intervalo [2'5]

Quantas solugdes tem a equagdo f(x)=07?
31. Seja f uma fungdo de dominio IR, contradominio
]1,4 [, continua e estritamente crescente.

Qual das afirmagbes seguintes ¢é verdadeira

relativamente a equacdo f ( X ): 27
(A) Ndo tem solugdo

(B) Tem mais de duas solugdes

(C) Tem 1 Unica solugdo

(D) Tem exactamente 2 solucgdes

32. Mostre, aplicando o teorema de Bolzano, que a
4

equacdo X —2X=1=0 tem pelo menos um zero no

intervalo [—LO]_
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Para resolver:

33. Considere a fungdo real de varidvel real f definida
graficamente (imagem 1).

Qual das seguintes afirmacgdes é verdadeira?
(A lim f(x)=-0 © (x)=0
Xx—0

lim f
X—>—00

B m f(x)=0 ¢

X—>—00

lim [f(x)+x]=0

X—>+0

©  im f(x)=0 & lim [f(x)+x]=+e0

@) jim f(x)=0 ©  lim [f(x)=x]=0

34. Na figura esta representada parte do grafico de uma
fungdo f , polinomial do terceiro grau. 2 é um maximo

relativo da fungdo f. SejaJa fungdo, de dominio IR,
definida por g(x)= f(x)-2.

Quantos sdo os zeros da

fungdog?
(A)1 (B)2
(€3 (D)4

35. De uma fungdo f, continua em IR, sabe-se que:

lim f(x)=2, y=-3 é a equacgdo da assimptota horizontal
X—>—4
(bilateral). Entdo,

(A) f tem um, e um sé zero (B) f ndo tem zeros

(C) £ tem pelo menos 2 zeros (D) f tem mais de 3 zeros

Sugestdo: faz um esbogo do grafico.

36. De uma fungdo g, continua em IR, sabe-se que:

* 1ézerode g; * g(3)>0.

Prove que a equagdo g(x): @ tem, pelo menos, uma
2

solucdo no intervalo 11, 3[.
37. De duas fungdes, f e g, sabe-se que:

e O gréfico de f é uma recta, cuja ordenada na origem é
igual a 2;

¢ O gréfico g é uma hipérbole.

Nas figuras estdo representadas parte dessa recta e parte
dessa hipérbole. A equagdo x =1 é assimptota do grafico g.

y

4 A
2/ ):

e

A .
0 X o] 1 x
Indique o valor de |im f).
x-1" g(X)
A) 0; (B)2; (C) —o0; (D) +o

-K“
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38. Seja K(x)= X’ +4 uma funco.
2X

a. Indique o dominio de k.
b. A fungdo tem zeros? Se sim, qual(ais)?

c. Através do calculo de limites, indique as equagGes das
assimptotas do grafico da fungdo em causa.

39. No referencial vt
da figura esta J r
representada uma 3 S
fungdo f . As
rectasr, setsao / I
assimptotas do — 7 — ™
gréfico.

1

a. Por observacgdo do gréfico, indique o valor dos seguintes
limites:

lim f(x)’

x—>-2"

lim f(x)’ lim 109; lim (f(x)—%x+6}

X—>—0 X—+0 X X—>+00

b. Determine as coordenadas do ponto de intersec¢do das
rectas r e t.

40. A funcgdo real de variavel real definida por

f0 = {In(x +€)

e*X

se x>k

sex<k é continuaem X =K se:

(A)k=—e (B)k=1 (C)k=0

41. Seja f a fungdo real de varidvel real, de dominio IR

definida por: F(x)= k+e?
2In x +2e?

(D) k=e

se x<1

se x>1

Para que seja possivel aplicar o Teorema de Bolzano em
J-13[ ovalor de k é:

Ay e2  (B)-e2 (2% (D) -2e?

42. Admite que a temperatura, em graus celsius, de um café
servido num determinado local t minutos apds ter sido
colocado no chavena, é dado por:

f (t) = 20+ 50 °** t € [0,+c| (€, nmero de Neper)

a. Determina a temperatura do café no momento em que
foi colocado na chavena.

b. Com o decorrer do tempo, o café tende a igualar a
temperatura ambiente. Indica, justificando, a temperatura
ambiente.

c. Quanto tempo decorre entre o momento em que o café é
colocado na chavena e o instante em que atinge os 652C?




CALCULO DIFERENCIAL. DERIVADAS

= VARIACAO. TAXA MEDIA DE VARIACAO
Exemplo 1: Uma pequena bola é lancada e a distancia y,
é dada,

em metros, percorrida em X segundos,

aproximadamente, pela férmula:
y = f(x) = —2x> + 20x
Na figura ao lado representou-se graficamente a fungdo.
- Qual a variagdo da altura da bola no 3.2 segundo?
variagdop,, 33 = f(3) —f(2) =42-32=10m

Conclui-se que a variagdo no 3.2 segundo corresponde a
uma subida de 10m da bola.

- Qual a velocidade média no 1.2 segundo?

distanci id
Sabendo que: velocidade média = Istdncia percornica

tempo gasto

f(1) 18
Temos: V =—~“="=18m/s
m[0,1] 1 1
Este resultado representa a taxa média de variagdo da
fungdo no intervalo [0, 1]

- Qual a velocidade média no 2.2 segundo?
f(2)-f(1) 32-18

=14m/s
2-1 1

t.m.v.[l’z] =

- Qual a velocidade média no 8.2 segundo?

f(8)-f(7) 32-42
tmv.p; ) = (8)—7( ): 1 =-10m/s

- Qual a velocidade média nos 4 primeiros segundos?

f(4)-f(0
t.m.v.[0,4] =%=%=12m/s

Este resultado representa o declive da recta r que passa
pelos pontos (0, 0) e (4, 48).

=

soly

451
40t
351
30t
25t
20t
151
101

G P T R

1 2 3 5 6 7 8 9 1

A variacdo de uma funcdo f no intervalo [a, b] é
dada por: f(b) —f(a)

A taxa _média de variacdo de uma fungdo f no

intervalo [a, b] representa-se por t.m.v.;, p; € é dada

f(b)-f(a)

or:
P b-a

t.m.v. [ab] =

Da defini¢do de taxa média de variagdo de uma funcdo f
num intervalo [a, b] decorrem os seguintes resultados:

- se f é est. crescente em [a, b], entdo t.m.v.; ,; > O;

-se f é est. decrescente em [a, b, entdo t.m.v.(5 p; < O;

- se f é constante em [a, b], entdo t.m.v.;y = 0.

A taxa média de variacdo da funcdo f no intervalo [a, b]
representa geometricamente o declive da recta, definida
pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

=  TAXADE VARIACAO INSTANTANEA. DERIVADA DE UMA FUNCAO NUM PONTO
Retomemos ao exemplo 1, que relaciona a altura, em metros da bola em fung¢do do tempo segundo f(x) = —2x> + 20X.

Vimos anteriormente como calcular a velocidade média (taxa média de variag¢do) da fungdo num dado intervalo,

imaginemos, agora, que pretendemos determinar a velocidade da bola num dado instante, por exemplo quando x =3

segundos.

Para responder a questdo vamos procurar determinar a velocidade média quando X varia 3 segundos para 3 + h segundos:

f@+h)-f(3)_ f(3+h)-f(3)

Consideremos h=+40,1 ; +0,01 ; +0,001

(3+h)-3 h
h -0,1 -0,01 -0,001 - 0 « 0,001 0,01 0,1
f(3+h)-(3)
— 8,2 8,02 8,002 - 8 « 7,998 7,98 7,8

Observando os valores da tabela parece razoavel concluir que a velocidade para x = 3 é 8m/s uma vez que:

f(3+h)-f(3)

- —8 quandoh—0 ou

im JG+N)-fG) _g
h—0 h
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A este limite chamamos taxa de variagdo instantanea , taxa

de varia¢do ou derivada de f no ponto 3. Seja y =T (x), definida no intervalo ]a, b[, e seja Xy

A derivada da fungdo no ponto 3 pode ser representada um ponto desse intervalo.

por f’(3) ou (3—fj . Chama-se derivada ou taxa de variacdo da funcao
X X=3

Entdo temos:
h—0 h

A derivada da fungdo f para X = 3 representa h—>0
geometricamente o valor do declive da recta tangente ao

no ponto X, e representa-se por f ’(Xo), ao limite,
f'(3)= lim 13+h)-1@) quando existe:

m f(xo +h)—f(xo)

ou lim M

h X—>Xg X—Xg

grafico de f nesse ponto.

Determinemos a equacgdo da recta tangente ao grafico de f sopY
no ponto X = 3: 451
A equacéo da recta é do tipo y = mx + b. 401 !
Como foi referido anteriormente m=f‘(3) = 8. 35! i
Precisamos agora de um ponto da recta para determinar b. 30! '
)
podemos utilizar o ponto (3, f(3)) = (3, 42), porque é 25l !
comum a fungdo e a recta. 2 i
Vem: 42=8x3+b < b=18 7
Temos a recta: y=8x+18 /;f i
]
A derivada de f em Xy, ou seja f’(Xo), representa 5 E
geometricamente o declive da recta tangente ao T2 3 4 £t ¢ ¢ § o 1
grafico de f no ponto de abcissa X,.
Exercicios:

Exemplo 2: Seja f a funcdo definida por f(x) = 2x° — 3 Determine a
derivada da fungdo f no ponto de abcissa 2.

Resolugdo:
2 2
f'(2)= lim fe+h)-1@) _ lim 2(2+h) —3—(2><2 —3):
h—0 h h—0 h
_8+8h+2h’-3-5 gh+2h’ h(8+2h)
= lim = lim = lim =
h—0 h h—0 h h—0 h

=lim(8+2h)=8+2x0=8
h—0

45. Seja f(x) = X°.

45.1. Calcule f ‘(-1) e interprete geometricamente o valor obtido
45.2. Escreva a equacgado reduzida da recta tangente ao grafico de
f no ponto de abcissa -1.

46. Um projéctil é lancado verticalmente de baixo para cima.
Admita que a altitude h (em metros), t segundos apds o
lancamento, é dada pela fungdo: h(t) =220t - 5t

Determine a velocidade (em metros por segundo) do projéctil, 10
segundos apods o langamento.

47. Em relagdo a uma fungdo j sabe-se que:

* é par *j(1)=0 ej(1)=5

*arectay =-X+ 2 é tangente ao seu grafico no ponto de abcissa
3.

47.1. Determine:

a) j(3) b) j(3) c)j(-3)

47.2. Escreva uma equagdo da recta tangente ao grafico de
fungdo j no ponto de abcissa 1.

43. No referencial da figura esta representada uma
fun¢do g de dominio R.

N|wT

43.1. Calcule a variagdo da fungdo g no intervalo
(1, 3].
43.2. Calcule a t.m.v. da fun¢do no intervalo:

a) [0, 3] b) [—;,1} c) 1, 3]

43.3. Calcule g(-10), sabendo que a variagdo da
fungdo no intervalo [ -10, 0] é 6.

44. Faca uma representacdo grafica de uma fungdo
f de dominio [1, 4], sabendo que:

44.1. fé mondtona e t.m.v.q, 4 = 2

44.2. fndo é monodtona e t.m.v.;g 4 =2

44.3. fndo é monodtona e t.m.v.;y 4 =-2
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=  DERIVADAS LATERAIS. PONTOS NOS QUAIS A FUNCAO NAO E DERIVAVEL

Uma funcdo diz-se derivavel num ponto X, se tem nesse ponto derivada finita.

Nos referenciais apresentados a seguir estdo representadas duas fungdes f e g.

y y /

g9

/

0 /’ X / 0 X

A seguir, analisa-se, a possibilidade, ou ndo, de se tragar a recta

tangente ao grafico no ponto de abcissa designada por X,.

No ponto do grafico da abcissa X, é possivel tracar a recta

tangente ao grafico da funcdo nesse ponto?

Exemplo: Seja f a fungdo definida por:

f<x)={ g

-X+2 se x>1

se x<1

Cujo grafico é:

1. Determine f ‘(-2) usando a definicdo de
derivada num ponto.
2. Verifique se existe f ‘(1).

y Y
7 ) Resolugao:
1. f'(=2)=lim fa+h)-f(2)
/_\\\\ 3 h—0 h
. (—2+h)2—4_Iim —4h+h?
" ho0 h " ho0 h a
=lim(-4+h)=-4
A fim (=4+1)
0 / 0 X Assim conclui-se que f ‘(-2) = -4.
| 2. £(17)= tim fa+rh)-t@)_
Esta analise estd relacionada com o facto de existir, ou ndo, h—0~ h
derivada em X,. im (1+h)* -1 im 2h—h?
- No caso da funcdo f, existe derivada em X,, que coincide com o _ h“_)n: (2—hr)]: 5 hoom
declive da recta tangente ao grafico no ponto de abcissa Xo h—0"
(derivada positiva, atendendo a inclinagdo da recta tangente). f'(1+) lim f@+h)- (1)
Assim, conclui-se que existe f ‘(Xo) e é igual a h(_’°+ ) h
—(1+h)+2-1 —h
o f(xg+h)—-f(x = i = =-1
||mw hi‘ng h h—0* h

h—0 h
- No caso da fungdo g, ndo existe derivada em X.

Como as semitangentes, a esquerda e a direita no ponto de

abcissa Xy, tém declives distintos, conclui-se que ndo ha
recta tangente no ponto de abcissa X,.

As derivadas laterais sdo diferentes.

Atendedo as inclinagBes das semitangentes, conclui-se que:

. g(XO+h)_g(XO)_ "Wy —
h'L"} h -9 (XO )<0
. g(x0+h)—g(x0)_ oo+

hh:g* h -9 (XO )>0

Como g'(xg);t g'(xg), conclui-se que ndo existe g'(xo).

Como f'(l_)if'(f)conclui—se que n3o

existe f‘(1).

Exercicio:
48. Considere as fung¢bes as fungdes reais de
variavel real definidas por:

f(x)=|x|

a(x)= x2  se x<1
2x—1 se x>1

48.1. Represente graficamente cada fungao.

48.2. Determine f‘(3) e g‘(0) usando a definigdo de
derivada num ponto.

48.3. Estude a existéncia de f ‘(0) e g ‘(1).
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=  DERIVABILIDADE E CONTINUIDADE

Teorema:

Toda a fungdo com derivada finita num ponto é continua nesse ponto.

M.A.(7)

No entanto, o reciproco deste teorema nem sempre se
verifica. Ha fun¢des continuas num ponto que nao tém
derivada finita nesse ponto.

f é continua e ndo tem derivada finita em a (a tangente a
curvaem a é X = a) nem de b (onde as semitangentes ndo
estdo no prolongamento uma da outra).

=  FUNGAO DERIVADA

Exercicios:
49. Considere as fungbes continuas em R,

a)=y  h(x)=vx>

Serdo as fungbes derivdveis em todos os pontos

definidas por:

f(x)=|x-3

do seu dominio?

50. Considere a fun¢do real de varidvel real
definida por:  f(x)=|x+1

Mostre que f é continua em X = 0 e, no entanto,
nao é derivavel neste ponto.

51. Estude a continuidade e a derivabilidade da
funcdo f definida, em R, por:

f(x)=+/x+1 parax=0.

Aplicando a defini¢cdo de derivada, pode determinar-se a derivada de uma fun¢do num ponto X = a.

Exemplo: Seja f uma fungo real de variavel real definida por: f(x)=3x> —x.

Calcule f*(0), f*(1), f*(a).

Resolugao:
2 2
£(0)— m L@N=FO) (3h ~h)}-0__3n’-h_
h—0 h h—0 h h—0 h
= rmqo(sh -1)=-1

f'(l): lim w: lim (3(1+h)2 _(1+h))_2 =

h—0 h h—0 h
_ 2 2
_im 2203022 ShShT e (s4an)=s
h—0 h h—0 h h—0

fi(a)= fim 1@EN=T@) _ (3(a+h) —(a+h))-(3a2 —a)

h—0 h h—0 h

. 3a’+6ah+3h?’-a-h-3a*’+a . 6ah+3h%*-h
= lim = lim =
h—0 h h—0 h

=lim(6a+3h-1)=6a-1
h—0

Pode concluir-se que: fx)=6x—-1

Seja f uma funcdo real de varidvel real e D o conjunto de
todos os pontos do dominio de f que admitem derivada
(finita). Chama-se funcdo derivada de f a funcdo de

dominio D que a cada valor de X faz corresponder o
namero real f ‘(x).

Exercicios:

52. Dada a fungdo real de varidvel real:
f(x)=-2x+3

52.1. Calcule f ‘(Xo), sendo X, um numero real
qualquer.

52.2. Caracterize a func¢do f ‘ derivada de f.

53. No referencial da figura estd representada
uma func¢do f de dominio [-3, 5].

Por observacdo do grafico, indique o dominio da
funcdo f‘, funcdo derivada de f.

54. Caracterize a fung¢do derivada da fungdo f
definida por:

54.1. f(x):i2
X

54.3. f(x):{ X

54.2. f(x)=|2-x|

2 s x<1

2x—-1 se x>1
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= DERIVADA DE ALGUMAS FUNGOES

> Derivada de uma fung¢ao constante
Consideremos a fungao real de variavel real definida por:

Aplicando a definicdo de derivada de uma fungdo num ponto Xo, vem:

F(x,)= im o +h)=f(%) _ . c—c_,
—0 h h—0 h

Entdof‘(Xo)=0 ou f‘(x)=0, Vv xe R

Geometricamente:

O declive da recta tangente ao
grafico da fungao em qualquer
ponto é igual ao declive da

prépria recta horizontal y = ¢
e, portanto, é igual a zero.

A derivada de uma fungdo constante é igual a zero.

y':C|<:> yl:0

> Derivada de uma fungao Afim
Consideremos a funcgdo real de variadvel real definida por:
fix)=ax+b (a,beR)

Aplicando a definicdo de derivada de uma fungdo num ponto X,

vem:
f'(xo):!‘i_l’:g f(xo +hh)_f(X0):Li_r)T(1) a(Xo +h)+:—(ax0+b):
. aX,+ah+b—ax,-b  ah
=lm =lim—=a
h—0 h h—0 N

Entdof(x)=ax+b e f(x)=a, Vv xeR

A derivada de uma funcdo afim é igual ao declive da

recta que representa a fungdo. y'=(ax+b)< y'=a

> Derivada de uma fungao Quadratica

Seja f uma funcdo real de variavel real.
Se f(x)=ax*+bx+c ; a,b,ceRe a=0, entdo:

f'(x)= (ax2 +bx+ c)' =2ax+b

Exemplo: Consideremos as fungGes reais de varidvel real definidas por:
f(x)=x*> +4x-5 ; g(x)=5%>
Aplicando a defini¢cdo anterior temos:
f'(x)=2x+4 ; g¢'(x)=10x

f(x) =c (c = constante)

Exercicios:
55. Para cada uma das fungdes, reais de
varidvel real, seguintes indique a fungdo
derivada:

55.1. a(x)=-3

55.3. ¢(x)=2v2

55.5. e(x)=1-2x

55.2. b(x)=4x-3
55.4. d(x)= §+1
55.6. f(x)=-x+3
55.7. g(x)=—2x* —3x+7

55.8. h(x)=8 +§ 55.9. i(x)=x—x>

56. Considere a fungdo f representada
graficamente por:

e

wo
=

=] :
3/ -10] 1 2

Represente graficamente a fungdo derivada
def.

57. Seja g a fungdo definida por:
g(x)= x> +4x
57.1. Utilizando a definicgdo de derivada
num ponto prove que g'(x)= 2X+4 .
57.2. Determine a equac¢do reduzida da
recta tangente ao gréfico de g:
a) no ponto de abcissa 1.
b) paralela ao eixo das abcissas.

58. No estao

representadas duas fungdes. A funcdo fe a

referencial da figura

sua derivada, a fungdo f*.
A ponto A pertence "
ao grafico de f/, tem “
ordenada 4 e a abcissa
é igual a abcissa do

ponto B que pertence

ao grafico de f.

Determine as S
coordenadas do ponto B,

sabendo que f(x)=x? —2x
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=  REGRAS DE DERIVAGAO

Sera possivel determinar a derivada de uma fun¢do soma, produto, diferenga,..., conhecendo as derivadas das

parcelas, factores, ...?

De seguida apresentamos algumas regras de derivacdao muito uteis na determina¢ao da funcao derivada.

Sejam f e g duas fung¢Bes derivaveis num conjunto A e sejam a constante real (a € R) e N uma constante natural

(neN).

Derivada de uma constante:

Seja f(x)=aentdo f'(x)=0

Exemplos: Para f(x)= —i e g(x)=+/5 temos

f'(x)=0 e g'(x)=0

Derivada do produto de uma constante por uma
fungao:

A fungdo y=cf(x)é derivavel em A e:

[cf ()} =cf*(x)

Exemplo: Seja f(x)=4x sabemos que f'(x)=4.
Consideremos agora a fungdo g(x)=5f(x).

Pela regra de derivagdo: g'(x)=[5f(x)}=5f'(x)=5x4=20

Por outro lado: g(x)=5f(x)=5x4x =20x
Logo: g'(x)=(20x)=20

Derivada da soma e diferenga de duas fungées:

Afungdo f +géderivavelem Ae:
(f+g)=f'+g'

Afungdo f —g éderivavelem Ae:
(f-gy=f'-g'

Exemplo: Sejam f(x)=4x e g(x)=x+1.
Pela regra de derivagdo:

(f+g)(x)= f'(x)+g'(x) = (@x)+(x+1)=4+1=5
Por outro lado: (f +g)x)= f(x)+g(x)=(4x)+(x+1)=5x+1
Logo: (f +g)(x)=(5x+1)=5

Derivada de um produto de fungdes:

Afungdo f xg é derivavelem Ae:
(fxg)=f'xg+fxg'

Exemplo: Sejam f(x)=4x e g(x)=x+1.

Pela regra de derivagdo:
(fxg)(x)=(@x)x(x +1)+(@x)x+1)=
=4x(x+1)+(4x)x1=8x+4

Derivada de uma poténcia natural:

Afuncdo f"é derivavelem Ae:
(f ")=n><f”_1>< f!

Exemplo: Sejam f(x)=5x> e g(x)=(2x—1)*.

Aplicando as regras de derivagdo:
(fY(x)= (Sx3 ): 5(x3 ): 5x3x x> =15x2

(9)(x)=|@x-1) |=2x(2x-1)* x(2x-1)
=2x(2x-1)x2=4(2x~1)=8x—4

Derivada de um quociente de fungdes:

o N .
Se g ndo se anula em A, a fungdo — é derivavel
g

(1}_f&g—fxq
g 9’

emAe:

Exemplo: Sejam f(x)=4x e g(x)=x>+1.
Reparemos que g(x) # 0 em todo o seu dominio.

Aplicando as regras de derivagdo:

oo (@xple” +1)- (1) 1)
g

(x2 +1)2
- 4X(X2 +1)—4xx2x _4x*+4-8x" _ —4x’+4
(XZ +1)2 (XZ +1)2 (Xz +1)2

Actividade de investiga¢do/exploragdo:

Demostre, usando a definicdo de derivada num ponto, cada uma das

regras de derivagao indicadas na tabela anterior.

(a) A regra de derivagao
da poténcia de expoente 2\/}
f
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expoente racional:

1

1

1

|

! .
' natural generaliza-se ao
1

1

1

1

1




Exercicios:

59. Determine a expressdo da fun¢do derivada de cada

uma das seguintes fungoes:

59.1. a(x)=-2x(3x-1)

59.3. ¢(x)= (1— X2 Xx3 -

59.5. (x)=x"

59.7. g(x)= (x —2x2)3

59.11. K(x)=3/x*+1
3
59.13. ==
m(x)=>
2
59.15. 0(X)= X

+3
59.17. q(x):—i

1

59.8. h(x):@]3

59.10. j(X)=2x4/x+1

59.12. I(x)=%2x-3

59.14. n(x):—x—x2

3x+1

59.16. p(X)=—

(x-1
59.18. r(x)z[l_—xj

2X

3

60. No referencial da figura esta parte da representagdo

grafica de uma funcdo f e a recta t que ¢ tangente ao

gréfico de f em dois pontos, um de abcissa 1 e outro de

abcissa a.
¥

Sab y 2x+5
ape-se que: y=—— -
a 5 2

Seja g a fung¢do definida por:

é uma equacdo darecta t.

g(x)=-2x* +3x

60.1. Determine (g + f)(1)

60.2. Determine a sabendo que: (g + f )'(a):

61. No referencial

da figura

estd a pa

&

5
rte da

representacdo grafica de uma fungdo f e a recta t que é

tangente ao grafico de f no ponto de abcissa -1.

Sabe-se que Y =X+3

é uma equacdo darecta t.

Determine (f xg)(-1)

sabendo que g(X)=—2X3 .

Y
i
7

/
/

i X

62. No referencial da figura,

as rectas sao representagdes \
graficas das fungBesres. 3N r
62.1. Seja j a fungdo definida o
por j(x)=2r(x). ’
Determine j'(4). o

/’12 0]

62.2. Determine (rxs)(0).

63. Na figura estd representado -
um prisma quadrangular regular. :

Admita que as dimensdes estdo
expressas em centimetros.
Atendendo a informacao dada
na figura, determine a

taxa de variagdo do volume para X = 4. &

64. Relativamente a uma funcgdo f, sabe-se quey =2x +5 é
uma equacdo da recta tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa 3.

Seja g definida por g(x) = (f(x))".
Determine g’(3).

65. Na figura esta representada
afungdof.

g [
Determine (?j'(l), "

sabendo que |

g(x)=-32-xf +3.

66. Considere a familia de fungGes reais de varidvel real de
dominio R, definida por:
f(x)=ax" , ac R e neN
Determine aen, sabendo que: f‘(1)=1e f‘(3)=9
67. Fagca um esboco de grafico de uma fun¢do que possa

corresponder ao grafico da fun¢do derivada de cada uma
das seguintes fungdes.

67.1. v 67.2. y
5 ! £ 2
AW M
1+/! L - ——
/; . ;oo
ER R SR TN 322-19% 123 *
,/
67.3. 67.4.
) y
I el
2.5 , ,/,\\
/1 0 1\ x 1/101 2 X
; | T "\
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=  DERIVADA DE MAIS ALGUMAS FUNGOES

> Derivada de fungGes compostas

i Funcdo composta (revisdo): Dadas duas funcdes

if e g, reais de varidvel real, em que os dominios
iséo, respectivamente, Dse Dy, chama-se fungao
composta f apods g a fungdo fog tal que:

(fog) (x) = f (g (X))
(D) = fx: X ED, A & (x) €DJ

Exercicios:
68. Considere as fungbes h, f e g, tais que:

h(x)=ﬁ; F)=x2-9 ; g(x)=+x

Caracterize as fungdes:
68.1. gof 68.2. ho f 68.3. foh

69. Indique duas fungdes, f e g, de modo que h= f o g, sendo:

69.1. h(x)=(x+1)>? 69.2. h(x)=2+/x—1

em X, é dada por:

(g fY(xo)=0'[f(xo)]x F'(xo)

Dadas duas fungdes f e g tais que Xo € Dyor, f é derivavel
em X, e g é derivavel em f(X,), entdo a derivada de gof

Exemplo: Sejam f(x)=x? —2x e g(x)=x".

Consideremos agora a fungdio h=(go f).

Qual é o valor de h'(-1)?

* Pela regra de derivagdo anterior: h'(—1)=g'[f(~1)]x f'(~1)

f'(x)=2x—2 entdo f'(-1)=—2-2=-4.
g'(x)=4x*> entdo g'(f(-1))=g'(3)=4x3%=108.
Assim: h'(-=1)=g'[f(~1)]x f'(~1)=108x(-4)=—432

* Por outro lado: h(x)=(go f Xx)=g(f(x))= (x2 —2x)4

Aplicando a regra da derivada de uma poténcia:
h'(x) = [(x2 —2x)4 }': 4x (x2 —2x)3 x(x2 —2x)=
=4><<x2 —2x)3 x(2x—2)

Logo:

h(—1)=ax (12 —2x (1)} x (2x(~1)-2)=

=4x27x(~4)=-432

Aregra (fPY =nfr-1f éum
caso particular de aplicaggo da
regra da derivada da fungéo
composta.

@ De f'(x) = 4x® conclui-se
que f'[g(x)] =4 [gx)]3.

70. Na figura est4 parte da N y
representacdo grafica da fungdo f N\ 3
de dominio R. R
Seja g a fung¢do definida por log,x. \\\
Determine: 5 0\\\ &
70.1. (fof)4) |
70.2. (f - )0,25) J e |

71. Determine (ho j)(x), sendo:

711 h(x)=x® e j(x)=-2x+1.

2
71.2. hix)= j(x)=x-3
(X)=rg & i)
71.3. h(x)=3-x+2 e j(x)=x
x—1
71.4. h(x)=x> e j(X)zX—

71.5. h(x)= X:1 e j(X)=vx.

72. Aplique a regra de derivagdo da fungdo
composta para determinar f ‘(x), sendo:

72.1. f(X)=(3x-1y

1
72.2. f(X)=
Vv3-—X
73. Na figura estdo representadas uma funcgdo f e

uma recta t tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa 1.

X 1
Sabe-se que y=5+5 é uma equacdo da rectat.

Sendo g a fungdo definida por g(X)z Jx ,
determine (go )(1).




> Derivada de fung¢Ges exponenciais
Consideremos a fungao real de variavel real definida por:

Aplicando a defini¢do de derivada de uma fun¢do num ponto vem:

) ex+h _ex ) ex Xeh _ex ) eh -1
f'(x)=lim =lim =e*lim
h—0 h h—0 h h—0

=e*x1=¢"

Entdo f‘(x)=¢€", V xeRouseja (e*)'=¢e*

Vejamos agora mais duas fungdes exponenciais:

23 calculemos g'(x).

*Seja g(x)=e
g'(x)=(e*?)" Recorrendo a derivada da fungdo composta:
h(x)=e* e u=2x—3.Sabe-se que h'(x)=e* e u'=2
Entdo:

g'(x)=@*3)=(h(u)y=h'(u)xu'=e*>x2

* Seja h(x)=3%, calculemos h'(x).
Sabemos que 3" pode ser escrito na forma de exponencial de
basee: 3% =e"C) = g3

Assim, (3%)'=(e*"")' =(xIn3)xe " =In3xe™" =In3x3*

Resumidamente temos:
(eX )l — eX

(a*)'=a*xlna

(eu )v — ureu

(@")'=u'xa" xIna

> Derivada de fung¢oes logaritmicas
Consideremos a funcgio real de variavel real definida por: f(X) = Inx
Aplicando a defini¢do de derivada de uma fun¢do num ponto:

X+h h
In—— |I’l(1+j
f'(x):Iimln(x+h)_|n(x)zlim X _lim— 2/
h—0 h h—»0 | h—0 D
X
In(thlj
xh>o h Fazendo y=—,h—>0=>y—>0e
X X
f.(x)zlan:lxl:l LOgO, (lnX)‘Il
Xy-0 Yy X X X

Aplicando a regra da derivada da fungdo composta e as
propriedades dos logaritmos conseguimos encontrar as restantes
regras.

Resumidamente temos:

(inxy =

o
(Inu):U

1
Xxlna

ul
uxlna

(log, x) = (log, u)=

f(x) = €

(e = ndmero de Neper)

O numero e (numero de Neper) pode
ser definido como a base de uma
funcao exponencial cuja derivada é a
propria fungdo.

(e*)=¢e
— Na 112 classe, o niUmero irracional
e foi

1 n
sucessdo (1+—j .

definido como o limite da

n

Exercicios:
74. Determine a expressdo da fungdo

derivada de cada uma das seguintes

fungGes:
1

X
74.1. a(x)=e 3 74.2. b(x)= e 3

1

743. ¢(x)=3 *  74.4.d(x)=2"%
74.5. f(x)=x%e” 74.6.
xzr X -1
g(x) ===
T

74.7. h(x)=2*"3
74.9. j(x)=In(x—x?)
74.11. 1(x) =log, (vx
74.12. m(x)=log, (x* —3)

-3
74.13. n(x) = |og 1 (H)

2

74.14. o(x)=e*In’ x
74.15. p(x)=+/Inx>

75. Caracterize a fun¢do derivada da fungdo

74.8. i(x)=1In(3x)
74.10. k(x)=xInx

f, sendo:
X
75.1. f(x)= ex se x<0
—-e"+2 se x=0
e* -1
se X<O0
75.2. f(x)=+ 2X
X
3x2+5 se x>0

75.3. f(X)=1+]nX

76. Considere a funcgdo f definida por

f(x)=xIn(x)—x.
76.1. Resolva a equacdo f(x) = 0.
76.2. Mostre que f'(x)=In(x) , VxeR.
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Determine j'(1).

Exercicios: 79. A recta que se encontra J
77. Seja I a recta paralela a recta y = 2x e tangente a0 | "eéPresentada, noreferencial da \\\
grafico da fungdo f no ponto P. ; figura, € uma representacéo \x\
Y // grafica da funcdo f.
y ;
Determine as coordenadas //_/ Seja g a fungdo definida por \
de P, sabendo que f(x)=¢* s/ g9(x)=log ,(f(x)) i 1
P 79.1. Qual o dominio de g? - 2
. // 79.2. Mostre que ¢'(1)e R,
.”//I/
B //0 7 80. No referencial da figura estd parte da representagdo
' grafica da funcdo g y
78. Na figura encontra-se parte de uma representacio | definida por: 1'\.
grafica dafuncdohea 3 2 \
- v} g(x)= A

recta tangente ao grafico h/ X TN,
no ponto de abcissa 1. ////!/ A recta tangente ao gréfico e e
Seja j a fungdo tal que L I SU———— ; ,/’// de g no ponto de abcissa 1 ; e

b T intersecta o eixo das i

)= 3V = # *
j(x)=3 O,/ 1 . ordenadas no ponto A. 0 1 X
i}
4

2
e
Mostre que a ordenada do ponto A é |n[7j .

= MONOTONIA E EXTREMOS DE UMA FUNCAO // SINAL DA SUA DERIVADA

A funcdo derivada de uma fung¢do é uma ferramenta Util para a determinac¢do dos intervalos em que a fungdo é

monadtona e para localizar eventuais extremos (maximos e minimos) relativos ou absolutos.

De um modo geral, sendo ]a, b[ um intervalo contido no dominio da uma funcggo f:

v

m >0
f(x,) >0

—_

0] a x b X

A

m<0
() <0

\

0 a Xo b ®

¥y - m=0
i flx)=0

0 a b

Se uma fungdo tem derivada
positiva em qualquer ponto do
intervalo ]a, b[, entdo a fungdo é
estritamente  crescente  nesse
intervalo.

Se uma fungdo tem derivada
negativa em qualquer ponto do
intervalo ]a, b[, entdo a funcdo é
estritamente decrescente nesse
intervalo.

Se uma fun¢do tem derivada nula
em qualquer ponto do intervalo
la, b[, entdo a funcdo é constante
nesse intervalo.

Exemplo 1: Consideremos a fungdo f real de varidvel real tal que f(X)=(X—1)2 +2:

1.1. Estudemos a monotonia e a existéncia de extremos da fungao.

Resolugdo: A funcdo f é uma fungdo quadratica cujo grafico é uma

pardbola com concavidade voltada para cima, com vértice em (1, 2) e
ordenada na origem 3 ( f(O)z(O—l)2 +2=3).

Da andlise do esbogo do grafico podemos concluir que:

f é estritamente decrescente em ]—00,1],

f é estritamente crescente em [1,+oo[,

f é tem um minimo absoluto para X =1 que é 2.
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1.2. Estudemos, agora, a monotonia e a existéncia de extremos da fungdo, utilizando apenas a sua derivada.

Resolugdo: f(X)=(x—1f +2< f(x)=x* —2x+3entdo: f'(x)=2x-2

Como vimos anteriormente existe uma relagdo entre a monotonia da fungdo e o sinal da sua derivada, estudemos entdo o
sinal da derivada.

f'(X)=0<2x—2=02x=2<>Xx=1 *

Trata-se de uma fungdo afim com declive positivo (m = 2) e por isso crescente e com zero em X = 1.
Coloquemos essa informagdo numa tabela:

X —0 1 +oo Da tabela resulta:

fe - 0 + f é estritamente decrescente em ]—00,1],

< f \ minimo /v f é estritamente crescente em [1,+oo[,

f é tem um minimo absoluto para x =1 que é 2
Como f é uma fungdo continua derivavel em todo o seu

f(1)=(1-1f +2=2).
dominio podemos concluir que no intervalo em que a derivada é ( ( ) ( )2 )
negativa fungdo é decrescente, no intervalo em que a derivada é
positiva a fungdo é crescente e que no zero da derivada a fungdo

tem um minimo (para x = 1).

Seja D o dominio de uma funcg3o f real de variavel real e c € D:

Se f é continua em C e f* muda de sinal em ¢, entdo f(c) é um extremo: Se f é descontinua em ¢ é
necessario fazer o estudo caso a
‘\r ‘L' Y . . ~
B - caso, atendendo a definicdo de
N ‘ extremos.
AN e A
S )As
Hlab =T, Fle) pmmmmmnns ) i
g : Nig :» 13 -4 !
y : S ‘ 157 |
} k ' 71 O !
- > fé;.‘is-z-yqiz‘s‘&s's'?
0 v x ¢ ) -2
i 13
f(c), € maximo se f*, passa de| f(c), € minimo se [, passa de ::g
positiva a negativa. negativa a positiva. S 6

2
X*—=2X
Exemplo 2: Estudemos a monotonia e os extremos da func¢do f definida por: f(X)= :

X+1
Resolugdo: O dominio da fungdo D ={X e R: x + 1 # 0} = R\{-1}
f(x)= x> —2x ,_(2x—2)(x+1)—(x2—2x)_x2+2x—2
X+1 (x+1) (x+1y
Zeros da fungdo derivada: f'(X)=O<:>X2 +2X-2=0 A Xx=#-1
X —2+.J4+8 —2+243
Extremos:
<:>X=—1+\/§ \% X=—1—\/§
\/_ \/_ . f(—l—ﬁ)z—7,5 é maximo relativo.
Zerosdef: —1+43 v —1-43 N3o é maximo absoluto porque:
X > 1- 3 -1 —1+43 +o0 X2 —2x
lim f(x)= lim =
fe + 0 + s.s. _ 0 + X—>+00 x—4+0 X+1
f / Max. \ s.s. \ min. / . f(—1+\/§)z —0,5 é minimo relativo.
Intervalos de monotonia- N&o é minimo absoluto porque:
2
« f é crescente nos intervalos ]—oo , —1—\/3] e [—1+J§ , +oo[; lim f(x)= lim X Z2X
X——00 x—>—0 X4+1
« f é decrescente nos intervalos [—1—\/5 , —1[ e ]»1 , —1+\/§].
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Exercicios:
81. Na figura esta representada graficamente uma
funcdo f de dominio R.

As rectas ty, t, e t; sdo tangentes ao grafico e paralelas
a Ox.

Indique o conjunto !
solugdo das !

seguintes condigdes.

81.1. f'(x)=0 3

812, f'(x)<0 S -
81.3. f'(X)xf(2)>0

82. Nas figuras seguintes, apenas num dos referenciais
se encontram representadas duas fungGes em que
uma é a derivada da outra.

Indique em qual dos referenciais isso acontece e
identifique a funcdo e a derivada.

Iy ]
I /
\ Y v/
/ E'.. /
Y
1 ,/‘;' /"‘,_‘
\N_ /
g X af X
/
83. Seja f a funcio definida por: f(x)= XX

83.1. Caracterize afuncdo derivada def.
83.2. Mostre, por processos analiticos, que a fungdo f é
crescente em todo o seu dominio.

84. Em relacdo a uma funcgdo f, indique se s3o verdadeiras ou
falsas as seguintes afirmacdes.

I.Se f'(a)=0, entéo f é continua em x = a.

Il. Se f'(a)= 0, entdo existe um extremo em X = a.

lll. Se em X = a existe um extremo, entdo f‘(a)= 0.

IV. Se em X = a existe um extremo e f'(a)e R ent3o f'(a)=0
85. Estude a fungdo g quanto aos intervalos de monotonia e
extremos, sendo:

85.1. g(x)=—x>+3x+1  85.2. g(x)=x%e>

3 o
85.3. g(x):—?+ xX*+2  85.4. g(x):7
85.5. g(x)=x Inx 85.6. g(x)zlnTX
2X
86. Seja g a fung¢do de dominio R, definida por: g(x) =—
e" =X

Estude a fungdo g quanto a intervalos de monotonia e a
extremos.

87. Considere a fungdo g definida por:
9(x)= In(xz) se x<0
e +x se x>0

Estude a fungcdo g quanto aos intervalos de monotonia e
extremos.

88. Considere a funcgdo f tal que: f(X)= ez><—x2

88.1. Estude os intervalos de monotonia e os extremos de f.
88.2. Mostre, que a recta X = 1 é um eixo de simetria de
grafico da funcdo f.

= CONCAVIDADE E SEGUNDA DERIVADA DE UMA FUNCAO Vif
As expressdes “concavidade voltada para cima” e “concavidade Cocgﬂ\;igjde
voltada para baixo” ja fazem parte do vocabuldrio utilizado para P para cima
caracterizar graficos de fung¢bes, nomeadamente quando nos l ]
referimos aos graficos de fun¢des quadraticas. Mas, como vamos / " Concavidade .
ver, estas expressdes podem ser aplicadas aos graficos de outras 4 pgﬁ,ﬁtsgiio X
fungodes. : :
Sendo f uma func¢3o continua e derivavel: 0 a b ¢ x

* Diz-se que o grafico de f tem concavidade voltada para cima

num intervalo se, nesse intervalo, o grafico se encontra acima de
qgualquer uma das rectas tangentes em pontos desse intervalo.

Analisando o grafico concluimos que:
- tem concavidade voltada para cima no
intervalo ]a, b];

* Diz-se que o gréfico de f tem concavidade voltada para baixo | _ tem concavidade voltada para baixo no

num intervalo se, nesse intervalo, o grafico se encontra abaixo de | intervalo [b, c[;

gualquer uma das rectas tangentes em pontos desse intervalo. - a funcdo tem um ponto de inflexdo em X = b.

* Diz-se que f tem um ponto de inflexdo para X = b (b € Df) se o

grafico muda o sentido da concavidade no ponto (b, f(b)).
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Vamos, agora estudar como determinar o sentido da concavidade e os pontos de inflexdao usando a segunda
derivada.

A monotonia de uma fungéo f, num intervalo Seja f uma funcio derivavel duas vezes:

em que f é derivavel, estd relacionada com o
. . . y y
sinal de f’ nesse intervalo e a monotonia de

f’ esta relacionada com o sinal de f ", \

Seja f uma funcdo continua. Os pontos de
inflexdo de f ocorrem:
* nos zeros de segunda derivada onde haja

uma mudanga de sinal; 0 x 0 x

* nos pontos onde ndo exista segunda f tem concavidade voltada| f tem concavidade voltada para

derivada, se numa vizinhanca a direita desses

para cima baixo
pontos existir segunda derivada e assumir | /" é crescente f é decrescente
valores de sinal diferente. /" é positiva /7’ é negativa

Exemplos: Estudemos a concavidade e a existéncia de pontos de inflexdo dos graficos das seguintes fungdes:

1 2

= X se x<1
f(x)=2-x3 X)=
) 9(x) {—x2+2 se x>1

Resolugao: . .
f é continua. XII'I, g(x)= XIE‘} 9(x)=9()
1 5 ) .
' 1 =-1 1 -= g e continua.
f (x):—§x3 :—gx 3 2x  se x<1
g'(x)=
) 5 -2x se x>1
N 1 2 =1 2 -
f'(x)=—=x|-=|xx 3 ==x3 2 se x<1
3 3 9 g"(x):
-2 se x>1
f"(X)zO é impossivel e Df”’ = R\{0}
X —0 1 o0
X —0 0 )
g’ + S.S. -
fo - S.s. +
i /\ Pl | \/ g | \/ TR VA
O grafico de f: O gréfico de g-
* tem concavidade voltada para baixo em ]—oo , 0]; « tem concavidade voltada para cima em ]_OO , 1];
* tem concavidade voltada para cima em [0 ) +°0[- * tem concavidade voltada para baixo em [1 , +oo[.
» tem ponto de inflexdo em (0, 2). * tem ponto de inflexdo em (1, 1).

> O Sinal da segunda derivada e os extremos da fungdo

Seja f uma funcdo duas vezes derivavel numa vizinhanga de a.
Se no ponto a se tem f’(a) =0e f”’(a) > 0, a fungdo tem um minimo para x = a.
Se no ponto a se tem f’(a) =0 e f"’(a) < 0, a fungdo tem um mdximo para x = a.

yT y
\ / No ponto de abcissa a areta tangente é
horizontal (f'(a) = 0) e a concavidade
esta voltada para cima (f"(a) > 0). f»*:—-\\ .
Vd t;,
No ponto de abcissa a a reta tangente é ;’,-"’ \x,,
H horizontal (f'(a) = 0) e a concavidade / A
est4 voltada para baixo (f*(a) < 0). / ’ \
0 a X 0 j a ‘*,0 &
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Exercicios:

89. Determine f”’(x), sendo: ~ 89.1. f(x)=In?x

X2

x-1

89.2. f(x)= 89.3. f(x)=x+27"

90. Um corpo é langado na vertical, de baixo para cima,
sendo a altura h, em metros, a que se encontra o corpo
decorridos t segundos ap6s o langamento, dada pela
expressdo: h(t)=-t* +7t+1

90.1. Qual a velocidade do corpo no instante t =27
90.2. Determine a aceleragdo em:

a)t=2 b)t=5

91. Na figura esta representada uma fungdo f.
Estdo assinalados alguns pontos que pertencem ao grafico
de f. Por observagdo da figura, indique o sinal de:

P 91.1. f'(a)x f"(a)
/ 91.2. f"(b)x f'(c)
' S\ 913, f(b)x f(c)
L e1a. f(c)+f(d)
N\ L
2 b ol ¢ d x

92. Estude o sentido das concavidades e os pontos de
inflexdo do grafico de f, sendo:

92.1. f(x)=x*-2x*-2  92.2. f(x)=(x—1)*
92.3. f(x)= In(x2 +1) 92.4. f(x)= e"(x2 —x)

93. De uma funcdo f de dominio R’, sabe-se que a sua

derivada f” é definida por:  f'(x)= 1-;Inx
X

Estude f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico
e a existéncia de pontos de inflexdo.

94. Seja f uma funcdo cujo gréafico tem um ponto de inflexdo
de abcissa -1.

Qual dos seguintes graficos pode ser o da segunda derivada
de f?

Justifique a resposta.

95. Seja f a fungdo de dominio IR, definida por f(x)= xel™

95.1. Mostre que f'"(x)= (4X3 —6x)el_xz.
95.2. Estude o sentido da concavidade e a existéncia de
pontos de inflexdo do grafico de f.

96. Seja f a funcgdo de dominio IR definida por:
X

f(x)=2x>—e 2.
Determine a abcissa do Unico ponto de inflexdo do grafico
def.

=  ESTUDO ANALITICO DE FUNCOES

Com os conceitos de cdlculo diferencial
estudados neste tema, é possivel, neste
momento, por via analitica, ampliar o estudo das
fungodes.

Entre outras caracteristicas, o estudo de limites,
da continuidade, da existéncia de assimptotas, da
derivabilidade e da paridade permite um
conhecimento mais pormenorizado da fungdo ou
de uma sua restricdo que, em muitos casos e
como ja foi visto, modelam situacdes reais.

A tecnologia grafica hoje ao nosso dispor
constitui uma ajuda preciosa nesta matéria.

A representacdo gréfica das fungbes nas
calculadoras graficas deve servir de apoio ao
estudo da funcdo.

Estudo de uma funcdo:

* Determinar o dominio;
* Estudar a continuidade da fungao;

* Determinar as coordenadas dos pontos de intersec¢do
do gréfico da fungdo com os eixos coordenados;

* Estudar a paridade;

* Determinar os extremos e estudar a monotonia da
funcdo (estudo do sinal da primeira derivada);

» Estudar o sentido da concavidade e existéncia de
pontos de inflexdo do gréfico da funcdo (estudo do sinal
da segunda derivada);

* Determinar equagbes da assimptotas do grafico da
fungao;
» Determinar o contradominio;

* Representacgao gréfica.
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Exemplo: Estudemos a fungdo real de variavel real:
f(x)=xe*

Resolugdo:

* Dominio: R

« Continuidade: a fungdo é continua em R

* Intersec¢do com eixos:

f(x)=0<=x* =0 x=0

Intersecgdo do grafico com o eixo Ox: (0, 0)
f(0)=0xe’ =0

Intersecgdo do grafico com o eixo Oy: (0, 0)

* Paridade:

f(=x)=(x)e™) =—xe ™

A funcdo nao é par nem é impar.

* Intervalos de monotonia e extremos:
f'(x)=e* +xe* =e*(1+x)

f'(X)=0=e*(1+x)=0=1+x=0cx=-1

X —0 -1 —+00
fe - 0 +
f ~ min —

- 1 1
f(-1)=—e™' =—= . O minimo da fungdo é —=.
e e

« Concavidades. Pontos de inflexdo:
fr(x)=e*(1+x)+e* =e*(2+x)

f'(X)=0=e*(2+x)=0=2+x=0=x=-2
X —00 -2 +00
fo - 0 +
f !/ \| pi \/

2

2
O ponto P (— 2,—
e

jé o ponto de inflexao do gréfico.

* Assimptotas:
O gréfico da fungdo ndo tem assimptotas verticais.

N3o verticais: y =mx + b

Exercicios:

97. Estude e represente graficamente a fungao definida por:

X x* —X
97.1. f(x)= 97.2. f(x)=
) X2 +1 ) 2-x
3x X2 +X+1
97.3. f(x)= 97.4. f(x)=——
*) (x—1Y *) 2x+1
1 e
97.5. f(x)=x+In= 97.6. f(x)=—
X X
e)(
97.7. f(x)=— 97.8. f(x)=xe* —e*
e"+1

98. Relativamente a funcgdo f sabe-se que:
e lim f(x)=2 ¢ lim f(x)=4
X—>—00

X—>+00

« satisfaz a tabela:

X —0 -1 4 +o0
f + 0 - 0 +
f 3 -2

98.1. Complete a tabela.
98.2. f é continua? Justifique.

98.3. Escreva uma equacdo da recta tangente ao gréfico de f

no ponto de abcissa -1.
98.4. Esboce um possivel gréafico de f.
98.5. Qual o contradominio de f?

99. Esboce um possivel grafico da fungdo f, sabendo que:

99.1. 99.2.
* tem dominio R\{0} o tem dominio R\{1}
e é impar e X =1 é assimptota
* X =0 é uma assimptota . f'(X)< 0, WVxeR\{,3}
« lim [f(x)-x]=0 - f'(3)=0
X—>+00
«f"(x)>0, VxeR' o lim f(x)=2
X—1"
99.3.
e tem dominio R * X =2 é assimptota vertical
«f'(x)>0, VxeR\{2}

m= lim M
X—Fo X

b= lim [f(x)—mx]

X—>too

Seja X — +w©

) (X): lim ﬂ

lim = lim e* =+
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00
Seja X —> -0

o f(x oxe*

lim Q:Im = lim e* =0
X—>—o X X—=—0 X X—>—00

Sem=0vem:

b= lim f(x)= lim (xex)(i) lim (—ye‘y):— lim 2 =0

X——c0 X—>—0 y—>+0 y—>+oa¥
(@ y=—X&X=-y X—>-0=Y—>+0

Arectay = 0 é assimptota horizontal quando: X — -0

* Grafico e contradominio:
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=  MODELAGCAO E OPTIMIZAGCAO

Muitos fendmenos de Fisica, Economia, Sociologia e muitas outras ciéncias tém como modelo matematico uma

funcdo. Estes modelos matematicos permitem resolver alguns problemas, fazer projec¢des a curto ou a médio

prazo e/ou determinacdo de valores ptimos.

Exemplo 1: Um agricultor tem 8100 mil dobras para gastar na vedagdo de duas cercas
continuas, rectangulares e iguais, junto a um rio, como se mostra na figura.
A vedacgdo dos trés lados perpendiculares ao rio custa 90 mil dobras o metro, enquanto que

vedar o lado paralelo ao rio custa 80 mil dobras o metro.

Quais devem ser as dimensdes das cercas de modo a que a drea destas seja maxima?

Resolugdo: Pretende-se optimizar a area das cercas.
Comecemos por fazer um desenho e identificar as varidveis
Independentes.

-«

Y ——— Y —

Seja: X = comprimento de um lado perpendicular ao rio;

y = comp. de um lado, de uma cerca, paralelo ao rio.
Estamos condicionados pelo custo da vedacdo e pelo dinheiro
disponivel.

10-27x
3Xx90+2yx80=8100 < y=om0 27X

T

Custo da vedagao Custo da vedagao
dos lados do lado paralelo

perpendiculares ao rio. ao rio.

A drea A é dada por A = 2xy; escrevendo a area em fungdo de X,
vem:

_ _ 2
810-27Xx A(X)=810x 27X

A(X)=2X>< ou
8
Calculando 4 ’(x), vem:

A(x) =804 A =0 x=15

Estudemos a variacdo da fungdo area A.

X 0 15
A’ + 0 -
A _ Max ~
10—27x1
x=15 y:801—67X5:25,3125

Verificagdo: 3x15x90+2x%25,3125x80 = 8100
Logo as dimensdes da cerca que conduzem a drea maxima sido
X=15mey=25,3125m.
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Exercicios:

100. Um terreno tem a forma de um semicirculo de
raio 20m. Pretende-se fazer um jardim com a forma
de um rectangulo, em que um dos lados esta sobre o
diametro do semicirculo e os vértices do lado oposto

pertencem a circunferéncia.
40 m

100.1. Determine as dimensdes do jardim de modo
gue a sua area seja maxima.
100.2. Qual é a drea maxima do jardim?

101. O modelo matemadtico encontrado para

descrever o arco de entrada num tunel,
representado no referencial o.n. xOy, é dado pela

funcgao: yr

101.1. Resolva a equagio f'(x)=0 e interprete o
valor encontrado no contexto do problema.

101.2. Determine a distancia do segmento [A, B] (a
largura da entrada no tunel)

102. Numa fabrica, o custo total da producdo mensal
de g centenas de pegas, expresso em milhares de
dobras, é dado por

C(q)=9> —129° +21q +1000.
102. 1. Determine a fungdo C'(g), custo marginal, e

calcule o seu valor para 6 centenas de pegas.
102.2. Estude a variagdo do custo total, no intervalo
10, 8[. Qual o numero de pegas que aconselha ao

fabricante para que o custo total seja minimo.




Exemplo 2: A pilha de Volta foi o primeiro gerador estatico de energia eléctrica. O criador, o fisico italiano

Alessandro Volta, viveu entre 1745 e 1827.

A poténcia fornecida por uma pilha de Volta é dada, em determinada unidade, por: p =

sendo E # 0 uma forga electromotriz constante.

r é uma resisténcia interna e R é uma resisténcia externa, r>0, R>0.

2.1. Mostre que a poténcia é maxima quando R =r.
2.2. Determine a maior poténcia que é possivel obter.

Resolugao:

2.1. Tem-se: (a) vamos derivar em ordem a R.

(

r+R)? (r+R)
_E*(r+R)’ -2(r+R)E*R _E*(r+R)fr+R-2R) _
- (r+R)* - (r+R)* -
_E’(r-R)
~ (r+R)?

Atendendo a que E #0,
pP(R)=0=E*(r-R)=0<r-R=0<r=R

Se R <rtem-ser—R >0 e, portanto, p (R)>0.

Se R >rtem-se r—R <0 e, portanto, p (R)<O0.

Portanto p toma o valor maximo quando R =r.

2.2. O maior que a maior poténcia pode tomar é p(r):
(r)= E*’ _E’r_ E?
(r+r)> 4r? 4r

EZR
(r+R)?

106. Admite que a concentragdo de um produto quimico na
agua, em gramas por litro, t minutos apds a sua colocagdo
na agua, é dada, aproximadamente, por:

C(t): 0,5t2xe™ comt>0
106.1. Mostra que, durante os primeiros 15 minutos apds a
colocacgdo desse produto quimico na agua, houve, pelo
menos, um instante em que a concentragao do produto foi
de 13 gramas por litro. (se utilizar a calculadora para
eventuais calculos numéricos, sempre que proceder a
arredondamentos use trés casas decimais)
106.2. Determina o valor de t para o qual a concentragdo
desse produto quimico na agua é maxima.

107. Os cilindros e o cone tém a base assente no mesmo
plano e as respectivas alturas contidas na mesma recta.
O cone tem de altura 60 cm e

raio da base 10 cm.

Determine o volume méximo
do cilindro que se pode inscrever
o cone.

Exercicios:

103. Admita que a altura do nivel da agua, em metros,

num reservatério é dada, durante 15 minutos e a partir
de um certo instante, pela expressdo:

4t — 60

h(t) =210

com t em minutos.

103.1. Mostre, por processos analiticos, que durante
0s 15 minutos o reservatdrio estd a esvaziar.

103.2. Qual a taxa de variagdo da altura do nivel da
agua no instante t = 10?

104. Admite que um forno elétrico foi ligado as 11
horas de um determinado dia. Passado algum tempo
apos ter sido ligado, houve uma falha de energia.

A temperatura dentro do forno, C, em graus

centigrados, é dada por
C(t)=20+150txe %,

em que té otempo, em horas, a partir do instante em

t>0,

que o forno foi ligado.

104.1. Qual foi a temperatura a que o forno se
encontrava no momento de ser ligado.

104.2. Determina a hora em que ocorreu a falha de
energia (nota que a temperatura cresceu até um
determinado valor e aquando da falha de energia
comegou a decrescer).

Apresenta o resultado em horas e minutos.

105. Uma rampa de desportos radicais foi construida
entre duas paredes A e B, distanciadas de 10 metros,
como se mostra na figura.

h(x)

Considera a funcdo h ,10m |

definida por

h(x)=15—4In(—x* + 10x +11)..

Admite que h(x) é a altura, em metros, do ponto da
rampa situado X metros a direita da parede A.

105.1. Determina a altura da parede A. Apresenta o
resultado em metros, arredondado as décimas.

105.2. Estuda a func¢do h quanto a monotonia e conclui
dai que, tal como a figura sugere, é num ponto
equidistante das duas paredes que a altura da rampa é
minima.
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TEMA 3
TRIGONOMETRIA

INTRODUCAO

Ao longo do ano em diversos momentos foram referidos modelos matematicos e o processo de modelacgado
matematica. Mas o que é, afinal, o processo de modelagdo matematica? Apresentamos uma possibilidade!

Escolher T Enunciar
- Escolher bl

problema hipbteses problema
real matematico

Comparar Resolvé-lo usando
pa Interpretar o
com a - técnicas
e a solugdo o
realidade matematicas

Elaborar relatério
(usar as conclusdes para
explicar, predizer, decidir, ...

O inicio do processo é a escolha de um problema real que pode estar mais ou menos (in)definido. Em
seguida ha que selecionar hipdteses: considera-se o atrito ou despreza-se, considera-se a espessura do
material ou despreza-se, etc. A validade das conclusGes dependem exactamente das hipdteses que
consideramos. Posteriormente estamos em condi¢cdes de enunciar o problema matematico propriamente
dito: que (in)equacgGes ha a resolver, quais sdo as variaveis, o que é constante, etc. A partir daqui, em
principio sera clara a técnica matematica que pode ser usada, embora possa ndo ser simples chegar a
solugdo. Finalmente hd que redigir um relatério em que a solugdo do problema é usada para explicar o
fendmeno, ou prever a evolugdo futura, ou para servir de suporte a uma tomada de decisbes. A
comunica¢do sob a forma matemadtica é uma ferramenta importante nos dias de hoje para todos os

cientistas e investigadores.
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FUNCOES TRIGONOMETRICAS COMO FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

As razbes trigonométricas podem ser vistas, ndo s6 como relagdes entre os comprimentos dos lados e as
amplitudes dos angulos de tridngulos rectangulos, mas também como correspondéncias univocas, em que a
cada amplitude X (em radianos) de um angulo corresponde uma razdo trigonométrica dessa amplitude Xx.

Na 11.2 classe as razbes trigonométricas foram também '
associadas ao circulo trigonométrico, circulo de raio 1 com o
centro a coincidir com a origem do referencial, que nos 7 ven(ce)=0.83

cos{ct)=0.55

permite visualizar as razées trigonométricas, como é o caso do

()83

tela)=p===1.5

0ss

seno, co-seno e tangente.

Visualizagdo das razdes trigonométricas no circulo
trigonométrico para um determinado angulo.

Imagine um ponto que se movimenta sobre a circunferéncia (por exemplo, ponto A na figura acima). A cada
angulo, X, em radianos, que esse ponto define podemos fazer corresponder uma das razdes trigonométricas, ou
seja, cada posicao deste ponto da-nos um ponto no grafico da funcdo trigonométrica.

Como as amplitudes, em radianos, bem como os valores correspondentes das razdes trigonométricas, sao
numeros reais, estamos a definir funcdes reais de varidvel real.

Neste caso, dizemos que estamos perante fungbes trigonométricas.
Uma concretizagdo da descricdo do movimento de um ponto numa circunferéncia é a tarefa seguinte:

Tarefa: Na figura esta representada, num referencial ortonormado (0.n.) xQy, um arco de circunferéncia AB, de centro na
origem do referencial. O ponto Q move-se ao longo desse arco.

A

Os pontos P e R, situados sobre os eixos Ox e Qy, respectivamente, acompanham o *

. . B
movimento do ponto Q, de tal forma que o segmento de recta [PQ ] é sempre paralelo ao N Y
eixo Oy e o segmento [QR] é sempre paralelo ao eixo OX.
Para cada posi¢do do ponto Q, seja X a amplitude do angulo AOQ e seja h(x) a area da
regido sombreada. % R

o) P A x

Qual dos graficos seguintes a fungio h?

(D)
(A) (B)
y

(S R
=y

o| zx 0’

~ . T . . .
Resolugdo: Vejamos que para x=0e para X =-—, a area sombreada corresponde a um quarto de circunferéncia,
2

amplitudes para as quais a drea é maxima. Assim, as opcdes possiveis serdo a resposta (B) e (D), onde o extremo dos

intervalos sdo maximizantes da fung&o. Contudo e como pordemos observar na figura a drea sombreada até y _ 7 diminui,
4

mas nunca chega a atingir o zero (existe sempre parte a sombreado!), pelo que a resposta correcta é a alinea (D).
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Para resolver:
1. Na figura estd representado um hexagono regular, inscrito no circulo trigonométrico.

Determine:

1.1.sin AOB 1.2. cos AOC 1.3. tan AOE

2. Considere uma circunferéncia de centro C e raio 1, tangente a uma rectar.

Um ponto P comeca a deslocar-se sobre a circunferéncia, no sentido indicado na figura.

Inicialmente o ponto P encontra-se a distancia de 2 unidades da recta r.

Seja d(a) a distancia de P a r, apds uma rotacdo de amplitude ¢« . Qual das igualdades seguintes é verdadeira para
aualauer real bositivo «x ?
(A) d(a) =1+cosa (B) d(a) =2+ sena

(C) d(a) =1-cosa (D) d(ex) =2—sena

=  FUNGAO SENO

A partir do circulo

trigonométrico podemos
construir,
geometricamente, o

grafico da fungdo y= sin
X

Para cada valor de x € [ 0, 2mt [, sin X é a ordenada do ponto intersec¢do do lado extremidade do angulo com o
circulo trigonométrico. Podemos continuar este estudo para angulos cujas amplitudes sejam maiores ou igual a
21t e para amplitudes negativas. Assim podemos concluir que para a fungao seno:

eD;=1IR Para resolver:
. Df’ =[-1,1] 3. Copsiderg a funcdo g, definida por
g(X)=sinx no intervalo [— 47;;—2;;].

e £ uma fungo impar pois sin(—x) =—sin x, Vx € IR . . .
Indica, em relagdo a fung¢do g:

(o grafico é simétrico em relagdo a origem do referencial) e extremos;

e E uma fung3o periddica pois sin(2kz + x) =sinx, Vxe IR, keZ *  zeros;

. . , , e sinal;
Para k =1 obtém-se 2 a que se da o nome de periodo minimo !

. . e intervalos de monotonia.
o A expressdo geral dos zeros é: X =kz, keZ
4. Determine se as fungOes definidas pelas

e A funcdo é positiva em ]2k7r, T+ 2k7z[ keZ seguintes expressdes sdo pares ou impares:

. 4.1. f(x)=2sinx+7x
e negativa em |z + 2k, 27z + 2kz| ke Z

4.2.9(x)= sin(2x2 + 7[)

~ . . Vs
¢ A fungdo tem maximos relativos para: x = > +2kz, keZ 5. Resolva as equacdes:

5-1-sinx:sin§ 5.2../3 + 2sin(2x) =0

¢ A fungdo tem minimos relativos para: x = 3?” +2kz, keZ
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¢ Quanto a monotonia a fungdo é crescente em }_ZJF 2kr, =+ 2k7{ keZ

3

e decrescente em }% + 2k, > + 2k7z[ kez

e A fungdo ndo é injectiva
e A funcdo é continua em todo o seu dominio
e O grafico da funcdo é uma sinuséide

Uma aplicagdo deste tipo de fungdo €&, por exemplo,
a modelacdo das marés que sdo fenédmenos periddicos.

Para resolver:

6. Na figura estd representado um triangulo rectangulo
[ABC], de hipotenusa 3.

Apresente uma expressdo que represente o

perimetro do triangulo [ABC] em fung¢do da

amplitude a.

Sugestdo: Expresse a medida do
A

comprimento dos lados

recorrendo a razoes trigonométricas.

Consideremos o seguinte contexto:

Tarefa:

Numa praia, em determinado dia, foram feitas varias medi¢cGes que permitiram chegar a seguinte funcdo:

y=3+ 25in(£ , onde t representa o tempo em horas e Yy o nivel da dgua, em metros.
2

1.As vinte horas, qual era o nivel da dgua?

Resolugao:

Graficamente a resolugdo destas questdes passa por, na alinea 1
solugBes que procuramos coincidem com as abcissas dos pontos
y=4.

2.Em que momentos a dgua atingiu o nivel de 4m?

determinar a imagem do objecto 20 e no segundo caso, as
de intersecc¢do do grafico da fungdo com a recta constante

Vejamos a resolugdo analitica. !
1.Substituimos t por 20 na expressado e obtemos: 8
. (20 .
y=3+ ZSIn(zj < y=3+2sin(10)  y=191(2cd.). 6
4 /'\ /'\

R: O nivel da dgua era cerca de 1,9m. /

2. Neste caso é-nos dado o valor de y e pedido o valor de t. /{

Assim, igualamos a expressao a 4, obtendo: } R

-2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
[t .t [t 1 [t (T
3+2sin| = |=4 < 2sin| = [=1<sin| — | == <> sin| — | =sin| = ’
2 2 2) 2 2 6 3

@%:£+2k7zv£:7r—§+2k7r,kez @t:%+4kﬂvt:5§+4kﬂ,kez -4

Substituindo:

k=0 s 5r 13r 177

3
R: As 1h, 5,2h, 13,6h e 17,8h aproximadamente do dia em causa.

> Limites

t=—=1vt=—"~x52; k=1 t=—"-%=136vt="-%~178
3 3 3

A fungdo Sin X é continua em IR, para qualquer nimero real a, logo limsinx =sina. Como é uma funcio

periddica ndo existe limite nos ramos infinitos ( X — F0).

Estudamos agora uma fun¢do em particular que nos va
trigonométricas.

X—a

i ser util para o cdlculo das derivadas das fungdes
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sin X

Sendo X, o angulo em radianos, a fun¢do definida por f(x) = estd definida em IR/{0}. Esta assume uma

. L .0 . . . S
indeterminacao do tipo 6, no cdlculo do limite quando x — 0, mas esta indeterminagao pode ser levantada.

Vamos fazé-lo de forma intuitiva, utilizando tabela e grafico.

Por observacdo grafica o limite sugere 1 como o resultado do limite em causa. Da mesma forma, a observacao
da tabela dd-nos indicacdo que, para valores de X proximos de zero, quer por aproximacgao a esquerda, quer por

aproximacao a direita, os valores tendem para 1, como seria de esperar pela paridade da fungao sinx.
X
; X (em radianos) | sin x X (em radianos)
X
1 0,841470... | -1
0,5 0,958851... | -0,5
X 0,125 0,997397... | -0,125
2 ~3z2—"x -2 /2 T~3z2— 21
> 0,0078125 0,999989... | -0,0078125
1 0,000244141 0,999999... | -0,000244141
| ] |
v v v
0* 1 0
. sin x .. sin X ) . sin X
lim = lim =1, donde podemos concluir que|lim =1
x=0" X x=0" X x>0 X
] .. 1-cos x
Tarefa: Determine |jm———"=. Para resolver:
x—0 X
1 7. Determine os seguintes limites:
Resolugdo: Uma aplicagdo deste limite vem no céclulo de |im ﬂ, . sin(2x)
x—0 X 7.1. lim X+S|n(X) 7.2. I|m
x—0 X x—0 X
também ele importante no caclulo na derivada da fungdo SIN X . ) .
0 . sin(4x) . sinx
0 ) - 7.3 lim = 74. |im—=
jmlocos X'V (L-cos x) (@+cosx) . 1-cos’x . sin’x =0 5in(5x) 0 X +1
=0 X x=0 X (I+cosx) x>0 x(L+cosx) x>0 X(1+cosX) .
. . . 8. Sabendo que |j Sin_X =1
_sinx . sin x sin0 im =L
=lim x lim =1x =1x0=0 X
x>0 X x>0 (1+ oS X) 1+cos0 . X
mostre que: |lim——=1
1-cos x oSN X
Assim |lim———=0
x—0 X
No levantamento de indeterminagdes envolvendo o caclulo de limites Para resolver:
com fungdes trigonométricas, existem alguns artificios, como por . . In x
] 9. Indique o valor de lim —
exemplo o seguinte: w50t SINX
Tarefa: Determine |imM. (A) +© (B)O (1 (D) =®
x>0  4X
(gj 10. Para um certo nuimero real k, é continua a
x 1. SIN(3X)\0/. sin(3x . sin(3x fungdo m definida por:
Resolugdo: |im ( )=|Im(3x 3( ))=3xllm 3( )z§ ¢ P
x—0 x—0 x—0
o0 & -4 X 4 »0 X 4 e +k, sex<0
. m(x)=1 sinx
Visto que IimM =1. Aqui a técnica utilizada passou por , sex>0
x>0 3x X
multiplicar e dividir por nimeros que nos permitissem utilizar o limite O valorde k é:(A)-1 (B)1 (C)O (D)2
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e SINCX , . sin (nx)
notavel lim =1, que, na verdade, pode ser generalizado para | lim ——= =
x—0 X nx—0 nx

varidvel.

1| com uma simples mudanca de

> Derivada

Utilizando a definicdo de derivada, vamos determinar a fungao derivada de sin x.
Sendo X, um ponto qualquer do dominio de sin x:

sin (x, +h)—sin(h) lim sin (x,)(cosh—1) +sin(h) cos(x,)
h (1) h—0 h

(sinx,)'=lim —sin (x,)x (COS(:)—l) +sinh(h)

COS(X,) = COS(X
X COS(X,) ) (%)

Em (1) utilizamos o desenvolvimento da formula do seno da soma. Recordar:
S . — - i Férmulas da soma ( si
Em (2), como j& vimos no calculo de limites |jm N =1_g e SN _y | © _ (sin a )
h>0  h h>0  h sin (@ + ) =sin a.cos S +sin f3.cos

De uma maneira geral se u = g(x), atendendo ao teorema da fungdo composta, vem: “(Sin u)=u'cos u“

Tarefa: Determine (sin(2x® + 2x))'.

Resolugdo: (sin(2x” + 7x))'= (2x? + 7x)' c0S(2X? + 7x) = (4X + 1) CoS(2X* + 7X)

Para resolver: 12. Considere a funcdo real de variavel real definida por

11. Determine as expressdes das func¢des derivadas g(x) =sinx* . Sabe-se que a recta tangente ao grafico de

definidas pelas seguintes expressées: g num ponto tem declive —2./z .
11.1. f(x)=-2sinx+7 11.2. h(x) =sin(x? +1) Quais sdo as coordenadas desse ponto?
11.3. g(x) = sin(2x + ) 11.4. j(x)=sin? x+1 (A) (Vz.0) (B) (-z,0) (C) (-2/z,0) (D) (r0)

Atencgdo, as notagdes por vezes ndo sdo 100% claras. Repara que: sin? x = (sin x)?; sinx? =sin(x?) ; sin3x =sin(3x)

=  FuncAo Co-SENO

) . B _ g:IR—>IR
Seja g uma fungdo real de varidvel real caracterizada por:

X COS X

XV

Para cada valor de x € [0, 2rt [, cos X é a abcissa do ponto de intersec¢do do lado extremidade do dngulo com o
circulo trigonométrico. Podemos continuar este estudo para angulos cujas amplitudes sejam maiores ou igual a
21 e para amplitudes negativas.
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Assim podemos concluir que para a funcao co-seno:

eD:=1IR

oDy’ =[-1,1]

eEuma fungdo par pois cos x = cos (-x),VxelR
(O grafico é simétrico em relagdo ao eixo dos YY)
e E uma fungdo periddica pois

® cos(2kr+x)=cos x,VxelR,keZ

Para k =1 obtém-se 27 a que se da o nome de

periodo minimo

e A expressdo geral dos zeros é: =" | k7 kez
2

¢ A fungdo é positiva em }_ % + 2k, % + 2k;{ kez

e negativa em E + 2k, 37” + 2k7r[ keZ

e A fungdo tem maximos relativos para: x = 2kz, k e Z
e A fungdo tem minimos relativos para: x=7+2kzr,keZ

eQuanto & monotonia a fungdo ¢ crescente em |z +2kz, 27 +2kz[ keZ

ok, 7+ 2kn| k e Z

Para resolver: 13. Na figura esta a representagdo
grafica da fungdo f, definida, no intervalo [0,27z],

por f(x)=cosx .

Tem-se que f(k): f(jj} Qual é o valor de K ?

a) ur @) ¥ (lim L9z

12 12 12 12

14. Na figura estd representada parte do grafico de
uma fungdo periddica. Qual o periodo desta fungdo?

»
B

e decrescente em

¢ A fungdo ndo é injectiva mas é continua em todo o seu dominio

e O grafico é uma sinusoide.

Tarefa: Na figura esta representada uma
pirdmide quadrangular. Sabe-se que:

. A base da piramide tem centro F e lado 2
. G é o ponto médio da aresta [BC]

. X designa a amplitude do angulo FGE

1.Mostre que a area total da piramide

é dada, em funcdo de X, por:

4cosx+4
—————/ Xe
COS X

A(X) =

2.Calcule lim A(X)-

x>
2

3. Interprete geometricamente o valor obtido.

Resolugdo: 1. A drea total da piramide é a soma das
areas dos 4 triangulos das faces laterais (congruentes
entre si) com a drea do quadrado da base.

ALe=2x2=4
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Para resolver: 15. Na figura estd representado a sombreado um
poligono [ABEG .

Tem-se que:
. [ABFG] é um quadrado

de lado 2

. FD é um arco de circunferéncia 2 B ¢ D

de centro em B; o ponto E move-se ao longo desse arco; em
consequéncia, o ponto C desloca-se sobre o segmento [BD] , de

tal forma que se tem sempre [EC] 1 [BD]

. X designa a amplitude, em radianos, do angulo CBE e [0 ”}

15.1. Mostre que a area do poligono [ABEG] é dada, em fungdo
de x,por: A(x) = 2(1+ senx +cos X)

Sugestdo: pode ser-lhe util considerar o trapézio [ACEG]
15.2. Determine A(0) e A(ﬂ) Interprete geometricamente
2

cada um dos valores.




2xa

Atriéngulo =

. A variavel a corresponde a altura do tridangulo da face lateral que coincide com a hipotenusa do triangulo a

sombreado. Utilizemos as razGes trigonométricas para representar a hipotenusa em funcgdo de X.

Ora, FG=1, logo, cos x = E s a= i

COS X

Substituindo na féormula da area do triangulo vem: Amnguloz

4cos +4
2. 2 .
lim A = lim 290SX+4 _ "2 4,
N 7 COSX T 0"
2 2 COSE

3. Quando a amplitude do angulo X aumenta

até valores préximos de um angulo recto, no limite,
a figura a sombreado deixa de ser um triangulo
rectangulo e a piramide deixa de ser um sdlido
fechado, o que faz com que a area total do
triangulo rectangulo e, consequentemente, a drea

total da piramide tenda para infinito.

> Limites

1
2x 1
—COSX__— . Portanto, A(x)=4+4x
2 COS X

1 4cosx+4
Cos X COS X

Para resolver:

16. Considere a fungdo g, definida por g(x)=cosx no intervalo
[47z;67r]. Indique, em relagdo a fungdo g: extremos, zeros, sinal e
intervalos de monotonia.

17. Esboce, no mesmo referencial, os graficos dey=sinx e

Yy =COSX-

17.1.0s zeros da fungdoy=sinX o que sdo para a fungdo

y=00SX?

17.2. Os zeros da fungdo y=C0SX o que sdo para a funcdo
y=sinx?

18. Considere a funcdo g, definida por g(x) = J3- 2cos(z —X) -
18.1. Simplifique a expressdo g(X).

18.2. Determine os zeros da fungdo g.

A fungdo cos X é continua em IR, para qualquer nimero real a, logo limcosx=cosa. Como é uma fungéo

periédica ndo existe limite nos
ramos infinitos ( X — *o0).

Resolugao:
Tarefa: Determine |im 4cos X
o —2X
2 . 4cos X

X—a

Observagoes sobre a resolugao:
(T
(1): Porque cos x = sm(2 - x)

(2): Porque sin(—x) =—sin x

2SIy o tim MY Z o122

lim
. s v/ T
(3):Mudanca de variavel y=X—-—= x>y
(4):Porque |im sin_x =1
x—0 X

Tarefa: Considere a fungdo g, de dominio [0,27], definida por:

()= In(2r-x)+1 se 0<x<z
W=V sin (2x) s m<x<2x

1. Estude § quanto a continuidade.

2. Determine os zeros de {J .

y—0 y

I
- x-= 2 | x—=
2) 2) (@) (4)

Para resolver:

19. Calcule, se existirem, os
seguintes limites:

19.1 [im 4cos X
o1 T — 2X

1-cosx
2x2

1-cos x
Xsin x

19.2 |im

x—0

19.3 |im 97

x—0




3.Seja ge[rx,27]tal que cosé’zg- Determine g(@).

Resolugao:

1. A excepgdo do ponto x =, em todo o restante intervalo a fungdo g é continua por resultar de operagdes com

de fungdes continuas. Vejamos o comportamento da fungao no referido ponto. Como a fungao esta definida por

ramos, para valores menores que 77 utilizamos o primeiro ramo e para valores a direita de 77 o segundo ramo

da fungdo g.

lim In(2z -x)+1=

X—>7

estudado.

2. Determinemos os zeros de cada ramo da funcao.

In(z)+1 e limsin(2x) =sin(2z) =0. Como In(z)+1+0, ndo existe limite no ponto

In2z-x)+1=0=IQ27r-X)=-1<27-x=e" < x=27-e" ~591(z [0, z])

sen(2x)=0<:>2x:k7;,kez@xzkg,kez,NestecaSO, k=2vk=3vk=4.

Os zeros da fungao g sdo: X:]Z'\/X:377Z.\/X:27[.

3. Ora, cosf= 2 = 6= COSl@]' Portanto (@) = g[cos‘l(gn. Como COS_l[g) ~0,84, fazemos a

substituicdo no primeiro ramo da fungdo. Assim vem: |n(2;;_cosl(§D+1z 2,69, ou seja, g(0d)=2,69(2cd.).

20. Considere a fun¢do g, de dominio [0127;], definida por:

(x):{lﬂn(”_x) e 0<x<7w

cos(2x) s m<x<27

20.1. Estude g quanto a continuidade.

20.2. Determine os zeros de g-
20.3.Seja @ e[r,2x]talque cosg = % .

Determine o valor exacto da expresséo g(g)+sen 6.

21. Para cada certo valor de k, é continua em IR a
funcdo ¢, definida por (In designa logaritmo de base ¢)

k+cosx se x<0
9(x)=1 In(x+1)
X

se x>0

Qual é ovalorde k?

(A) O () 1 (€) 2 (D) -1

> Derivada

Analogamente a determinacdo da derivada da funcdo sin x vamos fazé-lo para
determinar a fungdo derivada de cos x . Para este caso vamos definir cos x

a partir do sinx, recorrendo a relagdo entre as fungdes dos dois angulos

. VA
oS X =Ssin| = —x
(2 j

Sendo x, um ponto qualquer do dominio de cos X,

| e g_ ‘ i
(cosx,) _(sm[z XOD (I)sm
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(72[ - xojl(z - xojl = cos(;[ - xojx (—1)(2=) —sin(x,)

Em (1) utilizdmos o desenvolvimento da férmula da derivada da fungdo composta.

Para resolver:

22.Determine as
expressoes das fungbes
derivadas definidas pelas
seguintes expressoes:

CoS X
221, y-_12
y 2
222,y Loy
2
22.3. y=x2cos X

22.4. vy —cos Xj
y=ooq ;

22.5.y :1+&§X

22.6. y= Cos(lj
X

COSX

22.7. y=xe




Em (2), pela relacdo entre angulos complementares, cos(” - XOJ =sinx, -
2

De uma maneira geral se u = g(x), atendendo ao teorema da fungao composta, vem: H(Cos u)=—u'sin u“

. 1
Tarefa: Determine [ @ )j . 23. Considere a fungdo h, de dominio [— 7Z',7Z'], definida por h(x): X 4+ C0S X
COoS(Z£X

23.1. Utilizando a definicdo de derivada de uma fungdo num ponto, calcule
Resolugao: h'(0).

1 ' - (cos(2x))’ _2sin(2x) | 23.2. Estude h quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto 3
cos(2x) "~ cos? (2X)  cos? (2X) existéncia de pontos de inflexdo.

23.3. Determine os valores X, pertencentes ao intervalo [—71',72'], tais que

h(x)=x+sinx.

=  FUNGAO TANGENTE

Seja h com a seguinte ya
caracterizagao: I

h:IR—> IR
X tan X

Constata-se que o gréfico ndo é continuo, tendo varias interrup¢des devido a tangente ser definida pelo
qguociente entre o valor da ordenada e o valor da abcissa do ponto onde o lado extremidade intersecta o eixo
das tangentes. Este quociente sé tem significado se a abcissa for diferente de zero, ou seja, por exemplo, no

T 3
intervalo em estudo [0,2z[, a amplitude x do angulo tem que verificar a condigdo X & {E,Eﬂ'} .

Observando o grafico pode concluir-se: Para resolver:

24. Considere a funcdo f, real de
variavel real, definida por:

f(x) =1-3tan*(3x)

* D, :IR|{%+k;r, keZ}

e D,=IR
24.1. Determine: o dominio e os zeros
e £ uma fungdo impar pois tan(—x) = —tan x, vV x € D, de f.
T o s T
O grafico é simétrico em relagdo a origem 24.2. Mostre que: f(x + gj = f(x)

e Euma fungdo periddica pois tan(kz +x) =tanx,vxeD, ,keZ
Para k=1 obtém-se 7 a que se da o nome de periodo minimo

e Aexpressdo geral dos zeros é: x=kz, keZ
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e Afuncdo é positiva em }2k7z,72[+2k7{ e :|7r+2kﬂ,3?ﬂ+2kﬂ": keZ

e negativa em }”+2k”,ﬂ+2k”[ e }3”+2k7r, 27r+2k7{ keZ 25. O gréfico seguinte representa a
2 2 funcdo tan x
€ao h(x) =
e Afungdo ndo tem maximos relativos nem minimos relativos N
e A funcgdo é crescente em qualquer intervalo do tipo: 4
2
:|—z+kﬂ',z+kﬂ'|: kez x
2 2 Tn3n/2-5n/4 -n 3ml4 -n/2 -n/4 w4 w2 3 n Sn/4 3n/2 T4
2
e Afungdo ndo é injectiva nem continua
-4-
e Afungdo admite assimptotas verticais de equagdo y_ " |, kcz
> )

e O gréfico da fungdo é uma tangentdide. Estude a fungdo nos aspectos que Ihe
paregcam mais caracteristicos e
confirme analiticamente 0s
resultados que possam levantar
algumas duvidas.

Em rigor, determinar analiticamente a equacdo das assimptotas

verticais exige estudar a vizinhanca dos pontos em que a fun¢do nao s
estd definida. Consideremos, a titulo de exemplo, a funcdo definida
34 o n2 -nd

[P -
g

pela expressdo y =tan(2x + ) representada graficamente na imagem ao

lado. Determinar o dominio significa determinar os valores de X tais

oL
[ Y

que 2X+ﬁ¢%+kﬂ,kez-

Ouseja: 2x=-Z 4 kz < x=-2+kZ kez.Assim D, = IR|{-=+kZ, keZ|.
2 4" "2 42

cpe .. . T - +
Verificando os limites laterais no ponto -7 Iimtan(2x+7r)=tan[32” ]z_w € im tan(2x+;r):tan[3; ]:_Oo.

S
x> 7

Sendo ambos os limites infinitos concluimos que x = —Z é assimptota vertical. Estudo analogo poderia ser feito
4

para outro(s) pontos nao definidos.

. - . 1
Repare-se que, neste caso, as assimptotas ndo distam 7 unidades entre elas, mas sim Z .

Tarefa: O quadrado da figura onde M e N sdo pontos médios de dois lados. Admitindo que o Dl_' ‘I~! —C
lado do quadrado mede 5 cm, calcule com aproximac&o as unidades do grau, o valor de 6. \x\
Resolugéo: ..x'““a‘_ \
Sejacc=MBC. Uma vez que o triangulo [BMC] é rectangulo, podemos determinar o M‘hm-&
recorrendo a sua tangente. sl £

tana =% & tana =05 logo o =tan™"(0,5) .

Uma vez que NBA=MBC, 6 = 90°—2 x tan(0,5) e portanto, aproximando as unidades, & ~ 37°.
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L. Para resolver:
> Limites
. 26. Indique o limite da
Para a # 3 +krz,k e Z,isto é, em qualquer ponto do dominio, sucessdo:
u, =tan Z 1
limtanx = tana " 2 ' n
X—a

T . . Para resolver: 27. Calcule, se
Para b:5+k7r,keZ limtanXx =400 e limtanx=—

X—sh™ x—sh* ' existirem, cada um dos limites:
Como é uma fung3o periddica n3o existe limite nos ramos infinitos 27.1 inLn% COSX: 27.2 lm sinx;
(X —> to0). }
27.3 im, tanx;  27.4 m_ tanx;
4 "~
2x—tan( j
Tarefa: Determine |im ——8 =2 27.4 lm cosx; 27.5 |m sinx .
X0 X X x—-3 COSX '
Resolugdo: . X . (8 )
lim -2 27.7 sin (8X
27.6 M, SR X Xl_r[lo
X X X . (x
2X — tan(zj 5 tan(zj tan(zj sm(zj sin (2%
. . X . . ; Cx—
lim— % _jim| X - Ao jim| 2 [—olim S = | 27.8 Jim SoeF 279 i Xoxcosx,
x—0 X x-0 X X x—0 X x—0 X x—0 Sin X
(1) xcos 5

27.10im B =X .5y 444 SN(BX.

- (X [ X x—0 [|T—-X i s
SIn| — sin| =
1 (2] . . (2] ,
% _

=2-1lim 2-lim L x lim = X 1)
= x—0 X X - x—0 X x—0 2 X - 27.12 |Imo taT ;v 27.13 lm |\X sin ;,] :
cos| — cos| — - x—+eo | /
2 2 2
. 1l-cost, 1-¢
27.14lim —————; 27.15j
1 sin[;j 1 L 3 t—0 t st
2-1x=xlim =2-1x=x1=2-==— .
2 x=0 5 2) 2 2 2 27.16 jim tanb+b 2717 &1 -1 .
2 b—0 sinb t—0 sin (20) '
sin X . sin(2x) . sin(x+1) .
m (1) utilizdmos a igualdade tan x = m; 27.18 lim, nx+1)" 127.190m, T1-¢
i 0S X, T
m (2) utilizdmos o limite notével |im Sin_x =1 27. Zox@, 27, 21 m Lx+tan '
x=0 X 2 5— X
> Derivada
Para determinarmos a fun¢do derivada de tan X, consideramos a igualdade
sin x Recordar:
tanx=——- , . .
COS X Férmula fundamental da Trigonometria
s02 2
Sendo X, um ponto qualquer do dominio de tan X (FFT) sin“a +cos” a =1

(sin x,) cos x, —sin x,(cos X,) _ €05 X,.C08 Xy —SiN X, (=sinx,) _ cos® X +sin’x, 1

(tan x,)' = 2 2 2 T2
1) COS” X, €0S* X, COS” X, (2) COS” X,
Em (1) utilizdmos o desenvolvimento da regra da derivagdo do quociente.

Em (2), pela fdrmula fundamental da trigonometria.
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De uma maneira geral se u = g(x), atendendo ao teorema da fungdo composta, vem:

Tarefa: Determine (\/tan X)I.

Resolugao:

1

(m) _ (tan X)v

" 2Jtanx 2cos? xa/tanx

(sinu)y=u'cos u

(cosu)=—u'sinu

t I:
(tanu) cos? u

Regras de Derivagdo das
fungdes trigonométricas:

(tanu)=

cos? u

Para resolver:

expressoes:

28.1. x + tan(3x) 28.2. tan® x 28.3. tan x*

28.5. tan(lj
X

1 hointervalo o, #[\ {”}
2

28.4. xtan’ x 28.6. tan(x? +1)

29. Seja h definida por h(x) =
tan x

_1
sin’ x
29.2. Estude a monotonia da fungdo no intervalo em que estd definida.

29.1. Mostre que: h'(x) =—

28. Determine a expressdao da funcdo derivada das funcgGes definidas pelas

29.3. Estuda a fungdo h quanto ao sentido da concavidade e pontos de inflexao.

= FAMILIAS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

As transformacbes de fungdes trigonométricas ja foram abordadas anteriormente, contudo, agora serdo

aprofundadas, pela importancia que alguns desses parametros assumem no estudo destas familias de fungdes.

Recordamos, no quadro seguinte, as transformacgdes simples de fungdes.

O grafico obtém-se por uma deslocagdo na vertical de @ unidades para :
y=f(x) +a l e cimasea>0
e baixosea<0
— O grafico obtém-se por uma deslocagdo na horizontal de @ unidades para :
y=f(x —a) e adireita se a>0
— e aesquerda se a<0
T e se a>1,ografico obtém-se "esticando-o0" na vertical segundo o factor a;
y =af(x) - . " " .
l e se 0<a<1,ogrifico obtém-se "encolhendo-o0" na vertical segundo o factor a.
e se a>1,ografico obtém-se "encolhendo-o0" na horizontal segundo o factor 1;
y=fax) | T S | | "
e se 0<a<1,ografico obtém-se "esticando-o" na horizontal segundo o factor -+
a
y = —1(x) O gréfico obtém-se por uma simetria em relagdo ao eixo dos Xx.
y = f(—x) ¥ X\ O gréfico obtém-se por uma simetria em relagdo ao eixo dos Yy.
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O conhecimento de transformacdes

permite-nos

determinar

algumas caracteristicas

das funcgdes

trigonométricas. Nomeadamente o contradominio das fun¢bes seno e co-seno pode ser determinado por

enquadramento.

Tarefa: Seja a fungdo f definida por:  f(x) = 2 — 4COS(X + nj
2

Determine:

1. O contradominio de f.

2. Os valores de X para os quais a fungdo toma o valor maximo

no intervalo [- z; 27].

Resolugao:

1. Afungao cos(x) é uma fungdo limitada entre —1e1. Assim, vem:

~1<cos(x)<1le
S Ax(-1)<4cos(X)<4xle<

©2-(-4)22-4cos(x) 22 -4 <

<:>624cos(x+72[j2—2

(Multiplicamos todos os termos por 4)

Para resolver:

30.Determine o dominio, contradominio e
zeros das seguintes expressoes analiticas:

30.1. = 3si 7
f(x) =3sin (x 3)

30.2. h(x) =2—tanx
30.3. g(x) =3-cos(5x)

1

304. j(x) = ——

(Adicionando o simétrico da expressdo anterior a 2, trocamos o0s

sinais da desigualdade)

(O argumento da fungdo nédo

influi

no contradominio pois

corresponde a deslocagao horizontal do grafico da fungdo)

O contradominio da fungdo é o intervalo [— 2 6]

2. O valor maximo da fungdo é 6. Para determinar os valores de X em que tal acontece, igualamos a expressdo e 6 e

resolvemos a equagdo trigonométrica:

2—4cos[x+Zj:6c>—4cos[x+Zj:4<:>cos(x+Zj:—lccos[x+Z]:c03ﬂ9x+72r:7r+2kﬂv x+g:—ﬂ+2k7r,keZ<:>

©X=—£+2k7r\/x=—3—”+2k7r,kez

No intervalo [— T, 2;:],a equagdo admite as solugbes: xz_ﬁ(k=0);x=
2

> Amplitude e periodo de fungdes trigonométricas

Observemos os graficos das fungdes:

y, =2cosx| |y, =cosx| |y, =05c0sx

.
21

3z
x=—~ (k=1
2( )

Sendo y =acos X, ao mjmero|a|

chama-se amplitude da fungao.

Quanto maior for |a| mais o grafico da fungao

y3
Y1

44

na direc¢do do eixo dos .......... .

Relativamente a y, = COS X, o grafico da fungdo y, =2cosx estica verticalmente para o .......c.cccoeuuneee.

Relativamente a Y, = COS X, o gréfico da funcdo y, =0,5c0s x encolhe verticalmente para ........cccceuueee. .
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Observemos os graficos das fungdes:

y, =C0s(2X) Yy, =C0SX Y, =c0s(0,5x)

Sendo Yy =c0s(kx), ao numero k
chama-se periodo da funcao.

As funcbes completam um periodo

qguando ngx£27r<:>0<x<2{

Por exemplo o periodo da fungdo Yy, =c0s(2x) é dado por: p 2 _
2

Por exemplo o periodo da fungio Y, = C0S(0,5X) é dado por: p_ 2%

Quanto maior for o valor de k mais o grafico da fungéo ...................

2 =4r

Relativamente a Y, =COS X, o grafico da fungdo Y, = COS(2X) ..ccovevvevirrirriineiincscscinnnes (ST [P
Relativamente a Y, = COS X, o grafico da fungdo Y, =C0S(0,5X) .ovvveerrrveeemrrrrieeirenrieennne. <X
Assim temos: Desafio:
o Represente graficamente as funcgdes
eSe y= aCOS[k(X b)]+ C entdo a amplitude é |a| e o periodo é =~ K . definidas por:
) y —sm( ) Y, _sm(x—)
eSe y= asin[k(x - b)]+ C entdo a amplitude é |a| e o periodo eTﬂ .
. T . T
=sin| Xx+= [y, =sin| x+ =
v, =sin x+ 2y, ~sin(x+ 7|
eSe y= atan[k(x —b)]+ C entdo a amplitude é |a| e o periodo é%. 1. Que relagio encontra entre os
| | graficos obtidos e o grafico da funcdo

y =sin(x)

Exploragdo do desafio em MA 9

2. Como se pode obter o grafico de

Tarefa: Seja a funcdo f definida por:  f(x) =2 — 4003(3)( + ”]
2

Determina a amplitude e o periodo da fungdo em causa.

Resolugao:
~ . . , 27
Se y= aCOS[k(X— b)]+C entdo a amplitude é |a| e o periodo eW :
Na funcdo f a=—4 Ak =3, logo a amplitude é — 4 e o periodo é 2z .
3
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uma fungdo do tipo y=sin(x+k) a
partir do grafico de uma funcdo

y =sin(x)

Para resolver: 31. Considere a fungdo:

. T
f(x) =4 sin (Zx + EJ—Z

Estude a fun¢do no que diz respeito a:
(i)Dominio; (ii)Contradominio (iii)Periodo e
amplitude; (iv)Interseccdo com o eixo Oy;
(v)Zeros; (vi) Extremos e monotonia (vii)Sinal;
(viii)Concavidades e pontos de inflexdo;
(ix)Representagdo grafica

Sugestdo: Pode comecgar PR31 por expressoes
mais simples como:

y, =1+sen x, y, =2+senX, y -1 ceny
2

y,=—tanx, y;=1+tanx, Y, =3tanx,




f (x) = sen(2x)

g(x) = cos[Zx —%n]

32.Na figura encontram-se as representagdes graficas de duas fungdes, f e g, de dominio [O,27r], definidas por:

onde P4, P,, P3 e P, sdo pontos de intersec¢do dos graficos de ‘ i \ / “\‘ 2:" y
0 a0\ \ /i
fe deg. AabcissadeP,é 7. 30 \/ \"\\ /:
3 / \ \\./Q/l
32.1. Determine as coordenadas de P, P, Py

32.2. Defina, por meio de uma condigdo, a regido sombreada, incluindo a fronteira.

As fungdes trigonométricas modelam diferentes fendmenos. Uma das areas em que poderemos apreciar essa
aplicacdo é na Medicina. Para modelar a pressdo arterial fazem-se medi¢Ges com aparelhos adequados; a
pressao arterial é a pressao exercida pelo sangue contra a superficie interna das artérias. Atinge o valor maximo
quando o corac¢do ejecta o seu contedudo na aorta e atinge o valor minimo quando o coragdo acabou de
bombear para a aorta todo o sangue que continha. A pressdo arterial € medida em milimetros de mercurio,
mmHg, unidade surgida quando Evangelista Torricelli inventou o bardmetro de mercurio, em 1643. Se
dissermos que a pressdo arterial de determinada pessoa é de 120/80, isso significa que o valor maximo é de
120mmHg e o valor minimo é de 80mmHg. O melhor modelo para tal situacdo é dado por uma funcao
trigonométrica. Suponhamos que um ciclo completo — periodo, ou seja, o intervalo de tempo de um batimento

cardiaco, é de aproximadamente 0,75 segundos. Neste caso, um bom modelo serd a funcao
8 y

f(x)=—20cos —”t}+100
3 140

O grafico da funcdo pode representar-se assim: 120 [

Um outro fenédmeno modelado por fungdes trigonométricas é 1001
a alturas marés ao longo de um periodo de tempo. a0

Também a duragdo do dia e da noite sdo fendmenos
periddicos que podem ser modelados por estas fungoes.

Para aprofundar conhecimento sobre estes dois tdpicos o

60

40

20F

MA3 e MA4 poderao ser Uteis.

) 0.0 0,5 10 L5 20
Modelagdo matemadtica com fungdes

trigonométricas:MA10 e MA11.

O estudo de fung¢les trigonométricas e as competéncias ja desenvolvidas ao nivel do célculo diferencial
permitem-nos também resolver problemas que poderdo ter aplicacdo a realidade. “llustrando cabos
telefénicos” é uma entre muitas outras abordagens que poderiam ser aqui apresentadas.

Tarefa: Quatro comunidades situam-se nos quatro vértices de um quadrado com 1km de lado.
Ao fazer-se uma instalagdo de cabos telefdénicos ligando as quatro aldeias, a empresa de

telecomunicagdes chegou a conclusdo que a solugdo mais econdmica é do tipo da que se

encontra representada na figura ao lado.

Determine o angulo X de modo que a medida do comprimento total do cabo seja a menor possivel.
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Resolugdo:

Para determinarmos o angulo assinalado temos que determinar o minimo de uma funcao C(x), que relacione a medida do
comprimento do cabo para cada angulo x.

O dominio desta fung¢do € o intervalo |o; 7], uma vez que o dngulo X é agudo. Para determinarmos a expressdo analitica
2
observemos a figura para expressarmos a medida do comprimento de cada um dos trogos do cabo de telefone em fungdo

da amplitude do angulo x.

C(x)=4a+ (1—-2b)

1
COSX:;@azie _b b_l
a 205 X tanx_T<:> _Etanx
2
Substituindo C(x)= +1—tanx
2C0Ss X
o ) 2 sin x 2—sin x V4
Slmpllflcando.C(x):1+ - =1+ ,0<x<=
COSX COS X COS X 2

Ao lado esta uma representacdo da grafica da fungdo no intervalo em causa.

Para determinarmos analiticamente o minimo, vamos estudar os zeros e o

sinal da derivada.

/4

e  (Cdlculo da derivada:

C'(x)= (2—sin x)’x cos x — (2 —sin x)x (cos ) —cos xxcos X —(2—sin x)x (—sin x) —cos® x+2sin x—sin*x _ —1+2sin x

(cos xY cos? x cos? x cos? x

e Zeros da derivada:

—1+2si .
C'(x)zoo;TSIXnX:O@—1+25m x=0< (Cos(x)io em todo o seu dominio)

. 1 T 4
osinx=—oXx=—|0<x<—
2 6 2

e Estudo do sinal da derivada e da monotonia e extremos da funcdo:

T
X 0 g E
-1+ 2si
C'(x =;Ts:(nx -1 _ 0 + s.S
C) —_— m _——

Concluimos que o comprimento do cabo de telefone é minimo quando x = .
6

Nesse caso o comprimento é:

. 1
. 2—smg _E f
C(szlju =1+ =1+/3~2,732.
6 cosz ﬁ
6 2

Ou seja, 3,732km.
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Para resolver: 33. Na figura estd representada uma circunferéncia de centro O e raio 1 .0Os pontos A e B sdo
extremos de um diametro da circunferéncia.

% Considere que um ponto P, partindo de A, se desloca sobre o arco AB, terminando o seu
“ percurso em B. Para cada posi¢do do ponto P, seja X a amplitude, em radianos, do angulo AOP.

Seja f a fungdo que, a cada valor de Xe [O,TE ], faz corresponder o valor do produto escalar

OA. OP Qqual dos gréaficos seguintes pode ser o da fungio f?

34. Seja f a funcgdo real de variavel real definida por:

A, ® . ea*“sen(bx+£) sex>0
1 Pl . f(x)= 2
- / In (e+x)° se x<0
(o] : x (o) kg X
________ \ Determine o valor de a e b de modo que f seja

derivavel em x=0
(© (D) 1

4 4 (A)a:b=0 (B)a:b:,

e - ‘\/ e

E 3 TR g LK € a-leb=o0 D) g_leb=e
e e

35. Na figura estd representado um trapézio [ABCD], cujas bases tém 10 e 30 unidades de comprimento e a altura
tem 10 unidades de comprimento.

Considere que um ponto P se desloca sobre o lado [AB].Para cada B 10 (&
posicdo de P, seja X a amplitude, em radianos, do angulo PDA. Ps

Pretende-se determinar o valor de X para o qual o segmento

10 ==p|

%
PD | divide trapézio em duas figuras com a mesma area.
[ ] P g A 30 D
Qual das equagdes seguintes traduz este problema?
2 i 2 -
(A) 30%:100 (B) 30%:100 (C) wzlSO (D) 30x12tanx _150

36. Considere a func3o f definida por f(x):sin(xz ) 37. De uma fungdo f sabe-se que f(x)- f(x)=0

Indique qual das expressoes seguintes define f’, para qualquer X € IR . Qual das seguintes pode ser
a expressdo analitica de f?

funcdo derivadade f . . X
(A)SIn X (B) X (cye (D)Inx

(A) 2x.cos(x?)  (B) 2x.cos(2x) (C) cos(x?) (D) —cos(x?)

38. Na figura esta representado um quadrado [ABCD ] , delado 1.

O ponto E desloca-se sobre o lado [AB ] , € 0 ponto F desloca-se sobre

o lado [AD ] , de tal forma que se tem sempre AE = AF .

Para cada posi¢do do ponto E, seja x a amplitude do angulo BEC [ Xe} 1;1 {j
4

2

38.1.Mostre que o perimetro do quadrilatero [CEAF ] é dado, em fungdo de X, por :

2 2
+—
tanx  sinx

f(x)=2-

38.2.Calcule lim f ( X ) e interprete geometricamente o valor obtido.
XX
2

( X ):m e estude f quanto a monotonia.

38.3.Mostre que f’
sin? x
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39. Considere a funcdo, de dominio IR™, definida por f(x) = x+sin[”j
X

39.1. Estude a fungdo f quanto a existéncia de assimptotas ndo verticais do seu grafico.

39.2. Determine uma equagao da recta tangente ao grafico de f, no ponto de abcissa 2.

39.3. Prove que no intervalo ]1, + 00 [ , a fungdo f ndo tem zeros.

40. Um ponto C desloca-se sobre uma circunferéncia de didametro [AB ]

e centro O. Considere que o comprimento do segmento [AC ], em funcgao
da amplitude X do dngulo AOC, é dado por ¢ ( X ): ZSini, Xe[o,ﬂ ]

40.1. Indique o valor de X para o qual d ( X ) = AB . Justifique que a circunferéncia tem raio 1.

40.2. Justifique que, quando XE]O,TE[ , 0 tridngulo [ABC] é rectangulo em C.

40.3. Mostre que BC — 2cos_~ -
2

40.4. Verifique que a area do tridngulo [ABC ] é SIN X.
40.5. Mostre que o perimetro do triangulo [ABC] é maximo quando a sua area for maxima.
40.6. Considere a fungio f, de dominio [0 1[ , definida por f(x)=2x—-tgx.

"2

40.7. Estude f quanto a existéncia de assimptotas do seu grafico, quanto a monotonia e existéncia de extremos
relativos.

41. Considere a fungdo f, definida por: 42. Uma bola suspensa de uma mola oscila verticalmente.
2_cosx s Xx<0 Admita que a distancia (em cm) da bola ao solo, t segundos ap6s
f(x)= IX+4 um certo instante inicial, é dada por
— s x>0
x+1

f (t)=10+5e’°'“cos(itj com te [0, +oof
Na figura estdo representados: 4

- Parte do gra’ﬁco de f Na ﬂgura, apresenta
fungdo f. c
- A recta r, assimptota do grafico de f
- O ponto P, cuja abcissa é o maior dos
maximizantes da restricggo de f a IR, . A J
B 0 A
4 o
f(t)
v >

42.1. Indique o valor de |im f(t). Interprete esse valor em
t—>+00

termos do movimento da bola.

42.2. Mostre que existe pelo menos um instante, entre o terceiro
e 0 quarto segundos, em que a bola se encontra a sete

41.1. Determine as coordenadas do ponto P. centimetros do solo.

ol X

41.2. Determine o contradominio da funcdo f. 42.3. Resolva a equagdo f(t):lO. A partir do conjunto solugdo
obtido, indique quantas vezes, nos primeiros quinze segundos, a
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bola passa a dez centimetros do solo. Justifique a sua resposta.




NUMEROS COMPLEXOS

=  EVOLUGCAO DO CONCEITO DE NUMERO. O CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Consideremos as equacoes: Referéncia histérica:
l: x> =2x=0 Il: X* ~5=0 : 4x*> —-1=0 IV: X* +1=0
Qual o niumero de solugdes de cada uma das equacgdes dadas?
Reparemos que:
X2—2X=O X2—5=0 4X2—1=0 X2+1=O Cardano Euler .
Cardano (1501 - 1576) foi o
R 4x* -1=0 R matematico que pela primeira
x> —2x=0 X*=5=0 , 1 X“+1=0 vez se referiu aos numeros
S X ==
< x(x-2)=0 o x? =5 4 ox*=-1 complexos, verificando que as
S X=0vX=2 o X = 5vx=—J§ @levx:—l e X = +/—-1 ral'zes' guadradas de numeros
2 2 negativos, embora
N.2 de solugbes N.2 de solugGes N.2 de solugdes N.2 de solugdes aparentemente sem
significado”, permitiam
EmN:1 EmN:0 EmN: 0 EmN:0 prosseguir calculos para a
EmZ:2 EmZ:0 EmZ:0 EmZ:0 determinacdo de valores reais
Em Q: 2 EmQ: 0 Em Q: 2 Em Q: 0 inaca _ '
EmR: 2 EmR: 2 Em R: 2 EmR: 0 Mas foi muito mais tarde com
Leonhard Euler (1707-1783),
O numero de solucdes depende do conjunto a que X pertence. que foi introduzida a notagdo i,
a chamada unidade imaginaria,
Pegando novamente na equacao IV: x*> =—1, temos a seguinte questao: para representar v—1 .

Qual o numero que ao quadrado é -1?

Para que esta questdo tivesse resposta foi necessario . . . . 2
I: unidade imagindria, em que 1° =-1.

criar novos numeros: 0s numeros imaginarios. . N .
o ) ) e Jv—=1=1 ese A>0,entdo v-A =IVA.
Definiu-se um novo numero, I, que verifica i =-1

A equagao IV: x> =—1, tem agora duas solugbes: v-1 e —+/—1, ouseja, i e -i.

A partir deste conhecimento, pode afirmar-se que todas as equag¢des do 29 grau sdo possiveis.

—2++4-8 —2+24J-1 . .
Exemplo: x° +2x+2:0<:>x:f<:> x:fo X==1lt+J-1<Xx=-1+i v x=-1-i
As solugBes desta equacgdo sdo numeros complexos. Numeros Complexos
O conjunto dos numeros complexos, que se representa por C, reais ndo reais
aparece como uma amplia¢gdo do conjunto dos nimeros reais, racionais | irracionais .
R, acrescentando a parte imaginaria. 3 0 2
N —3+5i
, ~ 1
Chama-se numero complexo a toda a representa¢do da forma: -0,2 3 1
- . 3 .
a+bi comaebeRe i’=-1 5 e ——IV3
-5 50,67 3

Para resolver:
42. Resolva, em C, as equacdes:

42.1. x>+9=0 42.2. x3 =-8x
42.3. x> -2x+2=0 42.4. x> —6x=-11
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=  FORMA ALGEBRICA E REPRESENTAGCAO GEOMETRICA DE NUMEROS COMPLEXOS
Os elementos do conjunto C, conjunto dos numeros complexos, sdo da forma a+bi comaebeR (forma

algébrica).

Em relagdo ao numero z = a+bi podemos considerar duas partes:

- a é a parte real de z e escreve-se Re(z) = a;

- b é o coeficiente da parte imaginaria de zZ e escreve-se Im(z) = b;

- se b=0, o nimero complexo z é um nimero real (uma vez que 0 x i=0)
- se a=0, o numero complexo zZ é um imagindrio puro.

Considere-se, no plano, o referencial 0.n. Oxy.
- A cada nimero complexo z = a+bi corresponde o ponto do plano de

Parte
imaginaria

Eixo ¥

coordenadas (a, b);

- O ponto A chama-se afixo ou imagem geométrica do complexo z; b

- Ao plano chama-se plano de Argand ou plano complexo;

- Ao vector OA chama-se imagem vectorial do nimero complexo z;

- A distancia de A a origem chama-se médulo de z, |z], e é dado por: 0 F

R

- A representacdo geométrica de nimeros reais pertence ao eixo real;

- A representacdo geométrica de numeros imaginarios puros pertence ao eixo imaginario.

Para resolver:
43. Transcreva para o caderno a
tabela e complete-a com os valores

em falta.
z Re(z) | Im(z)
3 +5i

-3i

7
-2 1
0 8

V2 0

—J3-i

44. Seja z o niUmero complexo representado por: z=(X—2) +(y+ 1)i;x,ye R
Determine X e y de modo que:
44.1.Re(z) =3 e Im(z) =-1.

44.2. 7 seja um numero real. 44.3. 7 seja um imaginario puro.

45, Represente geometricamente:

z, =2-4i z, =-2i z3 =—3-2i z, =3

46. Determine o mdédulo de cada um dos seguintes nimeros complexos e
represente-os no plano complexo.

46.1. 1-2i 46.2. —3+i 46.3. 3i 46.4. —3-3i 46.5. -5

47. Determine a e b € R de modo que:

47.1. 3a+(b-1)i=6—4i. 47.2. a> —~bi=b+4i.

47.3. a? —ai=4+2i.

47.4. a+(a—b)i=3i.

> Igualdade de dois niimeros complexos

Dois niumeros complexos sdo iguais se e sé se sdo
iguais as suas partes reais e os coeficientes das

suas partes imaginarias.

a=c¢c

bi=c+di
a+bi=c+ IC}{bzd

Exemplos:
1.Se a+bi=2-8i,entdoa=2 e b=-8.
2.Se 2X+Yyi=3-2i, entdo:

3
2X=3 AN Yy=-2 & X=E AN Yy==-2.
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No conjunto C ndo existe uma relagdo de ordem do
tipo da existente em R : “<” (menor que)

-1> 0 (contradicdo).
 Se fosse i < 0, entdo — i > 0 e ter-se-ia
(—i)x(=i)>(~i)x0, ou seja, -1 > 0 (contradiggo).

I

1

1

1

1

1

1

|

H ~ . - - H . !
* Se fosse i >0, entdo ter-se-ia ixi>ix0, ou seja, !
1

1

1

1

I

1

1

1

1



> Numeros complexos conjugados

Dois nimeros complexos designam-se por conjugados
qguando as partes reais sdo iguais e os coeficientes das
partes imaginarias sao simetricos.

O conjugado de um numero complexo Z
representa-se por Z .
Se z=a+bi entdo Z=a-hi.

Exemplos:

1. O conjugado de 2+3i é 2-3i.
2.0 conjugadode —2—3i é —-2+3i.
3. O conjugado de 2i é -2i.

4. O conjugado de 2 é 2.

A imagem geométrica de Z obtém-se por uma reflexao
relativa ao eixo real, da imagem geométrica de z.
Im(z)4

z=a-+ bi
o) S 4

=  OPERACOES cOM NUMEROS COMPLEXOS
As operacgdes de adicdo e multiplicacdo de numeros
complexos sdo extensdes das operagcdes com 0 mesmo
nome em R.

Sejamde z, =a+bi é z, =c+di.

> Adicao e subtracgao
2, +2, =(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
z, -2, =(a+bi)—(c+di)=(a-c)+(b—d)i

No plano complexo, a adicdo algébrica de numeros
complexos corresponde a adi¢cdo de vectores:

Im(z)
z1+2z,=(a+c)+ (b+d)i
ey {a+o)
Zy=c+di. e
¥ -
c 0| a+c a Re(z)
Exemplos:

1. (2+3i)+(-1+i)=2+3i—1+i=1+4i
2. -3i—(-2+5i)=-3i +2+5i=2+2i

> Numeros complexos simétricos

Dois numeros complexos designam-se por

simétricos quando tém partes reais e coeficientes
das partes imagindrias simetricos.

O simétricode z=a+bi é —z=—-a-bi. ||

Exemplos:

1. Osimétricode 2+3i é —2-3i.
2. O simétrico de —2—3i é 2+3i.
3. Osimétricode 2i é -2i.

4. O simétricode 2 é -2.

As imagens geométrica de dois numeros

complexos, simétricos um ao outro, sdo pontos
simétricos em relacdo a origem do referencial.

Im(z)
Bl z=a+ bi

=

/10 @ Re(z)

Para resolver:

48. Indique o conjugado e o simétrico de:
48.1. —3+i 48.2. 2-5i

48.3. 10i 48.4. —15

49. Na figura estdo representados, no plano complexo,
seis pontos: A, B, C, D, E e F, que sdo imagens

s . A

geométricas dos Im (z)
numeros complexos: — 4
Zp, 2, Zc, Zp, Zg € Zf. : 3_____;

| Bpeespeee
49.1. Represente, na ! ; !
forma algébrica, cada . i |
um desses nimeros  — —t i

-2 Of 1 20 3Reld

complexos. |
49.2. Determine o B O i
médulo do nimero: " ‘
a) za b))z oz
49.3. Represente na forma algébrica e

geometricamente o:
a) simétrico de E b) conjugado de C

c) simétrico de A d) conjugado de D

50. Considere os nimeros complexos e calcule: j
. . I3 =—
7, =3I z,=-1+2i )

50.2. 7, -z,

50.4. 2, —(z, +2Z,)

50.1. z, +z,

50.3. z, +(-2,)+75




> Multiplicagao

Multiplicam-se os numeros complexos como se de
numeros reais de tratasse tendo em conta que i’* =—1.
Exemplo:

(2+3i)x(-4+i)=2x(-4)+2xi+3ix(-4)+3ixi =

=—8+2i—12i—3=-11-10i
No caso geral:
z, xz, =(a+bi)x(c+di)=(ac—bd)+(ad +bc)i

> Divisao

Para dividir dois numeros complexos multiplicam-se
da fraccdo pelo conjugado do
denominador. O problema reduz-se, assim, a divisdo de

ambos o0s termos

um numero complexo por um ndmero real.

Exemplo:
2+3i _(2+3i)8+5i) 16+10i+24i—-15 1+43i 1 34,
8—5i (8-5i)8+5i) 64 —(5i ) 89

B "89 89
No caso geral:

z, a+bi_ac+bd bc-ad i

z, c+di c¢®>+d? c*+d?

> Potenciacao

As propriedades estabelecidas para as poténcias de
numeros reais conservam-se em C.

Vamos comecar por calcular poténcias de base i e
expoente natural, com as regras habituais da potenciagdo:

fefxit=(-1) D=1

=1

2. F=ixi=i

2-_1 PafaPal 2 1) ==
Bofxioc Iti=—i =ERT=1R[U=~1

Notemos que as poténcias de base i e expoente natural sé

tomamosvalores: 1, i, -1, -i

A forma mais simples de encontrarmos uma poténcia de i,
de expoente natural, é usar o conhecimento de:

il=1, 1=, P, P=ei

i"=i", sendo r o resto da divisdo inteira de n por 4

(neNy)

Para resolver:

51. Determine X,y € R de modo que:
51.1. (x+2i)+yi=3

51.2. (i)~ (3+yi)=1+2i

51.3. (1—xi)+2i=y—3xi+1

52. Considere os numeros complexos:

Z=-2+i, w=3i, t=1-2i
Represente na forma algébrica o resultado de:

52.1. zx(w+t) 52.2.txz—w  52.3. 2% +wt

53. Considere os nimeros complexos:

z,=-1+3i , z,=-2—-0, z3=1+2i

Represente na forma algébrica o resultado de:

53.1. z;xz, 53.2.z;,xZ, 533.iz,%x2;-12,
S— 1
53.4. ,x(z, +27,) 535. %2 536 —
Z; Z;
537, Atl 538 217% 539 1 %5
7, Z,+1, z, i

54.Seja w=+/3 —i.Represente na forma algébrica:
54.1. o inverso de w.
54.2. o simétrico do inverso do conjugado de w.

55. Na figura estdo

v Im (2] -
representadas, no °
plano complexo, as
imagens geométricas
de seis numeros

complexos: z

W, 2y, 23, 23, 24 € Zs. - ﬁ”
Z.ol|le._ ez

Qual é o nimero
complexo que pode

. 1
seriguala =—7?
w se

56. Calcule e represente na forma algébrica:

56.1. i%° 56.2. i37 +i%%9-2i%°
56.3. % +i778 56.4. 2i°

56.5. (2i)® +(1+i)>  56.6. (1+2i)’

56.7. i* 56.8. 1'% +3i7%)
56.9. i4”’2+% ,ne N

57. Mostre que i é solugdo da equacio % =i.
z

58. Em cada caso, determine o menor numero
58.1. i** +i’ =0
58.3. 32 =_1

natural k, tal que:
58.2. 32 =1

59. Mostre que 1+i+i%+i3+...+i%%=1 .




Para obter as poténcias de expoente natural de um numero
complexo z=a+biqualquer podemos aplicar a férmula do (a+bi)n

desenvolvimento do Bindmio de Newton.

=>"c, a"" (bi)°
p=0

Tarefas:
1. Calcule: 7% —j8%—ji=23
2. Recorrendo a féormula do desenvolvimento do Binémio de Newton simplifique (2—i)5 .

Resolugao:

. . . L0 - 1 1 1 1xi .
17682 _j23_jo_j2_ 1 _q (Lo 1 5 —9_
P76 —i% i 11— (-1) 3 — = [
2. 2-iP="C,2°(—i)+°C, 2% (- i)' +°C, 23 (- P +°C32° (-1 P +7C, 2 (- i)' +°Cs2°(—i )
=32-80i —80+40i +10—i=—38—41i

> Resolug¢ao de equagdes em C
Para resolver:

Tarefas: Resolva, em C, as equages e apresente as solu¢des na | 60. Considere os numeros complexos z; =i";

forma algébrica.

1.iz-2=3z 2.2z-iZ=1+3i 3. z2+2z+17=0.

_ih+l, _ih+2, __ih+
Zy, =1 ; L3 =1 ; Ly =1

60.1. Mostre que, no plano complexo, as imagens

3 com neNp.

Resolugao: - ~ -
. . geométricas de z;, Z,, Z3 e Z, sdo os vértices de um
1. 17-2=3ziz-31=2<72(i-3)=2<
5 2( 3 ) 62 guadrado com perimetro igual a 4x/5-
—3—i —6—2i
S Z=- Sz= - — <> 7= 60.2. Dé um exemplo de icts)
i-3 (-=3+i)-3-1i) 9+1
um valor de n para
3 1 3 1 . 5
SI=——— S={———— o qual as imagens
5 5 5 5 o
geométricas de .
2. Fazendo z=a+bi comaebeR, tem-se: 71,25, 73 € 74 530 as y B
2z -iZ =1+3i < 2(a+bi)-i(a-bi)=1+3i < repr.esentadas 0 ‘ /Re =
< 2a+2bi—ia—b=1+3i = (2a-b)+(2b—a)i = 1+3i na figura.
Atendendo a igualdade de nimeros complexos vem:

2a-b=1 (b=2a-1 —
= = =
2b-a=3 " |2(2a-1)-a=3 " |4a-a=3+2

5 7 . . .
b=2x=-1 b:5 61.1. iz2—z=0 61.2. 2z7-3i=1i
< 5 < 5 61.3.2z+7=1 61.4. 2> +32=0
a=— a=- 2 2
3 3 61.5. z°—-z+2=0 61.6. z-+4=0
. 5 7. 5 7. 61.7. z> +102+26=0  61.8. 162°> +8z+5=0
Entdo z==+—i. S==+—i
3 3 3 3 61.9. 22 —2iz—-5=0 61.10. z® =-167
3 2 3, 2
3. Aplicando a férmula resolvente: 61.11. z° +62° +132=0  61.12. 2" +6I2" =10z
—2++4-68 —2+—-64 62. Resolva a equacdo, dé exemplo de trés solucdes
22427417=0z=—""" " 7=—"=-"Y quac P g.
2 2 e represente no plano complexo o respectivo
—-2=+8i . . . conjunto-solug3o.
S1=—"""oz=-1+4i S={-1-4i , -1+4i} Jmo-seTe .
2 62.1. iz+Z=0 63.2. Re(z)—z=2i

61. Resolva, em C, as equagdes:

Actividades de investigacdo/exploragio:
1. Sejam z=a+bi e w=c+di quaisquer nimeros complexos. Mostre que:

1.1. z+7 é um nUmero real 1.2. z—Z é umimaginario puro 15 ( j

13. z+W=7+W 1.4. z><i=|z|2

2. Com a utilizagdo de exemplos, verifique que:

2.1. Aadicdo, em C, goza das propriedades comutativa e associativa.

2.2. A multiplicagdo, em C, goza das propriedades comutativa e associativa.
2.3. Em C, a multiplicacdo é distributiva em relacdo a adicdo.
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= REPRESENTAGCAO DE NUMEROS COMPLEXOS NA FORMA TRIGONOMETRICA

Consideremos um nimero complexo z =X+ Yi e a respectiva imagem geométrica

que corresponde ao ponto P(X, Y).

Vimos ja que o mddulo de 7 se representa por |Z| e corresponde a distancia

da imagem geométrica de z a origem. Designemo-lo, agora, por p.

Assim p=|z=4x*+Yy’ sendo pe[O, +oo[ .

Consideremos, agora, & a medida em radianos, da amplitude de um angulo

Im(z)

y’_

em que o lado origem é semieixo real positivo e o lado extremidade é a semirrecta OP .

A 0 da-se o nome de argumento de Z e representa-se por arg(z)=0

Observando mais uma vez a imagem podemos concluir que:

X
cosf =" X= pcosd
p@{ P ¢
sinﬁzl y=psin
0

Portanto, temos z=pcos@+ psind=p(cos@+isind) que

designa por representacdo trigonométrica de z.

Podemos abreviar esta expressao considerando cos@+isin@ =cis@
de onde resulta: Z = pcisé

Tarefa 1: Represente na forma trigonométrica:

1.1, 7, =i 1.2. 2, =—1-i
Resolugao:
11. 7, =i 2l L I
ju ] 4 3
=1 aela)=5 e | 1| 2] B
- \ 2 7 2
0 =oisy ; o | B ] 2
Re(z) 5 ) 7
1.2. z, =-1-i G
5 5 tane | 22| 4 e
2= 2P+ (1P =42 3
Seja 6 um argumento de z, .
Im(z)
(-1,-1)e3°Q s Sn
VY4 i
-1 =>0=r+—=— 2]
tanf=—=1 4 4 t (m —>
-1 | Re(z)
. 57w
7, =~/2cis >~ _S— L1
4
Tarefa 2: Represente na forma algébrica os nimeros complexos:
2.1. 7, =Zcis(—%j 2.2. 7, =5cisx
Resolugao:
. . 2 .42 .
2.1. z, =2cis _Z = 2| cos _z +1sin _Z =2 £—|£ =\/§—\/§|
4 4 4 2 2
— —
42Q 4eQ

2.2. 7, =5¢isz =5(cos 7 +isinz)=5(-1+ix0)=-5
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“_n

°p
*“9” é a letra grega que se |é “téta”

é a letra grega que se |é “r¢”

e Para cada numero complexo,
podemos considerar uma infinidade
de argumentos. Se 6 é argumento
de um numero complexo z, entdo
qualquer amplitude 0+2kx (k € Z), é
argumento de z.
* Considera-se:
Argumento positivo minimo:

0< arg(Z)S 2
Argumento principal:

—r<arg(z)<rx

__________________________________

Para resolver:
64. Represente na forma trigonométrica
cada um dos complexos:

64.1. z, =3 64.2. 7, =+/3 +i
64.3. z,=4i 64.4. 7, =—4—4i
64.5. 7, =2i 64.6. 7, =1—+/3i
64.7. 7, =—/2  64.8. 1z, :#—;i

65. Escreva na forma algébrica:

65.1. z :2(cosZ + isinlj
3 3

65.2. z= Scis(—zj
4

65.3. 7=3v2cis>"  65.4. 7=2cis>"
4 3
65.5. 7= \/Ecis(—%zj 65.6. Z =CisO

65.7. z=2cisx 65.8. z:ﬁcis%




> Igualdade de dois nlimeros complexos na forma trigonométrica

Dois nimeros complexos iguais tém a mesma imagem no plano complexo.
Se z, = p,Cisf, e z, =p,Cis@, entdo:

Z,=12, < p,CisH, =p,CisOr < p,=p, N 0, -6, =2kr , kel

Exemplo: z, =2cisz e z, = Zcis(97z) sdo iguais uma vez que tém o mesmo maddulo e 7 —97z =—8x (4 voltas completas)

> Numeros complexos conjugados na forma trigonométrica F5i(7) 3
< Z
A imagem geométrica do conjugado de z obtém-se da imagem geométrica de /"
Z por uma relexao relativamente ao eixo real. N6
Logo, Z| =|Z| e se #é um argumento de z, entdo —f é um argumento do 0 \'\%\—9 t  Re(z)
jugado d A
conjugado de z. i N S s N
Se z = pcis@, entdo Z = pcis(—6) z
> Numeros complexos simétricos na forma trigonométrica Im (z)} 4

No plano complexo, a imagem de — z, simétrico de z, obtém-se da imagem de
Z por uma rotacao de centro na origem do referencial e amplitude & radianos.

3 >
Entdo, Z| = |— Z| e se # é um argumento de z, entdo f+x é um argumento de — Z. Re(z)
8
K ____1
Se z = pcis@, entdo —z = pcis(z +6) | —Z
Para resolver: 67. Para cada um dos nimeros complexos z, represente na
66. Considere os seguintes nimeros complexos: forma trigonométrica Z e —z e indique os quadrantes a que
- . (77 . .
W =2+23i e w, :405(—) pertencem, no plano complexo, as respectivas imagens
3 geométricas.

66.1. Mostre que w, =w,. .
aue W =\, 67.1. z=1-+/3i  67.2. z=3cis(10—”) 67.3. z:—C|s(£j
66.2. Indique o argumento positivo minimo de W, . 9 7

=  OPERACOES cOM NUMEROS COMPLEXOS NA FORMA TRIGONOMETRICA
Algumas operagdes com numeros complexos podem efectuar-se de forma simples quando estes estdo
representados na forma trigonométrica: a multiplicacdo, a divisao, a potenciacdo e a radiciagao.

Para efectuar a adigdo de numeros complexos, estes devem estar expressos na forma algébrica.

> Multiplicagdo na forma trigonométrica Recorde:

Sejam os numeros complexos:
z, =p,Cis6, e z,=p,Ciso,

* sinf@a+b)=sinaxcosb+cosaxsinb
O seu produto sera: « cos(a+b)=cosaxcosb—sinaxsinb

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
'« sifla—b)=sinaxcosb—cosaxsinb !
| |
1 1
1 1
Zy Xz, =p Cis O, X p,Cis ,=p, X p, cis O, x cis B, = | !
1 1

* cos(a—b)=cosaxcosb+sinaxsinb
=p, X p, (cos 6, +1sin 8,) (cos B, +1sin 6,) =
=p, X p, (cos 6, cos 6, +1 cos 6, sin 6, +1 sin O, cos B, — sin 6, sin 6,) =
=P, Xp, [(cos 6, cos 8, —sin 6, sin 8,) +1 (cos 6, sin 6, + sin 6, cos 93)] =
=p, X p, [cos (6, +6,) +1isin (6, +6,)]

|| 2, X2, = p,Cish; x p,Cish, = p, p,cis(6, +6,)
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No plano complexo:

z=1,x1, = p,Cisb, x p,CisH, =
= p,P,Cis(6, +6, )= pcisé

P=P1P> \ |/
6=06,+0, \lf

0 Re (2]

Tarefa: Escreva z, xz, naforma trigonométrica:

. T .2
1. Sendo ZI:ZCISZ e ZZ=3CIS?7[.

2. Sendo 21=2Ci8% e 22:1+\/§i.

Resolugao:

. . 2 . 2 .
1.z, xz, = 2cis T x3cis - = 6cis| 2 + =L | = 6cis| ——~
4 3 4 3

2. Comecemos por expressar 1++/3i naforma trigonométrica.

22| =12 + (V3] =2
Seja 6 um argumento de z,.
(1,ﬁ)e 12Q .
=0=— T T r
tand=+/3 3 = 4cis(—+—j = 4cis(—j
4 3 12

z, = 2CiS%

. T . T
71 X7, =ZCISZXZCIS§:

> Inverso de um nimero complexo na forma trigonométrica
Seja z, =p,Cisf;, um numero complexo, ndo nulo, e seja
z, = p,CisH, o seu inverso.

Sabendo que z, xz, =1 eque CisO=1 vem:
P,0,Cis(, +6,)=cis0 <
< pp,=1 A 60,+6,=0+2kzr KeZ

1

S py,=— A 0, =-0,+2kr ke Z
P1

Pode considerar-se: z, =icis(—¢91)
P1

O inverso do niumero complexo z = pcisé , nao nulo, é

o nimero lzlCiS(—«9).
z p

> Divisao de nimeros complexos na forma trigonométrica

Para dividirmos o numero z, = p,cis@, por z,=p,ci®, ,

com z, =0, multiplicamos z, peloinverso dez,.

z . : :
L=z L = (p,Ciso, )x{ims@} =1 cis(0, -0,)
Z; Z; P P

41 P1cig(g, -6,
Z, P
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Para resolver:
68. Calcule e apresente o resultado na forma
trigonométrica:

68.1. [ZCisﬁ) X (lciszj
3 2 6

68.2. (1—i)xcis% 68.3. —3cis(%)x(—2i)

69. Seja z um numero complexo. Indique um
argumentode zx7Z .

70. Considere os niUmeros complexos z =3 +i

1. (n
e t=—cis| —|.
2 (4j

70.1. Represente Z na forma trigonométrica e t
na forma algébrica.
70.2. Represente zxt naforma:

a) algébrica b) trigonométrica

71. A imagem geométrica do nimero complexo
Z situa-se no 22 quadrante. Em que quadrante
se situa a imagem geométrica de:

71.1. iz 71.2. i%z
71.3. —iz 71.4.i'7

. , 1.z
72. Considere o nimero complexo W=ECI5— .

Qual dos seguintes numeros complexos

1.
corresponde a 1 ? (A)w, :—CISG—”
w 2 7

137

(B) w, :Zcis7 (C) wy =20i587ﬂ

3

. 1 . .
73. Considere z;=——+—1i e 1z, =2cis = .
2 2 7

Calcule e apresente o resultado na forma
trigonométrica.

73.1. ixi

73.2. —
) sz( Zz)

. . . T
74. Considere os numeros complexos z; =Cis—
3

V2 2.
Z,=—+—1i.
2 2
74.1. Represente 4 na forma algébrica.
53

z
74.2. Represente —+

Z

na forma trigonométrica.

74.3. Recorrendo aos resultados anteriores,

. T
determine os valores exactos de smE e

T
cos—.
12




. T ] . Z

Tarefa: Sendo 7, =6x/50|s§ e z,=—-1+i. Calcule 3ix—2.
Zy

Resolugao:

Atendendo as operagdes que vamos efectuar, devemos escrever

na forma trigonométrica os trés nimeros envolvidos na expressao:

ﬁ r x/_ (37;

Z,
3I><——3CIS —3CIS—><

2 2 eﬁcisg 6‘/_

Temos, entdo:

> Potenciacdo na forma trigonométrica
Seja z=pcis@ um ndmero complexoe neN .

Temos por definicdo de poténcia: z" =zxzxzx...xZ

[ ———
nvezes

Substituindo z por pcis@e aplicando a férmula da
multiplicagcdo vem:

= px px..x pxCIS(O+0+...+6)

L
nvezes nvezes
Entdo: ‘ =p"cis(nd) ,neN
O resultado

[p(cos@+isind)]" = p"[cos(n@)+isin(nd)] ,neN

é conhecido como férmula de De Moivre.

Tarefa: Calcule e apresente o resultado na forma algébrica.
-9
3 1i
4 4

Embora o resultado seja pedido na forma algébrica, temos toda a

Resolugao:

vantagem em efectuar as operag¢des na forma trigonométrica.

NERE 3 1 1
Seja Z———— = |—+—=—
4 16 16 2
Tendo 6 como argumento de z, vem:
V3 1) 4
4’ 4 r . 1 ( ﬂj
=0=—— Entdo: z=—cCis| ——
\/g 6 2 6
tand =——
3
_9 _9
270 = lcis(—ﬁj :(1] cis(9x£] 2°cis 2% =
2 6 2 6 2

3

= 512(cos37”+ isinTJ =512(0—i)=-512i

5 =—1+i

= ﬁcis‘%ﬁ

6 2 12 2 12

T .7t 1 .57 3 .(n b5« 1. 1ix
=3CS—Xx—CIS— =—CIS| —+— [=—CIS——
3 2 6 12

Para resolver:
75. Considere o nimero complexo z=1+i.
Mostre que:

75.1. 2% é um numero real.
1\10
75.2. (—) € um imagindrio puro.
z
753. (2-2z)° =—4+4i
numeros
3 (7
z=J§+ﬁ| e WZZCIS(?)

Calcule:

76. Considere os complexos

76.1. 6_14(z6+w6) 76.2. (iz)*°(w)®

77.Seja z=1-i.Mostre que:
77.2. °®

é um numero |mag|nar|o puro.

77.1. 72’ =87
77.3. (z+2i)* é

€ um numero real.

78. Mostre que

(sinx—icosx)* =cis(4x) , vxeR.

79. Calcule:
79.1. As raizes quadradas de ﬁ —i.

79.2. As raizes quartas de —

N

79.3. As raizes quintas de —32i.

80. Resolva, em C, as equagoes:
80.1. 2-1=0 80.2. z*+1=0
80.3. 2°+i—1=0 804. z°=7

81. Considere os seguintes nimeros complexos:

. (3 (7 .
Z :ZCls(Tﬂ] Z,= 320|S[Tﬁj z, =—4i

Mostre que:
81.1. z; éuma raiz quadradade z;.

81.2. z; éumaraizindice 5 de z,.

82. Considere os seguintes nimeros complexos:
(7 .

w, ZZCIS[Ej W, =—3 +1

Mostre que sdo duas das raizes cubicas do
mesmo numero complexo z e determine-o.
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> Radiciacdo na forma trigonométrica
Tarefa: Resolva, em C, a equacdo z> =8i .

Resolugdo: Resolver a equagdo z> = 8i equivale a determinar as raizes indice 3 (raizes ctbicas) do nimero complexo 8i .

Seja z = pcisd.

23 =8i < (pcish)® = Scis(gJ < piais(36) = 8cis[§)

Atendendo ao critério de igualdade de complexos na forma trigonométrica, tem-se

p=8 p=3§/§ p=2
o o
39:§+2k7r , ke Z 92%4‘2'(—” , ke Z 9=%+

Como z = pis@, este fica determinado por atribuicdo de valores a k.

. (7
Se k=0, resulta o nimero complexo z, = ZCIS(EJ.

. (5
Se k=1, resulta o nimero complexo z, = ZCIS(?HJ .

. (3
Se k =2, resulta o nimero complexo z, = ZCIS(THJ .

Por atribuicdo de qualquer outro valor inteiro a k resulta um dos trés

numeros complexos Zy, Z, ou Z,.

Daqui resulta que a equagdo z> =8i tem trés e sé trés solucdes, isto é,

ha trés e sé trés raizes clbicas (indice 3) do nimero complexo 8i .

No plano:

Im (2]

As imagens geométricas correspondem aos vértices de um triangulo
equilatero inscrito numa circunferéncia de raio 2 e centro O.

Re (2]

2r

, keZ
3

De um modo geral:
Dado um complexo z= pcisd eneN:

Q/EZ“ pcis(9+k2ﬂj
n

com ze{0,1,...,n—1}

esta igualdade designa-se por férmula

de De Moivre generalizada.

* As imagens geométricas das raizes de
indice n, de um numero complexo
pcis@ definem, no plano complexo, um

poligono regular de n lados, centrado na

origem, com vértices numa
circunferéncia de raio Yo .
» Todas as raizes tém o mesmo maddulo,

Yp, e os argumentos estdo em

~ oL . 2T
progressdo aritmética de razao — .
n

Para resolver:

83. Na figura estdo representados, no
plano complexo, um tridangulo e um
quadrado inscritos numa circunfe-
réncia de centro O.

Sabe-se que o ponto B é a imagem
geométrica do nimero complexo:

)

83.1. Determine o nimero complexo cuja imagem geométrica é o

ponto D.

83.2. Considere os vértices do quadrado as imagens geométricas das
raizes de indice 4 de um complexo z. Determine z.

Im (2]

e

84. Considere, no plano complexo, o pentagono
[ABCDE] inscrito numa circunferéncia de raio 1 e
centro na origem do referencial, representado

na figura.
Im (z)

Os vértices do pentagono AN

sdo as imagens
geométricas das

raizes de indice 5 L\
de um complexo z.

84.1. Determine z.
84.2. Represente na forma trigonométrica o
numero complexo:
a) cujaimagem é A. b) cujaimagem é D.

c) em que a imagem do conjugado é C.
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=  DoMiNIOS PLANOS E CONDICOES EM VARIAVEL COMPLEXA
Neste tdpico, veremos como caracterizar alguns lugares geométricos

complexa (condi¢des em C).

> 0 médulo |Z1 - ZZ| como distancia entre dois pontos.

Sejam z, e Z, dois nUmeros complexos em que as imagens geométricas

estdo representadas, no plano complexo.

A diferenca entre z; e Z,, ou seja, z, —z,, é representada, no plano

_

complexo, pelo vector z,z, .

Assim,

corresponde a norma do vector z,z,, que equivale a

0 mddulo do numero complexo

B

distancia entre os pontos z; e z,.

Assim, tem-se: |z, —2,|=2,z, .

> Circunferéncia.

Consideremos, agora, no plano complexo, a circunferéncia de raio r e centro z,.

recorrendo a condi¢cbes em variavel

Im [Zl‘
| 4

\
\
\
A

Z;

°

X
\
\
A\
\
\

‘\l L /

\
0| Re (2)

|z1 —22| representa a distancia estre as imagens

geométricas dos complexos z, e z, .

A circunferéncia é o conjunto dos pontos a uma distancia r de z,, sendo

cada um desses pontos a imagem geométrica de um numero complexo.

Entao:

|z—z,|]=r, reR, é uma condi¢do em varidvel complexa

que define a circunferéncia de raio r, com centroem z,.

W, Re (2]

Com base na condicdo que representa uma circunferéncia, podemos definir outros dominios planos, como os

que se representam a seguir:

im (2] Im (2) Im (z)
W me @ @)
( Zy, \‘; Zy. | 2.
\ ey X gt =4
\ NS S S
N g . ’,“3
"l R T 087 Reld 4 Re (2]

(4) Im (2]

z—zl|£r , FeR, representa o circulo de

raio I e centro em z,. (1)

z—z)|<r, reR, representa o lugar

geométrico dos pontos interiores a
circunferéncia de raio r e centro em z,. (2)

representa o lugar

Z-7,|>r, reR,

geométrico dos pontos
circunferéncia de raio r e centroem z,. (3)

-rls|z—zl|<r2 , I, I, €R, representa uma

coroa circular. (4)

exteriores  a

Para resolver:

85. Represente, no plano complexo, o conjunto das imagens
geométricas dos numeros complexos z que satisfazem a

85.1. 7] =2

condigdo:
85.3. |z-1+2i[>2
85.5. || <3

85.7. |-2+i—2]>1

86. Defina por uma condi¢do, em C, a circunferéncia:
86.1. centrada na origem e raio 3.
86.2. de raio 2 e centrada na imagem geométrica do

conjugadode 3—i.

85.2. [2-1<3
85.4. 1<|z+2-i[<3
85.6. |2—i[<2

85.8. |z-1+i<3 A [721
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Para resolver:

87. Defina por uma condigdo, em C, o conjunto de pontos representado no plano complexo por:

87.3.

87.1. ., 87.2.
|
el i ( OspontosA,BeC
| Pl s3o imagens geomé-
X ’
o ' y B tricas dos numeros
i f/ complexos 2i, 3i e 4i,
| \ A sendo A e C os centros
! J
i ' / dascircunferéncias.
O’ T Reld 7
! 3
Centro de circunferéncia: 1 9
|
)

o ponto A(1, 2)

A(3,0), B(-3, 0) e C(0, 4)

> Mediatriz de um segmento de recta.
Sejam z, e Z, dois nUmeros complexos.

A condigo em varidvel complexa |z2—2,|=|z-2,|

define a mediatriz do segmento de recta [z,,z, .

De facto, a condicdo representa o conjunto das imagens geométricas

dos nimeros complexos cuja distancia a z; é igual a distanciaa z,.

Com base na condicdo que representa a mediatriz, podemos definir

0 . N Re(z)

os respectivos semiplanos (abertos ou

fechados):
(1) : Im (2) (2) Im (2)
Z; . Z; R
0] - m. Re (2) 0 g Re(2)
Z ; Z

z-2z|<|z- 2, z-2z|>|z- 2]

Z—21|S|Z—Zz| define o semiplano

(fechado) limitado pela mediatriz do

segmento de recta [z,,z,]ao qual

pertence a imagem de z;. (1)

Z—Zl|>|Z—Zz| define o semiplano

(aberto) limitado pela mediatriz do

segmento de recta [z,,z,]ao qual

nAartAncAa A imAacam AAa 7 (M)

Tarefa: Identifique e represente, no plano complexo, o conjunto de pontos que sdo imagens geométricas dos complexos

que satisfazem a condicdo:

Resolugdo: Considerem-se os numeros complexos z,=2—-i e

Zg =—2+3i cujas imagens geométricas sdo A(2, -1) e B(-2, 3)
respectivamente.
A condi¢do define o semiplano (fechado) limitado pela mediatriz do

segmento de recta [A, B], ao qual pertence o ponto B.

Calculemos o ponto médio (M) de [AB] e de seguida o vector AB :

M :(22;2,_1;3):(0,1) AB=B-A=(-4,4)

4
Sabemos entdo que a recta AB tem declive: m; =—=-1

Como a mediatriz é perpendicular a recta AB o seu declive é dado

1
porr m, =——=1
1

A mediatriz tem declive 1 e passa pelo ponto M(0, 1).
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|z—(@2-i)=|z—(-2+3i)

Assim, uma equagdo é: y=x+1.

Representando no plano complexo:




> Rectas horizontais e rectas verticais. Para resolver:

Considere-se um ndmero complexo z, =a+bi; a,beR, em que 88. Identifique e represente o conjunto

. Lo, de pontos constituido pelas imagens

a imagem geométrica é o ponto A(a, b). mw) L )
geométricas dos numeros complexos que

— verificam as condigcdes:

O ponto A ¢ a interseccdo das rectas 88.1. |Z| :|z _4| 88.2. |Z_1+i| :|Z+3|
representadas pelas condig&es 88.3. |z+i|=[z—i| 88.4.[z—i[=[z-1

Re(z)=a e Im(z) = b. o‘ Re (2 88.5. |z+3<|z—1 88.6. |z]>|z+1-2i

88.7. [z—-4+2i|<|7| <|z-2i

L L 88.8. Re(z)<2 A Im(z)>-1
* Re(z) = arepresenta uma recta paralela ao eixo imaginario.

* Im(z) = b representa uma recta paralela ao eixo real. 88.9. —2<Re(z-1)<3

89. Defina, por uma condicdo em C, os
> Semi-rectas. seguintes conjuntos:

89.1. M é o ponto médio de [OA] e o

Arg(z) = 6 Arg(z~2:) = 0 ot e e
(semi-recta com origem na (semi-recta com origem na imagem tridngulo [ ] € rectangulo em M.
origem do referéncial) geométrica de Z;) Im [le
R
N, Al &
Im () Im (2) I A—— 7 '.[ P4
/ , :
/ \\/\(4 I
4 e,
// //'/ \_\ ]
/ 5 BN =k
i i/ }0 0 \Re (2]
P\
]///&9

0 ' Re (2]

89.2. Os vértices A, B, C e D sdo as

As imagens geométricas dos numeros imagens geométricas, respectivamente,

. complexos Z que satisfazem a
Os numeros complexos z de - ~ .
. condicdo arg(z —z;) = 6 estdo sobre a sendo z=2+i. Im (2]
argumento 0 situam-se . .
semi-recta de origem P, e que forma g A
|
1

dos numeros complexos z, -Z, ,~Z e Z

sobre a semi-recta de N . A, T
. um angulo de amplitude 8 com a |
origem O que forma com o |

semi-recta de origem P, e com a

semieixo real positivo um . ~ . . ‘ 0 ‘
. Pe direc¢do e sentido do semieixo | | Re !
angulo de amplitude 6. L :. el Rl
positivo real. o F o
89.3. Sendo z=3+3i, sabe-se que:
* [ABCD] é um rectangulo;
Tarefa: Represente, no plano complexo, as imagens geométricas dos | , 44 imagem geométrica de z;
. . . T N 2w L -
ndmeros complexos zZ que satisfazem a condigdo: 7 < arg(z —1+2|)£ 3 * D é aimagem geométrica de (~z) .
= Im [ZIT
Resolugao: 0 c
T N 27 S AT v
—<arglz—-1+2)f— < ! AN :
Va . 2 I \\\ '
<:>Z<arg(2—(1—2l))£? : 4 \’\_\:
, , , A 0 BReld
Seja P4(1, -2) o afixo do niumero
complexo 1 - 2i. - P 89.4.
|0 1
Na figura estd a representagdo \ 4_ 2n
geométrica sombreada que T
corresponde a condigdo dada. \! f% \ -
) il i | D =
2
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Para resolver:

90. Identifique o lugar geométrico do conjunto das imagens
geométricas dos nimeros complexos que verificam as
condigbes:

90.1. arg(z) = 7 90.2. [arg(z) :%

90.3. arg(z)= .%r 90.4. 0 <arg(z) <§

91. Defina, por uma condigdo em C, os seguintes conjuntos:

91.1. . 912, ¢
]
! ’
| 4
B :
|
Oponto Aéaimagemdeum
néimero complexo z de |
S L |
argumento —, e Béa !
! ponto A, centro da
imagem geométrica de w=iz. | il 65 alixe de
91.3. % i 91.4. :
Im(z) : Im(z)j 1
- ! I
]
|
f : 5 .
i . : ! 0 1 Re(z)
=2 0 J2 Rc(z)i
L‘\,‘ : ““““““ _1
,, ]
—- |
|
)

92. Qual das seguintes condi¢des define, no plano
complexo, o eixo real?
(A) z+Z=0
(€) |z—1=0

(B)z—z=0
(D) arg(z)=0

93. Qual das seguintes condi¢es define uma recta
no plano complexo:

(A) |z—2|=|z-2i| (B) |z—2+3i|=9

(C) 2z+5i=-z (D) arg(Z):%

.5
94. Considere o complexo 7, =«/§CIS?7[ .

A imagem geométrica de z; pertence a regido do
plano definida por:

(A) |z] <17 (B) Re(2)=+/3

57

(C) Im(Z)=? (D) %<arg(z)<;r

95. Em qual das figuras pode estar representado,
no plano complexo, o conjunto definido pela
condi¢do:[z|>1 A 0<arg(z)<% A Re(z)<-2

(A) (B)

NAMEROS IMAGINARIOS EXISTEM E TAMBEM SAO CONHECIDOS POR NAMEROS
COMPLEXOS, EXPRESSOS NA FORMA a+bi, SENDO QUE "a” CONSTITUI A PARTE REAL
E “bi¥, SUA PARTE IMAGINARIA. A LETRA "i" REPRESENTA A RAIZ QUADRADA DE -,
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-/ Material de apoio 1
Desafio:

Quantas vezes precisa de dobrar uma folha de papel para chegar até a lua? 39, 452, 1000, 3000000? Registem as
diferentes estimativas dos elementos da classe e vamos descobrir quem esta mais proximo da verdade!

Pegue numa folha de papel e dobra-a ao meio. A espessura da folha aumentou para o dobro. Ao repetir novamente
este procedimento a espessura da folha passa a ser o quadruplo da folha inicial. Admita que consegue dobrar uma
folha de papel o nimero de vezes que queres, repetindo o mesmo procedimento.

Suponha que espessura de uma folha de papel é de um décimo de milimetro.

A partir da ilha do Principe, quantas vezes precisas de dobrar uma folha de papel para conseguir atingir S. Tomé. (A
distancia entre estes dois locais é aproximadamente 150km)?

A partir de um ponto qualquer do planeta Terra, quantas dobragens sucessivas sdao necessdrias para se atingir a Lua,
sabendo que a distancia da Terra a Lua é cerca de 384 000 km?

Resolucdo:

N.2 de dobras 1 2 3 4 5 6 10 14...
Espessura em folha 2 4 8 16 32 64 1024 16384...
Espessura em folha | 0,2 0,4 0,8 1,6 3,2 6,4 102,4 1638,4
(em mm)

Forma de poténcia 2! 2? 23 2% 2° 2° 27 2"
(espessura da folha)

Nota: 1km=1000000mm, logo 150km=150000000mm
Assim procuramos os valores 150000000 e 384000000000 na nossa tabela!

Até a 14.2 dobra, temos 1638,4mm, um pouco mais do que 1,5m, ainda estamos muito longe de atingir os 150km,
gue na nossa tabela irdo equivaler a 150000000mm, mas, observando os valores da 2.2 linha, existe uma sequéncia
familiar que corresponde As poténcias de bases 2, que poderd ser acrescentado numa 4.2 linha da tabela. Ou seja
para n dobras, a espessura podera ser traduzida por 2" folhas.

Substituindo o valor de n por um valor consideravel, por exemplo 26 (poderia ser qualquer outro). Ora 2%°=
67108864. 6,7108864km! O suficiente para percorrer a distancia de S Tomé a Bombom e regressar, mas ainda muito
longe de 150km. Experimentemos agora um valor maior para n, por exemplo, 29. Agora 2%= 53,6870912km. J3
estamos perto! No proximo ja teremos um valor superior a 100km (dobro de 50) e no outro seguinte um valor
superior a 200km (dobro de 100). De facto para 2°°= 1073741824 — 107km (Oc.d.)- e para 2*'= 2147483648 — 214km
(0c.d.), pelo que sdo precisas 31 dobragens para a espessura atingir 150km. Continuando a obter valores para
nimeros maiores, chegamos ao 2*°= 43980465110000, o primeiro que ultrapassa o valor de 3840000000000.

Utilizando a calculadora cientifica, podemos utilizar a tecla que permite repetir procedimentos. A partir do 4.2
procedimento, poderemos clicar sé na tecla igual, que o valor apresentado é sempre o anterior multiplicado por 2.

Assim, com 31 dobragens numa folha de papel atingimos a distancia entre a Ilha de S. Tomé e a Ilha do Principe e
com apenas mais nove dobragens, 42, conseguimos atingir a distdncia da Terra a Lua! Este é o caso de um
crescimento exponencial de base 2.

Afinal, qual foi a melhor estimativa da classe?

! Tarefa adaptada de Matemadtica 11: sucessdes3, Lisboa, 2004 no ambito do projecto Matematica do Planeta Terra 2013
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-/ : Material de apoio 2: Evolugdo da populacdo em Sdo Tomé e Principe

| Parte

A tabela seguinte apresenta os dados relativos a populacdo sdo tomense residente no arquipélago, no

periodo de 1970 a 2012, de acordo com os censos realizados.

1970 |1981 |1991 |2001 |2012
73800 | 96611 |117504 | 137599 | 187356

Represente graficamente a evolucdo da populagdo ao longo deste periodo de tempo. Observe que a
populacdo ndo cresceu sempre de igual forma. Identifique, a partir dos dados da tabela, o periodo
com um crescimento mais acentuado.

As fungdes exponenciais sdo frequentemente usadas para descrever evolugdes populacionais. Mas
ha outras, nomeadamente o modelo logistico, que recorrem também a funcdo exponencial.
Considere os dois modelos (exponencial e logistico) definidos da seguinte forma: P(t) = P,e*, onde

Ano

Populagao

P, é a populagdo no instante zero, neste caso 1970, e P(t) = b onde b é a populagdo no

1+ae™ 1+a
instante zero e b a capacidade mdxima do sistema, neste caso, do territério do S. Tomé e do
Principe. Experimente e identifique valores para os parametros que descrevam a evolucdo da
populacdo no periodo em causa.
Sugestdo: para o modelo logistico deve ser fixada a capacidade maxima do sistema para o periodo

em que se vao fazer previsoes.

3. Qual o ponto de intersec¢do das duas curvas? Qual o seu significado?
4. Introduza os dados numa lista numa calculadora gréfica e experimente diferentes modelos de

regressao.

a. A partir desses modelos faca a previsdo da populacdo sdo tomense para os anos de 2050 e

2100.
5. Qual dos modelos, entre os trabalhados em 2 e 4, Ihe
parece mais adequado para fazer previsdes?
Nota: Segundo dados da ONU® (Organizacdo das
NagOes Unidas), existem as seguintes previsoes
(média, por excesso e por defeito) populacionais para
S3ao Tomé e Principe. Os dados estdao em milhares.

Ano |p. média p. excesso | p. defeito
2020 200000 205000 195000
2050 299000 343000 258000
2100 356000 559000 216000

6. Utilize os seus conhecimentos de Geografia para analisar a evolucdo da populagdo desde 1970 e
baseie-se nesses mesmos conhecimentos para validar as previsdes para o futuro.

Il Parte

Suponha-se uma populacdo de uma determinada espécie que vive, se reproduz e morre numa determinada

regido, sem que haja emigragdo ou imigragdo de individuos dessa espécie. Em cada instante t designe-se

por I(t) o nimero de individuos dessa populagdo. Um primeiro aspecto que convém notar é que se vai

representar por uma fungdo real de varidvel real um ndmero de individuos que é necessariamente inteiro.

Nestas condi¢cGes, segundo Malthus a evolugdo da populacao sera dada por:

t)=1, e(™Mt 5nde 1(0) =k, se for |, o nimero de individuos no instante 0.

’ Tarefa adaptada da brochura Fun¢des 12, ME, Lisboa, 1999 e NlUaleph 12 — volume 2, Lisboa, 2012 no ambito do

projecto Matematica do Planeta Terra 2013

® http://esa.un.org/unpd/wpp/index.htm
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A aplicagdo do modelo de Malthus a populacdo humana da origem a grandes controvérsias. Por um lado
pode-se constatar que nos ultimos séculos a populagdo humana tem seguido uma lei de crescimento que
parece exponencial. Por outro lado o modelo supGe uma taxa de natalidade uniforme e isso esta longe de se
verificar na populacdo humana. Tem-se verificado que é entre as populagdes mais pobres que a taxa de
natalidade é maior. Se é previsivel que a Terra ndo pode comportar um nimero infinito de seres humanos
vivos, é um problema decidir o que se pode fazer para evitar um crescimento insustentavel. A este propdsito
citamos a seguinte passagem do relatério “O nosso futuro comum” elaborado em 1987 pela Comissao
Mundial do Ambiente e do Desenvolvimento:

“Os paises industrializados com preocupagbes sérias quanto a alta taxa de natalidade noutras partes do
mundo tém obrigacbes além do simples fornecimento de caixas com material contraceptivo. O
desenvolvimento econémico, através do seu impacto indirecto nos factores socioculturais, baixa as taxas de
nascimento. As politicas internacionais que actuam sobre o desenvolvimento econdmico tém assim
interferéncia na possibilidade de os paises poderem fazer alterar a natalidade. O problema do crescimento
populacional deve pois integrar-se no problema mais lato do rdpido crescimento socioecondmico dos paises
em vias de desenvolvimento.”

Voltando agora a questdo da populagdo humana... Se a evolu¢do da populacdo humana for logistica, entdo o
crescimento da populacdo devera comecar a abrandar quando se aproximar do maximo suportado pela
regido em estudo. Pensando na Terra, colocam-se agora algumas questGes interessantes: i) qual serd o
maximo de populagdo que a Terra pode suportar?; ii) sera que esta capacidade maxima é constante ou ira
variando com a evolucdo cientifica e tecnoldgica? (aqui ha que ponderar recursos renovaveis, recursos nao
renovaveis e producdo de residuos); iii) nota-se nos paises mais desenvolvidos uma clara tendéncia para a
reducdo da taxa de crescimento da populacdo; serd que nos aproximamos do equilibrio logistico nessas
regioes?

Um sinal do impacto da Matematica na nossa sociedade é que muitos dos pareceres cientificos e decisGes
politicas (em economia, ambiente, etc.) sdo baseados em modelos matematicos (que, embora mais
sofisticados do que estes, ndo deixam de ser apenas modelos matematicos).

A populagdo mundial (em milhares de milhGes) desde 1900 pode ser modelada pela fungdo logistica

P(t) =012 onde t representa o nimero de anos ap6s 1900.
- -0,0281%
6,3+102e

1. Usando este modelo, calcule a populagio mundial em Evolugdo da populagdo mundial
12

1991 e 2001. o

2. Faga a previsdo de populagdo mundial para o ano de g ~
£

2080. T . /./

3. Leia a noticia no rectangulo em baixo e justifique se o £ 4
. s . - 25
modelo apresentado continua a ser valido para daqui a 2 =
« ™ 0 :
300 anos, de acordo com as previsdes da ONU. 1500 1950 2000 2050

Relatério da ONU aponta para estagnacao do crescimento populacional até 2300.
O planeta vai atingir os sete mil milhdes de habitantes na segunda-feira, mas em 2300 podera

nao passar dos 8,97 mil milhdes, fruto de um processo de estabilizagdo da populagdo mundial.
In Agéncia de Noticias de Portugal, S.A., em 28 de Outubro de 2011




- Material de apoio 3: Os logaritmos e a Escala de Richter

Em 26 de Dezembro de 2004 ocorreu um sismo na costa sudoeste asiatica que produziu um maremoto que
se encontra entre os mais mortais desastres naturais da historia moderna, tendo devastado a costa de varios
paises, como a Indonésia, Sri Lanka, india e Tailandia, com ondas até 15 metros de altura e atingindo a
Somalia (Africa), a 4500 km a Oeste do epicentro.

Um sismo é um fendmeno fisico resultante da libertacdo subita de grande quantidade de energia, que se foi
acumulando em determinada regido da crosta terrestre, durante um certo intervalo de tempo e que provoca
vibragOes que se transmitem a uma extensa area circundante.

A dimensdo de um sismo pode ser caracterizada por vdrios parametros, sendo os mais utilizados a magni-
tude e a intensidade. Cada sismo tem apenas um valor de magnitude, mas produz uma distribuicao de
intensidades na area afectada.

A magnitude é um parametro instrumental que caracteriza a dimensao relativa de um sismo e esta direc-
tamente relacionada com a energia libertada no foco. O seu cdlculo baseia-se no valor do movimento
maximo do solo registado por um sismaografo.

A escala de magnitude sismica mais utilizada é a Escala de Richter. O sismo que abalou a costa sudoeste
asiatica a 26 de Dezembro de 2004 teve uma magnitude de 8,9, tendo sido por isso o quarto maior sismo
desde 1900, altura em que se iniciou o registo sismografico. Desde 1900, o maior sismo que ocorreu no
mundo foi no Chile, a 22 de Maio de 1960.

A utilizacdo de logaritmos na escala de Richter justifica-se pela enorme amplitude de dados, com uma
variacdo entre dados muito pequenos e muito grandes. Os sismologistas usam uma escala, a escala de
Richter, definida pela seguinte expressdao: M = 0,67 log E - 7,9 em que E representa a energia libertada e M
correspondente a magnitude na escala de Richter.

O quadro seguinte mostra o significado da variagao dos valores da escala de Richter a partir da apresentagao das
consequéncias de um sismo de acordo com a sua magnitude.

I:Iéag:::‘::; Resultado no epicentro N;::r
1.0-1.9 Detectdvel apenas por sismégrafo Muitos
2,0-29 Sentido por algumas pessoas 800000
30-39 Sentido pela maior parte das pessoas 20000
4,0-49 Sentido por todos, vidros partidos 2800
50-59 Queda de mobilidrio 1000
6,0-6.9 Fendas no chao, queda de alguns edificios 185
7.0-7.9 Queda de pontes e barragens 14

8.0+ Desastre em larga escala 0,2

* Tarefa adaptada da brochura Fung¢des 12, ME, Lisboa, 1999 e NlUaleph 12 —volume 2, Lisboa, 2012, da secgdo de
materiais para aula de Matematica das revistas Educagdo & Matemadtica n.2 43, Quando a Terra treme, e n.2 82, A Terra
volta a tremer, no ambito do projecto Matemadtica do Planeta Terra 2013



Como o logaritmo de um nimero é um expoente a varia¢do, por exemplo, um ponto na escala de Richter
(logaritmica) corresponde a uma actividade sismica muitas vezes superior a essa variagao. Por exemplo um

sismo de magnitude 5 apenas provoca alguma queda de mobilidrio, enquanto um sismo de magnitude 7
provoca queda de pontes e barragens.

1. Qual a energia libertada pelo sismo registado com 8,9 na escola da Richter.

2. Resolva a equacao em ordem a variavel E.

3. Em 1 de Novembro de 1755 ocorreu um sismo em Lisboa. Sabendo que este sismo libertou 7,09 x
10** ergs de energia, qual foi a sua magnitude na escala de Richter?

Repare que, estes dois sismos, embora com energias distintas tém associadas magnitudes muito préximas.
4. Recorrendo a processos algébricos e se possivel a uma calculadora gréfica analise:

a. Se a energia libertada por um sismo for 10 vezes maior que a de outro, qual é a diferenca
entre as respectivas magnitudes? (pode considerar por exemplo, energias de 10* e 10'®)

b. Cada acréscimo de uma unidade de magnitude, na escala de Richter, resulta da energia

libertada ser multiplicada por um factor. Quanto é o valor desse factor? (pode considerar
por exemplo, escalas de 5 e 6)

Nota: Para informacgdo adicional poderas consultar na Internet dados organizados sobre muitos sismos. Por exemplo a base de dados
“Significant Earthquake Database” em: http://www.ngdc.noaa.gov/seg/hazard/sig srch.html, contém informagdo relativa a mais de
5000 sismos de grande intensidade decorridos desde ha 4000 anos.



http://www.ngdc.noaa.gov/seg/hazard/sig_srch.html

Material de apoio 4: Definigao de limite segundo Heine
Nota: A exploragao desta tarefa pressupoe a informagao do exercicio 1 da pag.3 do texto de apoio.
1. Para cada caso, escolha duas sucessdes (xn) e (yn)de valores do dominio da fungdo que tendam

para 3, a primeira por valores superiores e a segunda por valores inferiores e escreva as expressoes
dos termos gerais dessas sucessoes.

2. Estude numericamente, com a calculadora, para cada caso, a sucessdo f; (Xn ) ,
i=1,2,3,4 completando a tabela seguinte e tirando conclusdes.

n Xn f1(xn) f2(xn) f3(xn) fa(xn)

10
50
100
1000
10000

3. Estude numericamente, com a calculadora, para cada caso, a sucessao f, (yn),
i=1,2,3,4 completando a tabela seguinte e tirando conclusdes.

n Yn f1(yn) falyn) f3(yn) falyn)

10
50
100
1000
10000

4. Compare os resultados obtidos em 2 e 3 e tente justificar a sua conjectura do exercicio 1

5. Formalmente, segundo a definigdo de Heine, diz-se que: “f tende para b, quando x tende para a se,
para qualquer sucessao de valores do dominio de f convergente para a, por valores diferentes de a,
a correspondente sucessao de imagens f( x, ) convergente para b.”

Utilizando esta definicao e as propriedades que conhece de limites de sucessdes prove a conjectura
gue fez acerca do limite da funcao fz no ponto de abcissa 3.

6. Considere, a sua escolha, dois infinitamente grandes positivos (a,)e (b,). O que pode dizer de
lim f,(a,) e de lim f, (b, ) ?



Material de apoio 5: Operagdes com limites

Limite da soma

Se f tem por limite a a a | +o00 | —co|+o0

Se g temporlimite | b |+00 | —00 | +00 | —0o0 | —0o

f+g temporlimite | a+b | +00 | —co | +o0 | —co | ?

Limite do produto

Ibeftemporllmlte | a ’a>0‘a>0la<0|a<0’+oo‘+oof— oo | |

‘Segtemporhmlle | b ’+oo[—oo}+oo|—oo[+oo‘—ool—oo\+ool
J7

)fglemporhmue |ab’+oo‘ ooj—oo|+<>0|+oo}—ooj+ooi i

Limite do quociente

S RS Xl kel s st N
‘S = ’ ) ‘ ’ ‘ T ’a>0|a>0|d<0 a<o0|
¢ f temporlimite | a | a |+oco|[+o0c0|—o0c0|—-00| 0 [+oo| ou | ou | ou | ou

s T on L |+°°r+°°x—°°\—°°n
Seglemporhmlte b:O +oo b>0 b<0lb>0’b<OLO }+ooi o 'LO+ i 0 ‘
- & S S e S N ite
élemporhmxte % [ 0 ’+°iL oo\ oo’+oo‘ ‘ ? |+°°I go |~ o8|+ 0
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Material de apoio 6: Teorema de Bolzano
Considera as seguintes funcdes reais de variavel real:
f (X) _ J18x%+5x,sex<l s
— |2x+22sex21 s g(x) =x” +8x
1. Determine as imagens das fungdes f e g nos extremos do intervalo [0;2].

2. Estude a continuidade das fung@es f e g no intervalo [0;2].

3. Considere apenas a funcao f. Justifique a veracidade da afirmacdo: qualquer valor entre 22 e 26 é
correspondido por um objecto no intervalo [0;2].

4. Do estudo efectuado e sem a resolver, conjecture em relagdo a existéncia de soluc¢do, no intervalo
[0;2], para a equagao g(x)=3

5. Estime, com aproximagao a 1c.d., um valor de X, positivo, para a solu¢do da equagao g(x)=0.
Sugestdo: comece por determinar g(1).

6. Considere, novamente, apenas a fungdo f. Indique um valor para k de modo que a equagdo f(x)=k
seja impossivel.

Na pagina 20 do folheto esta enunciado o Teorma de Bolzano Cauchy que esta relacionado com a
exploracao de conceitos deste material de apoio. Depois da leitura e, eventualmente, resolucdo de
alguns exercicios de aplicagdo, podera utiliza-lo no seguinte modelo matematico.

7. O Joaquim esta doente e como tal foi-lhe administrado uma certa dose de antibiético as 9 horas da

manha. Admita que, durante as doze primeiras horas apds a tomada do medicamento a concentragdo
_ 943 40Tt

de antibidtico, medida em miligramas por litro de sangue, é dada por : J(t)_ 2t”-e .

A variavel 1 designa o tempo, medido em horas, que decorre desde o instante em que é tomado,
(tef[012])

Utilize métodos exclusivamente analiticos para resolver as duas alineas seguintes:

7.1. Determine o valor da concentracdo deste antibiético no sangue da Joaquim, quinze minutos depois
de ele o ter tomado. Apresente o resultado, arredondado as centésimas.

7.2. Utilize o Teorema de Bolzano Cauchy para mostrar que houve um instante, entre as 9h30min e as
10h, em que a concentragdo do antibidtico no sangue do Joaquim foi de 0,5 mg/I.

desafio. Depois de atingir o nivel maximo, a concentragcdao comeca a diminuir. Quando fica inferior a 1
miligrama por litro de sangue, é necessario tomar nova dose de medicamento.

Numa breve composicao, indique:
- o valor da concentracdo maxima, bem como, a que horas ocorreu (resultado em horas e minutos);
- quando devera a Joaquim tomar nova dose de antibidtico.

Nota: na resolugdo desta questdo, deve utilizar as capacidades graficas da sua calculadora e enriquecer
a sua composicdo com o tracado de um ou mais graficos e a identificacdo de pontos que julgue
necessarios (coordenadas arredondadas as décimas).
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Material de Apoio (7)

Teorema:
Toda a funcdo com derivada finita num ponto é
continua nesse ponto.

Demonstragdo:
Seja f uma fungdo derivavel num ponto X, do seu dominio:
Ento, existe um K ¢ IR tal que:

Iim%::()(o)zk

X—>Xg

Provar que f é continua em X, equivale a mostrar que:
lim f(x)=f(x,)
X—>Xo

Que pode ser escrito da seguinte forma:
lim(f(x)—f(x,))=0
X—>Xq

Quando X —Xo, tem-se (X—X, )# O e, assim, a diferenca
f(x)— f(x, ) pode ser representada na forma:

£ (- 1 ()= T 0D ()

X—X,
Entdo:
lim(f(x)-f(x,))= Iim{wx(x—xo) =
X—Xg X—Xg X=X,
= lim Mx lim(x—x,)=kx0=0
X—Xg X=X, X—Xo

Provou-se que lim(f(x)—f(x,))=0, ou seja,

X—>Xg
lim f(x)= f(x,), o que permite concluir que a fung3o f é
X—>Xg

continua em X,.

O teorema demonstrado também garante que, se uma
funcdo é descontinua num ponto, entao,

Basta observar que, se fosse derivavel, por aplicacdo do

1
1
1
1
1
1
1
1
i
i necessariamente, ndo é derivavel nesse ponto.
1
1
:
i teorema, teria que ser continua no ponto.

1

:

Informagdo complementar:
Se a(x)=>b(x) se verifica, entdo também se verifica
que ~b(x)=~a(x).

A esta propriedade da-se o nome de Lei da Conversao.

Pdgina 1de 1

Exemplo 1: Considere a fungdo f tal que:

X
- se Xx<2
2
f(x)= 0 se Xx=2
—x*+7X-8 se X>2
Y[ —
21---\\d
A funcdo é Th---- 2
descontinua em x=2. e "
0 2 X

Ao estudar a derivabilidade nesse ponto, é necessario
estudar as derivadas laterais:

f,(2+): im f2+h)-f(2)

h—0 h
2
f'(2+):h"m —(2+h) +7é2+h)—8—0
—0"
~ —h?+3h+2
= lim —————— =+w0
h—o0* h

Por outro lado:
2+h
27)= tim —2

h—0~

A fungdo ndo é derivavel no ponto X=2.

Exemplo 2: Seja a fungdo g definida por:

(x-3)°+2 se x=#3
X)=
o) { 4 se x=3

A fungdo é
descontinua em X=3.

Repare que, a medida O HE X
que X tende para 3 =

por valores a esquerda, as inclinagdes das
semitangentes tandem para 90° por valores inferiores.
Quando X tende para 3 por valores a direita, as
inclinagdes das semitangentes tendem para 90° por
valores superiores.

Assim, tem-se:

g'(a’)=+oo e g‘(3*)=—oo

(Justifique, recorrendo a definigdo de derivada num
ponto.)

A fungdo nao é, por isso, derivavel no ponto X=3.




Material de apoio 8:

Revisdo sobre conceitos de trigonometria

Relacoes
num tridangulo g‘ b& b c . - l
rectangulo . -a—=sena ;=cosa o 9
Eérmulas 3 sen’a. + cos’ol =1
i Sen o
fundamentais e s o4
i cos’o.
b g 4 s To V3 T Y3
6 2 6 2 6 3
Alguns ! sen LA ﬁ oS S ﬁ tg L 1
valores exactos 4 2 4 2 4
! s \/3— T 1 ™
: T <=5 tg==V3
l sen 3 2 Ccos 372 g 3 \/—
f seno co-seno
1 0
| D C D D
Variacao e sinal - | +
nos 4 quadrantes -1 1
- | e
c c

Relacao entre
as funcoes de «
easde—-ae
denmta

Relacao entre
as funcoes
de angulos

sen (m+ o) =—sen o
cos ( + o) =—cos o
tgr+a)=tga

sen (m— o) =sen o
cos (m— o) =—cos o
tgm—a)=-tga

sen (- o) =—-sen o
cos (- o) = cos o

tg (o) =-tga

T o) = cos a
2

sen

cos [Z- o) =sen o
complementares (2 )
Reduzir a forma:
. Equacoes senx=sena < x=0+k2m, KEZ v x=mm-a+k2m, kKEZ
trigonometricas cosx=cos 0. <> x=0+k2m, KEZ v x=—0a+k2m, KEZ
tgx=tgo o x=-o+km, KEZ

Férmulas da
soma, diferenca,
e da duplicacao

sen (@ + b) =sen a cos b + sen b cos a; sen (2a) = 2sen @ cos a

cos (a + b) = cos a cos b ¥ sen a sen b;

tglatb)=—29%190D tg o) =292
1¥tgatgb 1-tga

:
cos (2a) = cos?a - sen’a |

_____________________________________________________________
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Material de apoio 9: Transformacgdes funcao seno

1.5¢

X

\ 45 5 55 6

6 £55-45-4-353-2. 04115225 335

y, = sin(x —ZJ;
4

054 152 253354455556




051152253354455%56

1-35325-2-1.

Y, = sin(x+£j
3

05115 2\25 3 35 4 45 &




/

054 15 225 3 35 4\§> 555 6

N\

’ ~ N i ’ ~ y .
4 \ . ’ \
N, . s \ s *
’ y S . 4 N .
3 v ° U4 7\ ° /
N S / 0 3 ’
3 \ D ’ ’ . ’
K \ \ ’ K )
/s \ . / / \ % ’
B \ ’ K \ \ X
; ; ; ; ; ; .
f +—

545 -Z‘c\3‘.5 3 -2.5.\&\-1.5 -1‘1"-0‘.5

e )
15 2\2:5 3 35 4.\\&3 555 6
/ 05}7 *

A :sin(x—zj; Y, :sin(x—zj Y, :sin(x+£); Y, :sin(x+£)
4 3 4 3



, " %
R . / o .
. . 05+ )N . ’
. \ . G s \ \ p)
/ \ . ’ ’ A . ’
B \ 3 ’ N ‘\ \ ’
: \ . / U D
J \ \ ) . \ \ S/ X
‘ ; ‘ ‘ ‘ ‘ . ‘ ‘ ‘

545435 -2.5.\&\-1.5-,1"-0.5 15 225 395 "4.\\% 55,

A :sin(x—%j; Y, :sin(x—%J Y, =sin(x+%); Y, =sin(x+%); y =sin(x)

Repare que:

% ~0,7854(4c.d.); % ~1,0472(4c.d.)



Material de apoio 10: Modelagdo matematica no estudo das marés’

Os movimentos relativos da Terra, Lua e Sol provocam um numero elevado de forgas periddicas geradoras
de maré. A férmula seguinte relaciona a altura da maré a partir das constantes determinadas através de
estudos astrondmicos:

i) =4, + S £H, coslwt+ [V o), — g ]

onde h(t) é a altura de dgua no instante t, os valores wi representam as velocidades angulares das ondas
constituintes, VO+u é o seu argumento inicial, isto é o argumento na maré de equilibrio para o instante inicial
da série de dados e AO representa o nivel médio do porto.

A férmula apresentada tem a particularidade de ser vélida para qualquer tipo de maré. Contudo a previsao
de marés é algo complexo. Por exemplo o programa de previsao utilizado no Instituto Hidrografico
portugués utiliza 62 constituintes da maré astrondémica.

Apesar desta universalidade ha factores que fazem com que as caracteristicas das marés num dado local
sofram alteracdes. E o exemplo de obras portudrias e fendmenos como a erosao e os assoreamentos. Por

este motivo é muito importante que as tais constantes sejam recalculadas com regularidade.

(Adaptado de http://www.hidrografico.pt/glossario-cientifico-mares.php)

1. A que horas o mar voltara a estar cheio? E haverd outra maré cheia com a mesma altura?

Para ficar a conhecer melhor o horario das marés no local onde vive ao longo do ano, organize um estudo
matematico com base em dados reais. Para tal:

a. Recolha dados suficientes sobre as horas exactas da preia-mar (mar cheio) e baixa-mar (mar seco) e
registe-os na sua calculadora grafica ou computador (por exemplo, consulte o site
http://www.hidrografico.pt/s.-tome-e-principe.php e escolha o porto mais perto da cidade onde vives).

b. Organize os dados e escreva-os no sistema decimal, justificando a pertinéncia desta transformacao.

c. Visualize a representacdo grafica dos pontos correspondentes aos dados e discuta-a. E como esperava?
Algo o surpreende?

d. Procure encontrar um modelo matematico adequado para traduzir altura da maré, justificando a razao
que o leva a optar pelo tipo de fungao escolhida.

2. Embora sem conhecimento profundo de férmulas, graficos e tabelas, os pescadores conseguem prever os
horarios das marés com uma precisao suficientemente grande para fazerem do mar o seu sustento.

a) Recolha informacdo junto de pescadores para saber os calculos que efectuam para fazerem previsdo das
marés.

b) Verifique a veracidade dos calculos com base no modelo encontrado.

c) Conjecture possiveis justificagbes matematicas que sustentem as previsGes dos pescadores.

! Tarefa realizada no ambito do projecto Matematica do Planeta Terra 2013


http://www.hidrografico.pt/glossario-cientifico-mares.php
http://www.hidrografico.pt/s.-tome-e-principe.php

Material de apoio 11: Modelagdo matematica no estudo da duragdo do dia’

Todos sabemos que o Sol nasce e se pde todos os dias. Também sabemos que o horario a que ele nasce e se
pOe vai variando ao longo do ano, e consequentemente, vai variando também a quantidade de tempo diario
em que dispomos de luz solar. No entanto, conhecer os horarios do Sol continua a ser muito importante em
diversos dominios.

E ao estudo das variagdes associadas a duracdo do dia que nos vamos dedicar.

1. Sabe a que horas nasceu hoje o Sol? E havera outro dia do ano em que o Sol nas¢a a mesma hora?

Para ficar a conhecer melhor o horario do nascimento do Sol na capital de Sdo Tomé e Principe ao longo do
ano, organize um estudo matematico com base em dados reais. Para tal:

a. Recolha dados suficientes sobre as horas exactas do nascer do Sol e registe-os na sua calculadora gréfica
ou computador (por exemplo, consulta o site http://br.weather.com e escolha a cidade de Sdo Tomé).

b. Organize os dados e escreva-os no sistema decimal, justificando a pertinéncia desta transformacao.

c. Visualize a representacdo grafica dos pontos correspondentes aos dados e discuta-a. E como esperava?
Algo o surpreende?

d. Procure encontrar um modelo matematico adequado para traduzir o horario do nascer do Sol, justificando
a razdo que te leva a optar pelo tipo de fungao escolhida.

2. Talvez saiba melhor a que horas se pde o Sol ... De qualquer modo, realize um estudo semelhante ao
do nascer do Sol para ficar a conhecer com rigor o horario do p6r do Sol em Sdo Tomé ao
longo do ano. Siga as fases indicadas na questdo 1.

3. Vamos agora estudar a duracdo do dia ao longo do ano, entendendo-a como o tempo que medeia entre o
momento em que o Sol nasce e aquele em que o Sol se poe.

a. Na realidade, o tempo de claridade diario é maior do que o que acima definimos como dura¢ao do dia.
Porqué?

b. Discuta de que forma pode utilizar os modelos encontrados em 1 e em 2 para construir um modelo da
duragao do dia e teste a sua ideia na calculadora ou computador.

d. Sabe com certeza qual é o maior dia do ano, isto é, aquele em que existe mais tempo de luz solar.
Coincide com o do seu modelo? Quantas horas de luz solar tem?

e. E do conhecimento geral que o dia mais curto do ano é 22 de Dezembro e que, a partir dai, os dias
comeg¢am a aumentar. A maior parte das pessoas pensa que os dias aumentam porque o Sol nasce mais
cedo e pde-se mais tarde. Sera verdade?

4. Escolha um outro lugar da Terra e organize um estudo semelhante aos anteriores que lhe permita fazer
comparagOes com a sua regido e, no final, discutir com a turma o efeito da latitude e longitude na duracdo
do dia. Pode consultar o sitio: http://mat.absolutamente.net/ra_trig dia.php, onde existe uma aplicagdo em
java sobre o fendmeno em estudo.

’ Tarefa adaptada da sec¢do de materiais para aula de Matematica das revistas Educagdo & Matemadtica n.2 89, Quanto
tempo dura o dia? e do sitio mat.absolutamente.net/ no &mbito do projecto Matematica do Planeta Terra 2013.


http://mat.absolutamente.net/ra_trig_dia.php

