M

112 Classe — 2°2 Ciclo

V 4

\
N \ 1
\ N 1
\ N !
\
\ 1
\ \
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| \ T,lllllz \
\
N oo \ Ve -
\
1
1
1
1
1
i L=
e e 4 | I
~<o | |
~<o 1 |
~<_ | |
- 1 1
S~ P i 4 1
~ ~<o 1
~o ~< |
~~. ~<. \ 1
S~ S~ 1
~<_ ~4 1
<. \ !
Sso N (. 1
- N Vol | |
S< \ \ S~o |
N \ ~ 1 1
/II \ \ \
~~. // \ \ | |
S N \ \ 1
S~ ~o__7 1 S
oS 1
_-- 1
-- [
_-- !
_-- '
- 4
\\\ \\\
- _-
- _-
\
\
\
'
1
1
||||||||||||||||||||||||||||||||| S
h ~

~

CAMOES

IMVF

Instituto Marqués

Cultura e Formagao



INDICE

Tema

* Angulo e Arco Generalizado // Funcgdes e Equacdes Trigonométricas ...
= Produto Escalar N0 Plano € NO ESPAC0 oot
= Complementos de Geometria Analitica no Plano e no Espagco ...
B Programacao LINEAr s e e s s rraenan
TEMA 2 —FUNGOES  .cieeiiiecreeienncrenerenncreserenscrnsesssssensesasessnsssnsesnnsssnnens
= Revisdo: Resolugdo de Problemas com Fungdes Polinomiais ~  .ooevvevvvienennenn.
B FUNGOES RACIONAIS ettt st sttt et st sae e s st e et eestens e e saesanasenes
= Fungdes Definidas por 2 ou Mais RamMOS ..ot
B Operagies COM FUNGOES couiccerereceee et teee st st sae st essees e s be s aeses s et sresseannensnnees
= Fung¢bes com Radicais Quadraticos ou CUDICOS  .cieieiiceiceecececeeece e
" nversa de Uma FUNGAO oo sttt sttt e e s e s e e e e e s e aaraeeeeennnns
TeMA 3 —SUCESSOES cecciieeeiiieneiirensiinesssiessssiesssssessssrsssssrsssssrssssssanssssenses
B Sucess0es. DEfINICOES e e e e en e
B ProgressOes ArTMELICAS ettt e e e e b et e e ebeeneenraens
B Progress0es GEOMEALIICAS  .oicverieviece ettt e e see e s re s e et r e e et stesaeee e s aessennnes
1 n
= Asucessao de Termo Geral (1+Hj .............................................................................
B LiMites d@ SUCESSOES ittt e e bbb st st e e
Bibliografia = e e s s s e nne

)l CT=Yo 1 1 =] { o 1= T

Resolugdo de Problemas Envolvendo Triangulos. Uso da Calculadora

21
24
31

33
33
34
40
41
44
46

48

49
54
57

61

62

70



TEMA 1
GEOMETRIA

INTRODUCAO

A trigonometria tem na sua origem a aplicacdo de processos matematicos eminentemente praticos para
determinar distancias que ndo podiam ser avaliadas directamente.

Curiosidade: Surgem deste modo, aplicagcdes na resolucdo de problemas em
A palavra trigonometria deriva do grego, varios dominios, com principal destaque para a astronomia, a
das palavras trigonos (triGngulo) e metrin agrimensura e a navegacdo. A relagdo da astronomia com a
(medida). trigonometria fez com que esta se desenvolvesse aplicada a
Assim etimologicamente, trigonometria tridngulos esféricos. A trigonometria esférica antecedeu a
significa medidas de tridnqulos. trigonometria plana. —

Referéncia Historica

Actualmente, para além da trigonometria
estar relacionada com a resolugdo de
problemas envolvendo tridangulos, aparece
associada a certas funcbes de angulos,
chamadas fungdes circulares, goniométricas
ou trigonométricas. O matematico suico
Euler, na sua obra denominada Introductio,

de 1748, fez o estudo analitico das fung¢des
trigonométricas que se tornou fundamental Tridngulo esférico JABC]
para os estudo de fendmenos periddicos, como, por exemplo, vibracoes,

movimentos ondulatdrios e planetarios. g

% 2

Foi Ptolomeu (100 — 170 d. c.),

Curiosidade:
Quadrante
Instrumento que serve para medir dngulos ou a altura angular

astronomo grego, que influenciou o

desenvolvimento da trigonometria

durante séculos. A sua obra

de um ponto. Foi utilizado pelos portugueses nos descobrimentos. ~ _\, \\ Almagesto contém uma tabela de

Com o quadrante é possivel medir a altura de uma drvore, de uma , \ cordas que pode ser considerada

casa, ou outro ponto elevado.

equivalente a uma tabela de senos.




RESOLUCAO DE PROBLEMAS ENVOLVENDO TRIANGULOS

=  RAzZOES TRIGONOMETRICAS DE UM TRIANGULO RECTANGULO. USO DA CALCULADORA

Para qualquer tridangulo rectangulo as trés razoes trigonométricas bdsicas de um angulo agudo sao:

Seh = comp. do cateto oposto . BC
~ comp. da hipotenusa seno=—
AC
_ comp. do cateto adjacente . B
g comp. da hipotenusa COS 0= —
AC
_comp. do cateto oposto . BC
hng = comp. do cateto adjacente ’ tan o= =
Exercicios:
1. Determine com duas casas decimais:
1.1.sin25° 1.2.cos37° 1.3.tan85°

2. Sendo a um angulo agudo, explique por
que é que sin a e cos a sdo numeros
positivos inferiores a unidade e tan a pode
ser igual a um numero positivo qualquer.

3. Determine a, sabendo que:

3.1. tana = 3.2. cosa =—

3.3. sina= 3.4. coOsq = —

Wk
ol

NIE s>

Exemplo: De acordo com os dados da figura, determinemos, com duas
casas decimais, tan a, sin o e cos a:

Através do teorema de Pitagoras
vamos calcular o comprimento

da hipotenusa BC.

(ocf = (eef + (acf

o (Bcf =3,62+5,5 < (BCf =12,96+30,25

& (Bcf =4321 5 BC = /4321 = BC=6,5734

Agora basta aplicar as formulas das razGes trigonométricas:

sing = cateto oposto _ 3,6 —0,5476 ~ 0,55
hipotenusa 6,5734
cos 0l — cateto adjacente _ 5,5 00,8367 ~ 0,84
hipotenusa 0,5476

tang = cateto oposto _ 3,6 ~0,65

cateto adjacente 5,5

Com a ajuda da calculadora podemos resolver este exercicio de outra

forma:  Comegamos por determinar o valor de a:

tana =

30 o a—tan? (ﬁ) < a =33,2066°

5,5 5,5 ;
/\——> ' teclas:

1
! |SHIFT| |tan]| |
1

Continuando a usar as razdes trigonométricas na calculadora:

sina = sin(33,210 )= 0,5476=0,55 cosa = cos(33,210 )= 0,8367=0,84

» RAzOEs TRIGONOMETRICAS DE 30°, 45° £ 60°

Considere-se o triangulo
equilatero [ABC] de
lado 2 unidades de
comprimento.

Analisando as figuras temos:

a 30° 45° 60°
1

sin o — ﬁ ﬁ

2 2 2

1

2 2 2

tanc g 1 |3

Considere-se o tridngulo

AN rectangulo isdsceles, tendo Como valores de referéncia devemos
saber determinar e memorizar as razdes

trigonométricas de 30°, 45° e 60°

os catetos 1 unidade de

comprimento.




Exercicios: 6. Determine o valor de X e, sempre que se justifique, o valor aproximado
4. Simplifique a expressao: com duas casas decimais, sabendo que:
sin30° +cos 60° —2sin45° +tan30° 6.1. 6.2. o
5. Mostre que: e F
o o o <\ 30°
sin30” xtan60 A K
5.1. —0 = 1 A S—
cos30 N6 6.3. */
i o o = B ¥ g o
5.2. M:tan45° 12 m N 45
cos 60° =5 ==
1Sm
=  RESOLUGAO DE PROBLEMAS USANDO AS RAZOES TRIGONOMETRICAS
Exemplos:

1. A figura representa o trajecto de um barco na travessia de um rio. Com a
ajuda dos dados da figura determinemos a largura do rio.

Determinar a largura do rio é o mesmo que determinar AC.
Do triangulo [ABC] conhece-se o comprimento do cateto [AB] e a amplitude do
angulo ABC e pretende-se determinar o cateto [AC]. A tangente é a razao

trigonométrica que relaciona os dois catetos.

Tem-se:

AC AC — —
tan52° = — < tan52° = E <> AC=tan52° x100 <> AC=127,99

AB
Resposta: O rio tem de largura 128m.

lago

Antonio
10 m

Entdo: AD=AC—10=18,87—10 = 8,87

2. Na figura esta representado um largo circular com 10 m de raio e centro C.

O Antdnio estd no ponto A e a recta AB é tangente a circunferéncia em B e,
portanto, [ABC] é um triangulo rectangulo em B.

Calculemos a que distdncia esta o Antdnio do lago.

Determinar a distancia do Antdnio ao lago é o mesmo que determinar AD.
Comecemos por determinar AC utilizando o seno.
0 — 10

cB 1
Sin320 :=<:>Sin320 =— << AC=
AC AC sin32°

< AC=18,87

Resposta: O Antdnio estd a 8 metros e 87 centimetros do lago.

3. Da margem de um rio, observa-se a copa de uma arvore situada na outra

margem, segundo um angulo de 60°. A

observacgdo é de 45°. Calculemos a altura da arvore e a largura do rio.

A altura da arvore estd representada por X e a largura do rio por y.

Usemos as razbes trigonométricas:

8 metros da margem o angulo de

X X
tan60° = — J3=2

Yoo Y o x=yV3 @{____
tan45°:i8 1:% y+8=yx/§ y—YN/_=—8

y+ y+

Resposta: A altura da arvore € 18,9 mea
largura do rio é 10,9 m.



4. A Grande Piramide do Egipto tem a base quadrada de lado 230,4 m e altura 142 m. v
4.1. Determinemos amplitude do angulo VEF.

v
142 m

O triangulo [VEF] é rectangulo em F. B

Utilizando a tangente:

142 1( 142
taha =— < a =tan

’

2

i} F
) < o =50,95° Fl52m A

4.2. Determinemos a area lateral da piramide.

Para calcular a drea de uma face lateral é necessario determinar a altura do triangulo [BCV].
Podemos utilizar o Teorema de Pitagoras ou o angulo determinado anteriormente.

142 — 142 —
sina=— < VE=——— < VE=~182,8525 m A _ i i
VE sin(50,9587) Area lateral =4 x Area triangulo [BCV]

Area lateral = 4x21064,608

230,4x182,8525 Area lateral ~ 84258,4 m?’

Area triangulo [BCV]= ~ 21064,608 m’

5. Um pentagono regular estd inscrito num circulo de raio 40cm.
Determinemos o perimetro e a area do pentagono.

Q
’ A primeira coisa a fazer neste tipo de problema é desenhar um triangulo como o da figura e

de seguida calcular a amplitude dos angulos internos.

360°:5=72° 72°:2=36°

De seguida calculamos as medidas que nos interessam com a ajuda das razdes
trigonométricas

e g y

X
sin36° =— <> X =40x5sin36° c0536° == <> y =40xcos36°
40 40

Perimetro pentdgono é: 5x(2x)=10x40sin36° ~235,1 cm
2Xx Yy

Area pentagono é: 5 x( j =5x40sin36° x 40cos 36° ~3804,23 cm’

Na resolucdo de problemas aplicando trigonometria, pode ajudar seguir as seguintes recomendacdes:

1. Depois da leitura cuidada do enunciado desenhe uma figura onde seja possivel colocar a informagao,
respeitando quanto possivel a escala.

2. Use letras para representar a incégnita ou incégnitas e coloque-as também na figura.

3. De acordo com os dados e as incdgnitas decida quais as razdes trigonométricas ou formulas que vai utilizar
(tangente quando a relagdo em causa é entre dois catetos, seno quando a relagdo em causa é entre a
hipotenusa e o cateto oposto e co-seno quando a relagdo em causa é entre a hipotenusa e o cateto
adjacente).

4. Resolva o problema e pense se a resposta que vai dar é adequada ao contexto real ou geométrico
apresentado (valor aproximado ou valor exacto).

Exercicios:

7. Na figura [ABCD] é um quadrado de lado 3 cm. [AC] é | 8. Observe a figura e,
uma das diagonais do quadrado. de acordo com os dados,
D C determine a distancia a

que o baldo esta do chao.
3cm

A B

7.1 Determine AC.
7.2 Usando a figura determine sin 45°, cos 45° e tan 45°.




Exercicios:

9. Na figura [ABCD] representa um losango de

perimetro 40 cm. D

Sabendo que ABC =120°,

determine: : G
120°

9.1 BED N

9.2 O valor exacto da drea do losango.

10. Na parede de uma casa encontramos um suporte de
um vaso de flores com a forma de um tridngulo
rectangulo como se mostra na figura.

50 cm

De acordo com os dados da figura, determine:
10.1. O perimetro do triangulo [ABC].

10.2. BCA

11. Observe a figura

500 m 500 m

e determine a distancia

: 136°

entre avides

14. Observe a figura e determine
a distancia entre A e B.

15. De acordo com os dados
da figura determine a largura

dorio e a altura da arvore.

16. Determine a altura, h, do
helicéptero ao solo.

12. Determine a area de cada um dos seguintes
paralelogramos.

12.1. 12.2.
S — s
12 m v / 120° R
o 53° Fd S X
el B A 15
13. Determine a area de: //\\
, g
13.1. um octégono regular / \
com 5m de lado; /

13.2. um hexagono
circunscrito a um
circulo de 20m de raio.

17. Determine a altura
da montanha.

18. Determine o

B T30m
==
| |50m

angulo 0.

19. Observe a figura e determine:

H

19.1. a amplitude do dngulo ACE;

10 cm

19.2. a amplitude do dngulo

BDG no cubo de aresta a.




= FORMULAS TRIGONOMETRICAS

Considere-se o tridangulo [ABC], rectdngulo em A. Sejam a, b, e ¢ as medidas, numa certa unidade, dos

comprimentos dos lados.

> Angulos complementares

a e B s3o angulos complementares; a+f=90° < £=90° -«
Tem-se:
c b Para um dado angulo a, tem-se:
sink =—; cosa=—; .
a’ a’ sma:cos(90° —a)
) b c cosa = sin(90° —a)
sinf=—; cosfi=—;
a a
> Relagdo entre seno, co-seno e tangente de um angulo a > Férmula fundamental da trigonometria
C No triangulo da figura, e de acordo com o teorema
sine _a _C_.. . de Pitagoras, ¢’ +b’ =a’
cosa b b sina Dividindo ambos os membros por &’,
a tana = ) )
R cosa ¢t b’ c b
Para um dado angulo a, tem-se: vem: —+—=1&|—| + | =1
a a a a
. ‘. . C
> Formulas secundarias mas, sina=—; cosa=—;
. p a a
Partimos da férmula fundamental: .
S , 5 5 Entao:
sin“a+cos" a=1 sin“a+cos” a=1 ] 5 5 5 R
. (sina)’ +(cosar)’ =1; oul| sin® a+cos® a=1
(sina #0) (cosa #0)
Dividindo ambos os Dividindo ambos os
membros por sin’ « : membros por cos’ & :
.2 2 . 2 2
sin” a . cos” a _ 1 sin” o +cos a_ 1 Exercicios
sifa sifa  sinfa cos’a cos’a cos’a 20. Considere que 0<a<90°:
. 4
20.1. Sabendo que sina =— calcule cosa .
1 1
1+ ——-= tan’ @ +1= 5 .
tarfa  sinffa cos’ a 20.2. Sabendo que tana =3,2 calcule sina.
1 .
20.3. Sabendo que cosa =— calcule sinae
As férmulas trigonométricas relacionam umas razoes 3
trigonométricas com as outras. tana .
Aférmula sin® @ +cos? @ =1 relaciona o seno com o co-seno 21. Determine sina —3cos & sabendo que
3 - 5 5
do mesmo angulo. Conhecendo o seno de a pode-se entdo tana =2, 0< o < 90°.
conhecer o co-seno de a. 3
No seu conjunto, as formulas trigonométricas permitem 22. Determine sin a, sabendo que o é um angulo
determinar todas as razdes trigonométricas de um angulo a 53
conhecendo-se apenas uma delas. agudo e que tana =—-—.
23. Mostre que:
2
. 6 i ) cos“ a .
23.1. (sm2 a+cos® a) =1 23.2. (cosa—snnoc)2 = 2—(cosoc+sm0:)2 233. ——=1-sina
1+sina
1 _ 1 . 2 . .2 2 .2
23.4. tana+ = 23.5. (5|na+cos a) =1+2sina cosa  23.6. 1-2sin“a=cos” a—sin" o
tana  sina cosa
2 2
1 1 2 cos“a—sin“a l-tana
23.7. + = 23.8. =
l+cosa l1l—cosa sinla (sina-‘,—cosa)z l+tana




ANGULO E ARCO GENERALIZADO // FUNCOES E EQUACOES TRIGONOMETRICAS

=  MEDIDAS DE ANGULOS. O RADIANO

Para medir a amplitude de um angulo tem-se usado como unidade de medida o grau. O sistema que tem como

unidade o grau é o sistema sexagesimal.

Neste sistema a: 1 grau correspondem 60’ (60 minutos) ; 1° = 60’
1 minuto correspondem 60" (60 segundos) ; 1’ =60"

O sistema que tem como unidade de medida o radiano é o sistema circular.

. ) ) . Utilizando um transferidor pode-se
Um radiano (rad) é a amplitude do &ngulo ao

centro a que corresponde um arco de comprimento
igual ao raio da circunferéncia a que pertence.

concluir que: 57° <1rad <58°.

Para determinar o valor exacto a que
corresponde, no sistema sexagesimal, 1 radiano, podemos investigar quantas vezes uma circunferéncia contém o

seu raio.
comprimenb da circunferéncia 2z r W ” . N
- = =27 O raio “cabe” na circunferéncia 2 (6,28....) vezes.
ralo r
- 360° 180° .
Entdo: 1rad = ou 1rad= Assim:
27 T 180
Graus 360 | 180 90 60 45 30 1 —
3
T T T Via Vs
Radianos| 27 T — - — — — 1
2 3 4 6 180
Exemplo 1: Passagem de graus a radianos Exemplo 2: Passagem de radianos a graus
Converta em radianos: 135°; 60°; 112° T 37 57
Resolucdo: Escreva em graus: ?rad; Trad; Trad
Para passar de graus a radianos, o melhor processo é Resoluggo:
utilizar uma proporgdo ou regra de trés simples: Para passar de radianos a graus, o processo mais
g0 — T 135° 3 - ~ .- 0
i _135" xx X = iﬂ 1352 =37 rad simples consiste em substituir 7 por 180
"""" X 180° 4 4 (180° = &t rad)
r 180° 37 3x180°
yRc1o — 60° —= =60° —=—"—=270°
. Tox=2"Tox=2 ; 60°=Z rad 3 3 2 2
60° ---mmem- X 180° 3 3
57 5x180° o
— 112° 28 28 ——=—F=225
1800 T x==2 X =2, ;o 112° ="z rad 4
112° -meeme- X 180°
Exercicios: 25. Escreva em radianos:
24, Escreva em graus: 25.1. 50° 25.2. 240° 25.3. 120° 25.4. 80° 25.5. 300° 25.6. 15° 30’
Y4
24.1. ?rad 26. De acordo com os dados, determine o comprimento do arco s(cm), o raio r(cm) ou 6(rad).
1ir 262 - 263. Srem
24.2. ——“rad / \
8 / o \
2 231 cm ’ '/“V\ \
24.3. ?ﬁrad = A
7 /- N\ \
24.4. Zrad / 2300 \ -
10 ,f \ !
|
11z \
24.5. —rad \
18 26.4. 26.5.




*  GENERALIZACAO DA NOCAO DE ANGULO
> Nogao de angulo e sua representacao

A cada angulo pode associar-se uma amplitude e um sentido.
Convencionou-se que o sentido do movimento dos ponteiros do
relégio correspondia ao sentido negativo e o sentido contrdrio ao
dos ponteiros do relégio correspondia ao sentido positivo.

Lado origem

Partindo de duas semi-rectas sobrepostas, \ﬂszt_rermdade ‘j 2
. . A -+
fixando uma, o lado origem do angulo, e )

rodando a outra, o lado extremidade do angulo, \Lado origem M

em torno da origem, duas situacGes podem

A semi-recta roda no sen- A semi-recta roda no sen-
acontecer: tido contrario aos ponteiros tido dos ponteiros do rel6-
do reldgio e descreve um gio e descreve um angulo
angulo positivo. negativo.
A um angulo ao qual se atribui um sentido chama-se angulo orientado. 4000
Para representar um angulo orientado utiliza-se um sistema de coordenadas
K 22 quadrante 12 quadra
cartesianas.
Os eixos coordenados dividem o plano em quatro regidoes e cada uma delas 1800 i 00
chama-se quadrante. Os quadrantes numeram-se como se mostra na figura 5 i
ao lado. 360°
. . . . . 32 quadrante 42 quadrante
O lado origem coincide com a parte positiva do eixo das abcissas como se pode 700

perceber pelo angulo o representado.

Os angulos dizem-se do 1.9, 2.9, 3.2 ou 4.2 quadrante, de acordo com o quadrante a que pertence o lado
extremidade do angulo:

> Angulos com o mesmo lado origem e 0 mesmo lado extremidade B

Faz sentido falar num éngulo de +420°?

Naturalmente que sim. A semi-recta OB descreveria uma volta inteira de 360° mais 60°. —*—‘ ‘

Para descobrirmos qual o menor angulo positivo que tem o mesmo lado origem e extremidade
basta dividir a amplitude do angulo por 360° ou por 27, no caso de a amplitude ser dada em radianos, para
saber quantas voltas completas da o lado extremidade. O resto da divisdao é um dngulo equivalente ao dado.

Exemplol: Indique a amplitude do menor angulo positivo com os mesmos lados, origem e extremidade, de um angulo de:
297

1.1. 1840° 1.2. Trad
1840° = 5 x 360° + 40°, 297 24z 57 _, 5%\ 297 4 4 equival 57 od
logo 1840° é equivalente a 40° o 6 g rtglogo— —rad eequivalentea —-ra

Exemplo2: Determine o quadrante a que pertence cada um dos angulos:

2
2.1. -3013° 2.2, ?”rad
-3013° = - (8 x 360° + 133°)

2x180
logo - 3013° é equivalente a - 133°

2
=120°, logo ?rad pertence ao 22 quadrante.

- 133° pertence ao 32 quadrante.

10



Se o é uma das amplitudes de um angulo orientado, entdo o+ 360K, ke Z

angulos que tém o mesmo lado origem e o mesmo lado extremidade. Sdo angulos equivalentes.

sdo também amplitudes de

Exercicios: 29. Sabendo que 0 < a <90° indique
27. Indique a amplitude de trés os quadrantes a que pertencem cada | regular.
angulos distintos com os mesmos um dos seguintes angulos:
lados, origem e extremidade, de 29.1. 90°+a 29.2. 180°-a
um angulo de: 293. 180°+a 29.4. —a
27.1.395° 27.2. 2100° 30. Consid R |
. Considere os angulos:
13 17

273. ~Lrad  27.4. = Zrad 6

4 3 X=-5z rad e yz?rad

28. Escreva a expressao geral dos ]
A 30.1. Represente-os num referencial.
angulos com o mesmo lado que:

5 30.2. Escreva, em graus, X+VY e
45° ; 125°; -60° ; —?rad x—10Y .

31. Na figura estd inscrito um decagono

31.1. Escreva em graus e em radianos a e B.
31.2. Represente num referencial a e B e
diga a que quadrantes pertencem.

* RAzOES TRIGONOMETRICAS DE UM ANGULO QUuUALQUER. CIRCULO TRIGONOMETRICO

—
=

> Razdes Trigonométricas do Angulo 0 y

Consideremos a figura ao lado, onde temos um circulo centrado na
origem e de raio 1 e o angulo 6 (téta) que pertence ao 12 quadrante.

Calculemos as suas razoes trigonométricas:

co-seno

seno
)

Px,y)

cateto oposto
enf=—
hipotenusa

_ cateto adjacente
hipotenusa

cosd

<:>sen0=1c>sen9=y

y (-1, 0) o)

(0,-1)

X
059:I©c059:X

O ponto P+ (X, y)chama-se ponto associado ao angulo 6 e as suas coordenadas s3o P > (cosé,sing).

Imaginando o ponto P a percorrer o circulo trigonométrico, o seno do angulo 6 serd a ordenada do ponto e o co-
seno do angulo 8 é a abcissa do ponto P.

CO-SEN0

CO-$e10
SENoO

SENO

Y1 ¥l 1

-1 A A =
—| 5€N0 - | seno
CO-S€N0 CO-5¢No

Com o movimento do ponto ao longo do circulo trigonométrico podemos
verificar, também, que o sinal do seno e do co-seno depende do quadrante ao
qual o angulo pertence.

e cos a é positivo nos quadrantes onde a abcissa (X) € positiva (12 e 42
guadrantes).

¢ sen a é positivo nos quadrantes onde a ordenada (y) é positiva (12 e 22
quadrantes).
sina

¢ Osinal da tangente determina-se atendendo a que tana = .
cosa

11



> Sinal das razées trigonométricas:

Quadrante sin & cos o tan o Exercicio:
= s e T 32. Indique o sinal do seno, do co-seno e da tangente de
1.° Q + + + ) .
= e - i cada um dos seguintes angulos:
2.° Q + = T 32.1. a =220° 32.2. a=1500° 32.3.a=1rad
- i ; 7 29 3
3.°Q -~ - + 32.4. o = T”rad 325. o= rad 326.0=1°
4.° Q & o0 =
> Angulos de 0°, 90°, 180° e 270°:
CO-Seno
Como a abcissa do ponto P (ponto associado ao angulo) corresponde ao co-seno e
do angulo e a ordenada ao seno do angulo, é imediato concluir que: Ay
= 4 90° co-seno
Angulo sin o cos o tan o Angulo - seno
0° 0 1 0 0 rad 180° P(1,0)
' Nio esta T S 4
9 ! 9 definida 2 rad seno 2701
B - — Cco-seno
180° 0 -1 0 7 rad
Nio esta 3 G
o d0 e _’11: o
e 1 0 definida = seno

co-seno

Decorre também da leitura da abcissa e da ordenada do ponto P associado ao angulo a, no circulo

trigonométrico, que:

Sendo o um angulo qualquer —1<sina<1 e

—1<cosa<1

A tangente de um angulo a pode ser um ndmero real qualquer.

Exercicios:
33. Calcule o valor de cada uma das seguintes e

Xpressoes:

cos(1080°) —2sin(1530°)

33.1. sinz+cos37+2tan8x +cos57 33.2.

1
33.3. sin£+tan7r +2cos ——sina—”
p 3 2

33.4. —3COS%+Sin7Z—2COS37ﬂ+tan0+COSO

sin(—270°)+tan0°

34. Na figura ao lado, [PQRS] é um rectangulo e a = 60°

34.1. Escreva as coordenadas de P, Q, ReS.

34.2. Copie e complete a seguinte tabela:

=2

SR SRR T T
3 3 3 <

sin a

cos o

tan o

35. Determine sinX, sabendo que

1
cosx=—§ e xe3°Q.

36. Diga se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes
afirmagdes:
36.1. Vae22Q:cosaxtana>0;

36.2. Vo €32Q:cosaxsina >0;
5

36.3. Elae49Q:cosa=5;

36.4. Ja €12Q:tanx =5.

37. Indique x e |_O°,3600 l, tal que:

37.1. sinx=1 36.2. cos x=1
37.3. sinx=0 36.4. cos X=0
37.5. tanx=0 36.6. cos x=-1

38. Indique um quadrante em que:

38.1. O seno é positivo e o co-seno é negativo;
38.2. O seno é negativo e a tangente é positiva;
38.3. O co-seno é negativo e a tangente é
negativa.

39. Acerca de um angulo « , sabe-se que

3
tana:Z eque xe3°Q.

Calcule sin? @ —cos? « .

12



=  RELACOES ENTRE AS RAZOES TRIGONOMETRICAS

> RelagOes entre as razoes trigonométricasdeaeasde 7#ta e -a

Recorrendo ao circulo trigonométrico concluimos imediatamente a relagdo existente entre razdes

trigonométricas de um dado anguloceasde 7-a, 7+a e -a(em radianos).

Ko

sin (T + @)

cos (M + o)

= —sin (o)

= — cos (&)

y 2
N\ - sin (T — &) = sin () T+ Q
| = = cos (n — ) = — cos () e
tan (t — @) = — tan (@)
y
sin (— a) = - sin (&)

cos (— o) = cos (@)

tan (— @) = — tan (@)

2= N A — O

tan (m + ) = tan (&)

Se as amplitudes dos angulos forem dadas em
graus, sao validas as mesmas relacGes
substituindo & por 180°.

Assim tem-se, por exemplo, cos(180° - a) = - cos a
e sin(180° + a)= - sin a.

Estas relacdes sdo muito Uteis, pois pode-se reduzir o calculo das razées trigonométricas de qualquer angulo ao

calculo das razoes trigonométricas de um angulo do 1.2 quadrante.

Exemplos: Reduzir ao 1.2 quadrante
1. Partindo do conhecimento dos valores da tabela, calcule:

1.1. sin (Z—Erad), cos (z—ﬁradj e tan (z—ﬁrad]
3 3 3

1.2. sin315°%, cos315° e tan315°
Resolugao:

2 T

2
11, rad € 22Q 5>Z =77 com Zrad e 12Q
3 3 3 3

2

Podemos relacionar as razdes trigonométricas de == rad com as razées de 7 rad .
3 3

Analisando o circulo trigonométrico, concluimos que:

. (ZHJ . ( ﬂj 4 \/E

sin| — |=sin | 71 —— |=sih —=—
3 3 3 2
2 T

1.2. 315° € 4°Q —315°=360°-45°, 45°¢ 1°Q
Logo,

V2

sin 315° = —sin 45°=-12

V2

cos 315° =cos 45° =

tan 315° =—tan 45°=-1

30° 45° 60°
. 1| e
no = = —
si > 5 >
il
2 2 2
tan o T3 1 V3
Trad Trad I rad
6 4 3
Exercicios:
40. Copie e complete:
. T
sin (r—a)=.... cos (ﬁ——j: .....
6
cos (r+a)=.... sin 225°=....
sin (—a)=.... cos (—Zj:....
6
41. Complete as expressoes

colocando no lugar ... um angulo do
192 quadrante e de modo a obter
afirmacgdes verdadeiras:

41.1. sin 150° =sin ...
41.2. sin 250°=—sin ...
41.3. cos 125° =—cos ...
41.4. tan 115° =—tan ...
41.5. cos (—2250):—cos
41.6. tan (—3100):tan

13



2. Escreva sin (218°) como razdo de um angulo agudo.

Resolugdo: Exercicios:
218° 32Q —218° =180° +38° 42. Sem recorrer a calculadora, determine o
Logo valor exacto de:

H (o] (o] (o]
sin(218°) = sin(180° +38°) = —sin38° 42.1. sin 210" +cos 60" +tan 45

42.2. cos (——J—tan—”+sin (——J
3. Calcule o valor de cada uma das seguintes expressdes: 6 6 3
3.1. sin210° )+ cos(135° }+ cos(120° )+ tan(180° ), 42.3.
T . 1 T sin60% —2tan135° +co0s210° +sin300°
3.2. sin| — |—cos| — |+ cos| — |—sin| — LT r . 11z 5r
6 3 4 42.4. sin——3cos— —sin——+tan—
N 3 6 6 3
Resoluggo: 42.5. cos 225° + sin(-135°) — 2 tan 240°
3.1. sin(210°)+cos(135°)+cos(120°)+tan(180°): (ar sz)  (1ir
42.6. sin| — |—2cos| — |+sin| ——
= sin(180° +30° )+cos(180° —45°)+cos(180° —60°)+o 3 6 4
42.7. cos 210° - sin330° + tan 225°
1 2 1 2
=—sin30° —cos45° —cos60° = ———£—— = —1—£ 1 (297 5 117
2 2 2 2 42.8. —tan(—j+25in(——j+cos(—j
3.2, si V4 2 V4 (T 2 3 6 6
i B e N A Y e Y 42.9. cos 540° - 2 cos 30° + sin(-315°)
(6 &« 3 &« 6r 7« (87 & 43. Simplifique as expressdes:
=sin| —+— |—-cos| — —— |[+cos| —+— |—sin| ——— | = i
6 6 3 3 3 3 4 4 43.1. tan(z + X)—sin(—X)
. T T T . T 43.2. sin(—X+ )+ cos(27r — X)
=sin| r+— |—cos| 1 —— |+cos| 2w +— |—sin| 27 —— | =
6 3 3 4 43.3. cos(—r — X)—cos(z — X)

— —sinl T 14 cos| Z lvcos| Zlasinf = L1, 1, ¥2 _ 1, V2 144 Determine X, sabendo que xe[027] e
6 3 3 4 2 2 2 2 que:

V2 V2

4. Simplifique a expressdo: sin (r—X)+cos (X—57z)+tan (127—X). 44.1. SianT 44.2. COSXZ_T
e sin(zz — X) =sinX; \/§

e cos(X—57) = cos(57 — X) = cos(47 + 7z — X) = cos(7 — X) = —cos X 44.3. tanx=1 44.4. Sinx:_T
e tan(127 — X)=tan(—x)=—tanXx

1
44.5. cosX=—— 44.6. tanX=+/3
Logo, 2

sin(7z — X) +cos(X —57)+tan(1277 — X) = sinX—cos X —tanX

o o . e T 3z
> RelagGes entre as razdes trigonométricas de a e as de Ei a e Ti a

Por observacdo do circulo trigonométrico é imediato tirar conclusdes sobre as relacGes e entre as razoes

. . . . s , T 3z - - -
trigonométricas de dngulos cuja soma ou cuja diferenca é Erad ou Trad . Estas conclusdes sdo igualmente

validas para amplitudes expressas em graus.
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sin (%+ a>= cos o

cos(%+a):—sina

Nas relagBes aqui apresentadas o0 seno passa a Co-S€no e 0 CO-Seno passa a Seno.

No que respeita a tangente tem-se: tan(90°

—a)

_sin@0° —a) cosa 1

c0s90° —¢) sina  tana

sin (§2£+ o:)=—c080!

cos (—32£+ (x) =sin o

Exercicios:
45. Copie e complete:

sin (z—aj:... sin (80°)zcos...

2
sin (135°)=cos (90° +...)=...

cos(270° —a)=... sin 3z =...
2 6

3
sin (270° +a)=... cos (T”ijz...
46. Exprima nas razdes trigonométricas do

angulo a:

46.1. sin(180° —a)  46.2. cos(360° —q)

46.3. tan(%+a] 46.4. sin(—7 +a)

47. Simplifique:
47.1. cos(x —90°) +tan(180° — )
47.2. 2cos(450°)—sin(—a) +tan(180° — )

48. Sem recorrer a calculadora, determine o
valor exacto de:

c0s360° +sin45°

48.1.
1—cos 765°
4.9, C05(-210° J+sin300°
o tan(—60°)

48.3. tan(s—”)—sin(—z)
3 6

48.4. cos (— 47r)+ ta n(— 572)— sin(%[)

48.5.

)

49. Observe a figura e indique o valor de

cos(;+aj
cos(zr—a)
sin(z +a)
tan—a)

50. Determine:

5
50.1.sina —3cos o , sabendo que tana =3 0° < <90°

1
50.2. tana—cos a , sabendo que sina =7 0° <a<90°

5
51. Sabendo que a €42Q e tana = 5 determine
sind e cosa.

52. Determine o valor da expressao 2sin(a— ), sabendo que

tana=2e a € 3°Q
53. Determine o valor exacto de:

53.1. cos(37+ X)—Zsin(§+ Xj sabendo quetan(x)=-2 e 0<X<=m

1
53.2. sin(—%—a}rtan(a+47r)sabendo que sinaz—g e

3 1
53.3. cos(Tﬂ—aJ+cos(—ﬂ—a)sabendo que cosa:—g e

ae ]/z,27z[

15



=  FUNCOES TRIGONOMETRICAS

No circulo trigonométrico, a medida do comprimento de um arco é igual a medida, em radianos, do angulo ao

centro correspondente.

tangente de um numero real

considerados como o seno, 0 co-seno e a

Portanto, a cada nuimero real X corresponde um e um sé ndmero real y tal

que Y =sinXe Yy=cos X. Por exemplo:

Cos X

. . sinX
Assim, y = sin X , Yy = cos X e Yy = tan X (tanx=—) passam a ser

consideradas funcGes reais de variavel real.

interpretados como sin S, cos S ou tan s (pois a=s).

Assim, se o0 angulo a esta expresso em radianos, sin a, cos a ou tan a podem ser

Como as medidas do arco s sdo medidas de comprimento (cm, dm, m, ...) e estas
medidas sdo numeros reais, conclui-se que sin o, cos o ou tan o podem ser

f:x~_~ y=sinx

I rad 1 rad 0
Vamos construir o grafico de cada uma destas func¢des trigonométricas e de 2 o
seguida fazer o seu estudo completo.
> Fungdo seno: f(X) =sin X M.A.(1)
19 passo: Completar a tabela
-360° | -270° | -180° | -90° -30° 0° 30° 90° 180° 270° 360°
X 37z V4 V4 T V4 3
27 | —— -7 -= -= 0 = = r = 27
2 2 6 6 2 2
sin X

22 passo: Colocar os pontos no referencial e desenhar o gréfico

Ty

1
X
-2 3 - -= “Zoo| Z = Vs 3% 2z
2 2 6 1l 6 2 2

1-1
32 passo: Estudar o comportamento da fungao
Dominio: Df= Contradominio: D’ =
Zeros: Periodo:
Maximo: Minimo:

16



Paridade:

Monotonia:

Sinal:

Continuidade:

> Fungdo co-seno: g(X) = cos X

12 passo: Completar a tabela

-360° | -270° | -180° -90° - 60° 0° 60° 90° 180° 270° 360°
X 3z T V.4 T 3z
-2 - /4 - - 0 - — T — 27
2 2 3 3 2 2
cos X
22 passo: Colocar os pontos no referencial e desenhar o grafico
Ty
1
x
-2z _3z - _F 2 0 L A 3z 2z
2 2 3 + 3 2 2
+-1
392 passo: Estudar o comportamento da funcao
Dominio: Contradominio:
Zeros: Periodo:
Maximo: Minimo:
Paridade: Continuidade:
Monotonia:
Sinal:
> Fungdo tangente: h(x) =tan x
19 passo: Completar a tabela
-360° | -270° | -180° -90° - 45° 0° 45° 90° 180° 270° 360°
X 3z V4 T T Vs 37
27 -= -z -= -= 0 = = n = 27
2 2 4 4 2 2
tan X

17




22 passo: Colocar os pontos no referencial e desenhar o gréfico

Ty
1
I i Xu
3z
-2 —— -7 LA ) z z z iz 2
2 2 4 | 4 2 2
11

32 passo: Estudar o comportamento da funcao

Dominio:

Contradominio:

Zeros:

Periodo:

Maximo:

Paridade:

Minimo:

Continuidade:

Monotonia:

Sinal:

> Transformagoes dos graficos das fungGes trigonométricas

iy=f(X)+0
|

A

|

5N
/"

SN
—_—

¥\

—_—

‘ Translacdo de @ na direccdo do eixo dos yy .

oA

Recordemos que, partindo do gréfico de
uma funcgdo y = f(X) , podem ser obtidos
graficos de outras fungdes.

(Translacdo associada ao vector u=(0, a))

Translacdo de —a na direccdo do eixo dos xx .

(Translagdo associada ao vector v=(-a, 0))

Expansdo ou contrac¢do segundo o factor a , na ‘
direccdo do eixo dos yy . ‘

< < 1 \
Expansdo ou contraccao segundo o factor L na

direccdo do eixo dos xx . ‘ Exercicios:

54. Represente no mesmo referencial e descreva

como estdo relacionados:

54.1. f(x)=sinx e a(x) =-sinx
54.2. g(X) =cosXx e b(x)=-cosXx
54.3. f(x) =sinx e g(X)= cos X

Simetria em relacdo ao eixo dos xx .

Simetria em relacdo ao eixo dos yy .
55. Para que valores de X se tem:

55.1. tanx =1 55.2. tanx=-1
55.3. tanx=0

Mantém-se os pontos de ordenada positiva ou nula e
e para os pontos de ordenada negativa tem-se uma |

simetria relativamente ao eixo dos xx .
‘ 56. Represente os graficos das seguintes fungées:

56.1. y 1 = 3sin X 56.2. Yy, =sin (2x)
56.3. Y 3=3sin(2x) 56.4. y,=|sinX |

Mantém-se os pontos de abcissa positiva e o gréfico
fica simétrico relativamente ao eixo dos yy .




=  EQUACOES TRIGONOMETRICAS

As equac0es trigonométricas resolvem variadissimas questdes relativas as funcGes que acabamos de estudar.
Pela forma como estas fung¢des de angulo ou arco foram definidas, recorrendo as coordenadas de um ponto do
lado extremidade, conclui-se imediatamente que as equagdes trigonométricas, quando possiveis, tém infinitas

solucdes.

A resolucdo de equagdes trigonométricas devera ser sempre acompanhada do circulo trigonométrico.

>Resolver equagdes do tipo sin X = a

1
Exemplo 1: Resolva em R a seguinte equagdo sinX = g .

Resolugdao: Com a calculadora é muito facil encontrar uma
solugdo para a equagdo:

1 (1
sinX=§<:>X:sin 1(5)(:”:19,470 ou Xx=0,34rad

Mas a verdade é que esta equagdo tem outras solugdes.
Consultando o grafico concluimos que existem infinitas solugdes:

De um modo geral para as equagdes do tipo
sinx=a tem-se:

* a equagdo s6 tem solugdes se ac[-1,1]

« no intervalo [0,2z] existem dois valores que
tém o mesmo seno: o e m—a

* sinX=sinad <

SX=a+2kr v X=r—a+2kr , keZ

Exercicios:
57. Resolva em R, cada uma das seguintes

solugao solugdo solugao 'solugio

Para conseguirmos escrever todas estas solugdes vamos usar o circulo

trigonométrico. y
No intervalo de [0, 27], a equacgdo tem
duas solugGes.

equacgdes

57.1. sinx=-1 57.2. sinx=0

57.3. 2sinx+1=0 57.4. sin(2x)=0
1

57.5. sinX = 57.6. sin(2x) =7

sol \/E \/g

57.7. sinX = —— 57.8. sin(3x)= ——
2 2

58. Resolva no intervalo[0,27], cada uma das

seguintes equacdes:

1
58.1. 6sinx—3=0 58.2. ZSinX:E

1
5 ndo corresponde ao seno de nenhum

angulo conhecido, por isso, temos que
usar a calculadora:
a=0,34rad e 7—a=2,80rad

Falta, agora, considerar todos os angulos que tém o mesmo lado

extremidade e lado origem mas com amplitudes diferentes:

X=0,34+2kzr v x=2,80+2kr , keZ

Conjunto solucdo ={0,34+2kz , keZ} U {2,80+2kz , keZ}

Exemplo 2: Resolva a equagdo sinx =1no intervalo [—27[,37[]

Resolugao: y
. A . T

1 é o valor do co-seno de um angulo conhecido: ’Y

Analisando o circulo trigonométrico concluimos que:

1
’_\ k=1— x=

T V4 3z
| S k=-1—> xX=—"-27r=-"2"
A2 2 2

58.3. sin G) =§ 58.4. sin @J _ 3

2

59. Determine as abcissas dos pontos de
interseccao dos graficos das fungdes reais de
variavel real, representadas por:

1

59.1. y, =sin(2x) ; v, ==

X
59.2. y, =25in(5] ; Y, =-1

k=0— x=

5
=22

Q
X=§+2kﬂ' , kel

Para encontrarmos as solugdes no intervalo
dado basta substituir o k por valores de Z.

1 x
7
k=2— x="1ar=""x
2 2



>Resolver equagées do tipo cos X = a

Exemplo 2: Resolva em R a seguinte equagdo 1—2cosX=0.

Resolugao:

1—2cosx:0<:>—2cosx:—1<:>cosX:%

1, A T
Ee o valor do co-seno de um angulo conhecido: 3

Desenhando no circulo
trigonométrico
encontramos dois valores:

De um modo geral para as equacgdes do tipo cos X = a
tem-se:

* a equagdo sO tem solugdes se ae [—1,1]

* nointervalo [z, 7| existem dois valores que tém o
Mesmo Co-Seno: o, e —a
* COSX=cCosa <

ox=a+2kr v x=—a+2kr , keZ

Entdo temos

X:§+2k7r v X=—§+2k7r , keZ

>Resolver equagdes do tipotan X = a
Exemplo 3: Resolva em IR a seguinte equagdo tanx=1.
Resolugao:

. T V4
No intervalo| ——,— |, tanXx=1 para X=—
2 2 4

Como o periodo da fungdo y =tanxém, vem:

tanx:1<:>x:%+k7r , keZ

Exercicios:

Exercicios:
60. Resolva em R, cada uma das seguintes equacdes

3
60.1. 2sin(2x)=0 60.2. cos X+~ =0

60.3. 5cos X =1 60.4. 2cos(2x)+1=0

61. Resolva um R, cada uma das seguintes equacdes
61.1. 3tanx++/3 =0 61.2. tan(2x)—2=0

De um modo geral para as equacgdes do tipotan X = a
tem-se:

tanx=tana < x=a+kr , keZ

62. Resolva, em R, as seguintes equagoes:
62.1. 2cosx+1=0 62.2. cosx—0,3=0
62.3. sinX-cos X+sinx=0

62.4. /3tanx—-1=0  62.5. tan’X—3=0

62.6. tan’ X+tanx=0 62.7. cos(2x)+cos(x):0

63. Resolva no intervalo [O, 27[], as equacdes:
63.1. /3 =2cos(2X)
63.2. 3tanx—+/3=0

64. A figura representa um
sector circular de raio 5m.

Determine o valor exacto e
um valor aproximado para
a area da parte colorida

por um sector circular de centro
O e dois tridngulos, como se
mostra na figura.

65.1. o perimetro do campo.

65. Um campo de jogos é formado

66. Observe o grafico seguinte:

Zps s 7 =2
£ N / /" N\ / / / AN g y,
/7 N 10 7 /| 2 \ /
= /Ng L [
2m [\ LISy i NS >, QL/\

cada uma delas.
66.2. Indique um intervalo onde a fungdo:
e Seno seja negativa;
e Co-seno seja positiva;
e Tangente seja negativa;
e Seno seja crescente;
e Co-seno seja decrescente
66.3. Quando a fungdo seno tem um zero o que acontece a
funcdo tangente?

66.1. As fungdes f, g e h sdo fungBes trigonométricas. Identifique

De acordo com os dados, determine:
65.2. a drea do campo.
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PRODUTO ESCALAR NO PLANO E NO ESPAGO

Exercicios:
= VECTORES (REVISAO) 67. Com base no referencial da figura,
identifica os vectores através das suas
Um vector (ou vector livre) € um ente matematico caracterizado por: componentes e coordenadas.
- uma direc¢do y [ TTTIATTITTIT]
i A EEEEREERERNE
- um sentido LF----- bt J{ - I - -
- ‘ | : °
- um comprimento u ‘\\J - ‘ 1‘ e | |
Na figura temos varios vectores: 2b---- ¢ —*B 1 ‘L4]> W
GG : ! T ! "IO > ] 3‘ ‘x"
U=AB; AC; CB; i ; j ~ ! ‘ M = L
1 | o, I I
- - ol 2 5 X .
Considerando os vectores i e j ,que : 68. No referencial 0. n., encontram-se
tém uma unidade de comprimento e a direcgdo e sentido dos eixos representados alguns pontos:
coordenados, podemos decompor os restantes vectores e definimos 68.1. Indica as coordenadas de:
assim as suas componentes: a) AB ¥
> > o — 2 - BC r--<B
u=3i-2j ; AC=-2] ; CB=3i b) BC T
Daqui resultam as coordenadas que definem o vector: c) bC C ’fc
- _. . e A1 \ 1
U=(3,-2); AC=(0,-2); CB=(3,0) d) DE iy S
_ _ _ . e) DF N T I
Podemos ainda determinar um vector como diferenca de dois pontos. . 20 o2 3; x
— f) FA ! R |
: = —_ = _ = —_ _ = - T T : ______ D
Por exemplo: AB=B—-A=(5,2)—-(2,4)=(5-2,2-4)=(3,-2) 68.2. Determine: 1
Ao comprimento vector chama-se norma. B a) “AB” b) “B—D'H 0 “F_If)ﬂ
Podemos identificar a norma do vector por observagdo: Il ACIl =2 . . o
Ou podemos usar as coordenadas do vector e aplicar a férmula: d) DE + DF  e) O+FA f) BC -FA
) 2AB+DF h)-3CB - DC i) 5(FA-BC
ul=+3%+(-2)> =J9+4 =413 gl L . )5 )
68.3. Verifica se ABe CE sdo iguais.

E possivel, também, efectuar algumas operacdes com vectores:

- Soma de um ponto com um vector: C + AB = (2,2) +(3,-2) =(2+3, 2+ (-2)) = (5, 0) — o resultado é um ponto
- Soma e subtragdo de dois vectores: AB+ AC = (3,-2) + (0, -2) = (340, -2 + (-2)) = (3, -4) — o resultado é um vector

- Produto de um numero real por um vector: 4 AB = 4x(3,-2) = (4%3, 4%(-2)) = (12, -8) — o resultado é um vector

=  PRODUTO ESCALAR NO PLANO

Um corpo desliza num plano inclinado devido ao seu peso P, que se decompde em duas

forcas: N, que mantém o corpo sobre a superficie em que desliza, e F, que é a forca

paralela ao deslocamento (a ).

Vamos analisar o trabalho realizado pelas diferentes formas:

-We = EHXHHH — A forga actua F na direccdo da trajectoria.
- |~ Neste caso a forga P n3o tem a mesma direcgdo que o movimento e por
- W, =||P|x|ld|xcosax — : R L
isso temos que usar o angulo de inclinagdo a.
- Wy =[N|x|d||xcos90° =0 — N também n3o tem a direc¢do de na direcgao d.o angulo formado é de 90°.

Como vimos anteriormente a soma de dois vectores e o produto de um nimero real por um vector é um vector.

O produto escalar de vectores é também uma operagdo com vectores mas o resultado dessa operacdo é um
numero real e ndo um vector. Na definicdo de produto escalar de vectores entram dois conceitos geométricos:
norma de um vector e angulo de vectores.
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O angulo de dois vectores ndo nulos é o angulo convexo definido

Sendo U e Vv dois vectores ndo nulos por dois representantes desses vectores com a mesma origem.

lan rodut lar u r \7 A . . . . .
do plano, o produto escalar de U po 0 angulo de dois vectores é sempre inferior ou igual a 180°.

€ o numero real representado pela

express3o: Sendo o o angulo de dois vectores Angulo

- - dos vectores
U e Vv, arepresenta-se por N

- - — - - A > ‘-.\ '

oV = (U [v]|x v A g
u HUH cos(u ! ) (u , vj ou (v , u) e tem-se ey ¥ 7
» 0° <a<180°
Exercicios:

69. Determine 505 sendo:

A K g

69-1-/" 69.2. |/ 69.3. b 69.4. :
a b

3 \\ 4/

=38 83N, A8 /
“:{M\_\;} ﬁ()° & \ ; / lrradiano

~— *7*"—?“ > - —>
e 4 6.2 6
70. Com os resultados do exercicio anterior explique 69.5. ./ ﬂ%ﬂ P4 69.6. s mrad
- 2
o que influencia o sinal do produto escalar. «€—3—— . -
- g

71. Na figura esta representado um
* PROPRIEDADES DO PRODUTO ESCALAR hexagono regular [ABCDEF] inscrito numa

- circunferéncia de-centro O e raic 4.

Sejam U, V eW vectores arbitrarios do plano ou do espaco et e R.
Tem-se entado:

- - > -

Calcule:

71.1. OAeOB

- UeV=Vel (propriedade comutativa) 71.2. OCeOE
) (ﬁ+§)on=Gon+\7°\7v (propriedade distributiva) 71.3. OBeBE
- (tG)-G:t(G-G):G-(tG) (propriedade associativa mista) 71.4. ADeOD

O conhecimento das propriedades do produto escalar permite resolver | 71.5. FA®AB

alguns problemas de demonstracao de propriedades geométricas. 71.6. BE o CB

= PRODUTO ESCALAR NO ESPACO
As defini¢des e propriedades relativas ao produto escalar no plano estendem-se ao espaco tridimensional.
Dados dois vectores do espaco Ue V, o seu produto escalar Uev determina-se considerando, num mesmo

plano, vectores iguaisa Ue vV, com a mesma origem e efectuando o produto entre eles.

Exercicios: 74. Na figura esta representada uma cubo. Sabe-se que:
72. Utilize as propriedades referidas para mostrar que: - M é o ponto médio de [AE];
72.1. (G—Q)-W:ﬁ-?v—&-?v . AB=4 -
H G
ST SR TINT ST S Calcule: ® o
72.2. |u+Vv| =[uf +|v| +2uev - . E =
74.1. ABeDB b *

Propriedade: G-G :“G X G xcos[ajajz G i 74.2. EOR
74.3. AMeBC
73. Dados dois vectores U e \7, mostre que eles tém a 74.4. ABeCD [.) &
mesma norma, se, e so se, 0s vectores U+V e -V ﬁ.\ é

sdo ortogonais.

22



= EXPRESSAO ANALITICA DO PRODUTO ESCALAR

coordenadas é:

A expressao do produto escalar de dois

vectores a(ul,uz) e \7(V1,V2) num referencial

ortonormado do plano, em fun¢do das suas

uev=u,v, + U,V,

A expressdo do produto escalar de dois vectores

u V(v Y, v;)

u(ul,uz,u3) e referencial
ortonormado do espago,

num

em funcdo das suas

coordenadas é:

uev=u,v, + UV, + UyV,

Com este novo método de calcular o
produto escalar temos a possibilidade
de determinar o angulo entre dois

Exemplo: Considere a figura e determine:

1. Uew e uUev 4T

u=(25) v=(4-4) w=(-3-3) .

vectores quando necessario.

- -

- A > U.V
cos|u,V |=r0—s
R

> Vectores perpendiculares

Dados Ue Vndonulose u_Lv ,tem-se u ov:”u”x

Uew=2x(-3)+5x(-3)=-21 17

UeV=2x4+5x(—4)=—-12

S A 27T \/
2. (u ,v] ¥ | N\
-3

> AN a> N>
cos| U,V |= =|u,v|~113,20°

Uev 12

\7“_\/5m/3_2

-

uj| x

xC0590° <> UeV=0
H_}
0

V

Entdo, dados dois vectores, Ue V ndo nulos, em referencial ortonormado, tem-se:

No plano, a(ul,uz) e Q(vl,vz):

ulveuyv, + v, =0

No espaco, a(ul,uz,u3) e ;/(vl,vz,v3):

ulveuyv, + UV, + Ugvy; =0

Exercicios:
75. Considere os vectores:

u=(-25), v=(32) e w=(2,-5)

75.1. Represente os vectores num

V%\

—

75.3. Determine: Vew, UeW, UeV

referencial.

-

u

>

75.2. Calcule: ||ulf,{{v|[,

S A >N

75.3. Determine: (u,v) , (v,w)

76. Sendo:
A(3,4) ; B(-2,1) e C(-4,-2).

76.1. Calcule: XE:-B_é e A_C>OB_A’
76.2. Determine o angulo dos

_  —

vectores ABe BC.

77.Sendo U= (4,2) escreva:

77.1. As coordenadas de 3 vectores perpendicularesa U .

77.2. A expressao geral que representa todos os vectores

®

do plano perpendiculares ao vector U .

78. Em relagdo a um referencial o. n. (O,i,]) considere:
A(-1,3) , B(-4,-2) e u=(2,-1)

78.1. Calcule:

b) —Use (2AB) o Us(AB+2i)  d) (—i+3])o(3ﬁ)

78.2. Determine um ponto P pertencente a bissectriz dos quadrantes impares que

a)A_éoa

satisfaca a condicao: aDOEé=1

79. Em relagdo a um referencial o. n. (O,E,],R) considere:
A(1,0,2) , B(1,-4,2) e U=(-131)

Calcule:

79.3.30 o(]+E)

79 AB el 79.2. [i-2K)e (28)
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COMPLEMENTOS DE GEOMETRIA ANALITICA NO PLANO E NO ESPACO

» EQUAGAO VECTORIAL E REDUZIDA DA RECTA (REVISAO)

Chama-se equagao reduzida de uma recta ndo vertical, a
y=mx+bh

Uma equagao vectorial da recta r que passa no ponto

A(a,, a,) e que tem a direcgdo do vector U (U, U,) é: equagéo do tipo:

(X, V) = (ag, &) + K (Ug, Uy) , k € R onde m é o declive da recta o u,
e b é a ordenada na origem. - u,
" ANGULO DE DUAS RECTAS
Desenhemos duas rectas concorrentes ndo perpendiculares: r e S.
As rectas definem no plano quatro angulos iguais dois a dois.
Chama-se angulo de duas rectas ao menor angulo por elas definido. 0°< @ <90°
N , . ¢ ¢ oangulo das rectas 7 e .
- 0 angulo de duas rectas é sempre menor ou igual a 90°. N A
- O 4ngulo de duas rectas paralelas é 0° e 0 angulo de duas rectas perpendiculares é 90°.
> Determinag¢ao do angulo de duas rectas
r - A Uuev
/ Sabemos que: cosU, V) =——=
i
\ 04
Uev
\ Logo cosa = %
N Hu x ||V
A

G ey
cos o/ =—cos (1, v)

Mg S
cosa=cos (i, v)

Exercicios: 81. Escreva a equacgao reduzida da recta:

80. Determine o angulo das rectas r e s definidas | 81.1. que passa nos pontos (-1, 0) e (5, 4)
por: 81.2.(x,¥)=(1,2) +k(4,5) ke R
80.1. r: (x,¥)=(0,3)+k(1,3) ke R
s:(X,y)=(-1,5)+k(-1,2) ke R
80.2. r:ry=2x+1 s:y=-3X

80.3. riy=2x+3 s:y=2x-3

82. Escreva uma equacao vectorial da recta:

82.1. que passa no ponto A(0, 3) e tem a direcg¢do do vector \7(0,3) .
82.2. que passa nos pontos P(4, -1) e Q(7, 1).

82.3.y=3x+7

=  INCLINAGAO DE UMA RECTA
No referencial 0. n. Oxv, considere as rectas definidas pory=xey =—Xx+3.

Chama-se inclinacdo da recta ao angulo positivo que a recta forma com o eixo XX
considerando este eixo como o lado origem do angulo.

Qual a relagdo que esta inclinagdo tera com o valor do declive da recta?
A respeito da rectay = — X + 3, sabe-se que:
-B=135°¢éainclinacdo da recta;

A respeito da recta Yy = X, sabe-se que:
-0 =45° é ainclinagdo da recta;

- o declive darecta é 1; - o declive da recta é —1;

-eque tan45°=1, -eque tan 135°=-1.

O declive de uma recta é a tangente trigonométrica da inclinacdo da recta.
Se r é um recta, ndo vertical, de declive m e inclinagdo o, entdo tem-se:

m =0 — a = 0° (recta horizontal)
m>0— 0°<a<90°
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Se a=90°, a recta é vertical.
m<0—90°< o< 180°



Exercicios: 84. Determine a inclinagdo de cada uma 85. No referencial da figura esta
83. Escreva uma equagdo da recta que das rectas: representado um triangulo
contém o ponto A(-1, 5) e teminclinagdo: | 84.1. a: y= —-3x+1 84.2. b: y=-2x equilatero [ABC].

83.1. ~ radianos 83.2. 1 radiano 84.3. ¢ y=2x+~ 844, d: y= —500 | SopeSeduearectaACtem de
3 2 inclinagdao 110°.
83.3. 45° 83.4. 15° 84.5. e:X +2y—-2=0 84.6. f: x=1800 | Determine a inclina¢do das rectas:
85.1. AB i
85.2. BC d

C

*  PERPENDICULARIDADE DE VECTORES E DE RECTAS \\
] B

No plano as rectas podem ser: \ /
Rectas concorrentes Rectas estritamente paralelas Rectas coincidentes \ /
\
A X

- F s K

Quando a amplitude do dngulo formado por duas rectas concorrentes é de 90° temos
duas rectas perpendiculares.
Duas rectas sdo perpendiculares se os seus vectores directores forem ortogonais.

Com efeito, sendo U e V os vectores directores das rectas r e S, respectivamente, vem:

o | u .Vl - - - -
cosa=cos90" =0 O0=———<0=|uev|=>0=UeV
ul[x [[v
Qual serd a relagdo entre os seus declives? Considerando duas rectas: rry=mx+b
Sejam asrectasres: ry=mx+b Sssy=m’x+b e s:y=m’x+b, com m’#0 e m=#0

Se as rectas sdo perpendiculares, entdo os vectores o
perp ’ -Se M’ =m, as rectas I e S sdo paralelas.

directores sdo ortogonais e o seu produto escalar nulo.

1
(1, m) — vector directorde r (1, m’) > vector director de s - Se mM=——, as rectas r e S sdo
m
1 1 1 .
(1,m)e(1,m)=0<1+mm=0<m :_H perpendiculares.
Exercicios: 87. Considere a recta r de equacgao

2y —3x =8 e o ponto A(1, 0). Escreva

86. Considere os vectores U = (7,—2) ; V= (— 2,8)
uma equacgdo reduzida da recta que

86.1. Dé exemplos de dois vectores perpendiculares ao vector U . ..
passaemAe é:

86.2. Seja W = (a,b). Mostre que \’/ 1L ch> a=4b. 87.1. paralelaarectar.

86.3. Determine k de modo que o vector s= (1,—3k) seja perpendicular a V. 87.2. perpendicular d recta r.

= CONJUNTOS DE PONTOS DEFINIDOS POR CONDICOES NO PLANO E NO ESPACO

O produto escalar tem aplicacdo pratica na resolugdo de problemas que envolvam perpendicularidade, como se

mostra nos exemplos seguintes.

o Exercicios:
Exemplo 1: Mediatriz de um segmento de rcNecta 88. Considere os pontos A(4, 3), B(-2, 1),
Sendo A(3, -2) e B(-5, 4), escreva uma equagao C(1, 0) e D(-1, 4).

da mediatriz do segmento de recta [AB]. —
88.1. Escreva as coordenadas do vector AB.
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Resolugao: Continuacgdo:

Pretende-se determinar uma equacdo da recta PM sendo P um ponto 88.2. Usando a definicio de produto

gualquer da mediatriz e M o ponto médio de [AB]. escalar, escreva uma equagdo:
a) da mediatriz de [AB].

b) da circunferéncia de didmetro [AB].

Sabe-se que M~P0;8 =0.

3-5 -2+4
P(X,Y) M—(T, > j_(—1,1)

c) da tangente a circunferéncia de

MP=P—M= (%, y)-(-1 1)_ (x+1,y-1) diametro [AB], no ponto B.
’ ’ ’ e) da circunferéncia de centro C e que

MPeAB=0 < (x+1,y—1)e(-8,6)=0< contém D.

& —8X—-8+6y-6=0<=4Xx-3y+7=0 d) a recta perpendicular a CD e que
Logo, uma equacio da mediatriz de [AB] é 4Xx—3y+7=0. contém a origem das coordenadas.
Exemplo2: Equagao de uma circunferéncia 89. No referencial estdo representadas
Sendo A(1,2) e B(5,4), escreva uma equagdo da circunferéncia de diametro [AB]. | duas rectas. Sabe-se que:
Resolugdo: - A recta MQ é a mediatriz de [AB].
Seja M um ponto qualquer da circunferéncia. - M pertence a recta AB.
Sabe-se que todo o angulo AMB inscrito na circunferéncia é um angulo YA
recto e que, portanto, WBJ. m logo WBOWA =0. o 5 B

MB=B-M=(5-x, 4-y)

MA=A-M=(1-x, 2-y)

MBeMA = (5_)(' 4—y)-(1—x, 2—y): (1,2) o

XY

e oy 2 _ _ 2 _ - e
=5-5X—X—X"+8-4y-2y+y*° = — Determine:

=x>+y? —6x-6y+13 89.1. uma equagdo da recta MQ.

Logo, uma equac3o da circunferéncia é x> +y? —6X—6y+13=0. 89.2. uma equagdo da tangente a

. P circunferéncia de didmetro [AB], no
Exemplo3: Recta Tangente a uma circunferéncia

ponto B.

Escreva uma equagdo da recta tangente a circunferéncia de . .
89.3. a area do triangulo [MPQ].

centro 0=(1,2) no ponto A(5,3).

Resolugdo: 90. No referencial esta representada uma
Sabe-se que toda a recta tangente a uma circunferéncia é perpendicular circunferéncia de centro C e raio 4 inscrita no
a recta que passa no centro e no ponto de tangéncia. quadrado [MNOP]. O ponto T pertence ao

Seja P( X,y ) um ponto qualquer da recta tangente, entdo OAePA=0. eixo das ordenadas e € o ponto de tangencia

— o entre a recta NO e a circunferéncia.
OA=A—O:(5, 3)—(1, 2):(4, 1) s N o 7
_. / N\ .
hoacpos 3l y)-bx 3-y) \ A,
. ‘ B ,A ’,," . :
OAePA=0 @(4, 1)0(5—X, 3—y)=0 = / P f Y,
&20-4x+3-y=0& \ // =) ”
& 4x+y-23=0 T P(x)
Logo, uma equagdo da recta tangente é 4X+Yy—23=0. f” . .
90.1. Escreva uma equagao da circunferéncia.
No espaco mantém-se as mesmas propriedades: 90.2. Determine as coordenadas do ponto T.

; 90.3. Determine a equagdo reduzida da recta
- dados dois pontos A e B, o plano mediador de [AB] é o conjunto NO

de pontos P (X, Yy, z) do espago que satisfacam a condigdo:

WOA_é:O, sendo M o ponto médio de [AB].

- A superficie esférica de didametro [AB] é o conjunto dos pontos P (X, ¥, Z) do espaco que satisfagam a

condigao: AP eBP =0
- O plano tangente a uma superficie esférica de centro O no ponto A é o lugar geométrico dos pontos P (X, Y, z)

do espaco que satisfacam a condicdo: OAePA=0

26



Exercicios:

91. Na figura esta representado um cubo.

Em relagdao a um referencial 0. n. as coordenadas
dos vértices A, B, e C sdo:

A(5,1,0), B(1,5,4)eC(1,1, 4).

91.1. Determine uma equac¢do do plano mediador de [AB].

91.2. Verifique se o vértice C pertence ao plano mediador de [AB].

92. Determine uma equacdo do plano tangente a superficie esférica de

equagdo x> + y2 +(z- 1)2 =1 na origem do referencial.

93. Em relagdo a um referencial o. n. considere
os pontos: A(3, 0, 2), B(-1, 2,-2) e C(2,-1, 1)
93.1. Determine uma equagdo da superficie
esférica em que [BC] é um diametro.

93.2. Identifique o conjunto de pontos do

A

espaco P(X, Y, z) que satisfazem a condi¢do
APeCP=0

93.3. Mostre que a superficie esférica de
diametro [AB] pode ser definida por: X+ y2 +
-2x-2y=7.

=  EQUACAO DE UM PLANO

> Equacao de um plano definido por um ponto e um vector normal

Na figura estd representado um plano a, um ponto A que lhe pertence e

um vector N que é normal ao plano a.

nl4,-3,-2)

Se o vector n é perpendicular ao plano entdo é perpendicular a todas as rectas e L

vectores contidos no plano.

Consideremos um ponto genérico do plano, P(X, Y, z). Entdo:

APen=0<(x-2,y+3,2-1)e(4,-3,-2)=0<> 4x—8-3y—-9-22+2=0<>4x-3y—-2z=15

De uma forma geral a equacdo que define um plano é da forma:

ax+by+cz+d=0,coma,b,c,deR emque ﬁz(a,b,c)

A

Reparemos que: N = (4,—3,—2)

> Equacao de um plano definido por trés pontos nao colineares
Na figura esta representado um plano B, e os pontos A(-1, 3, 1), B(1, 1, 0) e

C(0, 2, -2) que lhe pertencem.

Para definirmos o plano precisamos de um vector normal ao plano. S

Consideremos o vector G =(a, b, ¢) um vector normal ao plano. Ent3o:
(a,b,c)e(2,-2,-1)=0 {Za—zb —-c=0

u Xé: u T:
Ue OAUe AC OQ{(a,b,C)O(l,—l,—3)=0

O vector U pertence a familia de vectores (a, a, 0), a #0.
Considerando a = 1, temos G =(1, 1, 0).
Sabemos que B tem uma equagdo do tipo: x+y +d =0.

Usemos o ponto do plano A(-1, 3, 1) para determinard .
-1+3+d=0<d=-2 EntdoPB:x+y-2=0

a-b-

c=2a-2b c=2a-2b c=0
= = =
3c=0 —-5a+5b=0 a=b a=b

Exercicios:
94. Os pontos A(1, -3, 7), B(2, 0, -5) e C(1, 1, 7) sdo ndo
colineares e pertencem ao plano a.

Verifique se o vector U é normal ao plano a, sendo:

94.1. U = (3,-1,12) 94.2. U = (-6, -2, -1)

- H
94.3. U =(12,0,1 :
( ) ’//\G
. . AN 5
95. Considere o prisma pentagonal | § ; ]
recto representado na figura. ‘ J E IF i‘
Em relacdo a um referencial 0. n., os | }
: |
vértices A(-1, 2,-3), F(3,-2,5) e G(2,-3,5). " :
. ~ N g
Determine uma equacgado do plano: 4
95.1. FGH  95.2. ABC 95.3. ABG £ f

96. Relativamente a cada um dos planos seguintes, indique

um vector normal e um ponto que lhe pertenga.
96.3. 2=6
D

96.1. 3X-y+2z=3 96.2. X+z+7=0

97. Na figura esta representada uma
piramide quadrangular regular.

O ponto M é o centro da base.

Em relagdo a um referencial o. n.
sabe-se que M(0, 1, -3) e V(2, 0, -1).
97.1. Mostre que: 2X—-y+2z+7=0

€ uma equacdo do plano que contém a base da piramide. \
97.2. Determine o valor de k para o qual o ponto:

P(k, -2, k + 1) pertence ao plano que contém a base da
piramide.

98. Considere os pontos: A(1, -1, 2)

B(0, 1,-1) e C(3, 0, -2).

98.1. Mostre que os pontos A, B e C definem um plano.
98.2. Determine uma equagao cartesiana do plano ABC.
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=  INTERSECCAO DE PLANOS E INTERPRETAGCAO GEOMETRICA

A interseccdo de dois planos pode ser:

Uma recta (sistema possivel
indeterminado)

Um conjunto vazio
(sistema impossivel)

Resolucdo de
Sistemas:

Um plano (sistema possivel
indeterminado)

Na resolucdo de

U u
S sistemas de
o b D ~ p
A e N D equacdes, além
T S ? h A da aplicagdo de

técnicas de

resolugao,
A interseccao de trés planos pode ser: devemos dar-
: - Ihe uma
Um conjunto vazio Um plano (sistema possivel _ y
(sistema impossivel) indeterminado) Interpretagcdo

geométrica.

Classificacdo de
Sistemas

R

Y8

L TT S

Zah etimn

Sistemas

"4

Impossiveis

Um ponto (sistema possivel
determinado)

Uma recta
(sistema possivel indeterminado)

Possiveis

~

Determinados

p=a

k -
; )

Indeterminados

M.A.(2)

Exercicios:
99. Observe o poliedro da figura constituido por um
paralelepipedo e um prisma triangular recto.
Indique: S~/

99.1. dois planos cuja /N a2\
interseccdo é a recta CJ. }
99.2. dois planos estritamente

paralelos.

A B
99.3. dois planos perpendiculares cuja intersecgdo é a

recta CH

100. Em relagdo a um referencial 0. n. Oxyz, considere

o plano B definido pela equagdo x + 3y —5z-4=0.

Determine uma equagao vectorial da recta que resulta

da intersecgdo do plano 3 com o plano.
100.1. xOy 100.2. X0z
100.3. yOz 100.4. x=z+1

101. Resolva o sistema:

2X-3y+4z=8

9
3x—5y+62:6

3
—X+oy—27=—4
Zy

102. Mostre que a intersecgao dos
seguintes planos é um ponto
pertencente ao 22 octante.
a: 2X+5y =16
B:x+3y-2z=-2
0:x+z2=4

103. Identifique o conjunto de pontos que resulta da intersecgdo

dos planos a, B e 6, assim definidos:

103.1. o:2x+y-5=0 f:Xx+3z-16=0

103.2. a:2x+y-5z+1=0
0:x+2y—-42-1=0

0:5y-z-10=0
B:Xx-y-z+2=0

104. Num referencial 0. n. Oxyz, os planos a e 3 sdo definidos

owX—z=2
Os planos o e B sdo:

pelas equagdes:

(A) coincidentes

B:x+2y—-2z=-3.

(B) estritamente paralelos

(C) concorrentes ndo perpendiculares (D) perpendiculares
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= EQUACOES CARTESIANAS DA RECTA NO ESPACO

A determinacdo de equacgdes cartesianas de uma recta no espaco pode ser feita a partir da uma equacao
vectorial da recta.

Seja I uma recta, no espago, que passo No ponto vy y g
. . - kLT /f
A(Xo, Yo, Zo) € tem a direcgdo do vector U =(u,,U,,Us ). —a Plx.y.2

Uma equacdo da recta é:

. A Xg. Yo Zg)
P=A+ku , ke R ouseja B
/
(%,¥,2)=(X,, ¥o,2o)+k(u,,u,,u;), ke R
Se u; #0, U, #0, U, #0 resolvendo cada uma das equagdes em ordem a k:
K = X—Xq - Se uma das coordenadas do vector director for nula,
u ~ ; 0=
! Equagdes cartesianas da recta r por exemplo U=(0,u,,U;) comu, #0, Uy #0
k = Y= Yo tem-se:
u X=Xo _Y=Yo 2-%,
2 = = _ Y=Y _Z-%
u u u X=X, A =
7—-7 1 2 3 0
k= 0 u, Us
u3
- Se duas das coordenadas do vector director forem
nulas, por exemplo U :(0,0,ua) com U, #0 tem-se:
X=Xg AY =Y,

=  INTERSECGCAO DE UMA RECTA COM UM PLANO

Posicao relativa da recta e plano:

Paralelas Concorrentes

2 * %
:X=2y+2=0 a:zx-y=0 a:x+2y+3%=0 x:xty+z=0
! !
O vector normal do plano é perpendicular ao O vector normal do plano é paralelo ao
vector director da recta. ﬁ L F vector director da recta. ﬁ//?
A interseccdo de uma recta r com um plano o pode ser: Exercicios:
- um ponto, se r é concorrente a o; 105. Escreva as equagGes cartesianas da recta:
-arectar, ser esta contida no plano; 105.1. que pissa no ponto A(1, 0, -1) e tem a
- 0 conjunto vazio, se I é estritamente paralela a a. direcgdo de u(1,-1,3)
Nota: 105.2. (x,y,2)=(0,0,3)+k(-52,4), kelR
No estudo da posicéo relativa de rectas e planos é util 105.3. que passa nos pontos A(2,1,3) e B(2,0,-1)
averiguar a posicdo dos vectores que estdo envolvidos. 106. Determine analiticamente a intersec¢do da
recta r com o plano a em cada uma das situagdes

apresentadas na figura **.
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Exercicios:
107. Em relagdo a um referencial 0. n. Oxyz,

A(zl _3r 4) B(_lr _41 '7)

considere os pontos A, B e C e a recta r tais que:
X—2
r:—=X= Z+6
4

c[i-La
2’ 2
3

107.1. Represente a recta AB através de equagdes
cartesianas.

107.2. Verifique se os pontos A, B e C definem um
plano.

107.3. Escreva uma equagao vectorial da recta r.
107.4. Mostre que as rectas I e AB sdo concorrentes
em B.

108. Para cada uma das seguintes rectas indique um
ponto que lhe pertenga e um vector director.
X+1 'y z-1

r-——==—=2-2 $:3—x=2y=——
3 2 4

t:X=3/\y=T Uu:y=-1naz=7

109. Em relagdo a um referencial 0. n. Oxyz
considere: - o ponto A(-1, 3, 2)

- o plano a:X—%—3z+1=O

y+l

-arectat:x= =-z+1

109.1. Escreva uma equagdo vectorial da recta t.
109.2. Determine as coordenadas do ponto de
interseccao da recta t com o plano o, caso exista.
109.3. Represente, através de equacgGes cartesianas,
a recta S paralela a recta t que passa no ponto A.

110. Determine uma equagao vectorial
de recta definida pela condigdo:

X+y=-2

{2x+ y+z=5

111. Para cada uma das seguintes alineas determine

a intersecgdo da recta r com o plano a.

111.1. r:(x,y,2)=(1,3,0)+k(1,02) , keR
a:X+y—-2z-1=0

111.2. r:X—_Z:y—_lzl—Z

2 3

112. Considere a recta de equagao:
(x,y,2)=(2,-1,0)+k(21,-2) , ke R

Determine a intersec¢do da recta com:

112.1. o plano XxOy.
112.2. o plano perpendicular a recta dada e que

aX-y—-z=0

passa no ponto de coordenadas (2, 1, -1)

-1 z-2
112.3. a recta definida por x—-1 =y—2 :—2

113. O cubo representado no referencial 0. n. da z

figura tem aresta de medida igual a 4 cm. G T;

Escreva dois sistemas de trés equagbes o £

a trés incognitas impossiveis referentes

a planos definidos pelos vértices do cubo. ¢ Sy
A LB

114. Na figura seguinte esta representado em rteferencial o.n.
Oxyz um cuboctaedro, cujos vértices sdo os pontos médios de
um cubo de lado 4.

Utilize planos que contém as faces
do cuboctaedro para obter um
sistema de trés equagdes nas
variaveis X,y e Z:

114.1. impossivel.

114.2. cuja solugdo seja a recta AE.
113.3. cuja solugdo seja o ponto H.
115. Considere, num referencial 0. n. OXyz, um cubo de aresta
4 e o seu dual, representados na figura ao lado.

115.1. Calcule CDeCB. 4
O que pode dizer sobre o angulo BCD?

115.2. Verifique que os planos I
ABC e ACD s3o definidos pelas
equagdes X+y+z=8e

X—Y +Z =4, respectivamente.

115.3. Determine a intersecgdo

do plano ABC com o eixo OX. 4

116. No referencial 0. n. Oxyz estdo representadas duas
piramides quadrangulares, tal que:

- A origem do referencial O é o centro
do quadrado [ABCD] de lado 4 cm.
- M é o ponto médio de [OV] e V
tem coordenadas (0, O, 6).

116.1. Prove que o ponto de
intersecgdo da recta VB com

o plano EFG tem

coordenadas (1, 1, 3).
116.2. Calcule a area total da piramide menor.

116.3. Determine a amplitude do angulo formado pelas rectas
OH e HB. Apresente o resultado aproximado as décimas de
grau.

116.4. |dentifique, utilizando letras da figura, a intersecc¢do dos
planos HEO, VAB, e VAD.

116.5. Defina analiticamente a recta que resulta da intersec¢do
dos planos VDC e VAB.

117. Considere, num referencial 0. n. OXyz, a recta r e o plano o

z
definidos, respectivamente por: r:x= % = 3
Qual a intersecgdo da recta r com o plano a?
(A) E o ponto (0,2,3) (B)E o ponto (0, 0, 0)

(C) E o conjunto vazio. (D) Earectar.

e o:3x—z=0
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PROGRAMAGAO LINEAR

O desenvolvimento tecnoldgico e o aumento da competitividade fazem com que a tomada de decisGes, na
maioria das vezes, se fundamente na analise das mais diversas situagdes, tendo como objectivo, por exemplo,
obter o lucro maximo ou minimizar custos.

A resolucdo de um problema de programacao linear passa pelos seguintes passos:
1.2 Passo: Criar um modelo matematico para resolvermos o problema:

a) Introduzir as varidveis de decisado;

b) Escrever a fungdo objectivo;

c) Escrever as restri¢es as variaveis de decisdo.

2.2 Passo: Representar graficamente o sistema de inequacdes e definir a regido admissivel, ou seja, o conjunto
das solucdes do problema.

3.2 Passo: Calcular o valor da funcao objectivo nos vértices da regido admissivel e indicar a solugao dptima ou
solugGes dptimas.

Problema:
Num determinado dia, um pequeno comerciante pretende vender 17 magas e 40 peras.
Para tal tem dois tipos de embalagens:

Tipo A: com 1 maga e 4 peras

Tipo B: com 3 magas e 5 peras

Quando vende uma embalagem do tipo A ganha 1 euro e quando vende uma caixa do tipo B ganha 2 euros.
Quantas embalagens de cada tipo deve o comerciante fazer para obter o maximo lucro?

Resolugao:

> Varidveis de decisdo. Daqui resulta o sistema de restri¢des:
Perguntou-se quantas embalagens de cada tipo deve o X+3y<17
comerciante fazer. 4x+5y <10
Assim, as incégnitas do problemas sédo: x>0

X = numero de embalagens do tipo A y>0

= numero de embalagens do tipo B - g . . ~
y g P > Representagdo grdfica do sistema de inequagées

> Fungdo objectivo

Pretende-se obter o lucro maximo. x+3y<17 x|y x>0
Vendendo X embalagens do tipo A ganha-se 1xXx Jy<—x+17 51 4 -
Vendendo Yy embalagens do tipo B ganha-se 2Xy. y<7§+1377 0 137— y=0
Entdo:
f(X, y) =x + 2y é a fun¢do objectivo que pretendemos 4x + 5y <40 x|y
maximizar. Sy < —4x + 40 _S—T
> RestrigOes 4 0 g
O enunciado refere 17 macas e 40 peras disponiveis. y<- 7 +8
Assim, temos restrigdes relativas ao nimero de magas e i
relativas ao nimero de peras. §
Para ajudar a relacionar os dados construiremos uma tabela:
Embalagem n.2 emb. n.2 de magas n.2 de peras 13\7‘
Tipo A X 1x 4x N
Tipo B y 3y 5y J» :
Total X+ 3y 4x + 5y w0
Como o nimero de magds é 17, temos X+3y <17 0 ‘?,_ 0 ; , 10 x

Como o numero de peras é 40, temos 4X+5y <40

Como as varidveis X e y sdo ndo negativas, temos ainda que:

X220 A y=20

O conjunto-solugdo do sistema de inequagdes, ou seja,
a regido admissivel esta a cinza na figura.

31



Observando a regido admissivel pode-se concluir que,
por exemplo, podem ser feitas:

- 10 caixas do tipo A e nenhuma do tipo B.

- 5 caixas do tipo A e 4 caixas do tipo B.

- 4 caixas do tipo A e 3 caixas do tipo B.

De um modo geral, qualquer ponto da regido admissivel
poderad ser a solugao para o problema.

> Determinagéio da solugéo éptima / Método analitico
Teremos, agora, de determinar o ponto (X, y) da regido
admissivel que maximiza a fungdo f(x, y) =x +2y.

Para o método analitico calcula-se o valor da fungao
objectivo nos vértices da regido admissivel.

x y fx, y)=x+2y
o 5 L bl
10 0 10
5 4 13
0 £l 24 s
3 3

Observando os valores da tabela, verificamos que o valor
maximo do lucro é 13 euros e é obtido com 5
embalagens do tipo A e 4 embalagens do tipo B.

> Determinagdo da solugéio éptima / Método grdfico

Cada um dos pontos coloridos da figura é uma solugao possivel.
Qual destas solugdes nos dé o lucro maximo?

O lucro maximo sera obtido para um ponto da recta de equagdo
X + 2y = k que satisfaga as seguintes condigbes:

- Tenha em comum um ponto da regido admissivel.

- k seja o maior nimero.

Para determinar o ponto que satisfaz estas condi¢des desenham-
se rectas da forma X + 2y = k, todas paralelas a recta da fungdo
objectivo. Estas rectas chamam-se rectas de nivel.

1
Pode-se comegar pela recta de nivel zero. X+2y=0 & VY= _EX

Com a ajuda da régua e do esquadro desenha-se a recta que toca
pelo menos um ponto da regido admissivel e que esta o mais
acima possivel.

v

Tem-se que:
f(54)=5+2x4
f(5,4)=13

Logo, o lucro maximo é 13 €

e é obtido se se fizerem 5
embalagens do tipo Ae 4
embalagens do tipo B.

Exercicios:

do plano correspondente a cada um dos seguintes
118.2.

poligonos. .
y

118.1

D(1,5)

A2.1 B,

—5 N

118. Defina, através da conjuncdo de condicGes, a regido

(=]

119. Represente em relagdo a um referencial 0. m., o
conjunto de pontos do plano definido por:

119.1. y>0 119.2. y>x
y<3 2y > -3Xx+9
X>1 y<5
y > X x>0

120. Um armazém tem 500 kg de bananas, 100 kg de
mangas e 150 kg de carambolas.

Vai encher de fruta dois tipos de cestos:

- cestos do tipo A: com 4 kg de bananas, 2 kg de mangas
e 1 kg de carambolas

- cestos do tipo B: com 2 kg de bananas, 1 kg de mangas
e 2 kg de carambolas

Os pregos dos cestos do tipo A e B sdo 150 e 165 mil
dobras, respectivamente.

>
X

120.1. Quantos cestos se deve encher de cada tipo para
maximizar o rendimento na venda dos cestos de fruta.
120.2. Qual sera o lucro maximo?

121. A Associagdo de Estudantes de uma Escola Secundaria
decidiu organizar uma viagem. As inscri¢Ges foram abertas e
inscreveram-se 350 alunos, ficando decidido que o
transporte sera feito de autocarro.

A empresa transportadora comunicou a Associagdo que tem
disponiveis 8 autocarros de 50 lugares e 10 de 30 lugares, no
entanto, sé tem disponiveis 9 motoristas.

O aluguer de um autocarro de 50 lugares é 6 milhdes de
dobras e o de 30 lugares é 2,5 milhdes de dobras.

Quantos autocarros de cada tipo deve alugar a Associagdo de
modo a minimizar o custo da viagem?

122. Uma empresa produz dois tipos de barcos de recreio:
barcos tipo A, para duas pessoas, e barcos tipo B, para
quatro pessoas.

Cada barco do tipo A necessita de 0,9 horas na parte de
fabrico e 0,8 horas na parte de acabamento.

Cada barco do tipo B necessita de 1,8 horas na parte de
fabrico e 1,2 horas na parte de acabamento.

O maximo de horas disponiveis, por més, para o fabrico e
para o acabamento é de 864 e 672, respectivamente.

O barco A da um lucro de 600 mil dobras e cada barco do
tipo B um lucro de 1 milhdo de dobras.

Quantos barcos de cada tipo devem ser feitos para

maximizar o lucro?
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TEMA 2
FUNCOES

REVISAO: RESOLUCAO DE PROBLEMAS COM FUNCOES POLINOMIAIS

Da-se o nome de funcdo polinomial a toda a funcao real de varidvel real do tipo:

f(x) = agx" +a,x"" +a,x"* +..+a, ,x+a,  com

a,,8,,8,,...,8, R e

n eNg

A funcdo afim [ f(x) = mx + b ] e a fungdo quadratica [ f(x) = ax® + bx + ¢ ] estudadas na 102 classe s3o fungdes

polinomiais de grau 1 e 2 respectivamente.

Exercicios:
1. Um campo rectangular tem comprimento 2X—1 (m) e largura X+ 5 (m) .
1.1. Escreva o polindmio simplificado que exprime em fungdo de X:
, . 2
a) o perimetro (m). b) a drea do campo (m?).
1.2. Indique o grau de cada um dos polindmios anteriores.
1.3. Determine as dimensdes do campo sabendo que o perimetro é 41 m.

2. O prego de um diamante é directamente proporcional ao seu peso. Um
diamante de 0,45g vale 50 mil euros.

2.1. Designando por X o peso de um diamante, exprima em fungdo de X o
preco p(x) do diamante.

2.2. Quanto custa um diamante com 0,53g?

2.3. Qual o peso de um diamante no valor de 20 mil euros.

3. Nas figuras as medidas representadas estao

k—6—]

em centimetros.

3.1. Exprima em fung¢do de X, as medidas do
volume v de dois copos conicos de pé alto e do
volume Vv’ do recipiente cilindrico em cm’.

)
f

o —»|

3.2. Factorize V' —v.
3.3. Compare v e V' em face de valores de X.

4. Uma bola atirada de baixo para cima, na
vertical, atinge a altura h, em metros, dada
por h=14,7t —4,9t%ao fimdet segundos.
4.1. Ao fim de quantos segundos atinge a
bola a altura maxima?

4.2. Qual é essa altura maxima?

5. A secgdo transversal de uma piscina tem a
forma de uma parabola sendo a equacdo
dessa parabola definida por: h=0,2x(x—8).

h

5.1. Calcule a largura e a profundidade
maximas da piscina.

5.2. Para que valores de Xe[0,8] se tem
h>-1,47
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FUNGOES RACIONAIS

=  DEFINICAO, DOMINIO E ZEROS DE UMA FUNGCAO RACIONAL

O Antdénio vai aprender uma profissdo: pavimentar, com pedras
decorativas, jardins e cal¢adas.

No primeiro dia de trabalho coloca um certo ndmero de pedras, no
segundo dia mais algumas do que no dia anterior, no terceiro dia ainda
coloca mais pedras do que no segundo dia, e assim sucessivamente.

Sera que em cada dia que passa o Antonio colocara sempre mais pedrasdo -,

que no dia anterior? P .. ) —— ]
E evidente que quando adquirir experiéncia, o Anténio atinge o limite das o J

suas possibilidades e a produtividade do Antdnio ja ndo pode ser

aumentada. //

A situacdo que acabamos de descrever pode ter como modelo matematico /

- TR |
um funcgdo racional. 0 Dias de experiéncia
Uma funcao racional é uma funcdo real de variavel real definida por Exercicios:

f (X) _ n(X) 6. Explique porque é que:
X , ~ .
() f(X)=+2 x+3é uma fungdo racional e

onde n(x)e d(x)s&o polinémios e d(x)é diferente do polinémio nulo. . o
9(x)= 24/x +3n3o é uma funciio racional
O dominio Dy, de uma funcdo racional, f, é o conjunto dos ndmeros 7. Escreva como um produto de factores.

reais que ndo anulam o denominador.

7.1. 2x-2 7.2. X* -4
Di={xeR: d(x)= 0} 2
7.3. 1-x? 7.4. ——49
4
Exemplo 1: S3o funcdes racionais: N3o sdo fungdes racionais: 7.5. x> —4x+3 7.6. X’ =X
1 2 3 _
X= 8. Determine o dominio e os zeros de
1 cada uma das seguintes fungoes
f(x)=—— i Dr=R\{-1, 1} f(x) = la um
x2 -1 racionais.
2 —
W2 1 2 8.1 f(x)=——  82. f(x)= 3
f(x)==— ;D=R f(x):3 X-3 2x+1
X< +3 +X 2X+
83. f(x)=—— 84 JOR- 33
_ —3x
f(x)=x?+2x+1 ;D;=R x“—4
2X
_ - o 85. f(x)=—=_  86. f(x)=—2—
Exemplo 2: Determinemos o dominio e os zeros da func¢do racional: x2 +1 3x2 -9
2X
f(x)=——"—— 87. f(x)=— +
X% +X—2 x? —4x+3
Df= {xeR: x2+x—2¢0} 8. f(x) 3x% +1
8. f(x)=—r—"—
/ 4x%—4x+6
-1tv1 -1+
X2 +xX-2=0¢ x=EVIF8 s 3 e x=1vx=-2 N_5
2 2 89, f(x)=—X>
2
2X° —11X+5

Df = R\{-2, 1}

f(x): 0 < 2x=0AX € Df (uma vez que o denominador ndo pode ser igual a zero)
< x=0
0 é o Unico zero da funcdo.
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= CARACTERISTICAS DE UMA FUNGCAO RACIONAL E DO SEU GRAFICO

Na figura ao lado esta representada graficamente a funcdo racional, f, y |
| /
- X 1
definida por f(x)=—— 54 \
X—2 44
Observando o grafico podemos concluir que: 31 \\
-Dr=R\{2} e D'y=R\{1} ™
- 0 é o Unico zero da fungdo , i} T I , A
32 -101Ng 123 4 5 x

- A fungdo é positiva em |-o0,0[ U ,+o0] e negativa em ]0,2[

- A fungio é decrescente e continua em |-o0,2[ e em P, +o0] At

- Quando X se aproxima de 2, por valores a esquerda de 2, a fun¢do

tende para menos infinito.

Simbolicamente lim f(x)=—o.
X—2"

o S 1

- Quando X se aproxima de 2, por valores a direita de 2, a fun¢do tende para mais infinito.

Simbolicamente lim f(x)=+o.
x—2"

- Quando X se aproxima de +o0, a funcdo tende para 1.

Simbolicamente lim f(x)=1.

X—>+0

- Quando X se aproxima de -, a funcdo tende para 1.

Simbolicamente lim f(x)=1.

X—>—00

= ASSIMPTOTAS VERTICAIS

Observe o grafico da fungao:

y

assimptota
_ vertical
BN 223

Nas fungdes racionais as assimptotas verticais
estdo associadas aos zeros do denominador.

Seja f uma funcg3o racional definida por:

f(x)=%

onde n(x)e d(x)s&o polinémios.

Se a é um nimero real tal que d(a)=0e
n(@a)=0 ,entdoarectax=aéuma

assimptota vertical do grafico y=f(x).

A recta X=2 é uma assimptota vertical do grafico de f

A recta y=1 é uma assimptota horizontal do gréfico
def

Exercicios: y
9. Observe as representagdes graficas

das fungdesfei.
9.1. Indique o valor dos seguintes ‘
limites:

lim f(x) \b e

X—>+00 0 | x
lim f(x)
X—1"
lim i(x)
X—>—0
lim i(x)
x—2"

lim i(x)

x—-1*

¥

|
|
=

o dominio e escreva as 1 0
equacgdes das assimptotas

1

i

!

9.2. Para cada uma delas indique P '
verticais e horizontais. :
|

|

10. No referencial da figura esta representada uma fungio f tal que:

f(x):g , ke R\{0}

Y

" 10.1. Determine o valor de k.

';' 10.2. Sabe-se que a equacdo f(x) =a é
P4 impossivel. Qual é o valor de a?

Tsp® x10.3. Qual é o dominio da fungdo?
{ E o contradominio?
10.4. Escreva as equagoes das
assimptotas do grafico da funcdo.
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Exemplos: Determinemos a assimptota ou assimptotas verticais das fungdes:

x—1 ’ X-5 Y
1. f(x)_X—+3 ] y o1 2. f(x)_TS )= 2=
Df = R\{-3} Df = R\{5} o *J‘f"
Zerosdef: 1 7] = Zeros de f: ndo tem O‘! 5 x
X=-3 é assimptota vertical *3, x A fungdo ndo tem assimptotas verticais.

do grafico de f |/

= ASSIMPTOTAS HORIZONTAIS

A recta y=b é uma assimptota horizontal do grafico da fun¢do fse f(x)—b quando X—+o0 ou quando Xx—-c0.

Observemos os seguintes exemplos:

y

N

Quando X—+w ou quando X—-co a fungdo tende

para O. tende para 2.

A recta y=0 é uma assimptota horizontal.

Quando X—+oo ou quando X—-o0 a funcdo

A recta y=2 é uma assimptota horizontal.

Nas funcdes racionais as assimptotas horizontais estdo associadas ao quociente da divisdo inteira do

numerador pelo denominador.

. N . . a x"+a,_ x""+..+a
Seja f uma fungio racional definida por: f(x)=—" n-d 0

m m-1
b X" +by,_ X" +...4+Db,

- Se n<m, a recta y=0 é uma assimptota do grafico de f.

a, , . . .
-Se m=n, arecta y =—" é uma assimptota horizontal do grafico de f.
m

- Se n>m, o grafico da fungao ndo tem assimptota horizontal.

Exemplos: Determinemos a assimptota horizontal do grafico das fung&es:
_3x+1
x*+3

1. f(x) y = 0 é a assimptota horizontal do grafico de f

O polinémio do numerador tem menor grau que o polindmio do denominador.

2
5x“ +1
2. f(x)=—
2X° +3
Como o numerador e o denominador tém o mesmo grau, basta considerar o

y =§ € a assimptota horizontal do grafico de f

qguociente dos coeficientes dos termos de maior grau.

12. Escreva uma expressao analitica para uma fungdo racional que tenha:
12.1. uma assimptota horizontal e duas assimptotas verticais.

12.2. uma assimptota horizontal e ndo tenha assimptotas verticais.
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Exercicios:

11. Determine as assimptotas
verticais e a assimptota horizontal
do grafico de cada uma das fungdes

3
11.1. f(x)=——
(x) -
3X
11.2. f =
(X) 2X-5
11.3. f(x):i2
X
X—3
11.4. f(x)=
(x) x2 —X—6
3x2 +5
11.5. f(x)=
) x2 +x-12
2
116, f(x)=— >
X*+3x—4
X—1
11.7. f(x)=
) x* —16
11.8. f(x)= x*-1
o X2 +4




= AsSSIMPTOTAS OBLIQUAS

Consideremos e estudemos a fungdo racional, f, definida por: f(x)=

Dominio: D = R\{3}
Zeros:-l1e5

Assimptota vertical: x=3
Assimptota horizontal: ndo

tem

x? —4x—-5
X—3
4+416+20
c.a. x2—4x—5=0<:>x=+©x=—1vx=5

Apesar do grafico da fungdo ndo ter assimptota horizontal, ainda assim é possivel obter mais informagdo acerca

do comportamento da fun¢do quando X—+w ou X—-oo, dividindo o numerador pelo denominador.

X —4x -5 |x—3

" +3x x—1
—x—35 .
+x—3

-8
O grafico:

®  FUNGOES RACIONAIS DA FAMILIA y=mX +a +

8

Logo, f(X)=x—-1———

X-3

X-3

darecta y=x-1.

Esta recta é chamada de assimptota obliqua do grafico da fungdo f.

8 e ~ .
Quando X—+w ou X—-00,—— — 0 e o grafico da fungdo aproxima-se

Exercicios:

13. Escreva uma expressao analitica de fungdo racional, em que o grafico

admita as assimptotas:
13.1. X=2ey=-1 13.2. x=0ey=3 13.3. x=-3ey=1
134. x=-1ey=0 13.5. x=0ey=X 13.6. x=3ey=x+1

14. Determine as assimptotas dos graficos das seguintes funcdes.

2 _ 2
18.1. f(x)=2 1 14.2. g(x):x—5>;+4
2 2 _
14.3. f(x)= X —4X+3 14.4. h(x)= X5
X—2 2X
E SUA REPRESENTACAO GRAFICA
X +

Como vimos em exemplos anteriores é possivel transformar algumas expressdes de fungdes racionais em

expressdes do tipo y =mx

+a+

Com a fungdo neste aspecto podemos retirar automaticamente quase todas as suas caracteristicas.

Vejamos com dois exemplos.

2
Exemplo 1: f(x)= X'~ 4x
X-3
Dr = R\{3}
Zeros:-leb5

Assimptota vertical: x=3

Assimptota obliqua: y=x-1

b
Mas podemos escrever f(X) na forma mx+a-+ , fT(X)=x-1———
cx+d X

-5 .
(estudado anteriormente)

Comm=1,a=-1,b=-8,¢c=1,d=-3. E dai concluimos que:

=
C

. , d
Assimptota vertical: Xx= ——
c

Assimptota obliqua: y=mx+a

ou Assimptota horizontal:y=a se m=0
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2x-1 efectuando a divisdo podemos escrever: g(x) = 2—i

X+1 X+1 2x—1 X1

Comm=0,a=2,b=-3,c=1,d=1. —2%x—2 2

Exemplo 2: g(x)=

Entdo: Dg = R\{-1} 3
X =-1é a assimptota vertical e y = 2 é a assimptota horizontal.
Para representar graficamente uma funcdo racional deve-se:
- Determinar o dominio;
- Determinar os pontos de intersecgdo do grafico com os eixos coordenados;
- Determinar as assimptotas;
- Averiguar a variagcao do grafico da fungdo nos intervalos existentes. M. A. (3)
. ~ . 2X
Exemplo: Representemos graficamente a fungdes racional: f(x)_m réFica th fumesis
Entao: Dg = R\{l} ¥ “\7[
Zeros: 0 ca. 2x=0<x=0 \
G
. 2x0
Ordenada na origem: f(0)= OX 1T 0 2 i
o “\_\
X =1 é a assimptota vertical e y = 2 é a assimptota horizontal. 0 “"\\ 1 x
N
2 b \
f(x)=2+—— temos,a=2,b=2,c=1,d=-1. >0
x—1 c \

Exercicios:
15. Para cada uma das seguintes funcGes determine o dominio, os pontos de intersec¢do do grafico com os eixos
coordenados, as assimptotas verticais, a assimptota horizontal ou obliqua e esboce o gréfico.

2X-5 x? -1 3x 2X+6
15.1. f(x)= 15.2. f(x)=—— 15.3. f(x)= 15.4. f(x)=
( ) X+3 ( ) X (X) 2X+2 ( ) 2
2
15.5. f(x):x_—SXJr4 156. f(x)=——  15.7. f(x):3X+3
X+7 2-X X+1

16. No referencial da figura esté representada graficamente uma funcgéo f.

; abdeR

b
Sabe- f(x)=a
abe-se que (X) +Xer

Atendendo & informacdo contida na figura, determine os valores de a, b e d.

=  EQUACOES E INEQUACOES FRACIONARIAS

Exemplo 1: Resolva em R, a equagao: =X

3x 3x 3 X2 +X —x% —x+3x

— =X & ——-X=0 & —- =0 & ——"7-0 & X’ +2Xx=0AX+1#0 <
X+1 X+1 Xx+1 x+1 X+1

& X(=x+2)=0Ax#-1 & (X=0vX=2)JAx#-1 <& x=0vx=2
Conjunto solugdo: {0, 2}

2
X° —3X%
>0
X—4
Devemos comegar por calcular os zeros do numerador e do denominador e em seguida esbogamos a respectiva variagao de

sinal de ambos. \ / /
Numerador - zeros: 0 e 3 + + Denominador - zeros: 4 &
”VE P

Exemplo 2: Resolva em R, a inequagdo
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Para resolver a inequagdo podemos recorrer a um quadro de sinais e a observagado do esbogo grafico:

X - 0 3 4 + 00
x2 —3x + 0 - 0 + + +
X2 _4 - . - . - 0 +
x> —3x
3 - 0 + 0 - Ss +
x2 -4
S =[0,3]u 4,400
Exercicios:
17. Por processos exclusivamente analiticos, resolva as equagdes.
2 2
X° —3X 1 X - X —X
17.1. =0 17.2. —+——=0 17.3. x-1 =1 17.4. =
X+2 X X—=2 X+2 x> -9 6-2X
18. Resolva, em R, as inequagdes:
p— 2 p—
18.1. X225 ¢ 182. -5 <x 183, X —2*+ 4 18.4. Xx+—>—>4
X+1 X+2 X+3 X+2

19. A funcdo, T, permite determinar a temperatura em graus
Celsius de uma chdvena de cha, t minutos apds ter sido servida, é

dada por:
8t +800
TM)="22 >0
t+10

19.1. Represente graficamente a funcao.
19.2. Qual a temperatura do cha cinco minutos ap0ds ter sido
servido?

19.3. A Sofia bebeu o cha a 38°C. Quanto tempo decorreu desde
o instante em que foi servido?

19.4. Qual o significado da assimptota horizontal do grafico da
fungdo no contexto da situagdo apresentada?

20. A altura A de uma arvore, em metros, é dada por:
10t +2
Alt)=

4020

sendo t o nimero de anos

decorridos desde a sua plantagao.
20.1. Faga o esbogo do gréfico da fungao.

20.2. Determine a altura da arvore quando foi piantaaa.
20.3. Qual serd a altura da arvore 50 anos depois de ser
plantada?

20.4. Quanto tempo é necessario decorrer para que a arvore
tenha 11m de altura?

20.5. Explique o significado da assimptota horizontal, do grafico
da funcao, no contexto do problema.

21. A evolugdo do prego P, em euros, de um determinado
500t +1900

produto é dada pela funcgdo: P(t): BT g>1
+

ondet é o tempo, em meses, decorrido apds 1 de Maio de 2005
21.1. Represente graficamente a fungao.
21.2. O produto pode vir a custar 300 euros? Porqué.

22. A gripe estd a afectar a populagdo escolar de uma
localidade que é constituida por 200 estudantes. A
percentagem de estudantes que falta as aulas
passados t dias apds o inicio do 22 periodo, 3 de
Janeiro, é dada pelo seguinte modelo matematico:

G(t): 2—4, t em dias

t+2

22.1. No primeiro dia de aulas, quantos alunos dessa
localidade estavam doentes com gripe?
22.2. Em que dia a gripe atinge 2% da populagdo
escolar da localidade?
22.3. A atencdo dada a este problema deixa de ter
significado quando o numero de estudantes afectados
pela gripe ndo ultrapassa os 10 estudantes. Qual a
data prevista para o fim deste problema?
22.4. Faca um esboco do grafico correspondente ao
modelo utilizado admitindo que é valido até ao dia 10
de Fevereiro.

23. No referencial da figura esta representado um
rectangulo [OAPB] em que o vértice P, de abcissa
positiva, pertencente ao grafico da funcdo f definida

por f(x):ﬁ y
X+1 . p—

Seja X a abcissa do :

ponto P.

Determine X de 0] A -

modo que:

23.1. [OAPB] seja um quadrado.
23.2. a area do rectangulo [OAPB] seja menor que 18.
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FUNCOES DEFINIDAS POR 2 OU MAIS RAMOS

Exemplo 1: O grafico de X = f (t) traduz o movimento de um carrinho que descreve uma trajectdria rectilinea.

x(m) 4 Se pretendermos definir analiticamente esta fungdo, temos de
considerar trés intervalos distintos, pois a fungdo tem comportamentos
diferentes em cada um deles.

10,

No intervalo [o, 2J temos um segmento de recta com declive positivo;

em jz, 6[ a funcdo é constante e igual a 10; por fim, no intervalo l6, 1OJ

temos um segmento de recta com declive negativo.

) 3 6 10 ts)

Uma fungdo deste tipo diz-se definida por ramos ou trocos.

Vamos calcular a expressao analitica que define cada um dos ramos. | - No intervalo [0,2]:
- No intervalo ]2,6[: O segmento de recta tem como extremos 0s pontos
A funcdo é constante e igual a 10, logo é definida por: de coordenadas
y=10 se 2<t<6 (0,00 e (2,10). Assim, o declive sera
- No intervalo [6,10]: m:ﬁom:&
0O 32 segmento tem como extremos os pontos de coordenadas 2-0
(6,10) e (10,0), ou seja, o declive é igual a: Temos entdo y=5t se 0<t<2
0-10 10 5 Podemos agora definir analiticamente a fungdo
=——& mM=——<m=——. Como o ponto (10,0) pertence . .
10-6 4 2 inicial do seguinte modo:
a este ramo, entdo: 0:—E><10+b<:>b:25 5t se 0<t<2
2 5 f(t)= 10 se 2<t<6
logo este ramo é definido por: y:—5t+25 se 6<t<10 —§t+25 se 6<t<10

Exemplo 2: Represente graficamente a seguinte fun¢do e indique o dominio, o —2X-3 se x<-1
contradominio, os zeros, os extremos, a monotonia, a injectividade e o sinal da funcdo g(x)= X se —1<x<2
definida por: —-2X+6 se x>2
Resolugao:

Esbogo do grafico:

: H H : H 3
Ay Dg=R Dg=R  zeros: -, 0, 3

Extremos: f(—1)=—1 minimorelativo  f(2)=2 maximo relativo

Monotonia: Crescente se X & [— 1,2] Decrescente se Xe ]—oo,—l]u[2,+oo[
N3o injectiva (tem dois zeros)

3 3
Sinal: Positiva se X e }— oo,—E[ )] ]0,3[ Negativa se Xe }— E,O[ U ]3,+oo[

Exercicio:

24. Represente graficamente cada uma das seguintes fung¢des e indique o dominio, o contradominio, os extremos e 0s
zeros.

Xx—1 se Xx<2
—X+3 se XxX<-=-2
24.2. g(x)= 243. h(x)={1 se 2<x<4

—X se Xx>-2
X—3 se x=4

2x+1 se X<0
X+5 se x>0

24.1. f(x):{

X+2
2x—Xx% se x<2 x2+2x S& X#0 ~—— se x=20

24.4. g(x)= 24.5. h(x)= 24.6. h(x)=< x—-4
X Se X>2 2 se Xx=0 2 +3x se X<0
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Exercicio: ¥

I
25. Defina analiticamente as fung¢des representadas graficamente. \ ig
No 4+ Ek
ya aliy 3] [y
40‘ g\ | »‘\R%
e
30 ;

>V
ik
o

} : : + = > |
0 2 4 6 8 10" t(seg) 21 I

OPERACOES COM FUNCOES

No estudo das funcgGes reais de variavel real, deve ter presente que, para caracterizar (definir) uma funcéao, é
necessario conhecer:
- 0 dominio. - 0s processo que permite determinar a imagem de qualquer elemento do dominio.

=  |GUALDADE DE FUNCOES

, . ~ . - . Duas fungdes reais de variavel real fe g,
Exemplo: Sera que as seguintes fungdes reais de variavel real sdo iguais?

x—1 1
f(x)= e g(x)=—
*) x> -1 ( X+1 Dt =Dy
As fungdes ndo sdo iguais porque ndo tém o mesmo dominio.
Df=R\{-1,1}  Dg=R\{-1}

sdo iguais se:

f(x) = g(x), vxe D¢

Exercicios:
26. Verifique se sdo ou nao iguais os seguintes pares de fungdes:

X+3 1 x* +2x? 5
26.1. f(x)= e X)=—— 26.2. f(X)=———— e X)=X
W-A2 e gt =120 g
1-x 1 x? —3x-10 X—5
26.3. f(x)=——— e X)=—— 264. f(X)=———— e X)=——
(x) R g(x) T (x) ., g(x) 5

= SOMA, DIFERENCA, PRODUTO E QUOCIENTE DE FUNGOES

Assim como se pode calcular a soma, a diferenca, o produto e o quociente de dois nimeros reais, também se
determina a soma, a diferenga, o produto e o quociente de duas func¢des.

Exemplo: Sejam f(x):l e g(X):z—Xl. Soma
X X co e M=t e
1. Determine Df e Dg. 2. Defina: f+g9; f-g; f-g; — D;,,=D;ND,
g
Resolugado: f+g:D;nD, —— R
1. Df=R\{0} Dg = R\{1} X ~_~ fX+gx
2.« f+g
1 2 x—-1 2x? 2x% +x—-1 Diferenca
f+g)x)=—+ = + = ’
(f+9)x x x-1 x(x-=1) x(x-1)  x2—x

(f-g) (x)=f(x)-g(x)

Df N Dg = R\{0, 1} D._.=D.ND
f—g = *f g

f+g: R\{0,1} - R
2x2 +x-1 f-g:DNnD, —— R
X° =X X~ f(x)-gx
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. f_g

(1 —g)(x):l— O 2x? _ —2x? +x-1 s Brodiito
x—-1 x(x-1) x(x-1 2_
(=1) xx-1) (F-g) () =F (x)-& (x)
Df N Dg = R\{0, 1}
f-g: R\0,1} >R Dr.e =Dr N D,
2
XHw fg:DAD, - >R
X5 =X Xe~a v (%) o)
- fxg
uociente
(fxg)n=in 2o 2 _ 2 Q
x x-1 x(x-1) x-1 ) ) = £ 10
A lW X)) =—"2—L
Df N Dg = R\{0, 1} (g> g (x)
fxg: R\{0,1} - R
9: R0, 1) 5 D:=D;ND,N{xER:g(x)=0}
X > — g
X—1 ;
f 2 Dt — R
L] — g
g s i f0d
g (x)
f (x)—l- 2x _1 x-1_x-1
g X x-1 X 2x  2x2 Di =D;nD,NIXER: g KX =0}
Zerosde g: 2X=0<Xx=0 :
Df NDgN {x e R: g(x)#0}=R\{0, 1}
f/9: R\{0, 1} - R 30. No referencial da figura estdo \ y
X = x-1 representadas duas fungdes afins f e g.
2x? X
Exercicios: Qual das seguintes representagdes graficas / %
27. Sendo f e g fungbes reais dfe variavel real, pode corresponder a funcdo f x g? /é 5 N>
definaf+g, f-g, fxg e —. \ 1% 2 yT /
9 \ \ ¥ /
W\ / ® @ \ /

27.1. f(x)=3x e g(x)=x+%

X+2 X
27.2. f(x)=—— X)=——
(x) X ¢ ( ) X+4
2X—6 x+1
27.3. f(x)= = -
) e gh)=22
2x+1 se x>1
27.4. f(x)=1 3 e g(x)=|x-1

— se x<1
X—1

28. Considere a fungdo afim f(x)=2x+3

Dé um exemplo de uma funcdo g, decrescente,
de modo que a fungdo soma f + g seja:

28.1. estritamente decrescente.
28.2. estritamente crescente.
28.3. constante.

29. Sejam h e j duas fungdes reais de variavel real,
2X—-2 .
h(x) = e j(x)=x*
X

29.1. Calcule: j
a) (h x j) (-1) b) (ﬂ@)
29.2. Determine o dominio da funcdo:

a)h -j b)%

@D
o
o \
>
<\

31. Considere a fungo h definida por h(x)= x> —4 e g uma fungdo

quadratica representada no referencial da figura. ¥ 8/
Determine: \\\ u’,f‘
h \ /
31.1. o dominio de —. \ /
g -\ 0 /3 X
h \ /
31.2. os zeros de — . \\ /
9 7
h
31.3. o conjunto solugdo de —(X) <0.
32. Duas fungdes f e g de dominio R estdo representadas
graficamente no referencial da figura. \\ }’T /
32.1. Determine o dominio das fungdes: \\ """" g /
a)f b) g3 A /
- — 2 ; ¢/
J g f ; \ A /

; J /
32.2. Determine o conjunto-solugdo : \\ /
da condigdo: b /
A

a) f(x)<g(x) b) (f-g)x)=0 2 O\
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= FUNGAO COMPOSTA DE DUAS FUNCOES

Dadas as funcdes f(X)=x’ e a(x) :1, vamos definir uma nova fungdo que se representa por fog (lé-se f
X

(fog)x)=f(g(x))

apos g) e que é a composta de fcom g.

Calculemos:
(T-0)3)= 1(g(3)) 1
) 3 <3 f
9(3)25 g
2 fog
entio f(g(3))=e) =§

(fogl)-g0) 1
2 1
) =t g
gl-1)=—=-1
fog
entio f(g(-1)=(-1)* =1

As imagens de g passam a ser os objectos de f, ou seja cada elemento X transformado por ¢ passa a pertencer

ao dominio de f. Porisso se 1é “ f apds g7, ou seja, “f depois de g”.

Determinemos entdo a expressdo geral e o dominio desta nova funcao.

g(x)=§ ;entdo (fog)x)= f(g(x)):(i)

Df=R e Dg=R\{0}

Djpg={ XelR: xe Dg A g(x)e Df }

fog : R\ {0} —— R

={xeR A x> %0}

= R\{0}

No caso geral, dadas duas funges f e g, é falsa a afirmacdo:

gof:fog

No entanto, nos casos em que go f = fog, asfungdesfeg

dizem-se permutdveis.

1

X2

x ox J5)

fog Dadas as funcdes f e g

(fog) (x) = (g (x))

1

2

X~

>

(Drg) ={x:XE D, A glx)€ D¢

Exercicios:
33. Calcule (f og)~2) e (go f)~2), sendo:

331 f(X)=x-1 e g(x):2X+%
2 1
332, f(x)=2 __1
(X) X ¢ g(x) X+1

34. Caracterize (f og)(x) e (go f Xx), sendo:

341, f(x)=x>+1 e g(x)=2x-2
34.2. f(x)=ﬁ e g(x)=x

34.3. f(x):% e g(x)=4-3x

35. Considere as fungdes f, g e h definidas por:
F(x)=2x+1 ; g(x):% . h(x)=x3
35.1. Caracterize as fungdes:

a) gof b) foh c) hof

35.2. Mostre que as fungdes g e h sdo permutaveis.

36. Considere a funcdo g tal que ¥
g(x)= L e a funcgdo f representada 72 PR —
X :
graficamente na figura. ] /
Calcule: /,/ \\ /
36.1. g(f(2)) / : \ E
/ : \| / :
1 / | W/ :
36.2. f(g(—;jj 74 i) 0 2 X
36.3. (- f(2)) 36.4. T(g(0,01))

37. Para a fungdo f apresentada a seguir, indique

duas fun¢des g e h de modo que f =hog

37.1. f(x)=(x+5)
2

x—1

37.2. f(x)=x>+5

37.4. f(x)= 31

37.3. f(x)= e
+

1
37.6. f(x)=—+1
(x) 4x?

37.5. f(x)=x*-2x

38. Dada a func¢do f definida por f(x)= Xx—2 , defina a fungdo g,

de modo que (fog)x)=(go f)x)

43




FUNCOES COM RADICAIS QUADRATICOS E CUBICOS

= FUNGOES IRRACIONAIS

Na figura esta representada uma circunferéncia de centro O(0, 0) e raio 4.

A equacio da circunferéncia é x* +y> =16

O grafico da circunferéncia, representado no referencial, ndo representa uma fungdo, uma vez que pelo teste da

x4+ 3yt =16

recta vertical, conseguimos tragar uma recta vertical que intersecta mais de que uma vez o grafico.

No entanto se resolvermos a equagdo em ordem a y obtemos duas fungdes:

X*+y*=16 < y>=16-x’

& y=416—-x> v y=—16-X%>

=

I
Y
=
=y

—4 y=-16 - x2

As fungdes y = V16—x* ; y= —J16—x’? sdo irracionais, porque a variavel independente, X, esta sob o

simbolo de radical.

O dominio de cada uma das fungdes é dado por:

D={xe R: 16-x*>0}=[-4, 4]

16-x =0 x>=16
S X=4vX=—4

VRN

Exercicios:
39. Das fungdes a seguir apresentadas, indique as que
sdo irracionais.

39.1. f:x—>1+43x  39.2. g:Xx—>/3x2 +4/2x+1

39.4. i:x—>2+\/§

39.3. hix—o2+——

NE)

40. Determine o dominio das fungdes f tais que:.

40.1. f(x)=+/1-2x 40.2. f(x)=x—+/—x

1 X
40.3. f(x)= 20.4. f(x)=—2—
( ) VX+3 ( ) x2 X

40.5. f(x)=+4-2x 40.6. f(x)=2+Vx>—x-2

» RAiz INDICE N DE X // OPERACOES cOM RADICAIS QUADRATICOS E CUBICOS

Exemplo A:
Consideremos o quadrado A

. . 2
cuja area é de 64cm”. A
Qual o comprimento dos seus lados?

Seja a a varidvel que representa a medida de um lado
do quadrado. Temos que:

a’ =64 >a=+/64 <>a=-8va=8
H_J
(quais os nimeros que ao quadrado ddo 647?)

Como neste caso, a representa uma medida, apenas nos
interessa a solucgdo positiva a = 8, ou seja, cada um dos
lados do quadrado mede 8cm.

Exemplo B:

Consideremos o cubo B

. / 3
cujo volume é de 8cm™. B
Qual a medida de cada uma das suas arestas?

Representemos por b a aresta do cubo. Temos que:
b®=8<=b=38<b=2
H_J
(quais os nimeros que ao cubo dao 8?)

Neste caso apenas encontramos uma solugdo e por isso
podemos concluir que a aresta do cubo mede 2cm.

——radical
- indice ﬁ

vy
Va Va
AR radicando ‘A

No conjunto dos numeros reais, chama-se raiz de indice n de

um numero real X, representando-se por %X, a um niimero

realytal quey" =X , sendo n um nimero natural.

- Da definicao resulta: (W)n =X .
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As operacGes com radicais e a simplificacdo de expressdes, ja estudadas em anos anteriores, estdo presentes

nas tabelas que se seguem.

Radicais quadraticos

Propriedades (a, be IR;}

\’f’v“a_ X \E = \./“'a—b ‘\/’5 X \/1— — \V'/3—
_. ‘r' —_ /—5 ’%

l'a::‘_a_,bio ’\/3,'—:;:)Z

Vb b vz {2

(Vaf=VaP V2] =v2*

a \,-"E = \/"‘az b 3 \,-/_7_ =V9x7

mVa +nVa=m+nVa

2V3 +5V3=2+513

Radicais cubicos

\

Propriedades {a, be IR)

Va x Vb = Vab V27 x V8 =V/216
\3"/3— J'a— \3/5 3.‘I 54

== , B#0 — =
7 b Vie 116
Vaf = Ve V64| =/ea?
aVo = Va3 2V5 =V8x%x5

mVa +nVa=m+n Va| 3V7 +2V7 =G+2V7

Estas propriedades facilitam os calculos permitindo até, muitas vezes, prescindir da calculadora para operar com

numeros irracionais.

Exercicios:
41. Complete:

41.1. x> =30 x=
41.2. x* =81 x=
413.a° =32<a=

42. Resolva a equagdo:

D M C
42.1. V 4 JE g 45. Na figura esta representadoum [
AV =— o r.
3 emordema guadrado [ABCD].
1, Sabe-se que a medida da diagonal do quadrado
= — >

422. E 2 gt" emordemat(t=0) é 8 e M é o ponto médio do [CD].
42.3. S=4m> emordemar(r>0) |MostrequeAM=210. L 3
43. Simplifique: 46. Em relagdo ao rectangulo representado sabe-se que: A 8
43.1. 8xy2  432.5/2-48 - adreaé Va0 m?
43.3. 327a 43.4. 2° -AD=+/5m 5 .

N

43.5. 43.6.

316a
3h

44, Sem recorrer a calculadora mostre que:

44.1. \/5+2/45 -/80 =345

a3, ﬁ . /Ezéﬁ
3 75 5V3

44.5. /0,000 001x216 = 0,06

44.2. 320 x3/150 =1033
aaa. 02 -1f x(0+av2)=49

44.6. \J6-3v2 x1/6+342 =312

Mostre que o perimetro do rectangulo é igual a (4ﬁ+2\/§)m.

= POTENCIAS DE EXPOENTE FRACCIONARIO

Para todo o real ndo negativo X, com

geNe peZ, temos:

Ao ser definida poténcia de expoente

fraccionario desta forma, mantém-se as regras

operatdrias de poténcias ja conhecidas.

47. Escreva sob a forma de poténcia de expoente fraccionario:

47.1. 32 47.2. \J6 47.3. ¥/s? 47.4. Y271
48. Escreva sob a forma de radical:
2 5 1 23
48.1. 33 48.2. |77 ) 48.3. 6 2 48.4. —=
o) %
49. Calcule:
2 k) _A _2
49.1. 273 49.2. 64° 49.3. 8 3 49.4. 0,001 3
2 5 2 A _3
49.5. m3xmé 49.6. 6 3x6 3:372 49.7. 0,36 2
50. Resolva em R, as seguintes equagdes.
2 3 1
3 4 3 5 S
s0.1. (x*~30' =0  50.2. x*=9  50.3.n5 =55
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INVERSA DE UMA FUNGAO

=  FUNGAO INVERSA DE UMA FUNGAO INJECTIVA Recorde: Fung¢do Injectiva

Seja f uma funcdo real de variavel real, definida por:
f(x)=2x+4

Determinemos a expressdo analitica da inversa de f.

19 Substitui-se f(X) por y —y=2Xx+4.

22 Resolve-se a equagdo emordema X — y=2X+4 <

y funcao. rt
oS x==L-— PR
2 :
3¢ Utilizando X como variavel independente e utilizando f ™ 5o 3 T

para representar a funcdo inversa de f vem:
X
f1(x)==-2
(-

Sendo f e f ! fungBes inversas uma da outra, satisfazem a seguinte
Se f(a)=D, entdo f *(b) = a. /
Se o ponto (a, b) pertence ao grafico de f, entdo o ponto (b, a) /

condigao:

pertence ao grafico f *

f: A— R é uma funcdo injectiva se:
VX, X, €A X, # X, = F(x )= F(x,)
Graficamente, uma funcdo nao é injectiva se

existir pelo menos uma recta horizontal que
intersecta mais do que uma vez o grafico da

v

injectiva

Quando representadas num mesmo referencial, os respectivos
graficos sdao simétricos em relagdo a recta de equagdo y = X.

Observe-se que o dominio de f coincide com o contradominio de f ™.

Analogamente, o dominio de f * coincide com o contradominio de f.

Mas nem sempre uma fung¢do admite fungdo inversa, vejamos por exemplo a fungdo g(x) = x°.

Existem elementos distintos com a mesma imagem, por exemplo: g(2) =g(-2) =4

Ao estabelecer-se a correspondéncia inversa de ¢, o elemento 4 passa a ter duas imagens, -2 e 2, o que ndo é

compativel com a definigdo de fungdo. Isto acontece porque g ndo é injectiva.

Uma funcdo f admite funcdo inversa se e so se f é injectiva.

Seja f uma funcgdo reala de variavel real A e injectiva Exercicios:
fA—-R 51. Observe a representacdo grafica de fungdo f de
X f (X) dominio [-4, 4].
Y
Se B é o contradominio de f, isto é B = f(A), chama-se | T
funcdo inversa de f e representa-se por f * a funcg3o: " — f// g
f*:B—A /i }
x> f7(x) /7
-1 L
Emque f'(f(x)=x, VxeA. %W 2P : 3
P A -1
U S =)}
52. Caracterize a fungdo inversa de f, sendo: 51.1. Indique o contradominio de fung3o f.
52.1. f(x)= 6 52.2. f(x)= 2 51.2. Seja f " a funcdo inversa de f.
X X=3 Determine:
52.3. f(x)=6x+1 52.4. f(x)=5x-7 a) f(-2) b) f(4)
-1 -1
52.5. f(x)=—2— 52.6. f(x)= 2 <) 1(0) d) (fof)(4) o
X+5 X—3 51.3. Faca uma representac3o grafica da fungdo f .
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Exercicios:

53. Indique, justificando, qual das seguintes fun¢des admite inversa:

53.1. a(x)=2x>+3

2
53.2. b(x)=
t x2 +1

54. Com um exemplo, mostre que a inversa de uma fungdo afim é
também uma fungdo afim e que as rectas representativas dos seus

graficos tém declives inversos.

53.3. ¢(x)=

55. Dé exemplo de uma fung¢do impar que:

55.1. tenha inversa.
X+2

3x—-4

55.2. ndo tenha inversa.

56. Mostre que se uma funcgdo é par, entdo
nao tem inversa.

RESTRICAO DE UMA FUNGAO A UM INTERVALO

Como ja vimos anteriormente a func3o f(x) = X*ndo

tem inversa porque nao é injectiva.

Mas podemos restringir o dominio de f, que é R, de forma a obtermos uma funcdo injectiva.

Por exemplo, consideremos a funcgdo f; tal que:

Df,=R; e fi(x)=f(x), para x>0

X > X?

Esta fungdo é uma restrigdo da fungdo fa R .

Admite inversa porque é injectiva.

y=x> A X220 x=.Jy

fhR; - R}

Y

LY

! 1 X
'
restricao restricao
L de falR; de /a R}

X /X

Exercicios:

> e

h(x)= x>

57.1. Indique o dominio e o contra dominio das fungdes.

57. Considere as fungdes: g(x): X

57.2. Resolva as equacgdes:
a) g(x)=15 b) h(x)=15

57.3. Sendo g " a func3o inversa de g, calcule:

a 0'9B) @) onlg(s)

58. Considera a fungdo f: x> 1+v8—2x>

58.1. Determine o seu dominio.

58.2. Estude a funcdo f quanto & paridade.

58.3. A funcdo f admite inversa? Justifique.

58.4. Indique duas fungdes g e h taisque f =goh

59. Dadas as fungdes f e g tais que:

f(x)=2x*-1 e g(x)=x>-5
59.1. Caracterize a fungdo inversa de g.
59.2. A funcdo f admite inversa? Justifique.
59.3. Caracterize a fungdo inversa de f a:
a)R’ b) [2,40]

60. Seja f uma funcio injectiva e f " a sua inversa.
Se f(-3)=1 e f é uma fun¢do impar, entdo f ™ (-1) é:

1 1
(A) 3 (B) - 3 (@3 (D)-3

61. Caracterize a fungdo inversa de:
61.1. f(x)=x*> e Df=R

2
61.2. g(x)=2 X_l

e Dg=R

61.3. h(x)=1++/x
61.4. p(x)=2-3Yx+1

e Dh=R,

emR

4
62. O volume de uma esferaderaior é V =§7zr3

Exprima o raio de uma esfera como fungdo do seu volume

»

e represente graficamente essa fungdo.

63. Considere a fungdo h, de dominio R,
representada graficamente:

o X
Qual pode ser a representacdo grafica ‘
da fungdo inversa de h? 4
(A) ¥ (B)
o X
%y 1
| |
o/
0 X ‘
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TEMA 3
SUCESSOES

INTRODUCAO

O Conceito de nimero estd ligado a objectos cuja quantidade é por ele representada. E uma ideia abstracta que
associa a cada objecto uma unidade.

A sucessdo dos numeros naturais 1, 2, 3, 4, 5, ... envolve outros conceitos além do conceito de nimero:
- 0s numeros estdo dispostos por uma certa ordem;

- conhecido um elemento da sucessdo conhece-se o seguinte;

- ndo ha um ultimo elemento, mas ha um primeiro elemento.

Esta sucessdo é a mais simples de todas e a partir dela surgem todas as outras.

Uma das sucessdes mais famosa é “O problema dos coelhos” apresentado por Fibonacci no século XIlI:

“Quantos casais de coelhos se tem ao fim de cada més se se iniciar com um casal recém-nascido, sabendo que os
casais de coelhos se tornam adultos com um més de idade, que com dois meses de idade sdo pais de um novo
casal de coelhos e que, a partir dai, ao fim de cada més, nasce um novo casal?”

(Admite-se que ndo ha mortes de coelhos neste processo) .
Referéncia Historica

Esquematicamente temos:

Ne d? Leonardo Fibonacci
Meses casals (1170~1250)
0 % 1

Fibonacci destacou-se na

1 e 1 utilizagdo da matemdtica drabe na actividade
2 / z: 2 comercial, o que provocou um aprofundamento
3 "j — = 3 de conhecimentos matemdticos.
o SR Entre vdrias das suas obras destaca-se a que
ML T 2! > apresentou em 1202, Liber Abaci, que trata
> | o o RERAY 8 essencialmente de métodos algébricos e de
6 KX 77 XK XK KK K& LY Y KK KK Kk i 13 problemas.

X ... SNR CR OR R Segeageay  § § |

A sucessdo de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ..., aparece em varios contextos, podemos encontra-la na
natureza e em construcdes geométricas.
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SUCESSOES. DEFINICOES

Neste tema, da-se continuidade ao estudo de fun¢des, com uma particularidade: o dominio N.

Consideremos a sucessao de nimeros impares:

| N | Seja a a fungdo que a cada n, ordem, faz corresponder um ndmero impar.
2~____~3 O dominio da sucessao é o conjunto dos nimeros naturais: N={1, 2, 3, 4,...}
3.__~»5 1,3,5,7,..,2n—1, ... sdo os termos da sucessao.

Neste caso, tem-se uma funcdo de variavel natural, tal que:
R ¢ a a N> R

a(l)=1 ; a(2)=3; ai3)=5 ; .. ; a(n=2n-1

n— 2n-1

N~ _=2n-1 Chama-se sucessdo de numeros reais, ou simplesmente sucessdo, a uma fungao que a

ordem termo

cada numero natural faz corresponder um nimero real.

As sucessOes tém notagdes e nomenclaturas proprias:

- A expressdo a(1) = 4 pode ser representada por a; = 4 e |é-se: “o0 primeiro termo da sucessdo é 4”.

- A expressdo a(n) = 2n — 1 pode ser representada por a,=2n—-1e lé-se

Diz-se que o termo geral da sucessdo é 2n—1.

:“otermodeordemné2n-1”

da,
- E usual utilizar-se a notagdo (a,) para designar a sucess3o.
7 o -~
6 L
~ 7 po ~ S o [
> Representacao grafica da sucessao P
O gréfico da sucessdo a, = 2n — 1 é constituido pelo 3 4--
conjunto de pares ordenados do tipo (N, a,), n € N. 21
J 2 BT,
0

=  MobDoS DE DEFINIR UMA SUCESSAO

R

> Termo geral

Uma sucessdo de numeros reais fica definida se for dado o seu
termo geral, visto que o dominio é N e o conjunto de chegada é R.

No exemplo anterior temos a sucessdo dos nimeros impares cujo
termo geral é a,=2n-1.

: ~ n+1
Exemplo: Consideremos a sucessdo de termo geral: U, =——

Exemplos de sucessdes conhecidas:

- sucessdo dos nimeros naturais: U, =N
- sucessdo dos nimeros pares: U, =2N

- sucessdo das poténcias de 2: u, =2"

A partir do termo geral destas sucessoes é
possivel obter o de muitas outras.

2n
1. Calculemos os quatro primeiros termos da sucessao e o termo de ordem 20.
1+1 2+1 3 3+1 2 5 21
= = 1 . uz = =, U3 = =—, = M =
2x1 2x2 4 2x3 3

Ug=—; Uyp=—

u
! 8 40

3. Verifiguemos que 0,51 é termo da sucessao e que 0,4 ndo é termo da sucessao.

Determine-se n de modo que: n2—+1 =0,51<n+1=1,02n<n :i <n=
n

’

Entdo pode concluir-se que 0,51 é termo da sucess3o. E o termo de ordem 50,

n+1

2. Calculemos o termo de ordem n+1

entdo:

n+1
Se u, = 5
n

_(h+1)+1 n+2
" oMm+1) 2n+2

5O '-mmmmmmssosoosoooooooo-

ou seja, é 0 502 termo da sucessao.

——=04<n+1=0,8n<1=-0,2n<>n=-5 Como -5 ndo é um numero natural, 0,4 ndo é termo da sucessdo.

2n
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> Por recorréncia

Este processo consiste em dar a conhecer alguns dos primeiros termos sendo o termo de ordem n definido

através dos termos anteriores.

Observemos os termos da sucessao dos nimeros impares.
Constatamos que cada um dos termos pode ser calculado

adicionando 2 ao termo anterior, por exemplo:
ay=a;+2=5+2=7

a, =1
1
De uma forma geral podemos escrever:

a,=2a,,+2 ,n>2

Exemplo: Consideremos a sucessdo definida por recorréncia: {

1. Calculemos os 5 primeiros termos da sucessao.
a, =3 ; a,=a,-5=3-5=-2 ;
a, =a3-5=-7-5=-12 ;

a,=a,-5=—2-5=—7
a; =a, -5=-12-5=-17

Exercicios:

1. Determine os 4 primeiros termos de cada uma
das sucessoes:

n
1.1. a,=3n-1 1.2. by=——;
n+1

hon 4 se n>3

13. ¢, =(-1)". 14.d, = .
n*+1 n se n<3
n’+3
2. Considere a sucessdo de termo geral:  u, =
n

2.1. Determine o termo de ordem 18 e o de ordem n+1.
2.2. Verifique se 12,25 é termo da sucessao, e, em
caso afirmativo indique a sua ordem.

3. Considere a sucessdo: U, = -n® -7n

3.1. Calcule os quatro primeiros termos e represente-os
graficamente.

3.2. Verifique se 30 é termo da sucessao.

3.3. Determine a ordem a partir da qual os termos da
sucessao sao negativos.

1,3,5,7,09,..

Nota:
Sendo U, otermo de ordem n da sucessao,

U,_, éotermoanteriora U, e U,,; é0

termo posterior a U, .

a, =3

a,=a,,-5,n>2

2. Calculemos o termo geral da sucessao:

n 1 2 3 4 n

an 3 -2 -7 -12

Termo geral: a, =8 —5n

= SUCESSOES MONOTONAS

4. Determine os quatro primeiros termos da sucessdo (U, ),

sabendo que: u=4 e Uu,=1-u,,,n=2

Descreva a regularidade que encontra nos termos da

sucessao.

5. Considere a sucessdo (b,) definida por recorréncia.

b, =5
{bn:3+bn_1 , N>2
5.1. Escreva alguns termos da sucessdo. O que observou?
5.2. Faga uma previsdo para um processo que permita
encontrar qualquer termo da sucessdo conhecida a sua
ordem.

6. Defina por um processo de recorréncia uma sucessao cujos

primeiros termos sao: 1,5,9, 13,17, ...

7. Defina por um processo de recorréncia a conhecida
sucessdo de Fibonacci apresentada na pagina 45.

Exemplo 1: Consideremos a sucessao cujos termos representam as medidas, em graus, da soma das amplitudes dos

angulos internos dos poligonos de n + 2 lados.

180 . 380 , 540 , 720

b, =180n

by e o 180R, L

Esta sucessdo é crescente porque o termo seguinte é sempre maior que o anterior.

Analiticamente podemos confirmar que a sucessdo é estritamente crescente uma vez que:

Pn+1 — by = 180(n+1) — 180N = 180n + 180 — 180n = 180 > 0
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Exemplo 2: Também é crescente a sucessdo (C,) cujos termos sdo: 1, 2, 2, 3, 4, 4, ..., pois, nesta sucessdo o termo seguinte é
sempre maior ou igual ao anterior. Temos que C,,; =C, e por isso dizemos que a sucessdo é crescente.

Uma sucessao (U,) € estritamente crescente se e sd se | Uma sucessao (U,) é crescente (sentido lato) se e s6 se

U, >U,,VneN, ouseja, U, —U,>0,Vhe N U, =U,,vneN,ouseja, u,,—u,=0,vneN
Exemplo 3: Consideremos agora a sucessdo (d,): 4, 1, 1/4, 1/16, 1/64, ...
3 em que os numeros representam as medidas das dreas dos quadrados.

1 "‘F Esta sucessdo é estritamente decrescente uma vez que d,,; <d,.

s

Uma sucessao (Uy) € estritamente decrescente se e s6 | Uma sucessdo (U,) é decrescente (sentido lato) se e so
se U,, <U,,vneN, ouseja, U, -U,<0,VheN se uU,., <U,,VneN,ouseja, U, —U,<0,VneN

n+l —

Exemplo 4: Consideremos a sucessao V,, = 30. vi=30 ; v,=30 ; v3=30 ;..
Uma vez que V,,, =V, podemos afirmar que a sucessdo é constante. Uma sucessdo constante é crescente e decrescente.
Exemplo 5: Calculemos os primeiros termos da sucessdao W, = (— Z)n oW =-2 ; W,=4 ; W3=-8; W,=16

Neste exemplo a sucess3ao ndo é crescente nem decrescente por isso dizemos que é ndo mondtona.

Uma sucessdo (U,) € constante se e s6 se Uma sucess3o (U,) crescente ou decrescente diz-se
Uy, =U,,VneN, ouseja, U,,,-U,=0,VneN uma sucess3o mondtona.
n

Exemplo 6: Estudemos a monotonia da sucessdo de termo geral: u, = PR
n+

Calculando os primeiros termos da sucessdo: 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, ... a sucessdo parece ser crescente.
Usando o calculo algébrico, vem:

TS S _n’+2n+1-2n*-2n _ 1
MLEN T 2 n+l (N+2)(n+1) (N+2)(n+1)

umavezque N+2>0 e n+1>0, VneN

Entdo, Up,, —U, >0,VneN, logo podemos afirmar que a sucessdo dada é monétona crescente.

Exercicios: 9. Considere a sucessao de termo geral:

8. Estude a monotonia das seguintes sucessdes definidas por: n se n<3

8.1. a, =—n+2 8.2. b, =6+(-1)" fn={n—2 se n>3

3.3, ans_l 3.4. dn:n+3 9.1 Mostre que: VneN ,n<3=f,,, - f,>0

n+1 vneN ,n>3=1f _,—-f,>0

5 5 se n<e6 B ) )
8.5.¢,=(3-n) 86. f, = 9.2 A sucessdo dada é mondtona?
n-1 se nz6

= SUCESSOES LIMITADAS

Seja P um subconjunto de R. Consideremos P =]1, 5].
-0 nimero a é um majorante do conjunto P se e s6 se a é maior ou igual que

P
qualquer elemento do conjunto P. Temos, por exemplo, a = 5. —
-0 nimero b é um minorante do conjunto P se e s6 se b é menor ou igual que e S o Ay
qualquer elemento do conjunto P. Temos, por exemplo, b=1. _dos , dos
minorantes majorantes

Uma sucessao (U,) diz-se limitada se o conjunto dos seus termos é majorado e minorado.

(up) é limitadaseesése AM,M €lR : m<u, <M , Vne N
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Exemplo 1: i 2
n
*u,=2n+1, YnelN
fret
ol 1 n
Sucessdo ndo limitada (é minorada, ndo é majorada)
3<u, , VneN
Exemplo 3:
n
u,=[-1)"%2, ¥YneN
0 ] n
= S . .

Sucessao limitada (é minorada e majorada)

—2<u,<2, VneN

. x 1
Exemplo 5: Consideremos a sucessdo a,, = —.
n

1 1
Calculando alguns termos: 1, —, 5' Z'

r N

Podemos concluir que a sucessdo é limitada uma vez que:
0<a, <1, VneN
. o 1
Exemplo 6: Consideremos agora a sucessdo b, =10+—.
n
Partindo do exemplo anterior sabemos que:

1 A .
0<—=<1, ¥YneN —(enquadramento de referéncia)
n

Adicionando 10 a cada um dos membros vem:

10<10+l£11,Vn eN
n

Ou seja, by é limitada uma vez que: 10<b, <11,VneN

Exemplo 4: v,

Exemplo 2:
gk L, ThEN
n
===
o 1 n

Sucessdo limitada (é minorada e majorada)

3<u, <4, VneN

Sucessdo nao limitada (é majorada, ndo é minorada)

u, <-1, VneN

Exercicios:
10. Mostre que sdo limitadas as sucessdes definidas por:
_3n+10

1 1
10.1. u, =1+= 10.2. u, =(-1)".= 10.3. u,
n n

1 sene par

10.4. U, =4 - 10.5. U, —2——=
_1 se n é impar n2

11. Mostre que ndo sdo limitadas as sucessdes definidas

por:
5 .
n“+1 —3 se ne impar
111 a, = 11.2. u, ={ > P
n+3se neée par
n%—n
12. Dada a sucessdo: U, = 3 +(-1)"

12.1. Calcule uy, u,, Us, Uy, e represente-os graficamente.
12.2. Justifique que (uU,) ndo é mondtona.

12.3. Verifique se 31 é termo da sucessao.

12.4. Utilize a calculadora para determinar a ordem de
um termo que seja maior do que 1 000, outro maior do
que 10 000 e um terceiro maior do que 100 000. Sera
limitada a sucessdao dada?

13. Considere a sucessdo U, :nTH

13.1. Indique um n2 do intervalo 16, 7]que ndo seja termo

n+
Exemplo 7: Consideremos agora a sucessdo C,, = > 13 .
n+
_— 2 A
Efectuando a divisdo: c,, :5——1 1 5n+3 |_n+1
n+ ! 5n-5 5
1 1
0<—=<1, VneN ! -2
n e e e e e e = =
1 1 -
0<——<= — multiplicando por 2
n+1 2
0< 2 <1 — multiplicando por -1
nel P P Nota: Recorde que:
2 Se a<b<c
—lﬁ—m<0 — somando 5 Entdo —c<-b<—-a

da sucessdo.
13.2. Mostre que U, =21 , VneN.

A sucessdo é minorada?

2
4<5-—=_<5, ¥YneN
n+1

52

A sucessdo é limitada uma vez que 4<¢c, <5,VneN



Exercicios:
14. Escreva uma expressdo analitica que possa gerar a
seguinte sequéncia:

14.1. 8, 16, 24, 32,.. 14.2. 2, -2,2,-2,2, ..
143. -2,2,-2,2,-2, .. 144. 4, 6,8, 10,12, ..
145. 3,5,7,9,11, .. 146. 2, 5,8, 11,14, ..

15. Defina por recorréncia, as sucessdes:

1521, 2,2, 2 L
2 4 8 16

yoee

152 -2, 2 L L
2 4 8 16

16. Considere a sucessdo C,, =2n—1.

16.1. Represente graficamente (C,) para n < 6.

16.2. Determine: C;5 , Ci09 » Cny1 » Cizz J(tEN)

16.3. Indique quantos termos inferiores a 100 tem a
sucessao.

16.4. Quantos termos da sucessao s3ao maiores ou iguais a
10007

16.5. Estude a sucessdao quanto a monotonia.

16.6. A sucessdo é limitada? Justifique.

17. Qual das seguintes afirmagdes é verdadeira?
+1

~ n . ~
(A) A expressdo u,, = define uma sucessao.

(B) O dominio de uma sucessdo é um subconjunto qualquer
de R.

(C) O contradominio de uma sucessdo é R.

(D) Uma sucessao é uma funcdo real de variavel natural.

18. Diga justificando, quais das seguintes afirmagdes sao
falsas:

18.1. Trata-se de uma representagao de uma sucessao
monodtona

18.2. Trata-se de uma representagao de uma sucessao
limitada. 4 1

- e X

T

3 '

b or e

b
) T

18.3. A sucessdo de termo geral U, = (— 1)3 x10° é limitada.

18.4. Uma sucessdo limitada é uma sucessdao mondtona.
18.5. Uma sucessdo mondtona crescente é limitada
inferiormente.

18.6. Uma sucessdo ndo mondtona é uma sucessao limitada.

19. Estude quanto a monotonia e limitagdo a sucessdo

de termo geral: u, =(- 1)”n—+1, vneN
n

20. Partindo de um quadrado de lado 1 metro,
construimos uma sequéncia de quadrados, unindo
sucessivamente os pontos médios dos lados.

\ /’/

20.1. Escreva os cinco primeiros termos da sequéncia

referente a drea dos quadrados obtidos.

20.2. Sugira uma expressao geral que permita
determinar a area do quadrado conhecida a ordem da
sequéncia.

20.3. Qual serd a expressao geral da sucessao dos
lados dos quadrados?

x n+6
21. Dada a sucessdo de termo geral v,, = ——

3n
21.1. Calcule a soma dos trés primeiros termos.
21.2. Estude a monotonia da sucessdo.

. 1 2
21.3. Verifique que v, =§+— e justifique que a
n
sucessao é limitada.

21.4. Defina algebricamente uma sucessdo (W)
sabendo que W, = v, para n>9 e (W,) ndo é mondtona.

22. A sucessao (Un) satisfaz a condigdo
-2<u, <5, VneN.

Indique, das hipdteses apresentadas, afirmacdo
necessariamente verdadeira.

(A) 2<|u,|<5, VneN.
(B) [u,|<2, VneN.
(€) 0<Ju,|<5, VneN.
(D) |u,[22, VneN.

23. Dé um exemplo de uma sucessdo (U,) que satisfaca
as condigdes:
23.1. decrescente e de termos positivos.

23.2. crescentee U, <4 , VneN.
23.3. decrescentee U, >4 , VneN.

23.4. ndo limitada u, =2 , VneN.

x - n
24. Dada a sucessdo definida por a, i3 mostre
n+

que: 24.1. ZSan 24.2. a sucessdo é limitada.
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PROGRESSOES ARITMETICAS

Observemos a sequéncia de figuras.

A primeira figura é formada por quatro tracos.

A partir da primeira, cada figura tem sempre mais dois
tracos do que a anterior.

Seja a,0 numero de tracos de uma figura; entao,

aps1=an + 2, 0U S€ja, apy1—an = 2.

A diferenca de cada termo, a partir do segundo, e o termo

anterior é constante e igual a 2.

DEFINICAO E MONOTONIA DE UMA PROGRESSAO ARITMETICA

N
/1\

Fi

/N /\

Fig. 1

5
o

1

o JQ

N.°de
tracos

Y
S

S (6+2) 2 (8+2)

A uma sucessdo deste tipo chama-se progressdo aritmética.

Uma sucessao (Uy) € progressdo aritmética se e so se
existe um nuimero real r (razao) tal que:

Uy, —U,=r,vneN

Cada termo da sucessdo é obtido a partir do anterior
adicionando-lhe r, a chamada razdo da progressao
aritmética:

u

=u,+r,vneN

n+1

A monotonia de uma sucessdo que seja uma progre
prépria definicdo de progressao aritmética.

Atendendo a que u,,, —U, =r,VneN, resulta que:

n
- Se r >0, a sucessdo é crescente (estritamente).
- Se r <0, a sucessdo é decrescente (estritamente).

-Ser =0, a sucessdo é constante.

~ 1 x
Exemplo 1: As sucessdes: U, :_En+1 eV, =n-n? sdo

progressdes aritméticas?

Resolugao
Calculemos Up,q —U,.

1 1 1 1
Uu,=——n+1; U, =—N+)+1=—-n+—
"2 =50 2 2
u u, = 1n+1+1n 1= !
n+1 n 2 2 2

~ . . ~ 1
A sucessdo (U,)é uma progressdo aritmética de razdo -3

Podemos ainda dizer que é uma p. a. estritamente

decrescente.

Calculemos v, ,; —V,

a=n-n?; v,.,=(M+1)—(n+1)>=-n’-n

2 2
Vo —Vp =—N“—=n—-n+n®=-2n

Como a expressdao —2n depende de n, ndo é constante.
Logo, a sucessdo (V,) ndo é uma progressdo aritmética.
Exemplo 2: Determinemos a razao de uma p. a. sabendo
que:Us;=10 e Ug=16

Podemos escrever que:

Ug =Ug+F+r+r &SuUg =Ug +3r

ssdo aritmética decorre, de forma quase imediata, da

Exercicios:
25. Escreva os 5 primeiros termos de uma p. a. em que o
12 termo é 3 e a razdo é:

25.1. 5 25.2. -5 25.3.0

26. Averigle se s3o ou ndo p. a. as sucessdes seguintes e,
em caso afirmativo, indique a razdo da progressdo e a sua

monotonia.
1
26.1. a, =5—2n 26.2. b, =(n—-1)(n+1)
u :2 —
26.3. : 26.4. v, =1_2"
Uppg =Up +3

27. Sabe-se que (W,) é uma p. a. de razdo 4.
27.1. Determine W,; se W,q =73.

27.2. Determine Wy se Wg =25.
28. Determine a razdo de cada uma das seguintes p. a.

sabendo que:
28.1. Ujg=-3 e Ug =-12

28.2. Ug=-27 e Uy;=—62

29. Determine o termo 101 da sucessdo de numeros pares
30. Escreva o termo geral de uma p. a. em que:

30.1. u; =3 er=10 30.2. u, =10 e u, =20
303.Uu3;=-1er=5 30.4. U =8 e U;5=23

31. Determine o termo de ordem 600 na p. a. em que 0s
cinco primeiros termos sao:

-1/2 , 0 1/2 1 3/2
32. Escreva uma expressao do termo geral de uma

’ ’ ’

progressdo aritmética (U,) sabendo que

Uy +Ug =26 AU, +Ug =46

Substituindovem: 16=10+3r<r=2

A razdo da progressdo é 2.
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=  TERMO GERAL DE UMA PROGRESSAO ARITMETICA

Como vimos no exemplo 2 anterior, podemos calcular qualquer termo de uma progressado aritmética quando
sabemos o valor de um dos termos e a razdo da progressao.

Considerando (u,) uma progressao aritmética podemos escrever as seguintes relacdes entre os seus termos:

u, =u, +r U, =u, +r+r+r=u, +3r
U; =U, +r=u, +r+r=u, +2r ou Ujo =Ug +r+r=ug+2r

| |
\ |
\ 1
H . ! — —
U, =Ug +r=u, +3r | ainda: | U;; =Ug +8r =u, +(13-5)r
-
\ 1
\ 1

U, =U,, +r=u, +(n-1)r u, =u, +(n—Kk)r

n

Se (U,) € uma progressao aritmética de razao r,

Seja (U,) uma progressao aritmética de razdo r .

tem-se:
u, =u, +(n-1)r,vneN Entdo tem-se:u, =u, +(n—k)r
Exemplo: Dada a progressao aritmética: -5, -7, -9, -11, ... Exercicios:
1. Determine o termo geral. 33. Numa p. a. o 12 termo é -3 e a razdo é 2.
2. Determine o termo de ordem 500. 33.1. Calcule 0 10 termo.
Resolugdo: 33.2. Escreva uma expressdo do termo geral.
1. Comecemos por identificar a razdo e 0 12 termo: 34. Calcule a razdo de uma p. a. em que o primeiro termo
u=-5; r=-2 é12eo0112termo é 42.
Uy =Up +(n=1)r 35. Numa p. a.(a,) tem-se: ag =10e a,;,=9. Calcule a5
U, =-5+(n—-1)x(-2 u, =-5-2n+2 u,=-3-2n
n (N=1)x(=2) = Uy <t 36. Calcule bey de uma p. a. (b,), sabendo que by =9 e
2. Usando o termo geral Uggyq =—3—-2x500 <> U, =—1003 b.. =17
45 =17

= SOMA DE N TERMOS CONSECUTIVOS DE UMA PROGRESSAO ARITMETICA

Consideremos a sucessdo dos numeros impares U, =2n—1 que é uma progressao aritmética de razdo 2.

Seja S, a soma dos 6 primeiros termos de (Up). 1 3 5 7 9 11
S¢ =U; +U, +U; +U, +U; +Ug 12
Ouseja, S,=1+3+5+7+9+11 1+2
Mas observando a figura podemos concluir que a soma dos 6
primeiros termos da p. a. (U,) corresponde a adicionar 3 parcelas 12
iguais a 12, pelo que:
s, =(1+11)><§ ouseja S, = u, +u, “n A soma d~os n 'prirrluatiros terrnos de uma
2 2 progressdo aritmética (u,) é dada por:
Exemplo 1: C20n5|der1ando a progressao aritmética: S = u, -;un «n . VneN
-1, -—-, -—, 0, ..
3 3
Calcule: 1.1. a, +...+a,,; 1.2. a,,ta,; +...+a,,. Nota:
Resolugdo: Uy, ndo representa necessariamente, o
1.1. Temosumap.a.com @, =—1 e r= _g_(_ 1)=§ primeiro termo da sucessdo, mas o primeiro
termo que queremos somar, N também nao
a0 =a,+19r = —1+19><§ = —1+? _16 é sempre a ordem do ultimo termo que
16 gueremos somar, mas o nimero total de
Syo = 11220 xzoz—_l;r?’xzo:@ ermos.
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1.2. Nesta alinea pretendemos somar 11 termos da p. a., sendo
a0 0 primeiro termo que queremos somar e a,g o Ultimo.

1 9
a,o =a,+9r =—1+9x§:—1+§:2

2,18
a,o+a 121
S, =107%20 99 3 1=
3
. o - ug =2
Exemplo 2: Seja a sucessdo (u,) definida por:
Uppy =Up =7

2.1. Asucessdo (U,)é uma progressdo aritmética?
2.2. Escreva U, emfuncdode n.
2.3. Se a soma dos n primeiros termos de (uU,) é -93, quantos

termos se somaram?
Resolugao:
2.1. Asucessdo (U,) € uma p. a. de razdo -7 porque

Uy —U, =—7,VNeN
22. U, =U; +(n=-1r & u, =2+(N-1)x(-7) <= u, =9-7n

u; +u
23. S, =%xn ;Up=2;U,=9-7n
2+9-7n
-93= xN < —186 = (11-7n)n <

31
<:>7n2—11n—186:0<:>n:6vn:7

Somaram-se os 6 primeiros termos da p. a., ou seja, Sy =-93.

Exercicios:
37. Um atleta resolveu aumentar em cada dia 3 km
nos treinos. Se no 12 dia correu 20 km, quantos
quilémetros correu no total ao fim de 20 dias?
38. Uma sucessdo é definida do seguinte modo:

a,=-5 e a,,;=a,+3
38.1. Mostre que (a,) é uma progressdo aritmética e
indique a razdo da progressao.
38.2. Escreva a,, em fungdode n.
38.3. Calcule a soma dos 13 termos consecutivos a
partir do 62 inclusive.
38.4. Determine n sabendo que

ag +ay +...+a, =913

39. Considere (U,) uma progressdo aritmética de
razdo r,sendo U, o primeirotermoe S, asoma
dos n primeiros termos da sucessao.

39.1.Se u; =3 e r=4clcule u;; Uz € Sy

39.2.Se Ug=6 €& r=-2,calcule U;; € S;.
39.3. Se U, =16 € Uq=34,calculeu; e r.
39.4. Se r=3, U;=17 e S,=549,calcule

u e n

39.5.Se U, +Ug+Ug =63 € U;5+Uy, =102,

calculer e u;.

40. Utilizando os conhecimentos sobre progressdes aritméticas,
40.1. 7+14+21+..+77
14+10,5+7+3,5+...+(-17,5)

calcule:
40.2.

41. Estude a monotonia progressdes aritméticas definidas por:

1
411 U =1+70 412 Up=-—130  413. U, =3

42. Numa progressdo aritmética o primeiro e o sétimo termos
sdo, respectivamente, 7 e 49. Calcule a soma dos 30 primeiros
termos.

43. Determine a soma de todos os multiplos de 4 com trés
algarismos.

. A . . 2
44. Admita que trés numeros reais representados por X, X" e 2X
sdo termos consecutivos de uma progressado aritmética (ndo
constante). Determine esses trés niumeros.

45. Um auditério tem 30 filas de lugares sentados. Na primeira
fila tem 15 lugares, na segunda fila 17, na terceira 19 e assim
sucessivamente.

45.1. Escreva o termo geral da sucessdo (V) cujos termos
representam o numero de lugares em cada fila.

45.2. Quantos lugares tem a fila numero 8?

45.3. Quantos lugares tem o auditério?

46. Das seguintes sucessoes, qual delas é uma p. a. ?

(A)2, 4,8, 16, .. (8)2,3,5,7, 11, ..
1 2 4
CENE ,% S5 (0) 1433, 2443, 3443

47. Se a razao de uma progressao aritmética é 5,
qual das seguintes afirmagdes é falsa?

(A) u,,;, =U,+5, VneN
(B) u,.; >u, , vneN

() u,—Up; =-5, VneN
(D) u, =u; +5n , VneN

48. Em relagdo a uma p. a. (t,), sabe-se que:
t,g=43 e 1t,,=48
Calcule:

48.1. to50—tus0 48.2. t,., -t ,

49. Apd6s uma lesdo, uma atleta iniciou um programa
de recuperagao fisica que consistia no seguinte:

- no 12 dia, um certo exercicio é executado durante
10 minutos.

- nos dias seguintes, hd um acréscimo de 4 minutos
ao tempo dedicado ao mesmo exercicio no dia
anterior.

49.1. Quanto tempo dedicou ao exercicio no 152 dia
de recuperagao?

49.2. O plano é alterado quando o atleta totalizar
16h dedicadas ao exercicio. Para quantos dias foi
proposto o plano inicial?

49.3. Nos ultimos dez dias de aplicacdo do plano
inicial, quantas horas foram dedicadas ao exercicio?
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PROGRESSOES GEOMETRICAS

=  DEFINICAO

A bactéria estreptococos (responsavel pela amigdalite) reproduz-se

duplicando-se de meia em meia hora.
1,2,4,8,16, ..
Se a, € um termo da sucessao referida, entdo

. a
Ani1= @y X 2, OU seja, L =2
n

Trata-se de uma progressao geométrica de razao 2.

1<8
—3
=8
—3

(‘)—bl—‘
(—»

()

Uma sucessao (Uy) € progressdo geométrica se e sé se
existe um nuimero real r (razao) tal que:

u
™ —r,VneN
u

n

Cada termo da sucessao é obtido a partir do anterior
multiplicando-lhe r, a chamada razao da progressao

geométrica:

Uy, =U,xr,VneN

n+1

Exemplo 1: Verifique se as sucessdes (a,) e (b,) sdo

progressdes geométricas e indique a razdo.

a; =-1 1
1.1. 1.2. b, =-3(0,25)" .
an+1 - 2><an
Resolugao

a
1.1. a,,, =2xa, &L =2
n
Trata-se de uma progressao geométrica de razdo 2.
1.2. b, =-3(0,25)" "
b, -3:025)"
b, -3.(0,25""

Como é constante a razdo entre qualquer termo e o

b,,, =—3(0,25)"""

0,25""1 =0,25

anterior, trata-se de uma p. g. de razdo 0,25.

=  TERMO GERAL DE UMA P. GEOMETRICA

Assim como acontece nas progressoes aritméticas,
também nas progressdes geométricas podemos
calcular qualquer termo da progressdo quando
sabemos o valor de um dos termos e a razdo da
progressao.

Considerando (U,) uma progressdo geométrica
podemos escrever as seguintes relagdes entre os
seus termos:

U, =U, xr
Uy =U, XF =U; XIxXF=Uu,r’ ou
u, =u;xr=u,r’ ainda:

U, =u, , xr=u,r"*"

n n

Exemplo 2: Determine a razdo de uma progressdo
geométrica em que o 42 termo e o 62 termo sdo,
respectivamente, 15 e 1,35.

Resolugdo:

u, =15 e ug=135

Numa progressdo geométrica um termo obtém-se do
anterior multiplicando este pela razao.

Assim: Ug =U, XI'XT <> Ug =u4><|'2

1,35=15xr> < r? =0,09 < r=40,3
O problema tem duas solugdes:
r=03 ou r=-03

Exercicios:
50. Escreva os cinco primeiros termos de uma progressao
geomeétrica em que:

50.1.a,=-3 e r=2 50.2. 3,=10 e r=-2

503.3,=-1 € r=-1 504.3,=6 € a,=3

51. Calcule o0 82 termo de uma p. g. sabendo que o 52
termo é 5 earazdo é0,2.

52. Verifique se sdo progressdes geométricas e, em caso
afirmativo, indique a razdo das sucessdes de termos

1 n+3 1 3-n
52.2. (—j 52.3. 2x| —
2 3

52.5. -

Sn

gerais:

52.1. 51"

52.4. (-1)*"*1 52.6. —gx(OA)“*1

Ug =U, XIXFXIXIXEXT=U,r°

Uy, =Ugr® =ugrt*™

u, =u,r"*
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Se (Un) € uma progressdo geométrica de razdor,
tem-se:

u,=u,r"*,vneN

Entdo tem-se: u, =u,r

Seja (un) uma progressdo geométrica de razaor .

n—k
n

Exemplo: Determine o termo geral de uma progressado
geométricaemque: a, =6 € ag; =48

Resolugao:
as =a, xr?, por definigo. 48=6xr> <=r’>=8<r=2

A razdo da progressdo é 2.

a _
a, =—2< a, =3 Logo, a, =3x2""
r

=  [VIONOTONIA DE UMA P. GEOMETRICA

Uma progressdo geométrica (U,) de razdo positiva é

sempre monodtona, podendo ser crescente ou
decrescente (em sentido estrito ou lato). Uma
progressdao geomeétrica de razdo negativa nunca é
mondtona.

Exercicios:
53. Determine o 102 termo de uma progressao

geomeétrica em que: U, +Ug =—486 e arazdo é 3.

54. Determine o termo geral de uma progressao
geomeétrica em que:

54.1.a,=6 e a;,=18 54.2.a,=8 e a, =128

1
543.2,=8 € 2=,

55. Calcula 0 102 termo e o termo geral da progressao

geométrica:
55.1.l 1 i; i,
3, 9 27 81

55.3.12; 6; 3; 1,5...

’ N Jree

55.2. 1; E; 4. 8
5 5 5

56. Estude quanto a monotonia as p. g. do exercicio 54.

Exemplo: Prove que é mondtona a sucessdo

(u,) é:

crescente, se u; < 0.

r=1———> constante.

r>0

positivos e negativos.

decrescente, se u; > 0.
o<rer="__

crescente, se u; > 0.
decrescente, se u; <O0.

r<0 ————> (y,) nao é monodtona; os termos sao alternadamente

(u,) definida por u, :in.
3

Resolugao:
Trata-se de uma progressao geométrica pois:
2
Upg _3™1 _ 2x3" 3" 4 1
un i 2X3n+l 3n+1
3[1
E uma progressdo geométrica de 12 termo,

2 ~ 1 . =
U, =— e razdo —; logo, € uma sucessdao
3 3

mondtona decrescente. Trata-se do caso

u, >0 e 0<r<1.

= SOMA DE N TERMOS CONSECUTIVOS DE UMA PROGRESSAO GEOMETRICA

Consideremos u; , U, , U , ..

de uma progressdo geométrica (u,) der =1 .

Seja S, a soma desses n termos de (Uy).

S, =U; +U, +Uz +...4+U, (1)

Multiplicando esta igualdade por r obtemos:
S,r=ur+u,r+usr+...+u,r que se pode escrever:

S,r=u,+U;+U; +..+U,; (2

Subtraindo, membro e membro, as igualdades (1) e (2), resulta:
S, =S, F=U; +U, +Us +...4+U, —(U, +Uy +U, +...4U,,)

&S, -S,r=u,-u,, <S,(1-r)=u, —u,r"

=S, :_Ul(ll_—rr”)
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, U, 0sn primeiros termos

A soma dos n primeiros termos de uma
progressdo geométrica (U,) é dada por:

, VheN, r=1

Nota:se r=1,tem-se S, =nu,

Nota:

Como acontece nas progressdes aritméticas
também aqui, U3, ndo representa
necessariamente, o primeiro termo da
sucessao, mas o primeiro termo que
gueremos somar, N corresponde ao numero
total de termos que queremos somar.




Exemplo 1: Determine a soma dos 10 primeiros termos de uma
progressdo geométrica em que o termo geral é u, =3".
Resolugao
3,9, 27 sdo alguns termos da sucessao.
O 1°termo é 3 earazdo é 3.
1_310
1-3

3
Si0 =3x &S0 = —5(1—59049) < S,,=88572
Exemplo 2: Numa p. g. S5 = 1,21 e a razdo é -2.
Calculemos us.

1-(-2)° 1+32
SS:ulx#cﬂ,Zl:ulx 3
1-(-2)

&121=u; x11< U, =011

Ug =0,11x(-2)° <> ug =-3,52

Exemplo 3: Numa progressdao geométrica de termos positivos:
u; =208 e Uu;=3328

Calcule a soma dos 5 termos consecutivos a partir do 82,

inclusive.

Resolugao:

Calculemos a razdo e o 82 termo:

Us =Us xI* <3328 =208xr’ <’ =16 <r=4

Ug =Ug XI> <> Ug =3328x64 <> Ug = 212992

1-r° 1-4°
< S =212992 %
1-r 1-4

Sg =Ug x

& Sg =726302272

*  RESOLUGCAO DE PROBLEMAS

Exercicios:
57. Calcule a soma dos 10 primeiros termos de uma
progressao geométrica de termo geral

1 n-2
an= E

58. Calcule:
58.1. 1+1+i+...+i
16 221
582 T4l L 1
3 6 12 1536

59. A sucessdo (U,) é uma progressdo geométrica de
razao 0,3 e U,=0,9.

59.1. Escreva o termo geral da progressao.

59.2. Determine o termo de ordem 20.

59.3. Calcule a soma dos 20 primeiros termos.

60. A soma dos n primeiros termos de uma
progressao geométrica é 2186. Determine n,
sabendo que a razdo da progressao é 3 e o primeiro
termo é 2.

61. A soma dos seis primeiros termos de uma p. g.
(u,)de razdo 1/2 é 63/8.

61.1. Determine Uy e Uy.

61.2. Escreva a expressdo do termo geral.

61.3. Calcule a soma dos 10 termos consecutivos a
partir do 202 termo, inclusive.

Muitas situacdes da vida real podem ser traduzidas por modelos matematicos que sdo progressdes aritméticas
(crescimento linear) ou progressdes geométricas (crescimento exponencial). Vejamos alguns exemplos.

Exemplol: No dia 1 de Margo, a D. Laura abriu a padaria “Pdo Quente” e no final dos seis meses de actividade concluiu

que: - Durante o primeiro més de negdcio vendeu 5000 paes;

- Durante os cinco meses as suas vendas subiram em 500 paes por més.

O equipamento que tem disponivel permite-lhe produzir e vender 10 000 pdes por més.

1.1. Admitindo que o aumento de clientes continua com a mesma regularidade, quando tera necessidade de aumentar a

sua capacidade de produgdo?

1.2. Quantos paes tera vendido no final dos seis primeiros meses de funcionamento?

Resolugao:
1.1. 12 Passo: formular o modelo de crescimento

O texto refere que o nimero de paes vendidos aumenta de
uma forma constante de 500 pdes por més e, portanto,
estamos perante um modelo de crescimento linear
(progressdo aritmética). O nimero de pdes é dado em
milhares e o inicio da contagem é 1 de Margo. Assim, seja P,

abertura.
O numero de pades vendidos aumentou 500 (0,5 milhares)

por més. Entdo: B,

-PB,=0,5; r=0,5
As vendas no 12 més sdo de 5000 pées (5 milhares). Como
N =0 corresponde ao dia 1 de Margo entdaon=1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
1
o numero de pdes, em milhares, vendidos N meses, apods a !
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
:
, . . N . |
correspondera ao dia 1 de Abril (um més depois). P, =5 !

22 Passo: Escrever o termo geral

P, =P, +(n=1)xr
P,=5+(n-1)x0,5< P, =5+0,5n-0,5
< P, =0,5n+4,5

32 Passo: Responder a questdo

Para fazermos uma previsdo para as vendas de 10 000
paes, podemos usar o termo geral:

P,=0,5n+4,5

10=0,5n+4,5<5,5=0,5n<n=11

Nn=11 corresponderd ao dia 112 més de laboracdo da
padaria.

Em Janeiro do ano seguinte, apds ter aberto a padaria,
a D. Laura necessitou de ampliar a sua capacidade de
produgao.
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1.2. Para responder a esta questdao vamos aplicar a férmula da soma dos n

primeiros termos de uma p. aritmética.
5+7,5

+Uu u, +u
S =1 @ S, =Yg 6 5, -

Ug=0,5x6+4,5=7,5

Ao fim de 6 meses de laboragdo a padaria “Pao Quente” terd vendido 37 500

paes.

Exemplo 2: Sabe-se que numa reserva ecolégica uma populagdo de aves

x6 <> S¢ =37,5

NOTA:
100% +20% = 120%
120%=@=1,2

100
Aumentar 20% é o mesmo que
multiplicar por 1,2.

100% - 30 % = 70%

aumenta 20% ao ano. No ano 2000 a populagdo de aves era de 120 aves. 70% = 70 —07

Admitindo que o crescimento se processa sempre do mesmo modo qual tera 100

sido a dimensdo da populagdo em 20057 E qual sera a populagdo em 2010?

Resolugao:
12 Passo formular o modelo de crescimento

Pela situagdo descrita a populagdo altera-se aumentando
segundo um factor fixo (20%). Estamos perante um modelo de
um crescimento exponencial (progressdo geométrica).
Assim seja (P,) o nimero de aves n anos ap6s 2000.
Considere-se o valor inicial da populagdo P, =120
A populag¢do aumenta 20% ao ano. Entdo r=1,2
22 Passo: Escrever o termo geral

P, =Py xr"° <P, =120x1,2"

32 Passo: Responder a questdao

Célculo da populagdo em 2005 corresponde a Py :
P, =120x1,2° <> P, =298,6

A populagdo de aves em 2005 sera, aproximadamente, 299.
Célculo da populagdo em 2010 corresponde a P :

Po =120x1,2"° & Py, =743

A populagdo de aves em 2010 serd, aproximadamente, 743.

Decrescer 30% é o mesmo que

multiplicar por 0,7.

Exercicios:

62. Um mentiroso conta uma mentira a trés amigos.
Ao fim de 10 minutos cada um deles conta-a a outros
trés, por sua vez, a contam em 10 minutos a outros
tés (cada um). Quantas pessoas, incluindo o
mentiroso, conhecem a mentira ao fim de uma hora?

63. Considere que, apds a aquisicdo de um
automovel, este sofre uma desvalorizagdo anual de
15%. O Sr. Fausto comprou recentemente um
automaével novo por 30 000€.

63.1. Determine uma expressdo geral que traduza o
valor do automovel em fung¢do do nimero n de anos
decorridos apds a sua compra.

63.2. Calcule o valor aproximado, em euros, de
guantia que podera render o carro ao Sr. Fausto,
caso este o venda daqui a 5 anos.

64. Num stand de automodveis um cliente comprou uma viatura
usada nas seguintes condigdes:

- 0 pagamento é feito em 12 prestacoes;

- a primeira presta¢dao tem o valor de 2 milhdes de dobras;

- cada uma das restantes prestagdes tem um acréscimo de 20%
sobre o valor pago na prestagao anterior.

64.1. Qual o valor da 32 prestagdo?

64.2. Seja (v,) o valor da prestagdo de ordem n (1 <n< 12).

a) Escreva Vv, , em fungdo de V.

b) Calcule v;.
¢) Calcule o valor pago pela viatura.

65. Duas amigas foram passar férias aos Estados Unidos e
resolveram trabalhar para ganharem algum dinheiro extra.
Teriam que trabalhar no minimo 20 horas e s6 ao fim desse
tempo receberiam o dinheiro correspondente ao trabalho.

Tinham trés hipdteses para escolherem a forma de pagamento:

12 H: 50 ddlares por hora.
22 H: a primeira hora 8 ddlares e cada hora seguinte teria um
aumento de 5 dodlares relativamente a hora anterior.

32 H: a primeira hora seria 0, 005 do délar e cada hora seguinte
seria o dobro da anterior.
Qual a melhor hipétese? E a pior?

66. O Vitor tinha um mealheiro onde guardou 500
mil dobras e resolveu ai colocar todos os meses, 50
mil dobras. Se t é o total de dinheiro do mealheiro e
n o niumero de meses, ao fim de quantos meses tera
o Vitor 2650 mil dobras no mealheiro?

67. De uma pipa de vinho retira-se diariamente 1/4
do seu conteudo. Se a pipa tem 510 litros, qual é a
guantidade de vinho que fica na pipa ao fim de 10
dias?

68. A populagdo duma vila diminui 12% cada ano. Se
em 1992 tinha 5000 habitantes, quantos tera no ano
2010?

69. Uma bola caiu de 9 m de altura e, cada vez que
bate no chao, sobe 80% da altura maxima anterior.

69.1. Qual é a altura
slATY,

maxima que a bola
69.3. Quantas vezes ja bateu a bola no chdo para ndo

atinge no 32 salto?
69.2. Que altura
atinge a bola depois

de bater n vezes no chao?

subir mais de 1,80 m?
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A SUCESSAO DE TERMO GERAL (1+1J

n

= APLICACOES FINANCEIRAS

Normalmente nas aplicagGes financeiras que os bancos
oferecem ao colocar dinheiro a prazo temos duas
opcoes:

- juro composto (capitalizacdo dos juros): os juros sdo
reinvestidos e concerte-se em novo capital com direito a
juro.

- juro simples (sem capitalizagGes): os juros sdo
colocados numa conta a parte e o capital a receber juro
mantém-se.

Exemplo: A Ana depositou 1000 euros numa conta a juro
composto de 5% ao ano. Quanto dinheiro terd na conta ao fim
de 10 anos?

Resolugao:

Como o juro é composto estamos perante uma situagdo de
crescimento exponencial (progressdo geométrica) com:
r=(100%+5%):100=1,05 e ap=1000

Ao fim de 10 anos a Ana tera:

a,, =a, xr'® =1000x1,05"° =1628,89 euros

Exercicios:

70. O Ivo decidiu colocar 6 milhdes de dobras numa
conta a prazo com um juro composto anual de 3%.
70.1. Quanto rendeu o dinheiro ao fim de 5 anos?
70.2. Indique o capital acumulado ao fimde 2, de 4 e
de 8 anos.

71. O Jodo depositou 1200€ no banco no inicio deste
ano e pretende manté-lo depositado durante um
periodo de quatro anos. O banco oferece duas
modalidades para rentabilizar o dinheiro: uma com
taxa de juro anual de 2,5% com capitalizagdo dos juros
no final de cada ano e outra com 2,6% de taxa de juro
anual, mas sem capitalizagOes.

71.1. Qual das modalidades se torna mais rentavel
para o Jodo?

71.2. E no caso de deixar o dinheiro depositado
durante cinco anos?

71.3. Explique em que condig¢des cada uma das
modalidades se torna mais rentavel.

Podemos, no entanto, tentar definir uma férmula que represente o capital acumulado ao fim de cada periodo

de capitalizacdo quando estamos perante uma situacao de juro composto.

Exemplo anterior: Sendo C, o capital ao fim de n anos, podemos escrever:

5 n
C, =1000%(100+5)" ou ainda C, =1000><(1+EJ

1 n
= A SUCESSAO DE TERMO GERAL (HHJ

n
1
Para resolver situagdes idénticas a anterior, surge a necessidade de estudar a sucessdo U, = (1+— .

Sendo C o capital inicial e k% a taxa de
juro anual, o capital C, acumulado ao
fim de n anos no regime de juro
composto é:

k n
C. =Cox|1+—0
n OX( 100]

n

Calculemos alguns dos seus termos para podermos perceber como esta sucessdo se comporta.

=225 ..., Upg®2,59 oo, Ugg 22,69 ..y Upgo 22,70 ...y Usopo~2,7169 ..., Uygooo~2,7181 ...

Suspeitamos que estes termos tomem valores entre 2 e 3. Mais tarde serd provado que esta sucessdo é

mondtona crescente, em sentido estrito, minorada por 2 e majorada por 3, portanto limitada, ou seja:

ZSUn<3, VYne N Uy
A medida que n aumenta, U, aproxima-se cada vez mais de ]
um valor numérico irracional, a que se da o nome de niumero = . . ¥ °
de Neper e que se designa por €, sendo: ) s s e S
£~2,718281828590 :
O numero de Neper surge em imensas situacdes ligadas ao _ e
.. n
quotidiano. 0 !
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LIMITES DE SUCESSOES

" |INFINITAMENTE GRANDES

> Infinitamente Grande Positivo

Consideremos a sucessdo (a, ) definida por a, =n*.

~ o . 100

A sucessdo (an )tende para infinito porque, por muito grande que 90 ‘ !
seja um numero escolhido, a partir de determinada ordem todosos 1. ‘30 — !

/
termos ultrapassam esse nimero. Por exemplo, se considerarmos o 60 i ?
ndmero 10 000, a partir do termo de ordem 100 todos os termos ig 1
sdo superiores a 10 000. 30 %

20 ST
Qualquer que seja o numero real L, a partir de certa ordem todos LY S i

0l 12345678910 n

os termos de (a, ) sdo maiores que L.

Diz-se que (a, ) é um infinitamente grande positivo e escreve-se:

Uma sucessgo (v, ) diz-se um infinitamente grande

positivo (v, — +o0) se, para todo o niimero real L que

se considere, existe uma ordem p a partir da qual
todos os termos da sucessdo sdo maiores que L.

VLeR, IpeN:n>p = v, >L.

Exemplo: Seja a sucessao (un) definida por u, =5n-2.

1. Mostre que a sucessdo (un) é mondtona crescente.

2. Determine a menor ordem a partir da qual todos os termos
da sucessao sao superiores a 20 000.

3. Prove, usando a defini¢do de infinitamente grande positivo,
que U, —>+oo .

Resolugao:

1. Uy, —U, =5(n+1)-2—-(5n-2)=5n+5-2-5n+2=5>0
Como U, ; —U, >0, podemos concluir que a sucessdo dada é

mondtona crescente.

20002
2. U, >20000 < 5n—2>20000 < n >T < n>4000,4

A partir da ordem 4000, todos os termos da sucessdo sao
superiores a 20000.
3. Seja L um numero real positivo qualquer:

L+2
5n-2>L < 5n>L+2 < n>—5
Portanto qualquer que seja o valor de L, existe uma ordem p a
+2

partir da qualu,, > L. Essa ordem é a parte inteira de

Logo é um infinitamente (un )grande positivo.

lima, =40 ou a, —>+o0

Exemplos de infinitamente grandes de referéncia:

a, =n b, =n?
an bn °
[
o
(o]
° °
[
(5]
o
n o
¢, =n d,=2"
cn dn ’
o [
n .
o ° n

Nota:

Ha sucessdes que ndo sdo limitadas superiormente, isto
é, o conjunto dos seus termos ndo é majorado e n3o sdo
infinitamente grandes positivos.
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Exercicios:
72. Considere as sucessdes (a,) e (b,) definidas por:

3n—-1 2
"= e b,=n
72.1. Determine uma ordem p a partir da qual se
tenha: a) a, >2500 b) a, >10*
c) b, >2500 d) b,>10"

72.2. Qual das duas sucessdes cresce mais
rapidamente?

73. Considere a sucessédo (v,) definida por:

V, =(=1)"xn+3n
A sucessdo é um infinitamente grande positivo?

Justifique.




Teorema: Se a sucessdo (v, )é um infinitamente
grande positivo e se, a partir de uma certa ordem p,
u, =V, , entdo a sucessao (un)é um infinitamente

grande positivo.

Exemplo: Mostre que a sucessao (an) de termo geral
a, =+/2n+3 é um infinitamente grande positivo.
Resolugao:

Por comparagdo, tem-se: 2n+3>N<+2N+3 > \/ﬁ , VneN

Sendo +/2n+3 >\/ﬁ , Vne Ne \/ﬁ—>+oo,conclui-se que:

V2N+3 >+

> Infinitamente Grande Negativo

Considerando a sucessdo C, =—a

n’

sucessio (C, )é simétrico do grafico da sucess3o (a, ), relativamente

ao eixo das abcissas.

Qualquer que seja o numero real L, a partir de certa ordem todos os

termo de (c, ) s&o menores que L.

Diz-se que (c, ) é um infinitamente grande negativo e escreve-se:

limc, =—0 ou ¢, »>—o0

Exercicios:
74. Mostre que (U,) é um infinitamente grande
positivo, sendo

74.1.u,=2n-1  74.2. u, =3n’

5 se n<10
74.4. U, =

Jn—=3 se n>10
75. Considere a sucessao (a,) definida por:

{—4 se n <500
a, =

—3+5n
74.3. U, =——

2n se n>500

75.1. A sucessao (a,) € mondtona? Justifique.
75.2. (a,) é um infinitamente grande positivo?

ouseja, C, = -n?,0 grafico da

Uma sucess3o (v, ) diz-se um infinitamente grande

negativo se e s6 se (—V, )& um infinitamente grande
positivo.

V, >—0 seesdse -V, >+

Exemplo: Seja a sucessao (Vn) definida por v,, = 5-2n°.
1. Prove que: V, — —0.
2. Calcule a ordem a partir da qual todos os termos da sucessao
sdo inferiores a -500.
Resolugao:
1. v, > —ooseesdse -V, —+oo
Temos que provar que —V,, = —5+2n3 ¢ um infinitamente
grande positivo.
n® - 4w : porque n®>n?, Vne N\{1}e n®> -+, pois é
um infinitamente grande de referéncia.
Assim, podemos concluir que: 2n® — 40 e também que:
2n® -5 40, provando que —V, — +© .

Entdo v, > —o.

2. v, <-500 < 5-2n° <500 < —2n° < 505 <
<n? >%©n>6,32...

A partir da ordem 6, todos os termos da sucessdo sao inferiores
a -500.

Exercicios:
76. Sabe-se que a sucessdo U, =N éum
infinitamente grande positivo.
76.1. Mostre que:
a) 2n+5)—>+0 ) (n2 +2n)—>+oo
¢) n® >+
76.2. A sucessao (v,) é definida por:
vV, =n>-10n-2

a) Determine a ordem a partir da qual se tem
vV, >n.
b) Justifique que (v,) € um infinitamente grande
positivo.
77. A sucessdo (W) satisfaz a condicdo:

n’>-w, <0 , ¥n>150
Justifique (w,) que é um infinitamente grande

positivo.

78. Mostre que a sucessdo (U,) € um infinitamente
grande negativo sendo:

78.2. U, =—/n+1

78.1. u, =1-n’

4-n? 3-4/n

78.3. u, = 78.4. U, = Jn
n+2 5

5 1-2n3
78.5. U, =-n°-10n  786. U, =——
n
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> Infinitamente Grande em Maédulo

Considerando agora a sucessdo (d,, ) definida por: || Uma sucessao () diz-se um infinitamente grande em

d, :(_1)n <n? modulo se e sé se a sucessdo (]Wn|)e um

2 , infinitamente grande positivo.

n° sen é par

Atendendoaque d, =y W, >0 seesdse |W,|—>+wo
—n” s€fl é impar

a sucessdo (d, ) ndo é um infinitamente grande

. , P . Exercicio:
negativo nem é um infinitamente grande positivo.

79. Mostre que sdo infinitamente grandes em mdédulo:

No entanto, como |dn| =n? — +oo diz-se que (dn) 79.1. U, =(_1)nn2 79.2. U, =(_2)3n 1
é um infinitamente grande em médulo e (-1)"n? n
escreve-se: 79.3. U, =il 79.4. u, =(——) +7

limd, = ou d, >

" INFINITAMENTE PEQUENOS OU INFINITESIMOS a,
. . - 1
Consideremos a sucessdo (a, ) definida por a, == .
n .".""'co-..
1 1 1 0] n
a,=1; a,==—; 8=—; 8=—; ..
2 3 4

Como ja vimos anteriormente, analisando alguns dos seus termos, verificamos que os termos se aproximam
cada vez mais de zero, a medida que aumenta o valor da ordem, ou seja, a sucessao (an )tende para zero.

A representacdo grafica e a intuicdo apontam para que, dado qualquer nimero real positivo 9, existe uma
ordem p a partir da qual todos os termos da sucessdo pertencem ao intervalo ]0, d[. Por muito pequeno que
seja o valor de 9, existe uma ordem a partir da qual os termos da sucessao ficam na “faixa” limitada pelas rectas
y=0 e y=0.

Diz-se que esta sucessao é um infinitamente pequeno ou infinitésimo e escreve-se: lima, =0 ou a, -0

Uma sucessao (vn)diz-se um infinitamente pegueno Exemplos de infinitésimos de referéncia:

ou infinitésimo se e sé se para qualquer nimero real a _1 b _1
positivo & existe uma ordem p a partir da qual todos os " n " n?
termos da sucessdo, em valor absoluto, inferiores a d. arl brl

V, >0 < V5>0 IpeN:n>p = | |<5

Teorema: Se a sucessdo (v, )é um infinitésimo e a o .

partir de certa ordem |u, | <V, , entdo a sucessdo (u,, )

€ um infinitésimo.

Exemplo: Mostremos que a sucessao (Un) definida por d
cn n

[ ) L .
U, =——— € uminfinitésimo.
2" -3

()"

2" -3

1 °
- =, n>2 . . o

= 2"-3

Comparando os termos da sucessdo |un| com os termos do n o n

PP 1
infinitésimo n —» — tem-se:
n
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1
2" -3

1 . 1
<=, VYneN: A n>2 ouseja, N>2=|u|<=.
n n

1
Como a sucessao (—j € um infinitésimo, conclui-se que (Un)
n

também é um infinitésimo.

Teorema: Se (vn)é um infinitamente grande com

\'

~ 1], e
. %0, VneN, entdo [—j € um infinitésimo.

Vi

" 1 1 ~
Exemplo: Mostremos que as sucessdes | — | e — | sdo
Jn 2
infinitésimos.
Como foi referido anteriormente, as sucessoes («/n) e (2”)
sdo infinitamente grandes positivos. Por aplicacdo do teorema
anterior conclui-se que as sucessdes inversas sao infinitésimos.
1 1
——>0e ——-0

Jn 2

Teorema: Se (v, )é um infinitésimo com v, =0 ,

Vv

~ 1), o
Vne N, entao [—J é um infinitamente grande.
n

84. Das seguintes sucessoes, indique os infinitésimos e os

infinitamente grandes positivos. 84.1. u, =(1,3)
0 (—1)

84.3. Wn 227 84.4. tn = 32n

85. Considere a familia de sucessdes: (U, ):n—(2k —1)", ke R

84.2. v, =3"

Determine para que valores de K, (u,) é um:

85.1. infinitésimo. 85.2. infinitamente grande positivo.

Exercicios:

80. Considere as sucessoes (Up) e (v,) definidas por:
1 1
= e V,
80.1. Dado um numero real positivo 3, determine a

Un

n+l

ordem a partir da qual u,<J , se:

a) 6=0,25 b) 6=0,01

80.2. Determine quantos termos da sucessao (V)
ndo satisfazem a condi¢do Vv,<0,05.

81. Mostre que sdo infinitésimos:

81.2. U, =——
2+n

-1 81.4. U ——
N adn

1
82. Sabendo que [—)—)O , mostre que:
n

1 1
82.1.|—|—0 82.2. -0
n2 3n+1

-1
82.3. j—>0
2n+1

83. Considere as sucessées (Uy), (Va) € (Wy):

3
81.1. Uy =——
n+1

81.3. U, =5n

3
Upy=n"+3  v,=2"+n Vo=
83.1. Justifique que:
a) (U)o b) (V)0 ) (w,)>0

83.2. Quando N —+w, qual o comportamento das

sucessoes:
o) el
u, Vn Wn

= LIMITES DE SUCESSOES E CONVERGENCIA

> Nogao de Limite Real

1 2 10 15 50 100 | 1000

Un

3 2,5 2,1 | 2,067 | 2,02 | 2,01 | 2,001

Seja a sucessdo (u,) definida por u, —24+ 1,
n

1 1
Como (—j — 0 podemos concluir que: (2+—j — 2 Conclusdo essa que é confirmada pela tabela de cima.
n n

Entdo limu, =2 < limu, —2)=0

A leitura da tabela também nos sugere que, por exemplo, depois do 102

termo, todos os termos pertencem a vizinhancga de centro 2 e raio 0,1, ou seja:

Sen>10entdo |un —2| <01.

Mas note-se que, por exemplo, a partir da ordem 1000, todos os termos

pertencem a vizinhanga de centro 2 e raio 0,001, ou seja:
Se n > 1000 ent&o |u, —2| <0,001.

[ %)
°
[
°
®
°
3
°
°
°
3
®
®
°
°
®
©
e

Dizemos que (U,) tende ou converge para 2, ou ainda que este valor é o limite da sucessdo.
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Uma sucessgo (v, ) diz-se um convergente para o

numero real a se, qualquer que seja o numero real
positivo J, existe uma ordem p a partir da qual se tem:

v, -8/ <35 .
V5>0 3peN:n>p = |v,-a|<s

Representa-se por: Iim(vn)za ouv, —>a

Uma sucessao (Vn )diz—se um convergente para o

nUmero real a se a sucessdo (v, —a) é um infinitésimo

limv,)=a se esése limv, —a)=0

Quando uma sucessdo converge para um nimero
real, diz-se que a sucessdo é convergente.

Se a sucessdo tender para +o ou -, diz-se que a
sucessao é propriamente divergente.

A uma sucessdo que ndo tenha que qualquer
limite (finito ou infinito), ou que tenda para
infinito sem sinal, chama-se oscilante.

Convergentes Propriamente

Sucessoes divergentes

-~
S~
Divergentes

Oscilantes

2n+1
Exemplo: Seja a sucessdo (Un) definida por u, = .
n

1. Determine a ordem a partir da qual todos os termos da
sucessdo distam de 2 menos de 0,01.
2. Mostre (un )que converge para 2.

Resolugao:

2n—-1-2n

2n-1
1. |u, -2 <001 ‘——2‘<o,01© <0,01
n

=

1 <00l l<0,01<:> n>100
n n

Conclui-se que a partir da ordem 100, todos os termos da
sucessdo distam de 2 menos de 0,01.
2. Mostrar que (un)—>2 equivale a mostrar que (un —2)—)0.

12 processo: (u, —2)—>0<
©(V6>0 IpeN: n>p = |v,-2<0)

U, -2/<6 < E—2<5<::> —l
n n

1
<0 —<o&
n

1 . L
= >g Para qualquer & > 0 existe uma ordem p que é igual
ou superior ao maior nimero natural que ndo satisfaz a

. 1
condigcdaon > g .

2n-1
=1
n

29 processo: U, —2=
s (L) o A
A sucessdo| — | é um infinitésimo de referéncia, logo por
n

~ 1 . P ~ .
comparagao (——] também é um infinitésimo entdo conclui-
n

se que (u,)—>2.

Notagdo: Vs(a) lé-se vizinhanga de centro a e raio &.
Vs@@)=la-s , a+d[

Teorema: Se uma sucesséo (v, ) é convergente, entdo

o limite para o qual converge é unico.

Exercicios:

86. Considere as sucessodes (Uy) e (V,) definidas por:
n+1 3n+1

= e Vn =

2n n

n

86.1. Determine a partir de que ordem se tem:

<0,01

1
Uy, —E

86.2. Determine a ordem a partir da qual
V,eB-5,3+0]se:

a) 6=0,01 b) &=0,002 c) 5=10""

87. Considere a sucessdo (V,) definida por:
2n

V., =
" n+1

87.1. Determine a menor ordem a partir da qual
todos os termos da sucessdo pertencem:

a) ao intervalo ]2—0,1 ;2+0,1[ b) Vo,oa(z)
87.2. Mostre que (Uy,) é convergente para 2.

88. Considere a sucessdo (v,) de termo geral:
1

—_se N impar
10
V., =
"1
- n
o se n par

88.1. Calcule os trés primeiros termos da sucessdo.
88.2. A sucessdo (V,) € mondtona?
88.3. Determine o numero de termos que ndo

pertencem & vizinhanga V0,15(0)-

88.4. Existe uma ordem a partir da qual todos os
termos da sucessdo pertencem a V0101(0)? Justifique.

88.5. A sucessao (V,) converge para zero? Justifique.

89. Considere as sucessdes (a,) e (b,) definidas por:
n-2 3
a,=—— e b=
" n+1 " 2n-1
89.1. Mostre que (a,)—1.

89.2. Mostre que (b,) é um infinitésimo.
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> Convergéncia de Sucess6es Mondtonas e Limitadas

3n-1
Consideremos a sucess3o (u,) definida por u, = .

Verifiquemos que a sucessdo é monétona, limitada e convergente.

-n+n+l 1

>0

1 1 1 1
Monotonia: U, —U, =3———[3__): +
n

Como concluimos u,,,

1
Limitada: u, =3——
n

1 a .
0<—=<1, Vne N —(enquadramento de referéncia)
n

1
—-1<-——<0 — somando3
n

1 o

2<3-—<3 —entdo: 2<u, <3, Vne N
n

A sucessdo é limitada.

Convergente: Sendo a sucessao estritamente crescente e
3 o menor dos majorantes, concluimos que (uy) é
convergente para 3. Verifiquemos:

0)>3 & (350 (-3)=3-13--1

1
Como (——) —> Ofica provado que (u,)— 3
n

ntl n_ n(n+i)

" n(n+1)

—U, >0 que a sucessdo é estritamente crescente.

Teorema: Se uma sucessdo (v, ) é monétona e

limitada, entdo é convergente.

— Toda a sucessdo limitada é convergente?

Nem todas. Ha sucessGes limitadas ndo convergentes.
Por exemplo, a sucessio (a, ) definida por a, =(-1)" .

E limitada, uma vez que: —1<a, <1, VneN.

No entanto, a sucessdo ndo é convergente, uma vez que:
Senéimpar lima,=—1 esenépar lima,=1.

— Toda a sucessdo mondtona é convergente?

Nem todas. Basta pensar na sucessdo mais simples das ja
referidas, a sucessdo dos numeros naturais, (un):m—m , para

se concluir que ha sucessdes mondtonas ndo convergentes.

— Uma sucessdao pode ser convergente e nao ser
mondtona?

Sim.

Por exemplo:

A sucessio caminha para
0 ¢ ndo é mondtona

Exercicios:

90. Seja a sucessdo (uU,) definida por: u, = an+7
2n+1

n

90.1. Mostre que U, =2+

, Vne N.
2n+1

90.2. Estude (U,) quanto a monotonia.

90.3. Indique um majorante e um minorante do
conjunto dos termos da sucessao.

90.4. Mostre que (un)—>2 .

91. Dé exemplo de uma sucessdo (V,) que satisfaga as
condigoes:

91.1. mondtona ndo convergente.

91.2. mondtona e limitada.

91.3. limitada e ndo convergente.

91.4. crescente e convergente para 4.

91.5. decrescente e convergente para 1.

91.6. ndo mondtona e convergente para 3.

. ~ 3n-1
92. Considere a sucessdo de termo geral: U, =
n+2
92.1. Estude (u,) quanto a monotonia.
92.2. Prove que (U,) é limitada.
92.3. Mostre que (u,)—3.
. ~ n
93. Considere a sucessdo de termo geral: v, = 2
n+

93.1. Estude (v,) quanto a monotonia.
93.2. Justifique que a sucessao é limitada.
93.3. Mostre que (V,)—7.

94. Dé exemplo de uma sucessado que verifique as
condigoes:

94.1. é crescente e ndo é infinitamente grande
positivo.

94.2. é ndo limitada e ndo é um infinitamente
grande.

94.3. é infinitamente grande negativo e ndo é
decrescente.

95. Seja (V) a sucessdo de termo geral:

1+1 se N impar
n
n
1
1-— se n par
n p

Justifique que (v,) é convergente e ndo é mondtona.
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> Teorema das Sucessoes Enquadradas

A propriedade que vamos estabelecer permitir-nos-a calcular limites de sucessoes, por enquadramento.

_ . . 2n+3Y" an+3) (2 1Y
Seja a sucessdo (u,) definida por u, = . u, = =|—+—
3n 3n 3 n
Determinemos o seu limite.
2n+3 2 1 2 1 feing:
Visto que =-+=->= porque =>0, VneN Exercicios:
3 n 3 n 96. Considera as sucessdes (Up) e (v,) tais que:
2 1 11
e para n=4, —+—<— un:2+E e vn:2+i
3 n 12 n n
2 2 1 11 Dé exemplo de uma sucessdo (W,) que satisfaca a
entdo, —<—+—<— Ve N\{1, 2,3} - "
3 3 n 12 condigdo V, <W, <U, para todos os valoresde na
2 2\" 11 11)" partir de uma certa ordem.
Como —<1, [—| »0ecomo —<1, |—| —0. o
3 3 12 12 97. Recorrendo ao teorema das sucessdes

e . enquadradas, mostre que a sucessdo de termo geral:
Observando o grafico seguinte, constatamos que para

n
2n+3)" U, =——— é uminfinitésimo.
Nn=>4 , ostermos da sucessao ( j estao n"+1
n
compreendidos entre os termos das sucessdes 98. Dada a sucessdo de termo geral Uy :(1 +Hj ,
n n n
2 o 11 logo 2n+3 50 sabe-se que2<u, <3, Vn>1.
3 12 3n u
Mostre que Iim(—”j =0.
2\" n
1751 o A termos de (—)
3 99. Dada a sucessdo te termo geral: U, =——
15 an+1
° n 1 1
12 O termos de (2n+3j 99.1. Prove que: —<u,<—, VneN.
L ° 3 5 4
® e 99.2. Calcule limu, .
0.75 e n
11
4 MEIA < termos de (—j
0.5 N ° o 4 12
(&)
0.25 A ° ~
A L %o n Teorema das sucessoes enquadradas
A N .
1] 1234567809101 Se (un) e (Vn)sao sucessOes convergentes para o
mesmo limite a e se a partir de certa ordem (w,, ) é tal
O célculo de limites efectuado deste modo é que U, <W, <V, entdo limw,)=a .

garantido pelo teorema ao lado.

= PROBLEMAS DE LIMITES COM PROGRESSOES

> Dada a sucessao (an) cujos primeiros termos sdo: 8, 11, 14, 17, ... e admitindo que o padrdo se continua a verificar, qual

serd o seu limite?
Ao observar a sucessao dada constatamos que (an )é uma progressdo aritmética de razdo 3 e 12 termo 8.

Entdo tem termo geral: ap :8+(n—1)><3<:>an =3n+5
Assim: N . N .
N —+o0 , é um infinitamente grande de referéncia. Qualquer progress3o aritmética (u, ) de razdo positiva
3n+5—>+00 ,umavez que 3n+5>n, VneN € um infinitamente grande positivo, se a razdo é
Logo: negativa é um infinitamente grande negativo.
lima, =-+o©
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Designemos por S, a sucessdo cujo termo de ordem n é a soma dos n primeiros termos de (an) e calculemos o seu limite.

a; +a
Sn :gxn
2

, _[8+(3n+5) _(3n*+13n) _ (3n* 13n
limS, =lim fxn =lim EE— =lim T+T

Assim:
n? — 400 , é um infinitamente grande de referéncia.
3n? 3n?

O limite da soma de todos os
termos de uma progressao
aritmética (un) € um infinitamente
grande positivo se a razdo é
positiva e um infinitamente
negativo se a razao é negativa.

2 >+ , uma vez que T>n2, vneN
3n* 13n 13n 3n* 13n _3n’
——+———>+0 ,umavezque — >0, VneNeporisso —+—>—— VneN
2 2 2 2 2
Logo: limS, =
. x . 1111
> Consideremos a sucessao (bn) da qual se apresentam os seguintes termos: 'E 28 E . Qual serd o seu limite?
1 1
Estamos perante uma progressdo geométrica de razdo > cujo termo geral sera: 5

1 n
Como: (Ej — 0, é um infinitésimo de referéncia.
Temos que: limb, =

Seja Sn a sucessao cujo termo de ordem n é a soma dos n

primeiros termos de (bn) e calculemos o seu limite.

1-r"
S, =b; x
AR
n
1
1-= n
. . 2 1 . 1
ImS, =lim/ 1x——*—|=—=2  Vistoque: |=| —0
1 1 2
1-= -
2 2

Entdo de uma forma geral, considerando (u, ) uma
progressdo geométrica derazaor,comr#1,e
designando-se por S a soma de todos os termos, ou seja o
limite de S,,, vem:

: : 1-r"
S=limS, :Ilrr{ulx - ]

- se |r|<1 entio r" ->0:

- se |I’| >1, o limite de S, depende do sinal do primeiro

termo, bem como da razdo da progressdo geométrica ser
inferior a -1 ou superior a 1.

u; >0 u; <0
r>1 - 'A§‘—>+m“ S, o =
i‘< 1 ‘ 5%0‘ Sy =00

Exercicios:
100. Calcule a soma de todos os termos das seguintes
progressdes aritméticas:

371115 19

100.1. —,—,—,—,—,.... 100.2.-10,-6,-2,2,6, ...

101. Numa progressdo geométrica o primeiro termo é
64 e o quarto termo é 1.
101.1. Escreva uma expressdo para o termo geral da

progressao.

101.2. Calcule a soma de todos os seus termos.
. . 2"

102. Considere a progressao: p, :$

102.1. Prove que (p,) é uma p. g..

102.2. Determine a soma dos 10 primeiros termos.
102.3. Determine a soma de todos os termos da
progressao (pn).

103. Uma bola é largada de uma altura de 6 metros.
Sabendo que cada vez que a bola bate no solo e volta

. 3 . .
a saltar, atinge Z da altura anterior, determine a

soma das alturas que a bola atingiu.

104. Conta-se que um principe do oriente quis
recompensar o seu subdito Sessa pela invengdo do
Xadrez. O inventor ao ser questionado sobre a
recompensa, respondeu:

“O tabuleiro de Xadrez estd dividido em 64 quadrados:
quero apenas um gréo de trigo no primeiro quadrado,
2 no segundo, quatro no terceiro, oito no quarto e
assim sucessivamente, até ao ultimo.”

104.1. Determine o nimero de grdos de trigo que
Sessa pediu.

104.2. E se o tabuleiro tivesse um nimero infinito de
casas?
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O que é Matematica?

“A matemitica é o alfabeto com o qual Deus escreveu o universo.”
Galileu Galilei

“A  matematica (do grego paOnua, transl. mathéma, "ciéncia"/"conhecimento"/"aprendizagem"; e
poBnuatikoc, transl. mathématikds, "apreciador do conhecimento") é a ciéncia do raciocinio logico e abstrato.
A Matematica estuda quantidades, medidas, espacos, estruturas e variagdes. Um trabalho matematico consiste
em procurar por padrdoes, formular conjecturas e, por meio de deducdes rigorosas a partir de axiomas e
defini¢bes, estabelecer novos resultados.”

http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%Altica

“A matemdtica é a ciéncia do raciocinio légico e abstrato. Ela envolve uma permanente procura da verdade. E
rigorosa e precisa. Embora muitas teorias descobertas ha longos anos ainda hoje se mantenham vdlidas e uteis,

a matemadtica continua permanentemente a modificar-se e a desenvolver-se.”
http://pt.wikiversity.org/wiki/Portal:Forma%C3%A7%C3%A30 B%C3%Alsica/Matem%C3%Altica/O que %C3
%A9 Matem%C3%Altica %3F

“A matematica ndo é sobre simbolos e contas. Estas sdo apenas ferramentas do oficio (...). A matematica é
sobre ideias. Em particular, é sobre a forma como diferentes ideias se relacionam entre si. Dada uma certa
informacdo, que mais necessariamente se segue?”

http://www.srcoronado.com/smf/index.php?topic=15.0

“A Matematica oferece-nos um conjunto singular de ferramentas poderosas para compreender e mudar o
mundo. Estas ferramentas incluem o raciocinio légico, técnicas de resolucdo de problemas, e a capacidade de
pensar em termos abstractos.”

http://www.e-escola.pt/canal.asp?nome=matematica
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MATEMATICA 112 classe // Fungdes Trigonométricas

1 Funcédo seno

Uma forma de obter o grifico da funcdo real de varidvel real
y=sin x consiste em considerar os valores x para os quais conhece-
mos o valor de sin x .

Considerando a fungdo f: x\__y=sinx temos:

«D;=R

eDy=[-1, 1]

osin (2n+x) =sinx, Vx €R, diz-se que a fungdo seno é perio-

dica, de periodo 2.

o A fungio seno € uma fungdo impar
sin(—-x)=—sinx, VxER.

(O seu grafico é simétrico relativamente 3 origem.)
o A funcio seno ¢ estritamente crescente, por exemplo, em:
T X 3 Sm
-=, =l eem |—, —|-.
272 2" 2
o A funcéo seno é estritamente decrescente, por exemplo, em:
T n 3n
—ﬂ, -—| eem |=—, =|-
2 2 2. 2
¢ A funcdo seno tem valor maximo 1 para:

x=—72£+2k7c, REZ.

o A funcido seno tem valor minimo — 1 para:

x=~-§+zkn, LEZ.

« A fungdo seno tem zeros para:

x=kn, REZ.

Material de Apoio (1)

2 Funcao co-seno

Se num referencial consideramos 6 a abcissa e cos 6 a ordenada
obtém-se o gréfico da fungdo definida por y =cos x .

¥

Considerando a fungdo f:x < __~y=cosx, temos:
e Dy=[-1, 1]

ecos (2n+x)=cosx, Vx€IR, diz-se que a funcdo é periddica
de periodo 27 .

» A funcao co-seno é uma funcdo par
cos (—x)=cosx, VxER.
(O seu grafico é simétrico relativamente ao eixo das ordenadas.)

o A fungdo co-seno € estritamente crescente, por exemplo, em:

[-n, 0] eem [r, 2m).

o A fungdo co-seno € estritamente decrescente, por exemplo, em:

[-2rn, —x] eem [0, w].

o A fungdo co-seno tem o valor mdximo 1 para:
x=2kn, kEZ.

o A funcdo co-seno tem o valor minimo — 1 para:
x=m+2kn, kEZ.

s A fun¢do co-seno tem zeros para:

x=§+kn, kEZ.

3 Funcdo tangente

Se num referencial se considerar @ a abcissa e tan 6 a ordenada,
obtém-se o grafico da funcao definida por y=tan x .

/E i E B

-2 E__3£ a3 E‘ﬂ 0O m. w 3w, 2n/
{2 2 ! 2!

Considerando a fun¢io f: x < _~y=tanx temos:

N

oD,=|R\{§+kn, kEZ}

? D'/: R

e A fungdo é impar
tan (-x)=—tan (x), Vx € D,.

* A funcdo tangente é crescente em todos os intervalos do tipo:

J—%+kn, %+kn[, kEZ.

¢ A funcio é periédica de periodo 7 :
tan (T +x) =tan (x), V x € D;.

» A fungdo tem zeros para:
x=kn, REZ.
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MATEMATICA 112 classe // Resolucdo de Sistemas de Equacdes Material de Apoio (2)

Método de adicdo ordenada

Por vezes a resolucao de um sistema fica facilitada se se recorrer a seguinte propriedade:

[Num sistema de equacoes, se for substituida uma equacado pela que se obtém, adicionando-lhe,
! membro a membro, outra equacao do sistema, obtém-se um sistema equivalente.

Quando um sistema é resolvido com a aplicacao desta propriedade, diz-se que ¢ utilizado o0 método de
adicao ordenada. Muitas vezes, a resolucao de um sistema é feita com recurso aos métodos de adicio

ordenada e de substituicdo [métedo misto), como a sequir se exemplifica.

Exemplo

2X—-y+z=-1

Resolucao do sistema de equacoes: { —x+3y—2z=0
X+y+z=3

! . LT o B I
 Observa-se que os coeficientes de y na 1. ena 3.2 equacdo sdo simétricos. Se adicionarmos estas Ipyrzee] |
i o P : ; = _ i
i duas equagdes, membro a_membro, ehmma—sie o y.lIsto &, obtém-se a equacao 5x + 2z2=2. Esta +3x by +z=23 ’
: equacao vai substituir, no sistema, a 1.> equacdooua 3.2. Ex+0+0z=7 |
L

Facamos a substituicao, por exemplo, da 3.2 equacao .

e e smmmres Sl — o o0 % U ek

2X=y+z=~1 2% —=Y+z= =1

—~X+3y=-2z2=0+4 {—x+3y—2z=0
3X+y+z=3 DX 2z =2

) !
De seguida, uma estrat~eg|a possivel € eliminar y | Multiplicam-se:ambos os mem-  (x3) 2x—y-+z=—1 :
entrea 1.2 ea 2.2 equacao, de modo a obter uma " bros da 1.° equac3o por 3. & bx-3y+3z=-3 |
| )
! !

|
|

nova equacao apenas com as incégnitas x e z. De seguida, substitui-se, por Y .
exemplo, a 1.° equacado pela SR
~ s + —x+3y~-2z=0
¢ egquacao que resulta da adicao 5 il
bx4+0+2=-3

' ordenadada 1.2 coma 2.2. A

2xX—y+z=-1 6x = e+ 3z =—3 5x+z=~3
= X+3y~2z2=0 {=x+3y-2z2=0 & j=x+3y=2z=0
Sxit 2z=2 Ox +22=2 O+ 2z=2

Repetindo os procedimentos anteriores em relacao as 1.2 e 3.% equacdes, obtém-se o valor de z.

—bx—-2z=3 Z =5
—X+3y—-22=0<= {-x+3y-2z=0
S5x+2z=2 bx+2z=2

Conclui-se a resolucao do sistema substituindo os valores a medida que sao calculados, conforme

se indica a seguir.

b2 5 |
7 = 5 14 B B = A T T -
_ =10 ke i A solucao do sistema é o terno |
et X+ R y 5 ! ordenado:
8 |
X e 8 ' _(_8 14 ;
5 X = g : (X » Yo Z) "( 3 ) 5 ’ 5) |
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Representacdo grafica de fungdes da familia: y=mx +a +

Material de Apoio (3)

cx+d
b
e y=a+ (m=0)
cx+d
Grafico: Variagdo:
¢
y ' A funcdo é decrescente nos intervalos:
—>0 ! d d
¢ = —00,——| e |-—,too
" > c c
o) X
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