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TEMA 1
GEOMETRIA

INTRODUCAO

Um olhar atento sobre aquilo que nos rodeia é suficiente para identificarmos modelos construidos pelo Homem ou
pela prépria Natureza relacionados com a geometria do plano e com a geometria no espago.

Esfera Armilar — Séo Tomé

Museu do Louvre — Paris

Banco Central de Séo
Tomé e Principe — Séo
Tomé

[

Forte — Sdo Tomé

Cubo da Ribeira — Porto Roga Sundy - Principe




PROBLEMAS GEOMETRICOS NO PLANO E NO ESPACO // SECCOES NO CUBO

=  PAVIMENTACOES

Uma pavimentacdo do plano é um conjunto de mosaicos que cobre completamente uma superficie, sem

sobreposicGes nem espacos intermédios.

Poligono regular Soma dos angulos internos

Para pavimentar uma superficie
plana, usando figuras geométricas
de modo a ndo existirem falhas e
sobreposicGes, existem condicBes
que tém que ser respeitadas. Em
torno de cada vértice (ponto que

converge mais de uma figura):

- a soma dos angulos internos das
figuras usadas tem que ser 360°;

- tém que convergir 3 ou mais
figuras geométricas.

Nota:
Poligono reqular é uma figura

geométrica com dngulos e lados
iguais

Exemplos:

Pavimentagdo regular

B riangulo ~
equildtero 6 x 60° = 360°
‘ . E possivel
~Quadrado , deal
B : 20 4 X 90° = 360°
| E possivel
- Pentadono . 3x108°=324° ,
Nao & possivel pavimentar,
\ , devido a existéncia de uma falha
- Falha 2 3 : Sas
- Hexagono v :
B 3X120°= 360°
 Epossivel
- >360°

- Nao é possivel pavimentar,

~ devido  existéncia de uma sobreposicio

Mauritius C. Escher

M.A.(1)




=  AREAS E PERIMETROS

( NOME j[ FIGURA )[ AREA
Triangulo B\ /nl hio\ N A= ;
\ / 1
o \/ _h o AN
b b
Quadrado p A= Ixl
Rectangulo h A=bxh
Paralelogramo h A= bxh
b
Trapézio h A= Berxh
2
Losango A= Dxd
2
: \
Poligono // ‘> A= —xa
regular \ A /,
\\*;,J P — Perimetro
\\
Circulo ' A=nr?

3. Um jardim com 450m” de 4rea
esta dividido em duas partes. Qual é
a area da parte maior plantada?

30m

4. Determine o valor de X, sabendo
que a area do triangulo é um terco da
area do rectangulo.

M % A

5 cm

A

Exercicios:

1. Calcule a area das seguintes
figuras:

3,6 m

F1

A A
1,6 m
v
Mo o
B 6 m
l«zm—»

30m

2. Se o circulo da figura tem area
27, qual a area do quadrado nele
inscrito?




= SEMELHANGAS NO PLANO

Classificacdo de triangulos

- Quanto aos lados

AN

Escaleno: trés lados diferentes | Isdsceles: dois lados iguais

Equilatero: trés lados iguais

- Quanto aos angulos

T

Obtusangulo: com um angulo
obtuso (>90°)

Acutangulo: trés angulos
agudos (<90°)

Rectangulo: com um angulo
recto (=90°)

Exercicios: B

5. Considere a figura seguinte:

5.1. Justifique que os triangulos
sao semelhantes. 2
5.2. Determine AC e BC.
Y1
A

6. Calcule altura da falésia sabendo que o chapéu-de-sol tem 2 metros
de altura, a sua sombra tem 2,6 metros de comprimento e a sombra

da falésia tem 26 metros de comprimento.

A
: >
S /7
e 7
-~ P 7
— = / 7
e 7
' 7
7z 7
7’ 7’
7’ 7’
7 4
et 4
7 ’

e

7. Utilizando o seguinte esquema calcule a largura da auto-estrada:

Semelhanca de tridangulos

Dois triangulos sdo semelhantes se tiverem:
- dois angulos iguais:

NN

- os trés lados proporcionais:

PVAN

- dois lados proporcionais e o angulo, formado
por eles, igual:

4

Poligonos semelhantes:

Dois poligonos com o mesmo numero de
lados dizem-se semelhantes quando tém de
um para o outro:

- angulos geometricamente iguais;

- lados correspondentes proporcionais.

8. Sabendo que os seguintes poligonos sdo
semelhantes, indique as medidas que faltam.

8.1.

7,5cm

8.2.




= POSICAO RELATIVA DE RECTAS E PLANOS

Definicdo de recta e de plano:

- Dois pontos distintos, A e B, definem a recta AB.

- Trés pontos nao colineares definem um plano.

> Posic¢ao relativa de rectas:

Rectas complanares
Rectas concorrentes

-

> Posicao relativa de planos:
Planos coincidentes

Rectas estritamente paralelas

Planos estritamente paralelos

> Posic¢ao relativa de rectas e planos:

Recta paralela ao plano Recta secante ao plano

= SOLDOS / SOLIDOS PLATONICOS

B
e

A

*

>
(N

Rectas coincidentes

/

Planos concorrentes

Rectas ndo complanares

/

Exercicio:

9. Considere a figura:

Recta aposia ao plano

e

Indique duas rectas:
9.1. paralelas.

9.2. concorrentes.
9.3. perpendiculares.
Indique dois planos:
9.4. coincidentes.
9.5. concorrentes.
Indique uma recta:
9.6. perpendicular ao
plano ABC.

<

N3do Poliedros Poliedros

Irregulares

Regulares

Sélidos geométricos cujas faces
sao figuras planas.

Sélidos geométricos cujas
faces ndo sdo todas planas.

N3o regulares.

Poliedros em que as suas
faces sdo geometricamente
iguais e nos seus vértices

—— :
! Q 5_ I concorrem o mesmo nimero
; de faces e arestas.
~ TETRAEDRO CUBO OCTAEDRO DODECAEDRO SAEDR l
4 faces, 6 faces, 8 faces, 12 faces, 20 faces,
triangulos equilateros quadrados triangulos equilateros ~ pentagonos regulares  triangulos equilateros

> Solidos Platénicos

Exercicio:
10. Porque é que

platénicos?

existem apenas 5 sdlidos|

M.A.(2)




=  \VOLUMES DE SOLIDOS

’ SOLIDO ][ PLANIFICACAQ ]( AREA LATERALJ[ AREA TOTAL J( VOLUME

S 4=

A =4a’ A =63’ V=a

CUbo - - - S " —— A ——
'h AL=Pth AT=A|_+2Ab V=Ath
P, — Perimetro A, — Area
Prisma _ga base [ dabase |
A =Ppxg= Ar=A+2A,= V=A,x h=
= 2nrxg =2nrg + 2mr? _qr? x h
C;hndro g Geratriz
1
P el
AL=7b x ap  Ar=A+A 3 Aexh
_ Pigmide 1 ap—Aptma
Ar=A+ A= =3 Aexh=
2
=g + 7r LU S
3
— — A=4n r* V= %ﬂ' r3

Esfera |

13. O sélido da figura é um cubo de aresta
10cm onde foi escavado um cilindro cuja base
tem um raio de 5cm. Calcule o valor exacto do
volume do sdlido.

Exercicios:
11. Calcule o volume da

cada um dos solidos

representados:

S1

S2

S3

S4

S5

12. Na figura temos uma
esfera inscrita num cilindro
com altura de 10cm.

12.1. Calcule o volume de
cada um dos sélidos.

12.2. Qual a razdo entre os
seus volumes.




=  SeccHes No CuBO

Quando se intersecta um cubo com um plano a sec¢ao que se obtém vai depender do nimero de faces do cubo
gue o plano intersecta, isto &, se o plano intersecta 3 faces a seccdo obtida sera um triangulo, se intersecta 4
faces a seccdo obtida sera um quadrilatero, se intersecta 5 faces a seccdo obtida serd um pentagono e se
intersecta 6 faces a sec¢do obtida sera um hexagono.

A 1 !
. =
By i /|

£ // | 7 |
15 | A
1/ // ; —)‘ ; \'\ : )
- B . Jo - Y- -
//, / . //

Exercicios:

M.A.(3)

14. Na figura estdo representados um cubo
com 8 cm de lado e um prisma triangular.

A
14.1.Utilizando as letras da figura, indique:
a) uma recta perpendicular ao plano EFB.
b) duas rectas estritamente paralelas.
c) dois planos que se intersectam na recta
EF.

14.2.Sabendo que AB = 14 cm determine:
a) o volume do prisma.

b) o volume do sélido.

14.3.Determine a area da secg¢do obtida no
cubo pelo plano:

a) AFG.

b) EGM.

15. A figura representa um prisma recto
cujas bases sdo trapézios.

A

)

D ¢

A B
Indique as posi¢des relativas de:
15.1. EG e AB.
15.2. BC e o plano HIE.

15.3. plano AIE e plano ABI.
15.4. plano HIE e plano ABC.

16. Na figura esta representado um cubo com 9 cm de aresta CJ = Al = 3cm.

H G
16.1. Calcule o comprimento exacto de [JG]. c /‘/J/? : =
16.2. Determine o valor exacto do perimetro i D
do quadrilatero [FGLJ]. i
16.3. O plano IJG divide o cubo em dois sélidos. B0 F
Calcule a razdo entre os seus volumes. A ! =

17. 2 Determine o volume do tronco de cone
representado na figura a sombreado.
(apresente o resultado final arredondado as

centésimas)

»T

18. Determine a area da secgdo obtida no o D
. « C
octaedro regular, com 5cm de aresta, feita B/
pela intersec¢do do plano BDE.
E
19. A figura é constituida por um cubo e um cilindro
C r de base inscrita na face superior do cubo.
u ‘?_ ) A altura do cilindro é 8 cm e o seu volume é
! E 200n cm®. Determine o volume do cubo.
1
. =
A B

20. O solido representado na figura é constituido por um cubo, e por uma

piramide com altura igual a do cubo. v
20.1. Determine o volume do sélido.

20.2. Determine a drea da secgdo produzida no g c
sélido pelo plano:
a) AHG.
b) AFC. s
c) CGV.

60 c¢m




REFERENCIAIS E CONDIGOES NO PLANO E NO ESPACO

=  REFERENCIAL CARTESIANO NO PLANO: COORDENADAS DE PONTOS E SEUS SIMETRICOS

O referencial cartesiano, que vamos utilizar no nosso estudo de geometria analitica, é constituido por dois eixos
perpendiculares (ortogonais) e monométricos.

JA
22 Quadrante 12 Quadrante
Coordenadas
. B&f———w——— 20 .A
A cada ponto corresponde um par ordenado de numeros: as ! ‘
coordenadas do ponto. A primeira coordenada diz respeito ao eixo ‘ 1+ ;
horizontal (eixo Ox) e designa-se por abcissa e a segunda coordenada —t—t—+5 —t— —
. . . . . . ) -1 1 2 3
diz respeito ao eixo vertical (eixo Oy) e designa-se por ordenada. ; 1
A(3,2) < T
32 Quadrante o
Como R’ =R x R é o conjunto de todos os pares ordenados formados 42 Quadrante

por numeros reais, também chamamos ao plano R”.
Em geometria algébrica a cada representacdo geométrica corresponde uma representacdo algébrica e vice-versa.

Simetrias
i d A | i Exercicio: ;
i, i ) A
Considerando o ponto A, por exemplo, verifica-se que o seu 21. Considere a figura A ‘
simétrico: 5 |
- ]
- relativamente ao eixo Oy é B(-3, 2). Lo 1}:7” L
. . . SN 1
- relativamente ao eixo Ox é D(3, -2). SN
- relativamente a origem, O, é C(-3,- 2). . L g
-l o[ ~- T X
1 . [
! . [
De uma forma geral, sendo P um ponto com coordenadas : i NN
(a, b) com a e b reais temos: F £

- O simétrico de P relativamente ao eixo Ox tem como

coordenadas (a, - b). 21.1. Identifique as coordenadas dos pontos A, B,

C,D,EFGeH.

- O simétrico de P relativamente ao eixo Oy tem como } s
y 21.2. Indique as coordenadas do ponto simétrico

coordenadas (- a, b). a) a G relativamente ao eixo Oy.

- O simétrico de P relativamente a origem tem como b) a E relativamente a origem do referencial.

coordenadas (- a, - b). c) a B relativamente ao eixo OX.

=  RECTAS PARALELAS AOS EIX0S COORDENADOS // BISSECTRIZES // SEMIPLANOS

Rectas horizontais Rectas verticais Bissectrizes dos quadrantes
A equacgdo de uma recta horizontal é do | A equagdo de uma recta vertical é do Bissectriz dos quadrantes impares: y = X
tipoy =h. tipo x = a. Bissectriz dos quadrantes pares: y = -X
O eixo Ox tem equagdo y = 0. 0 eixo Oy tem equagdo x = 0.
.yﬂ y \ \ y‘\ y
b y="b E AR N Sy=n
Y . S — - K.\‘ /
{ "", __1 :f’}
o i a! O ; --J| / x'll '}’6
| Vi N
n=al ‘

10



Semiplanos: Uma recta divide o plano em dois semiplanos.

O semiplano sombreado na figura O semiplano sombreado na figura 0 se:‘mlplano sombreado corresponfle ao
representa-se pela condigdo: X < 1 representa-se pela condigdo: y > 3 conjunto de pontos do planq que tem
ordenada menor do que abcissa. Pode
4y x=1 Ay por isso ser representado pela condicdo:
»>3 y<X
_____________________________ y=3
| 3 A
A =
! y y=x
|
(0] i1 x 17) x y
x< 1 L _
9 X
: . 4 y<x
Trata-se de um semiplano fechado Trata-se de um semiplano aberto .
porque a recta-limite também pertence | porque a recta-limite ndo pertence ao ‘
ao semiplano. semiplano.
Exercicios:
22.0bserve a figura. vl 25. No referencial estdo representados um rectangulo e um
Corresponda cada uma t u vl p quadrado. JA
B 2 A

das rectas a uma equagdo:

_ix=2 __IX=m
_y=2 _ iX=-2 s
_1y=0 __ _:x=-1
__y=m _ :Xx=0

.~ 2 .
23. Escreva uma condi¢do, em R *, que defina cada um dos
semiplanos seguintes:

b) bz
a) Y
i 2
i -
I -
i —_—
[
N : i :O et
fx_z{ o > 4k %
: L
1 4 e
i
i 4
i
i
d)
c) 7y JA
v
v
v
v
v
v
v
4
4
o % y >
//O %
4
4
v
v
v
v

24. Considere o ponto F(-4, 2). Escreva uma equacdo da recta
gue passa por F e é:

24.1. paralela ao eixo Ox.

24.2. paralela ao eixo Oy.

w
XY

-3l -\ © /i
d
e

C =2 D

25.1. Indique as coordenadas dos vértices do rectangulo.
25.2. Qual é o simétrico de C em relagdo ao eixo das
ordenadas?

25.3. Calcule a drea sombreada.

26. Quanto ao quadrado [ABCD], sabe-se que o ponto A tem
como coordenadas (-2, 1) e que os seus vértices sdo
simétricos, dois a dois, relativamente a origem do
referencial. Represente o quadrado [ABCD] num referencial
e indique as coordenadas dos outros vértices.

27. Indique o simétrico do ponto A de coordenadas (-1, 4)
relativamente a recta de equacdo:
27.1. x=3 27.2.y=0

28. Indique uma equacgao da recta...

28.1. ...paralela ao eixo das abcissas e que passa por A(2,5).
28.2. ...que passa por B(3, -1) e é perpendicular a recta de
equagaoy =4.

28.3. ...CDemque C(3,-2) e D(1, -2)

29. Represente o conjunto dos pontos do plano definidos

por:
29.1. x >3 29.2. y <0
29.3. y+X<0 29.4. x2 >

11




= NEGACAO, CONJUNCAO E DISJUNGCAO DE CONDICOES

Negacdo
Consideremos a condigdo X<-2.

A negacdo desta condicdo ou a condi¢do contrdria é x > -2.

f 1
’ : g O simbolo “~" |é-se “negag¢do de”, e
: representa a operacgao ldgica negag¢ao de
N : X uma condicgao.
2| o Y -2: 0
I
X<-2 ~(x<-2) & x>-2
Conjuncao Disjuncao
Consideremos em R? as condicBes: X<1 ; y>2 Consideremos em R? as condicdes: y<-1; X>3
A interseccdo dos dois semiplanos é definida pela A reunido dos dois semiplanos é definida pela
conjuncgao das condigdes que os definem. disjuncdo das condi¢cdes que os definem.
vt Y4 I
y22 A X1 «— :
I — > y<-1VXx>3
2 ! R
0 3
0 by " -1
O simbolo “A™ |&-se “¢”, e representa a O simbolo “V” |é-se “ou”, e representa a
operagéo Iogica conjungdo de duas operacao ldgica disjungdo de duas
condicdes. condicdes.
Exercicios:
30. Represente o conjunto dos 32. Defina através de uma condi¢do o conjunto de pontos assinalados no referencial:
pontos do plano definidos por: 32.1. 32.2. 32.3. 32.4.
30.1. ~(y<-4) I ¥ Y
30.2. x<3Ay<-2 § } 2 S
303. x>1Ax<-1 | | | L
30.4. x>1Vx>3 a 0 2 X —4 0 ' -1 10 3 x
30.5. y<SXAY20AX<2 =2 !
30.6. x<OVy>-x
30.7.(-1<x<1)V(-1<y<1) 33. Considere o conjunto: 34. Determine a € R de modo que:
30.8. Ixl <2 A={(x,y)€E R%:x<-3A y24} 34.1. O ponto L(a—1, 6) pertenga a:
30.9. Iyl >3 33.1. Represente o conjunto A num referencial. | ) rectax=3.

33.2. Dé um exemplo de um ponto que:

31. Escreva uma condi¢do, em a) pertencga ao conjunto A.

R2 que defina... b) ndo pertenca a A. bissectriz dos quadrantes pares.

31.1. ..o segundo quadrante. c) pertenga a A e a bissectriz dos quadrantes ,
31.2. ...0 quarto quadrante. pares. 35. Escreva, uma condicdo em R* que
31.3. ...a unido do terceiro e do d) pertenca a bissectriz dos quadrantes pares | definaum quadrado de lado 2 em que
quarto quadrante. mas ndo pertenca a A. dois dos vértices opostos tém como

e) pertenga ao 22 quadrante e a A.

b) bissectriz dos quadrantes impares.
34.2. O ponto M(a, a°) pertenca a

coordenadas (1, -2) e (3, 0).

12



= LEIS DE MORGAN

Nota Historica:
Considere o dominio plano representado na figura. Vv Augustus de Morgan
(1806-1871)
Este dominio pode ser definido pela conjungdo de '
duas condigses: .
X2-2Ax<1 -2 0 | X
: vt : A representacdo geométrica do conjunto de Matematl iglés nascido
: : pontos que ndo fazem parte do dominio plano na india onde o pai foi
| I dado ¢ a representada na figura ao lado. oficial. Foi professor na
2: ol 11 - Este dominio pode ser definido pela disjungio Universidade de Londres,
1 1 de duas condicBes: onde evidenciou grande
: : X<-2VX>1 capacidade de ensino e de
investigacdo. Gostava de
enigmas, alguns dos quais
reunidos pela vidva Sophia
Comparando as duas situagdes, conclui-se que: || ~(X2-2Ax<1)=x<-2Vx>1 Elizabeth De Morgan no
~(x<-2VXx>1)=x2-2Ax<1 livro Budget of Paradoxes,
publicado em 1882.
Quadro Resumo:
D —_—
Num dado universo, séo dadas duas condicdes a(x) e b(x), sendo A e B || Exercicios:
0s respectivos conjuntos solucio. 36. Sem utilizar o simbolo ~, escreva as
condigdes equivalentes a:
. - 36.3. ~(x<3AXx22)
alx) A 36.4. ~(Xx>7VX<5)
36.5. ~(x22Ay<5)
b0 B 36.6. ~(x>-1Ay<3)
a(x) A b(x) (conjuncao) ANnB 37. Considere a regido representada a
sombreado:
alx) v blx) (disjuncao) AUB y
~alx) A (complementar) 2
~ bx) B (complementar) 5 X
Das seguintes condigdes, indique a que
- a define:
~(abrbl) & ~(al0)v~(bw) AnB=AUB (A)lylz2  (B)Iyl>2
—— (€©~y<2) (D) ~lys2)
~(a(x)vb(x)) o ~(a(x))/\~(b(x)) PriE s 38. O conjunto de pontos definido pela

& ; o — S

PNP =2

Nota: b ¢ o complementar de P, PUP =R?
U =

P & formado por todos os pontos
de IR? que ndo pertencema P.

condicao
~(y>XVy<O0)A x<2 é:

(A) um rectangulo.

(B) um quadrado.

(C) um triangulo.

(D) um paralelogramo nao rectangulo.

13




=  REFERENCIAIS CARTESIANOS NO ESPACO. COORDENADAS DE PONTOS

Eixo

2-1 0 1 2

Fixo das ¥
ordenadas 3/‘

Eixo das
abcissas 17

320
=11
21

Eixo A
das cotas/31._ @

Bi(1, 2, 3)

Eixo das
abcissas

Eixo das
ordenadas

Num eixo um ponto fica
definido conhecida a sua
abcissa.

C:\H/ﬂl

No plano um ponto fica
definido conhecidas as suas
coordenadas: abcissa e
ordenada.

As_~(2, 3)

No espago um ponto fica
definido conhecidas as suas
coordenadas: abcissa, orde-
nada e cota.

B~_~(1,2,3)

No espaco, um ponto é representado

por trés coordenadas.

A\_}(xla Vi 'ZI)

| |

cota

ordenada

abcissa

Ox — eixo das abcissas
Oy — eixo das ordenadas
Oz — eixo das cotas

o

®

2
i

@)
‘(—-——
\
\
f

¥

Os trés eixos sdo perpendiculares dois a dois e considera-se a mesma unidade

de comprimento para os trés.

Existe uma correspondéncia biunivoca entre R* (conjunto dos ternos

ordenados de elementos em RR) e o conjunto dos pontos do espago.

Exemplo:

Considere o paralelepipedo representado na figura e indique as coordenadas

dos vértices.

Resolugao:

A(2,0,0)

B(2,3,0)

(0, 3,0)

3 > D(2,0,4)
g E(2,3,4)

F(0,3,4)
G(0,0,4)
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Exercicios:
39. Indique as coordenadas dos
vértices do cubro representado.

40. Indique o eixo a que pertence o
ponto:

40.1. M (0, 3, 0)
40.3.R(-3,0,0)

40.2. N (0,0, 5)
40.4. P (0, -10, 0)

41. A figura representa uma caixa com
a forma de um paralelepipedo

rectangulo.
z{
C
i 6 cm
: B
B —_—
L0 y
Al - 3 cm
% 10 cm

Indique as coordenadas dos pontos A,
BecC.

42. A figura representada é um cubo
de aresta 6¢cm.

@
\
Ny

| I

~
T
N
~

e
{
S ——— C——
1
j
{
[\J

Indique as coordenadas dos vértices.

43. Uma aresta de paralelepipedo tem
por extremos os pontos (0, 0, 0) e
(3, 0, 0).
extremos em (0, 0, 0) e (0, 5, 0) e uma
terceira aresta tem (0, 0, 0) e (0, O, 2)
0s extremos.

Outra das arestas tem

Faca um esbogo do sdlido e indique as
coordenadas dos outros 4 vértices do
paralelepipedo.




= PLANOS COORDENADOS. PLANOS PERPENDICULARES AOS EIXOS COORDENADOS

Planos Coordenados

Num referencial Oxyz do espaco, os eixos Ox, Oy, e Oz definem dois a

dois trés planos.

s :r--kPlano xOy

X

. iy Wpp——

SRSEROVRNCITES 0.

O plano xOy é formado por
todos os pontos de cota
nula. E definido pela
condi¢do: z=0

todos

O plano xOz é formado por

ordenada nula.
pela condigdo: y=0

O plano yOz é formado por
todos os pontos de abcissa
nula. E definido pela
condi¢do: x=0

os pontos de
E definido

Assim, XOy, yOz e XxOz s3o os planos coordenados.

Os planos coordenados dividem os espago em oito

partes chamadas octantes.

Planos Perpendiculares aos Eixos Coordenados

Exercicios:
44. Na figura estdo representados 5
cubos de 1cm de aresta.

A
V4
c
c_|
L] | B
: i
ks 8 = :
/ A
i} Lo A
F g —_—

y

H
X
Indique as coordenadas dos pontos

assinalados e o octante a que

pertencem.

45, Considere o cubo [ABCDEFGO] com
2cm de aresta.

D E
Indique as coordenadas dos vértices e se
pertencem a algum plano coordenado.

Se um plano a é perpendicular ao eixo Se um plano f é perpendicular ao eixo Se um plano ¢ é perpendicular ao eixo
Oz, entdo todos os pontos de o tém a Oy, entdo todos os pontos de f tém a Ox, entdo todos os pontos de ¢ tém a
mesma cota. mesma ordenada. mesma abcissa.
A V4
z
Wi =i asmm A
y ¢ AL ,‘
Loas i > { ; [ !
S Bl ! ;
B ‘ S
N, - e e 2 0 y
0 y ’ y [ A
| |
X X ‘l?/ “P
O plano a é definido pela condigdo: O plano f é definido pela condigdo: O plano ¢ é definido pela condigdo:
Zz=Cc , ceR y=b , beR x=a , aeR
Exercicios: ZT 47. Escreva uma equacio do plano...
46. Sobre o sélido representado sabe-se que: Aﬁf ’7!8 47.1. ... paralelo ao plano xOy e que passa
AB=7; DE=4; BE =3 e A(0, 0, 7). HE— & por (2,3, 4).
46.1.Indique as coordenadas dos P 7 47.2. ... perpendicular ao eixo Ox e que
outros vértices do prisma. T 5 passa por (1, -2, 0).
46.2. Escreva uma condigdo que defina o plano: o B— 47.3. ... paralelo ao plano de equacdo y=-1 e
a) AHC b)CDE ¢)GBE d)HGD / 7 que contém a origem do referencial.
H

15




=  OUTROS LUGARES GEOMETRICOS NO ESPACO

Recta A
Na figura, em referencial o.m. Oxyz, estdo
representados dois planos a e f.
sE
(04 : |
O plano a é definido pela condi¢do z = 3.
O plano p é definido pela condigdo y = 2.
o
0 2 y
Arectar é ainterseccdo dos planosaefie
é definida pela condigdo y=2 A z=3. X B

Segmento de Recta

Considere o cubo de 4cm de aresta centrado na origem do referencial.

A recta FG pode ser definida pela condicao:

X=-2Ny=2
| F
A aresta [FG] esta contida na recta quando ' -
A { i

a cota esta compreendida entre -2 e 2. e

—
Podemos entdo definir a aresta [FG] pela - . G
condi¢do: (x=-2Ay=2)A-2<z<52 i ;

X l c

Os pontos do cubo tém abcissa, ordenada e cota compreendidas entre -2 e 2.

Podemos, por isso definir o cubo, neste referencial, pela condicdo:
2<X<S2 N -2Sy<2 N 22252

=  SIMETRIAS NO ESPACO

Exercicio:

48. Na figura esta representado o cubo
[ABCDEFGH] com 8cm de aresta e em
que O é o centro da face inferior.

H
A G
A
:
D A i
o

48.1.
vértices.

Indique as coordenadas dos

48.2. Escreva uma condigdo que define
o plano:
a) ADC

b)HDC  ¢) EHD

48.3. Indique uma condi¢do em R® que
defina:

a) a recta FG.

c) a aresta [HD].

e) a face [FGCB].
g) a face [HGCD].

b) a aresta [AB].
d) a face [HEFG].
f) a recta AD.

h) o cubo.

As simetrias no espago podem ser estudadas de modo analogo ao estudo feito para as simetrias no quadro da

geometria plana.

Simetrias relativamente aos eixos coordenados, planos coordenados e origem do referencial.

Considere a figura seguinte. O paralelepipedo é simétrico relativamente aos planos coordenados.

O vértice P tem coordenadas (1, 2, 3).
Podemos dizer que:
A(1, -2, -3) é simétrico de P em relagdo ao eixo OX.

C(-1, 2, -3) é simétrico de P em relagdo ao eixo Oy.
G(-1, -2, 3) é simétrico de P em relacdo ao eixo Oz.
D(-1, -2, -3) é simétrico de P em relagdo a origem O.
B(1, 2, -3) é simétrico de P em relagdo ao plano xQOy.

E(1, -2, 3) é simétrico de P em relagdo ao plano xOz. e 2

=

/ /L;)J‘-— |

F(-1, 2, 3) é simétrico de P em relagdo ao plano yOz. A

i3
e
iy
e
_-)'-:—— - ——
: 2 y
s C
«3

B

Exercicios:
49, Considere o cubo no exercicio 45.

Indique as coordenadas do ponto simétrico de B relativamente...
49.1. ...a0 plano yOz.
49.3. ...a0 eixo OX.

49.2. .3 origem O.
49.4. ...ao plano xOy.

50. Sendo P um ponto de coordenadas (3, -1, 5)
identifique o simétrico de P relativamente...
50.1. ...ao plano yOz.
50.3. ...ao eixo OxX.
50.5. ...a0 eixo Oz.

50.2. ...a origem O.
50.4. ...ao eixo Oy.
50.6. ...ao plano xOz.

16




Exercicios:

51. Na figura esta representado num referencial o.m. 55. Observe a figura: P
Oxyz um octaedro regular [ABCDEF]. A i 7 ‘,‘\ B
o
Sabe-se que: 0 o
- 0 ponto A pertence ao plano xOz. %< ?) ,,,,, : i
e

- O ponto E tem coordenadas (2, 2, 0).
- O ponto F tem coordenadas (2, 2, 4). -
51.1. A equagdo do plano ABC é: / , "

(A) x=2 (B) y=2 * P SH G

(€)z=2 (D) z=1 55.1. Indique ;s coordenadas dos vértices do sélido.
51.2. As coordenadas do ponto C sdo:

(A) (2, 4,2) (8)(4,2,2) (€)(2,2,4) (D)(44,2)

55.2. Escreva uma equagdo dos planos que contém as faces:
a) [UKL] b) [CBEF] c) [UGH]

55.3. Diga, de acordo com os dados da figura, qual é a recta
de intersecgdo dos planos o e  de equagdes:

aJa:z=7 e p:y=0 b) 0:z=0 e f:x=0

52. Num referencial o.m. OXyz no espaco, a recta que passa
pelos pontos A(2, 0, 1) e B(2, 3, 1) é definida pela condigdo:
(A) z=1 (B) y=0Vy=3 (C) x=2 (D) x=2 A z=1

56. Fagca um esboco e descreva o conjunto de pontos do
53. Num referencial 0.m. OXyz no espago o conjunto de espaco que satisfaz cada uma das condicBes:
56.1. z=2

56.2. X=2A y<-3

56.3. x=-3A z=0

56.4. y=0A X=0

56.5. Xx=4A y=0

56.6. Xx>20Ay>20Az20
56.7.X20Ay20Az=0

56.8. 0<sXx<1 AO<y<1 AO0<z<1

pontos definidos pela condigdo
X=11AN0<y<1 A0<z<g2
é: (A) um rectangulo. (B) um paralelepipedo.
(C) um segmento de recta. (D) um ponto.

54. Num referencial 0.m. OXyz no espago, o simétrico do
ponto P(3, 4, 5) relativamente ao eixo Oz é:
(A) (31 41 5) (B) ('31 '41 '5) (C) ('31 '41 5) (D) (31 '41 '5)

=  DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS NO PLANO E NO ESPACO

No plano No espaco .
Exemplo: Exemplo: :
Calcular a distancia do ponto A ao ponto C é o mesmo Calcular a distancia do ponto Aao : -
que calcular AC. K4 ponto F é o mesmo que calcular AF. e
Usando o teorema de Pitagoras: 543 Usando o teorema de Pitagoras: 4
—2 —2 — : —2 —2 —2 —2 A 5 B
AC AB +BC ' AF =AB +BC +CF x
: —2
=(4-0)? +(3+3) | AF =(4-0) +(5-0) +(3-0)
\/( 0)* +(-3-3)? i AF=(0-4)* +(5-0)* +(3-0)?
M , o W
A0, 3] C[4,-3) A(4, 0, 0) 0,5, 3)
De uma forma geral: De uma forma geral:
A distancia entre dois pontos A(Xa, Ya) € B(Xs, Ys) €: A distancia entre dois pontos A(X, Ya, Za) € B(Xe, Ys, Zs)
é:
AB = 2
Yoo 0+ -3 8= (ko X2V 70~y +(z0 -2
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*  MEDIATRIZ DE UM SEGMENTO DE RECTA / PLANO MEDIADOR

Mediatriz

Chama-se metriatriz de um
segmento de recta [AB] ao
conjunto dos pontos
equidistantes de A e B.

Plano Mediador

Chama-se plano mediador de um
segmento de recta [AB] ao
conjunto dos pontos do espaco
equidistantes de A e B. A

(x=Xp ) +(y=ya)* =(x=xg ) +(y-ys )’ ”

(x=xaP +(y=yaF +(@z-2aF =(x=xg F +(y-ygF +(z- 2}

*  CIRCUNFERENCIA E CiRcULO / SUPERFICIE ESFERICA E ESFERA

Circunferéncia

Exemplo:

A circunferéncia é o conjuntode  _
pontos que estdo a uma distancia

de 3 unidades da origem.

Ay

Circulo

P
r
O circulo é o conjunto de \y
pontos que estdo a uma distancia

maxima de r unidades da origem.

Uma circunferéncia de centro (a, b) e raio r
define-se por:

(x-af +(y-b =r

Um circulo de centro (a, b) e raio r define-se por:

(x—a)* +(y-b)* <r?

Analogamente a circunferéncia e ao circulo, pode-se definir:

M.A.(4)

Superficie Esférica

Uma superficie esférica de centro (a, b, ) e raio r define-se por:

(x—a)P +(v=b)+(z—cV =r?

X

Uma esfera de centro (a, b, ¢) e raio r define-se por:

(x—a) +(y-b)* +(z—c)* <r?

Esfera

Exercicios:

57. Determine o comprimento do segmento [AB] para:

57.1. A(0, 2) B(3, 2) 57.2. A(-1, 4) B(3,-1)

57.3. A(0,-2,0) B(2,-3,5)
58. No referencial 0. m. Oxy esta A
representado um quadrilatero.
2
Calcule o valor exacto :
do perimetro: C A
NC1 0
58.1. do triangulo [ABD]. . 1_1% x
58.2. do quadrilatero [ABCD]. 2D

59. Classifique, quanto ao comprimento dos lados o
triangulo [MAR], sendo:
M(-2,1) A(5,1) R(5,4)

60. Na figura esta representado um paralelepipedo rectangulo.

O vértice C é também a origem do referencial.
Sabe-se que: AB= 1,5cm ; BC = 2cm ; CG = 5cm

60.1. Indique as coordenadas \
dos vértices do sélido. H G

60.2. Usando as coordenadas E

dos vértices, calcule,
apresentando o valor exacto:

a) GA b)EC <¢)ED d) FA ;
s [ | C

60.3. Escreva a equagdo para o o Y

plano mediador das arestas: i B

a) [DA] b)[AB] c)[HG] x

d) [FA] e) [EG] f)[BE]
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Exercicios:

61. No referencial xOy da figura
estdo representadas trés
circunferéncias centradas em
A(-2, 4), B(-3, 3) e C(1, -2).

61.1. Determine o raio de cada

uma das circunferéncias.

61.2. Escreva a equacgdo que define

cada uma das circunferéncias.

62. Considere a circunferéncia definida pela equacgao:

(x+3)* +(y—1)> =9 e os pontos A(-2, 4) ; B(-4,-1) e C(-5, 0).

62.1. Determine a posi¢do de cada um dos pontos
relativamente a circunferéncia.

62.2. Indique uma equacdo que defina a circunferéncia de
centro C e que passa por A.

62.3. Represente num referencial a circunferéncia dada.

63. No referencial da figura Y
encontram-se representadas
duas circunferéncias de igual
raio, tangentes e centradas nos \

s .« o~ 2 .
69. Represente, utilizando uma condicdo em R", a regido a
sombreado de cada alinea.

69.1. 69.2.

y=I

69.4.

pontos: A(-4,3) B(S8, -2).
Represente cada uma das

circunferéncias por uma equagao.

64. Represente, num referencial cartesiano, as seguintes
condigoes:

64.1. x> +(y-2)*<4 64.2. (x+1)* +(y—4)* <9

64.3. x> +y2 <4 A y>-X

65. No referencial estd representado um quadrado

com 4cm de lado cujo centro é a origem do referencial.
65.1. Determine a equagao da A
mediatriz de [OB]. B

65.2. Escreva uma equacdo da

A

circunferéncia representada

=Y

na figura.

65.3. Indique uma condi¢do que

C

defina a regido do plano sombreada.
65.4. Calcule a drea da zona sombreada.

66. Identifique a secgdo que se obtém intersectando a esfera
definida por: (X—l)2 +y? +(Z—3)2 <9 comoplanoy=3.

67. Escreva uma condicdo que defina a esfera de centro
C de coordena das (0, 2, 0) tangente ao plano z =4.

68. Determine as coordenadas dos pontos de intersec¢do
da superficie esférica de centro C(-3, 2, 0) e raio 5
com o eixo Oy.

70. Na figura estdo representadas
duas circunferéncias.

A regido sombreada pode T
ser definida por: /

(A) X +y <2A(x+2)°+y’<1 - < \/3
(B) 1sx’+y*<2 \ y

(€ X+y’ <4V (x-2)+y*<1 :

(D) X +V*<4NA(x-2)7+y’ <1

71. Num referencial Oxyz, a condigdo (X - 2)2 + y2 +(z+ 3)Z <
16 define uma esfera inscrita num cilindro. Sejam C o centro
da esfera e h a altura do cilindro. Ent3o:

(A) C(-2,0,3)eh=4 (B)C(2,0,-3)eh=4

(C) C(2,0,-3)eh=8 (D)C(-2,0,3)eh=8

72. O conjunto de pontos definido pela condicdo
X +y <4N Xx20Ay<0
pode ser representado num referencial por:

(A) 5 © y

(B) ¥

"
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VECTORES NO PLANO E NO ESPACO

=  VECTOR LIVRE

Segmento Orientado

Se ao segmento de recta [AB] atribuirmos um sentido, passamos a

ter um segmento de recta orientado.

A B
|

Na figura acima esta representado o segmento orientado [A, B]. Assim,
[A, B] é o segmento orientado de origem A e extremidade B.
[B, A] é o segmento orientado de origem B e extremidade A.

Um segmento orientado é caracterizado por uma direc¢do, um

sentido , um comprimento e uma origem.

Vector
Considere o quadrilatero [ABCD]. A B
[C, Al e [D, B] sdo dois segmentos orientados .
distintos, mas tém algo em comum: u u
o comprimento, a direccdo e o sentido.

C D

Diz-se que estes dois segmentos sdo
equipolentes, ou seja, representam o mesmo vector, e escreve-se:

CA=DB (ler: o vector CA é igual ao vector DB) ou U =CA =DB.

Na pratica identifica-se muitas vezes um vector com segmentos
orientados diferentes que o representam.

Um vector (ou vector livre) é um ente matematico caracterizado por:

- uma direcgao - um sentido - um comprimento

Vectores Simétricos e Norma de um Vector

<

u

e B E—

Os vectores U e V tém a mesma direccdo e o mesmo comprimento

e sentidos opostos.
Os dois vectores U e V dizem-se simétricos e escreve-se:

u=-vouyv=-u

A medida do comprimento do vector U é 2, assim como do vector V
e representa-se por:

Null=2 e NVII=2

Diz-se que sdo vectores de norma 2.

20

Exercicios:

73. Na figura seguinte
estdo representados
quatro quadrados Be—
geometricamente iguais. |

A f SR\ S | G

H

73.1. Indique dois segmentos orientados que
representam o mesmo vector.

73.2. Indique dois vectores com:

a) a mesma direcgdo e sentidos contrarios.

b) direcgdes diferentes e 0 mesmo comprimento.
c) a mesma direcgdo e diferentes comprimentos.
d) a mesma direc¢do e comprimento e sentidos
contrarios.

73.3. Sabendo que o lado dos quadrados
pequenos mede 5¢cm, indique:

o] wlee] ol

afed

74. Na figura estdo representados oito triangulos
geometricamente iguais.
74.1. Determine: D ) G

a) CD+FB
b) A+AC C
c) DC +BH

X

d) AE +HG A F B
e) HG +GD f) AE—HG
74.2. Indique dois pares de vectores simétricos.

74.3. Sabendo que “Ké“ =10e HB?-E“ =8 indique:

Al wle] ol

75. Considere o paralelepipedo .
75.1. Indique um vector equipolente a:

a) GF
b) GH
75.2. Determine:
a) HA + AD
b) AB—HE
c) GF +BE

Aé’ii.;ﬂ J ’

d) BA+AF
75.3. Indique um vector simétrico mas ndo
coincidente a:

a) HB b) DG c) HC




=  SOMA DE UM PONTO COM UM VECTOR

- - Exercicios:
A soma de um ponto A com um vector U & um Ae u 76. O solido da figura é composto por trés
novo ponto que se obtém da seguinte forma: cubos geometricamente iguais. /l;/\ __E
- “desloca-se o vector U até ao ponto A “ Aye Determine: :HJ
- “o resultado da soma é o ponto que / 76.1. AD+DH ,'Z' LR .
estd na extremidade do vector.” A 76.2. A+DC Ef'i"*;ﬂﬁ; —
BC+B) T s
76.3. BC +BJ o %
- J LT 4
= ADICAO E SUBTRACGCAO DE VECTORES 76.4. EF_EA A . B
L i 76.5. H+PG 76.6. E—CA
A soma de dois vectores Ue V representa-se por / s 76.7. EF+GP 76.8. B--NP
U+V e é o vector que se obtém da seguinte forma: ' . 76.9. EH+CB 76.10. AD+EF+GL
- “desloca-se o vector V até a extremidade do vector U ”_ 7 | 77. Considere a figura ** e determine:
- - . N o
- “o vector somau+V resulta da uniéo da origem = /’1 - 77.1. 2CE +EB 77.2. 2(c|-| +1 F)
- - / T i
\ i ” ) 7 u+v 1—- —
do vector U a extremidade do vector v L 773, —Li¢_DE
2
Propriedades da adicdo de dois vectores Subtraccdo 78. Na figura estdo representados 16
Quaisquer que sejam os vectores G , \7 e Vv Como a_\7 = a +(_\7), cai-se quadrados |gL.Ja|s. A B c D E
estes gozam das seguintes propriedades: novamente na adi¢io de 78.1DeErm|ne: | | - :
- . e - Fl Gl H I )|
- Comutativa: u+v=v+u vectores. 3) C_l? Yg 1 o B
- Associativa: (l] +\7)+ W=U+ (\7 + W) P b) E{-\ +£R K Ll M N: o]
- Existéncia de elemento neutro: € & A €) KG _Mf: Pl Q R 5 T
U+0=0+U=U NE-v L d) MWy ;
A / Py u v owl Xy
- Existéncia de simétrico: ~/ e) UQ—SM :
a+(_a)__a+a_6 78.2. Complete:
a) AE=__ GH b) PQ=___RT
) PS=__TS d)DE=__ED
= VECTORES COLINEARES. MULTIPLICAGAO DE UM NUMERO REAL e) Q5= 5P ) AM=___YM
POR UM VECTOR -
79. Considere o vector U representado.
. . . A B C /{/,’/
Considere a seguinte figura: *ok e
De acordo com as condig¢Bes da figura, temos E :
. D F Represente no seu caderno os vectores
que AB =BC, entdo podemos considerar que - - 1- -
— 20 ; —-u ; —=u ; =3u
AC=AB+BC<<> AC=AB+AB < AC=2AB G | 2

H
2AB é um vector com a mesma direc¢do e sentido e norma igual ao dobro da de AB.

Por outro lado, como CA=-AC , podemos escrever também que CA=—2AB , significando que CA é um vector com a

mesma direc¢ao de Ké, sentido contrério de AB e norma igual ao dobro da de AB.

Como tém a mesma direccdo podemos dizer que ABe AC Dois vectores U e V sdo colineares, se e so se,

s30 colineares assim como ABe CA existe um ndmero real k # 0, tal que u=Kkv.
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De uma forma geral, dados um
vector U # 0 e um ndmero real k =0
o produto ku é um vector com:

-a mesma direcgdo de u.

-omesmo sentidode u se k>0e
sentido contrariose k <0.

-anormaigual a normade u
multiplicada por IKI, isto &,

=<l

Propriedades da multiplicacdo de

um numero real por um vector

Sejam G e v dois vectores quaisquer
e a e b dois numeros reais. Entdo:
-0u=0 ; lu=u; —lu=-u
-a0=0

- (a+b)u=au+bu

albu )= (axb)i

a(u +V)= au+av

=  COMPONENTES E COORDENADAS DE VECTORES

Se se fixarem na origem do referencial 0. m. vectores unitdrios (norma 1)

com direccdo e sentido dos semieixos positivos, obtém-se um

referencial ortonormado.

No plano:

Referencial ortonormado (0. n.)
@, 1.7)

No espaco:

X

Referencial ortonormado (0. n.)
0.1, j.k)

Qualquer vector U pode ser decomposto numa soma de vectores

colineares com os vectores do referencial o. n..

Exemplo:
[ y - v=2] Vo, 2)

Vo 427 U=3i+2] iG, 2)
| & w=-2i-4] w2, -4)
JO = - X E:E—Z-J: El, —2)

L s -2 s=-3i g(— 3, 0)

! P - N
20 +Tf-— componentes coordenadas

Igualdade entre vectores

Exercicios:

80. Com base no referencial da figura,
identifique os vectores através das suas
componentes e coordenadas.

[ ] El ]
| L
7] |b 5
zl, dl
it N
ol X
e F
T. \\
g

1 11 ||

81. Na figura esta representado um prisma

qguadrangular regular.
A
Indique as coordenadas?

dos vectores: Gl F
81.1. OA |
— D 1 (a
81.2. CO :
—_— I
81.3. BG T
. D « |
81.4. BF [ravs c |y
Al
4 B

82. Determine k e R de modo que os
vectores ue Vv sejam iguais.

82.1. u(k+1, 4-K) v (3,0)
82.2. u(k, 4) v (6-k K-5)

82.3. G(% 0, —3] via-2k, o -3)

83. No referencial 0. n., encontram-se
representados alguns pontos:

83.1. Indique as coordenadas de:

a)ﬁ ¥
b) BC 3b--<B
0 6¢
d) DE S
e) DF S I S R
. 2 1 0[7 1 2 3 X
f) FA [ DR .
£ = b

83.2. Verifique se Eﬁ e C_I:: sdo iguais.

- Os vectores u(ul, uz) e v(vl, v2) de um plano sdo iguaisse U; =V; A U, =V,.

- Os vectores u(ul, u,, u3) e V(vl, v,, Va)do espago sdoiguaisse U; =V, A U, =V, A U;=V;.
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=  VECTOR COMO DIFERENGA DE DOIS PONTOS

Na figura esta representado um referencial o. n. (O, i, ]). Sejam A e B, tais que A(2, 4) e B(5, 2).

O vector AB pode ser escrito na forma: %

AB =3i-2] R R A

|

As coordenadas de AB sdo (3, -2). l
Por outro lado tem-se: g t 3B

A+AB=B < AB=B-A y

I
AB=(5 2)-(2, 4) & AB=(3, —2) —]5- s

=  SOMA DE UM PONTO cOM UM VECTOR

Exemplo:

SejaP(2,1) e u (3,4). OresultadodeP + Uéo ponto
P'=(2,1)+(3,4)=(2+3,1+4)=(5, 6)

No plano: dados dois pontos A(ay, a,) e

B(b,, b,) as coordenadas de AB s3o0
(bi—ay, b, —a,)

No espaco: dados dois pontos A(ay, a,, as)

e B(b,, b,, b3) as coordenadas de AB sdo
(b1 —ay, b, —a,, by —as)

No plano: sejam o ponto A(a,, a,) e o vector U (Uy, Uy).

A=A+ U =(a; a) + (U, U)=(a;+ U, a,+Uy)

No espaco: sejam o ponto A(ay, a,, a@s) e o vector U (U, Uy, Us)

A=A+ U =(ay, a, a3) +H(Uy, Uy, Us) =(a; + Uy, @+ Uy, a3+ U;)

=  SOMA E SUBTRACCAO DE DOIS VECTORES
Exemplos:
1. Seja a(-l, 4)e v (0, 5). O resultado de U+ Vé o vector:
W =(-1,4)+(0,5)=(-1+0,5+5) = (-1, 10)
2. Seja u (3,5)e v (1, 6). O resultado de U- Vé o vector:

W =(3,5)-(1,6)=(3-1,5-6)=(2,-1)

No plano: sejam os vectores U (Uy, Uy) e V (Vq, V).

W =U+V =(Ug, Up) +(Vq, Vo) = (U + V1, Uy +Vy)

No espaco: sejam os vectores U (Uy, Uy, Us) eV (Vy, Vy, V3).

W = U + V=(Uy, Uy, Us) + (Vg, Vp, V3) = (Ug +Vq, Uy +Vy, Us+Vs)

Exercicios:

84. Considere a figura do exercicio 83.
m+3

Sendo P (3k—1 ) T) determine os

valores reais de k e m de forma a que os

vectores DB e F_Issejam iguais.
85. Sobre o paralelepipedo representado

sabe-se que HA =2, AB =4, GH=3 e C(0, 0, 3)
Determine as coordenadas dos vectores:

- z
85.1. GH I
. E .F
85.2. FB N ,
. = C .H
85.3. AF . iB
5 A
S ¥
i

86. Considere num referencial 0. n. do plano
os pontos A(5, -1) e B(2, 7) e os vectores

u(-2,3) e v (0, -4). Determine as
coordenadas de:

86.1. U+ V 86.2. BA +U

87. Considere o paralelepipedo representado

Sendo E(2, 4,3) e U=(-4, 3, -1) determine:
87.1. as coordenadas dos vectores:

a) OE z
b) CG
. G
c) CD ! i
— D &
d) EC e
— — b ,,,_Eﬁﬁ[‘; >
e) AB K0 , y

C(0, 0, -2) e o vector U (2, 5, -4). Determine as coordenadas de:

— - - - 1 - - .
88.1. AB+2U 88.2. -3CB - U 88.3. E U-3U+ 4AC

88. Considere num referencial o. n. do plano os pontos A(2, 3,0), B(-1, 4, 5) e

f) OF / ’

87.2. As coordenadas do ponto P tal que:

a) EP = U b) AP =CG
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PRODUTO DE UM NUMERO REAL POR UM VECTOR

Exemplo:
Seja u (3, 4). Oresultado de 2x U é o vector:

V=2U=2x(3,4)=(2x3,2x4)=(6,8)

No plano: seja k um nimero real e U (U4, U,) um vector.

v =ku =k x (Uy, Uy) = (Kuy , Kus)

No espaco: seja k um nimero real e U (uy, U,, Us)

v =kU =k x (U, Uy, Us) = (Kuy , Kuy, Kus)

Propriedade: u=(a,b)e v={(c,d)sdocolinearesseesdése axd=bxc

Ponto Médio
No plano, sendo A(a,, a,) e B(b,, b,) as coordenadas [M,M
2

2

J

a, +b; a,+b, a;+b,
2 o2

do ponto médio M do [AB], sdo dadas por:

No espaco, sendo A(a,, a,, as) e B(b,, b, bs) as

Coordenadas do ponto médio M do [AB], sdo >

)

dadas por:

NORMA DE UM VECTOR

A norma de um vector U é a medida do seu comprimento e

representa-se por U ll.
Para obter a norma de um vector a partir das suas coordenadas num
referencial 0. n., podemos recorrer ao Teorema de Pitagoras.

No plano No espaco
z
y
bl--=------—5 \
. I
A u :
i |
0 r a X
—||2 —||2
Ji =2+ Ji et +57+c

-

u

—

=+a? +b? ul =va2 +b? +c?

Exercicios:
89. Verifique se os seguintes pares de
vectores sdo ou ndo colineares.

89.1. U=(-3,6) e V=(1,-2)
89.2.U=(14) e V=(58)
- (1
89.3. U = (5, —zj e V=(16)
- 1 -
89.4. U = (T —1] e v=(v2, 1)
2

90. Determine as coordenadas do ponto
médio de [AB] em que:
90.1. A(2,-1,4) e B(3,2;-5;6)

3
90.2.A(—5, 5) e B(3,-3)

91. Sabe-se que [AB] e [CD] sdo didmetros

de uma circunferéncia. D

Sabendo que A(-1, 3),
B(5,5) e C(1, 1),

91.1. mostre que o ¢
centro E tem coordenadas (2, 4).

91.2. determine as coordenadas de D.

92. Considere no referencial o. n. os

(ﬁ, a) eo

92.1. Determine:

vectores G:si—zﬁ , \7
ponto A(-2, 1).

-

u| .

a)

b) o vector paraleloa u e de norma 10.
¢) o vector colinear com u e de norma 2.
=2.

d) a e IR de modo que v

92.2. Mostre que o ponto P que verifica a
condigdo AP =U+2i pertence a bissectriz
dos quadrantes pares.

93. Considere a figura do exercicio 83.
93.1. Determine:
= |7 A=

o -1

93.2. Determine as coordenadas de P,

=

sabendo que HESH =5e que P pertence ao

eixo das abcissas.

No espaco: seja o vector U (Uj, Uy, Us):

- 2 2 2
Hu”:,/ul T, U,

No plano: seja o vector U (U4, Uy):

HUH=1/U12 +u,’
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RECTAS NO PLANO E NO ESPACO

= EQUACAO VECTORIAL DA RECTA NO PLANO E NO ESPACO

Agora que sabemos um pouco mais sobre vectores e calculo vectorial, podemos pensar na forma de representar

analiticamente rectas de um plano ou do espaco.

Consideremos um ponto A de uma recta r e um vector U0 dessa recta. Um ponto da forma A + ku, como

sabemos, esta narectar.

o>

e O
9

r
o-f—’—f—,*,,

Dizemos que o vector U é um vector director da recta.

No plano: Uma equagao vectorial da recta r que passa no
ponto A(a,, a,) e que tem a direc¢do do vector U (uy, U,) é:

P=A+ku ,keR

ou (X,y)=(a, @) +k(u, u) , ke R

Exercicios:
94. Escreva uma equacao vectorial da recta que

passa por A(-3, 7) e tem a direc¢do de u (-1, -1).

95. Considere num determinado referencial os
pontos A(2, -1, 0), B(0, 1, 1) e C(1, 2, 1).

No espaco: : Uma equagao vectorial da recta r que passa no
ponto A(a,, a,, 8;) e que tem a direc¢do do vector

a(ul,uZ,U3)é: P=A+ka,k€R

ou (X, y,2) =(ay, a, a3) +k (U, Uy, U3z) , k e R

95.1. Escreva uma equacdo vectorial da recta AB.
95.2. Averigue se o ponto C pertence a recta AB.

96. Seja r a recta definida por
xy)=(1,4)+k(3,1),ke R

96.1. Indique :

a) dois pontos da recta r.

Exemplo:

Uma equagdo vectorial da recta que passa pelo ponto A(-3, 1) e com vector

director u (1,1)é:
(X, y)=(3,1)+k(1,1), ke R

b) dois vectores directores da recta r.

96.2. Determine o ponto da recta r que tem
abcissa 5.

96.3. Averigue se o ponto de coordenadas (-4, 3)
pertence arectar.

96.4. Escreva uma equacao vectorial da recta
paralela a r e que passa pelo ponto (0, 3).

Nota:

Segmentos de recta e semi-rectas também podem ser definidos

por equagdes vectoriais. A B
[AB]: P=A+kAB ,k e [0,1]

) . A B
AB: P=A+kAB ,k=>0 — |

97. Dados os pontos F e G de coordenadas (-3, 4)
e (2, 5) respectivamente, determine uma
equagdo vectorial:

97.1. da recta FG.

97.2. da semi-recta FG.

97.3. do segmento de recta [FG].

=  EQUACAO REDUZIDA DA RECTA NO PLANO

Consideremos a recta r representada com A(0O, 10) e B(5, 25):

P=A+kAB ,ke R

< (X,¥)=(0,10) +k (5,15),k € R é uma equagdo vectorial da recta.

Usando esta equacgdo é possivel obter outro tipo de equacdo:

(x,¥)=(0,10)+k(5,15) , ke R < (x,y)=(0+5k,10+15k),k e R

25
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Daqui resulta

X

{x:Sk kzg
,keR <

y=10+15k y

Pode-se igualar as duas expressdes e resolvendo em ordem a y tem-se:

X y—10
X_ Y70 & 3x=y-10 & y=3x+10
5 15 —

equacdo reduzida darectar

Na equagdo y =3Xx+10, o coeficiente de X representa o valor do

declive da recta (m) e pode ser calculado usando as coordenadas
do vector director ou de dois pontos:

AB=B-A=(5, 25)-(0, 10)=(5-0, 25-10)=(5, 15)

1 1 u
By ou o meBlt

Xg—X5n 5 5 u

m= 25—10= yB _yA
5-0

=3

Por outro lado, 10 é a ordenada na origem (b), ou seja, o ponto de
interseccdo da recta com o eixo das ordenadas.

Chama-se equagdo reduzida de uma recta nao vertical, a equacao
do tipo:
y=mx+b

onde m é o declive da recta e b é a ordenada na origem.

Exercicios:

98. Escreva a equacgdo reduzida das seguintes
rectas :

98.1.rectar: (X, ¥)=(-2,3)+k(2,4),ke R
98.2.rectas: (x,¥)=(2,1)+k(2,4),k e R

99. Em relagdo a um referencial o. n. xOy
considere os pontos A(2, 2), B(-3, 0) e C(1, 4).
99.1. Determine a equagao reduzida da recta:
a) AB b) AC c) BC

99.2. A recta r tem declive -3 e passa no ponto
A. Determine a equagdo da recta r.

99.3. Arecta S tem ordenada na origem 4 e
passa no ponto B. Determine a equagao
reduzida da recta s.

100. Determine a equagao reduzida da recta...
a) ... de declive 2 e que passa no ponto (0, -3).

b) ... com direcgdo de u (4, 1) e que passa pelo
ponto (2, 2).
c).. PQemque P(2, 4) e Q(1, 2).

Ty

101. Determine a

~ . 3¢B
equacao reduzida da
recta AB representada
: A
na figura. >
O 1 %

102. Represente num referencial a recta de
equagdo Yy =-X+3.

103. Investigue qual o declive das:
103.1. rectas horizontais.

104. Considere as rectas representadas.
Faga corresponder a cada recta uma das seguintes opgdes:

103.2. rectas verticais. Ly=-Xx+1 IlLy=-x+3 < S
103.3. bissectrizes dos quadrantes. 1 3 B ° x
m. y==-x-1 IV.y==x+3
3 2 ,
3
= RELAGCAO DE DECLIVES ENTRE RECTAS PARALELAS E RECTAS CONCORRENTES Y b/ al
32p------ S
/ ,’ ) |
Considere as rectas a, b e ¢ representadas no seguinte referencial: 30F------ YL
Iy |
As rectas a e b sdo paralelas, logo os seus vectores directores sdo colineares ol / —}f_.- |
vejamos o que acontece aos seus declives: _ 74 s !
/ | / I I
25-10 15 30-18 12 - 077 /0 a
a= =—=3 b= =—=3 verificamos que: m, =m, AR :
5-0 5 5-1 4 8y /o [
/! / | |
As rectas a e b sdo paralelas porque tém o mesmo declive. /o E |
{ 1
N&o tém nenhum ponto em comum. 10l/! E !
A
| , !
I ] I
I | )
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As rectas a e C sdo concorrentes, intersectando-se no ponto P.

32-20 12 4 N Exercicios:
m,=3, m,= o0 9 3 verificamos que: m, = m, 105. Determine as
coordenadas do ponto de
As rectas a e C sdo concorrentes porque tém declives diferentes. interseccdo, caso exista, das
Tém um ponto em comum. seguintes rectas:

105.1. y=3x—-1le y=-2x+1
105.2. X+y=2 e y=-X+5
O ponto em que duas rectas se intersectam é comum a elas. Assim, para determinar | 105.3. y=2X—-4e y=3x-1

Como determinar as coordenadas do ponto de intersec¢do das rectas a e c?

as coordenadas do ponto de intersec¢3o, basta igualar as duas equacdes da recta: 105.4. y=x+2 e y=3x-1
4
a:y=3x+10 C:y:§x+20
y=3x+10  1y=3x+10 y=3x+10 y=3x+10 [y=3x+10 [y=28
4 = 4 = = = =

y=§x+20 3x+10:§x+20 9X+30=4Xx+60 5x=30 X=6 X=6
Coordenadas do ponto P: (6, 28)
Dadas duas rectas no plano, elas podem ser:
Paralelas: Concorrentes:
> Estritamente paralelas : tém igual declive e diferentes ordenadas na origem. tém declives diferentes.

> Coincidentes: tém o mesmo declive e iguais ordenadas na origem.

=  CONJUNTOS DEFINIDOS POR CONDIGOES

Podemos, agora, definir por condigdes em R? semiplanos determinados por rectas ndo paralelas aos eixos
coordenados.

4 Exercicio:
Exemplo 1: , 106. Defina
O semiplano pintado é limitado pela recta dde equagdoy=-X+1. x analiticamente as regides
Como os seus pontos se encontram a cima da recta e é um
semiplano aberto, caracterizamo-lo pela condic¢do: L :Zspfliagr;cr)arse:presentadas
y>-x+1 v 9 - 106.1.
O semiplano abaixo da recta representa-se pela condig¢ao: b ’
y<-x+1 I
Tk
Exemplo 2: o1 >
A regido pintada é limitada pela recta de equagdo y = - X + 1 e pela circunferéncia (x — 1)2 + y2 =2
A semelhanca do exemplo anterior, queremos os pontos Ay
se encontram a cima da recta: 106.2.
y>-x+1 )
Relativamente a circunferéncia, interessam-nos os 1
pontos da circunferéncia e os que estdo no seu interior: By ] 5
(x=1)>+y’<2 g el
o | |
A regido sombreada resulta da conjungao destas duas condigdes: 3 -2 -1 9 4 3
y>-x+1 A (x=1)>+y’<2 ‘ 1
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Exercicios:

107. Escreva uma equagdo vectorial para cada uma das rectas

apresentadas no exercicio 105.

108. Dos seguintes pares de rectas identifica as que sdo paralelas.

108.1.1: y=-2x+3 S y=2X-3
108.2.1: 3Xx—-y=5 s 2y=6Xx+1
108.3.1: (X, y)=(1,-2)+k(2,4),k € R

S:y—2x=1

109. Considere os triangulos [ABC] e [PQR] representados.

Os vértices do A[PQR] sdo vl
os pontos médios dos lados
do A[ABC].

Recorrendo aos declives, mostre C“‘g]‘

AN

que sdo paralelas as rectas:
109.1. AB e PQ. 4
109.2. AC e PR. /

N

ax

807, 5]
g 4
/‘ R

AB, 1)

109.3. BC e QR.

110. Atendendo aos dados
da figura, determine as
coordenadas do ponto P Al

111. Em relagdo a um referencial o. n. considere os pontos

A(-1, 3) e B(2, 0).

111.1. Verifique se a recta AB é paralela a recta de equacdo

X+y—-2=0

111.2. Determine k de modo que a recta de equagdo

2y — kx + 5 = 0 seja paralela a recta AB.

112. Para os seguintes pares de equagGes da recta, indique as

gue sdo paralelas e as coordenadas do ponto de intersec¢ao no

caso de serem concorrentes.

112.1. y=-Xx+2 e 2Xx+2y-3=0
112.2. 2y =X e 2y+x=1
112.3. x=2 e X-y=2
1124. y=X e mX—-my—-2=0

115. Na figura, em referencial o. n. xQy, estd representado

o trapézio [ABCD]:
Sabe-se que:
- 0 ponto B tem de
coordenadas (5, 0)
- o ponto D tem de
coordenadas (-1, 2)
-y=—-X+1¢éaequacdo reduzida
da recta AD
Determine:

115.1. as coordenadas do ponto A.

/

N

A
Y

I

115.2. a equacdo da recta reduzida da recta BC.

115.3. as coordenadas do ponto G.

115.4. a equacdo reduzida da recta CD.

115.5. uma condigao que defina o conjunto de pontos do

trapézio que tém abcissa negativa.

116. No referencial o. n. xOy da figura estdo representadas

duas circunferéncias de centro no ponto C, sendo tangente

ao eixo Oy e outra tangente ao eixo OX. as rectas r e t sdo
y=2

definidas respectivamente
2 y
=—X. y
y 3

Defina por uma condigdo a
regido sombreada na figura
representada por:

pelas

equacgdes

116.1. S,

e

116.2. S,

117. Defina analiticamente as regides do plano

representadas nas figuras:
117.1.

Y

\$

>/

117.2. V4

3

113. Considere a familia de rectasy =m x + 2.
Determine m de modo a obter uma recta que seja:
113.1. paralelaarecta 2x—-y=1.

113.2. concorrente com a recta (X, y) = (-1, 2) +k (2, -3) ,k € R.

114. Represente o conjunto de pontos do plano definido por:.
114.1. y>2X+4 A y>3

114.2. y>3X A y>3X+3
114.4. y<—-X—-3 A X>=5 A y20

2
114.3. x> +y* <4 A y=3x

117.3.

Xy
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TEMA 2
FUNCOES

INTRODUCAO

O conceito de fungdo é um dos conceitos mais importantes em matematica.

Referéncia Historica

Desde o tempo dos babildnios (2000 a. C.) que se usam tabelas para
representar a dependéncia entre duas variadveis.

Outras formas de usar fun¢des foram experimentadas por Oresme
(1323-1382) que utilizou o gréfico para representar numa direc¢do o
tempo e, na outra direc¢do, a velocidade de um movel.

Estas ideias que remontam ao século XIV evidenciam que os
do Ocidente
pensamento; faltava-lhes, no entanto, os simbolos da algebra, que

matematicos tinham imaginagdo e rigor de
surgiram com Viete, no final do século XVI.

Descartes (1596-1650) e Fermat (1601-1665) fizeram evoluir o
conceito de fungao através da geometria analitica.

A utilizacdo da simbologia algébrica veio revolucionar a matematica
da época e contribuir de uma forma decisiva para a criagdo do
conceito de funcgéo.

Leibniz (1646-1717) terd em 1673 introduzido pela primeira vez o
termo “func¢do” e Euler (1707-1783) terd utilizado pela primeira vez
a expressdo “f(x)”.

O simbolismo algébrico foi aperfeicoado por matematicos dos
séculos XVII e XVII, entre os quais Descartes, Newton, Leibniz e

Euler.

Descartes

Ha vdrias situacbes na vida real em que a

configuragdo de arco de pardbola, que

corresponde ao grafico da funcdo quadratica,

esta presente.

TVS — Séo Tomé

Parque das Nagdes
Lisboa

Ponte D. Luis - Porto




GENERALIDADES SOBRE FUNCOES

=  CONCEITO DE FUNCAO

Exemplo:

Suponhamos que um automovel se desloca a uma velocidade constante de 60km/h.
Considerando e o espago percorrido (em km) e t o tempo (em horas),

podemos deduzir a seguinte expressao: e = 60t

Atribuindo a t (objecto) valores, obtemos correspondentes valores de e (imagem).
Ao tempo percorrido em viagem corresponde uma e uma so distancia.

e =60t

0

60

120

WIN|RkR[O|—~

180

Podemos dizer que temos uma funcao porque existe uma correspondéncia univoca, ou seja, a cada valor do tempo

corresponde um e um sé valor de espaco percorrido.

Exercicio:
1. Das seguintes correspondéncias identifique as que representam fungdes.

11— 12 . 13. —
O A
| 3 Eﬁ 7 ,|‘| I\ ? ﬁ ! f.'|| ('\ 3
N7 A O NV NG

\\ 1. 4 1 / \
| i
N N JH /

'|| (I

2
.'I 3
4

A funcdo chamou-se f.

em B), o conjunto C.

- Ao conjunto A chama-se dominio da fungdo f e representa-se por Dy
Df={1,2,3,4} O dominio de fé o conjunto dos objectos.

- Ao conjunto B chama-se conjunto de chegada da fungao.

- Ao conjunto C chama-se contradominio da fungdo f e representa-se por D’;
D’s={5, 7, 8} O contradominio de f é o conjunto das imagens.

- O objecto 1 tem por imagem 5.
Simbolicamente, escreve-se f(1) = 5 (ler: f de um é igual a cinco)
Do mesmo modo, escreve-se:

f(2)=7 f(3)=8 f(4) =

Funcao

Uma funcdo f de A com valores em B (f : A —B) consiste em dois conjuntos,
o dominio A, o conjunto de chegada B, e uma regra que associa a cada
elemento X (objecto) de A um e um sé elemento Yy = f(x) (imagem) de B.
Simbolicamente:

f:A—>B

A funcgdo f é uma fungdo definida em A com valores em B.

Para além dos conjuntos A e B, existe ainda um conjunto bem definido (contido

X —>y=fx
f: R >R

X = 2X+1

« Uma expressdo analitica:
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Uma func¢do pode ser definida por:

+ Um diagrama:

Temperaturas (°C)

Horas (H)

+ Uma tabela:

H (horas) T (°C)
0 12
8 10
16 18
24 8

« Um gréfico:

8 16 24 H(horas)




Exercicios:

2. Para cada uma das seguintes correspondéncias diga se se trata ou ndo de uma fungdo e em caso afirmativo indique o

dominio, o contradominio e o conjunto de chegada:

2.1. B 2.2,

. A
Anae— “Futebol 1e
L z

Yot Natacido 2«
Paulo e
sJudo

o Divisores de ...
Desporto favorito

3. Considere os conjuntos A= {02\/5} eN. 3.1. Dé um exemplo de uma correspondéncia de A para N que ndo seja fungéo.

3.2. Construa uma fun¢do fde A em N.

23. 4 B 24, A4
B
. Paula
1 Nunoe . . 2.
N Jodos « Judite
«Ilelena 5
2 Pedrd ; ; —2e
=Sara “e

Namorada de ...

3.3. Construa uma fungdo g de A em N, sabendo-se que g(0)=7 e g(\/§)210.

B

.

S
ol4

O dobro de ...

= PROPRIEDADES DAS FUNGOES E DOS SEUS GRAFICOS

. . Exemplo: 121y
> Gréfico de uma funcdo Consideremos a funcgao: 10
Se f é uma fungdo com dominio A, f:[0,6] > R 8
~ - , . = 6
ent3o o grafico de f é o conjunto dos pares X — fix)=2x A
Podemos construir o gréfico de f se
ordenados  {(X f(X)),XeA} . E 5
considerarmos o conjunto de pontos X
(x, f(x)), com x € [0, 6] 1 3 4 5 6
Propriedade: Teste da recta vertical
Uma curva representada num referencial é o grafico de uma funcdo se e sé se qualquer recta vertical intersecta o
grafico, no maximo num ponto.
Exercicios:
4. Com base na propriedade anterior verifique se as a) ys b) Y
seguintes curvas representam funcdes.
4.1. . 4.2, —_—n
-+ t 51 o ¥ C=) % l + ‘r)‘(
Bl i
<) \ ¢
\
\
4.3. v 44. | 3 iﬁ 57
S— T Ve \ 7. Observe a fungdo | representada graficamente por:
{ n v

5. Considere a correspondéncia h definida por:
h: Z - N
X — X
5.1. A correspondéncia h é uma funcdo? Justifique.
5.2. Defina uma nova correspondéncia h’ que seja
uma funcado.

6. Considere as seguintes representagdes e indique,
justificando, se se tratam de fungdes:

N
4 y

Indique:
7.1. O dominio
7.3.0s objectos que tém imagem zero

7.4. A maior imagem
7.6. j(3) e j(-10)

Qv

7.2. O contradominio

7.5. A menor imagem;
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> Fungao Injectiva

Uma funcéo f de dominio A diz-se injectiva quando,

para todos os elementos a e b pertencentes ao dominio,
se a é diferente de b entdo f(a) também é diferente de f(b).
Va,beA sea+ bentdof(a) = f(b)

Propriedade: Teste da recta horizontal

Exemplos: vt
4]
AN EANER
/20| 2 \

nao injectiva

injectiva

Uma curva representada num referencial é o grafico de uma fungdo injectiva se e sé se qualquer recta horizontal

intersecta o grafico, no maximo num ponto.

Exercicio

8. Com base na propriedade anterior verifique se as seguintes fungdes sao injectivas representam fungdes.
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8.1. 8.2, 8.3. ¥ 8.4. ¥
N B
—T
0 X
9. Considere os seguintes graficos.
a y b c d A e ;
) 4 % ) A, ) y}G ) ‘}6 ) ¥ Té
; [P 5 il 5
i) 4 4 i 4 f o1 T4
i 13 3 -4 ' 13 13 3
! 12 g ! ! 1o T A S 42
. P T : 1 ; Sy I sacdly
—6—5‘—4’1-'3-11‘_;11‘2"34%5? —6—$—&—3—2-1w1523:45‘é§ —é»s'-A-'3-2-1v_1'1‘2‘34’—§_é:7 s54920 [ 123a56x '6'5%’“‘3'2'1'-‘.»1123456‘
1 : 5 12 1o ! +-2 i -2 i
443 ' ! 3 15 ! +1-3 | 3---%6
-4 \ ‘ -4 4 e % WSl
JED = -\ -5 5 1-5 -5
-6 R 4 6 1-6 +-6
f) ok g) vA h) % i) vA i) 4
“16 16 16 6 16
5 15 5 15 5
4 4 L 4 T4
3 13 13 3 13
2 12 12 2 T2
‘ 1 ik 11 | y A I'S] 1
EECEEEIR R IRy I EE E N B E Rk Y T L E T ) Taaabel PAASTURGRAEE 6% e4324 234k ex
+1-2 2SS i 12 =2\ ! S AR
+-3 -3 3 -3 — =3
-4 2 o < 1a +-4 -4
2-5 5 5 +-5 )
-6 -6 {E=S 1-6 -6
k) ,\=f‘6 1) _\:Aé
g =
i 4 s Q=== +4-- l
9.1. Indique os representam fungdes. ) 2 15 f g ;’
9.2. Para os graficos que representam fungdes: T TN . ] \
indi fAi [ G5 L g g N1 D8 A5k Bk d £t =
a) indique o dominio e o contradominio. i | e -;1 EaaEC T
b) indique quais sdo injectivas. 1 7
s "
16 T
> Extremos de uma fungao
v
. ~ 7. . v .
Seja f uma fungdo de dominio D: Exemplo: 5
- f(a) € o maximo absoluto de f se, para todo o x de D, f(a)  f(x) 0 & minimo relativo 1
. . -1 é mini S o
a a d4-se o nome de maximizante 1 & minimo absoluto /\ /
. . 1 é maximo relativo "
- f(b) é o minimo absoluto de f se, para todo o x de D, f(b) < f(x) - 0\/ *
. L 2 é maximo absoluto -1
a b da-se o nome de minimizante




> Monotonia de uma fung¢ao

Funcdo crescente no sentido lato

Diz-se que f é crescente em A quando para todos os
numeros reaisae b de A, se a< b, entdo f(a) < f(b).
v

Exemplo:
f é crescente em [1,3]

O| ‘I: EB X

Funcado estritamente crescente

Diz-se que f é crescente em A quando para todos os
nimeros reais a e b de A, se a < b, entdo f(a) < f(b).
N

Exemplo:
f é estritamente crescente
em [1,3]

Funcdo decrescente no sentido lato

Diz-se que f é decrescente em A quando para todos os
numeros reais ae b de A, se a < b, entdo f(a) = f(b).
v

Exemplo: '
f é decrescente em [1,6]

0|‘I :6 x

Funcdo estritamente decrescente

Diz-se que f é decrescente em A quando para todos os
numeros reaisa e b de A, se a < b, entdo f(a) > f(b).

y

Uma funcdo é mondtona num intervalo se for crescente ou decrescente nesse intervalo.

> Sinal de uma fungao

- Zero de uma funcdo é todo o objecto que tem imagem nula.
- Diz-se que f é positiva em A quando para todos os nimeros

reais a de A, se f(a) > 0.

- Diz-se que f é negativa em A quando para todos os nimeros

reais a de A, se f(a) < 0.

Exemplo:
Estudemos a fungdo f usando o seu grafico:

vA
44_

L P S

Exemplo: .
f é estritamente decrescente \
em [1,6] :
0 | ‘II IG X
Y i
Exemplo:
f(x)=0 < x=1 7
1ézerodef
f é positiva em ]1,2[ E /,l 2 "
f é negativa em 1-1,1] L
Ds=1[-5,9] D’s=[-2, 3]

f é ndo injectiva
Extremos:

- maximo absoluto: 3
- minimo absoluto: -2

—t A T S i s e e s
€ 5 /4 -3 -2 -m 1 2/ 3 4 5 6 7 8 9

Tabela de variagdo da monotonia:

x | -5 -3 0 2 6 9

/'2\-1

Jx) | 2

Quadro de estudo do sinal da fungdo:

x | -9 -4 -1 3 9

fl 2 -lo|+ | 0|- 0] *]|3

- maximo relativo: 2
- minimo relativo: -1

Intervalos de monotonia
- f é estritamente crescente nos intervalos:
[-5,-3], [2, 6]
- f é estritamente decrescente no intervalo:
[-3,0]
- f é constante nos intervalos: [0, 2], [6, 9]

Zeros e sinal

- zerosdef:-4,-1,3

- f é positiva em: ]-4, -1[ U |3, 9]
- f é negativa em: ]-5, -4[ U ]-1, 3]
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Exercicio:

10. Considere os graficos das fungdes seguintes.

a) yi b) Y4 < ya d) y
61 61 6
. 1 cmmmmm e mm fix)
o /Me T -
o IR P\ 2 ! : 21\ o Gt
oz —t a2 | s — ": . — L b ; " ‘. g NoTT | ) E
6.4 2 1 2 4 6x6 4 2 | 2 4 6x6 4 2 | 2 4.6 ! w/\\ LA LI
i R 5 S S b \ 22 / 2] V“ =24 0\]/ 5§ gk
| & o N ] ]
64 6 64 )
r ¥
va v 4
e ) f y h . i
) 4 ) ; ) ) e
& T e s LG L | "
47 4 4
i3] o) 2} 7
i ; S, _‘."’ ' oLy ! g iy —t ‘ it
6 4 2 | \2 4:6x64..2._ |/ 2 4 6, 6 4 2 | 2,4 6x
218N 24 27 'I 1
i - . at
sl 7 ) 6] 6l
6 5_|
N
Y
) # ) et
Indique para cada uma delas: it f 9
10.1. se existirem, os extremos absolutos e relativos, S | : 4/
os maximizantes e minimizantes e o contradominio. ‘ F2mmeiian, fgm- 2 o
10.2. os intervalos em que é crescente, decrescente, 5 (i ¥ /V :
constante, positiva e negativa. 3 y 45 £ ’-7/“5 SRR P S T
£} SOEORPER T N P LR TR )

> Continuidade e descontinuidade de uma fungao

“Uma funcdo f diz-se continua se for possivel tragar o seu grdfico sem levantar o Idpis.”

Exemplos:

fungdes continuas

> Paridade de uma fungao

Funcdo Par
Diz-se que uma funcdo de variavel real f é par se e sé se

f(-x)=f(x) VxeD;

Graficamente: f, par:
f(—a)="f(a)
Grafico simétrico
em relacdo ao eixo
vertical

Vi
) y v
e
4
S Vs .
Vs
4
y
J
0| X
fungdes descontinuas

Funcdo Impar
Diz-se que uma func¢do de variavel real f é impar se e s6

se f(—x)=—f(x) VxeD;
Graficamente: [ impar:
f(-a)=—1(a)

|Grafico simétrico
'em relagao a O.
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Exemplo: Calcule a paridade de cada uma das seguintes fungdes:
1. f(x)=—x3-3x 2. g(x)=—3x> —2x+1
f(=X)=—(—x)* =3(-X) = x> +3x=—f (X) g(—x) = -3(=X)* —=2(=X)+1=—-3x? +2x+1

Como f(—x)=—Tf(x) VxeD; afungdoéimpar.| g(—x)#g(X)Ag(—x)=—-0g(x) VxeD; afungio ndo é parnem é impar.

Exercicios
11. Analisando os graficos das fungdes do exercicio 10, indique quais sdo continuas.

12. Estude a paridade das seguintes fun¢des: a) f(x)=x+1 b) g(x)= x2 =5 ¢) h(x)=x*+x> d) j(x) = —2x3 +x

FUNCAO AFIM

Estudamos em geometria que, uma equagdo do tipo y = mx + b, com m, b e R representa uma recta ndo vertical,
onde m é o declive da recta e b é a ordenada na origem.
Dizemos que uma funcgao real de variavel real, € uma funcdo afim, se é definida por uma expressao do tipo:
f(x) =mx+b,comm,beR
De um modo geral:

. Exercicios
> declive d.a recta 13. Estude as seguintes fun¢Ges quanto a monotonia e sinal,
dados dois pontos P(x;, y;) e Q(X;,Y,) deuma indicando os respectivos pontos de intersec¢do dos seus

recta, definimos declive da recta PQ por:

m=Y2"Y1 13.1. f(x)=—lx+4 13.2. g(x)=0,4x—10
X; =X, 5

graficos com os eixos coordenados:

» dominio: R .
orminio 13.3. h(x)=-2x 13.4. j(X)z—gX—S

> contradominio: R 14. O grafico de uma fungdo afim f contém os pontos de

b coordenadas (2,4) e (5,7).
P zeros: f(x]=0@mx+b=0cbx—-—; ( ) (57)

14.1. Escreva a express3o que define a fungdo f .

P monotonia e sinal: 14.2. Faca o esboco grafico da funcdo.
m=>0 Crescente m <0 Decrescente 14.3. Indique a monotonia e sinal da fungdo.
k
YA Y4 15. Considere a familia de func¢des: f(x)= 5x+3, ke R.

Indique um valor de k de modo que:
15.1. f sejacrescente;

f(b) - A fla) 15.2. a fungdo tenha um zero no ponto de abcissa 6;
15.3. o gréfico da fungdo seja uma recta horizontal.

16. Calcule a expressdo analitica de cada uma das funcgGes afim

representadas graficamente por

xV

: Y : : yJL
TRk m 161y 16.2.
4 \ 2
Quaisquer que sejam, a e b e Df, \ R
— 0 3 X
se a<b entdo fla) < fib) se a<b entdo fla) > flb) /3 0 x y4 : \
16.3.
Quadro de sinal Quadro de sinal 1
x -0 -blm +o0 X —oo ~bim too — ol s
)| - 0 + f) |+ 0 -
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FUNCAO QUADRATICA

= 1pi . ~ . r"ﬂ \ eixo de simetria .
Fungdo quadratica é toda a func¢do do tipo: o Tl O seu grafico
minimizante —
=R |_parabola € uma parabola.
X = ax’+bx+c coma,b,ceRea#0 7e10 /zero
P | 5
ok |E 7 x
# k +--- ‘7:'~a~” o
minimo vértice | Exercicios:
17. Estude a paridade e calcule os zeros

= ZEROS E CONCAVIDADE

Os zeros da funcdo quadraticaf: X +— ax’> +bx+c,coma#0,

N N . 2 . —b++b? -4ac

sdo as solugdes da equagdo ax” +bx+c=0, ou seja, x=2—
a

Muitas vezes tem interesse saber se uma fung¢do quadratica tem ou

nao zeros, independentemente de se conhecer o seu valor.

Calculando-se o sinal do binémio b? —4acque se representa por A, tem-se:
-Se A<0 = afuncdo ndo tem zeros reais

-Se A=0 = afung¢do tem um zero real

-Se A>0 = afuncado tem dois zeros reais

Ao bindmio A chama-se binédmio discriminante, pois é pelo conhecimento
do seu sinal que se pode discriminar quantas solu¢Ges tem a equacao.
Exemplos:

Calculemos os zeros de cada uma das seguintes func¢des definidas, em R, por:

1. f(x)=x>—-5x+6

Calculemos o valor de A.

b2 —4ac=5"-4Xx1X6= 1; como A>0,a fungdo tem dois zeros.

de cada uma das seguintes fun¢des
definidas, em R, por:

17.1. f(x):%xz 17.2. g(x)=4x> +3

17.3. h(x)=-5%> +10x

17.4. i(X)=x* —x—2

17.5. j(X)=4x> —12X+9

18. Sem os calcular, determine o

numero de zeros de cada uma das
seguintes fungdes:

18.1. X — 2X>—7X+6
18.2. X > —3x2+2x-1

183. X — X’ +4x+4

19. Determine m de modo que a
expressao mx? —4x+2 defina uma
fungdo quadratica com:

19.1. dois zeros 19.2. um zero
19.3. nenhum zero

_Si\/I 3. m(X)=x> —6X+9

<X, =3vX,=2  Oszerosdafungdosdo 2 e 3.

b?—4ac=6"-4x1x9=0

2. h(x)=x> +x+2 Como A=0, afungdo tem um zero,

b?—4ac=1"-4x1x2=-7
Como A<0, afungdo h ndo tem zeros.

x:§<:>x=3
2

A>0

A=0 A<0

O que define o sentido da concavidade da

pardbola do grafico de uma funcdo quadratica \ /
+ +

a>0

. X

f (x)=ax’ +bx+cé o sinal do valor de a:

- a parabola é voltada para cima se a>0
- a parabola é voltada para baixo se a<0

O quadro ao lado relaciona o sentido da
concavidade com o numero de zeros da fungdo:

a<0 / \
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= VERTICE E EIXO DE SIMETRIA

Observe a figura ao lado.
A entrada do tunel tem a forma aproximada de parte de uma
parabola que podemos considerar definida pela expressao:

1
m(a)=—5(a2 —6a)
1. Qual a largura da estrada?
2. Qual a altura maxima do tunel?

Resolugao:
1. Consideremos a parabola desenhada num referencial cartesiano:
A largura da estrada corresponde a distancia entre os zeros da fungao.

1 1
—E(a2 —6a):0<:>—5a(a—6):0<:> a=0va=6

A largura da estrada é 6 m.

2. Como podemos observar, o eixo de simetria contém o vértice da pardbola, logo a equacgdo do Y1

eixo éx=3.
Entdo, a abcissa do vértice é 3. Vamos calcular a sua ordenada.

1
m(3) :—5(32—6x 3)=4,5

A altura maxima é 4,5 m. O maximizante da fung¢do é a média dos zeros da fungdo (a concavidade /

da parabola estd voltada para baixo).

(=)
v

UM BEpee i e e e

De um modo geral, a representacio grafica de uma funcdo do tipo f(X)=ax*>+bx+c,coma,b,ce Reaz#0,é

uma parabola de vértice no ponto:
b A

V(——,——j onde, A=b? —4ac. O eixo de simetria da parabola é a recta X:_ZL'
a

Exemplo: Seja a fungdo j(t) =t>-2t-3

1. Indique os zeros da fungao.

2. Determine as coordenadas do vértice e o eixo de simetria.
3. Esboce o grafico da funcdo.

4. Indique o contradominio.

5. Estude a fungdo quanto a monotonia.

Resolugao
1. b> —4ac=(-2)> -4x1x(-3)=16

2+ -
. 16<::>X:2 4Vx:2+4
2 2 2

e
2a 4a 2 4

V(l,—4). O eixo de simetria é x=1

<S> X=-1vx=3

Exercicios:

20.Seja f(x)=x>—-4x-5

20.1. Indique os zeros da fungdo.

20.2. Determine as coordenadas do vértice.
20.3. Escreva a equagao do eixo de simetria.
20.4. Esboce o grafico da fungdo.

20.5. Indique o contradominio.

20.6. Estude a fun¢do quanto a monotonia.

21. O gréfico ao lado representa a altura (em metros)
em funcdo do tempo (em segundos), de uma bola
langada de baixo para cima e na vertical, com uma
determinada velocidade inicial.

21.1. Depois de langada, quanto tempo demorou a
bola a chegar ao chdo?

21.2. Qual a altura mdxima atingida pela bola? Em
que instante?
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=  CONTRADOMINIO E MONOTONIA

Resolugdo (continuagdo):
3.Para esbogar o grafico da fungdo, ja temos o valor dos zeros, e do
vértice, calculemos o valor da ordenada na origem:

j(0)=0*-4x0-3=-3 y
Com o valor dos zeros, do vértice e

da ordenada na origem podemos
tragar o esbogo do grafico.

=N W b

4. Através da observacdo do grafico
concluimos que:
Df=[-4,+x]

ER O

5. A fungdo é mondtona crescente: [ 1, + o[
A fungdo é monodtona decrescente: ] -0, 1]

=  VARIAGAO DO SINAL
Exemplo:
Observemos os graficos das fungdes definidas por:
f(X)=x2+x-2;
g(x) = x> +1;
h(x) = ~(x-2)*;

Exercicios:

22. Considere a fun¢do i(r)=—r? +4r -5

22.1. Indique os zeros da fungao.

22.2. Determine as coordenadas do vértice.

22.3. Escreva a equacao do eixo de simetria.

22.4. Esboce o grafico da fungao.

22.5. Indique o contradominio.

22.6. Estude a fun¢do quanto a monotonia.

23. Determine, por via algébrica, os zeros e o minimo
da fungdo h definida por h(x)=x>—3x e esboce o

seu grafico num referencial.

i(X)=—x? +9x—18

Podemos concluir:

- f tem dois zeros e a > 0; é positiva no intervalo
]—oo,—Z[u]1,+oo[, sendo negativa em ]—2,1[;

- g ndo tem zeros e a > 0; é positiva em R;

- htem um zero e a<0; é negativaem R \{2};

- i tem dois zeros e a < 0; é positiva no intervalo ]3,6[ e negativa em ]—oo,3[u]6,+oo[.

Exercicio:

24.5. j(x)=x*+6x+13

24. Tendo em conta os valores de a e de A, em cada caso, determine a variagdo de sinal de cada uma das seguintes fungdes:

24.1. f(X)=—x>+6X 24.2. g(x)=2x> +5x—7 24.3. h(x) = —2x% +3x—1 24.4. i(x)=—(x-1)

Estudar a variacdo de sinal da fungdo é determinar os intervalos onde a fungdo é positiva e os intervalos onde é

negativa.

= INEQUAGCOES DO 22 GRAU

Para iluminar uma operagao de salvamento lan¢a-se um foguete luminoso cuja <

altura h em relagdo ao nivel do mar é dada aproximadamente pela lei:
h=10+5t—t> (h em metros, t em segundos).
A luz s6 é til desde que o foguete esteja a 4 m ou mais acima do mar.

Quanto tempo dura a luz util de cada foguete?

Resolugdo: Queremos os valores de t para os quais h>4, ou seja, 10+5t—t>>4.

Esta condi¢do é uma inequagdo do 22 grau.

12 passo: colocar todos os termos no 12 membro: 10+5t—t? >4 < —t*> +5t+6>0
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22 passo: estudar o sinal da fungéo quadrdtica do 12 membro: h(t)=—t> +5t—6

Como a =-1, a concavidade é voltada para baixo.

A =25+ 24 =49, logo a fungdo tem dois zeros.

—-51++/49
-2

Zeros: t= St=-1vt=6

Analisando o esbogo do grafico concluimos
que a fungdo é positiva no intervalo ]—1,6[

h

do problema e dar resposta:

a luz é util de zero a 6 segundos.
Resposta: A luz util

segundos.

Mais Exemplos:

1. Resolva a seguinte inequacao: x> —4x+3>0.
a>0 e A=16-12=4

4+.a

2

S = oo [

Ha dois zeros que sdo: X= & xXx=3vx=1

2. Resolva a inequacgdo 4x? —4x+1<0.
a>0 e A=16-16=0

Existe um zero, x=1 a inequacgao

4

3. Resolva a inequacgdo x> —3X+6>0.

2 7
tem uma so solugao:

12

a>0 e A=9-24=-15
A inequagdo ¢é uma
condicdo universal, ou

~

+ + +

seja, todos os numeros

reais sao solugdo da

1] LI

inequagdo. S=R

4. Resolva a inequagdo —4x* +x-3>0.

a<0 e A=1-48=-47

= FAMiILIAS DE FUNGCOES QUADRATICAS

> Fungdes do tipoy =ax*,a#0

y
4
f(x)=x? f \g 3
g(x)=4x> 2
r
h(X)I—?»X2 4 3 -2 A“\.;——O—i—i——f—»
JINE 23 4 X
h 5

Exercicios:
25. Determine o dominio das seguintes fungdes:

f(X)=v—x>+2x; g(X)=Vx*-5x+6

26. Resolva em R:

4x—3)4x+3
26.1. X2 —3x—4<0 26.2. 3<5x+2x% 26.3. x—zs%

2
2x(x—1)< x> +4
3 2

X
2

11

26.4. 3(x—1)>x>+2

26.6. (x—\/EXx+\/§)21

27. A figura representa um jardim com

26.5.

a forma de um trapézio isdsceles.

Atendendo aos dados:
2
. . X
27.1. Mostre que a drea do trapézio é dada por A(x):llx+7

27.2. Entre que valores pode variar a altura do trapézio de modo que a
area seja inferior a 120 m’?

28. Um foguete é langado. A altura, em metros, que atinge ao fim do
tempo t, em segundos, 4 dada por A(t)=—t> +10t+7

28.1. A que altura estd o foguete ao fim de 5 minutos?

28.2. Em que instante o foguete atinge o solo?

28.3. Durante quanto tempo se encontra o foguete a uma altura
superior a 23 metros?

Ainequagdo é impossivel.

/_\ s={}

39 passo: analisar os dados obtidos no contexto

Mas neste problema sé interessa t> 0, pelo que

do foguete dura 6

M.A.(5)

Da andlise feita aos casos apresentados, sdo intuitivas as seguintes
informacdes:

- o sinal do coeficiente a influencia o sentido da concavidade.

- o valor absoluto de a influencia a abertura da parabola. Quanto
maior é o valor absoluto de a, menor é a abertura da parabola.
-qualquer uma das parabolas tem vértice no ponto (0, 0) e o eixo
de simetria é a recta X = 0, donde se conclui que sdo
independentes de a.
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— y<0 Exercicio:
29. Corresponda cada uma das fungdes ao seu respectivo
ini R g
Dominio R graflco: , r
ini % R3 e,
Contradominio RS o |- y= 2X2 | P,
x=0 x=0
i Il:y=-0,5x* Py
Sinal Positiva em IR \ {0} Negativa em R \ {0}
Ny =/3x2
Moriotors Crescente em R* Crescente em IR™ )
enotonia Decrescente em R~ Decrescente em IR* IV : y=-X /O X>
EsdtraiE Minimo absoluto Méximo absoluto V:iy= 0,2X2
xire em (0, 0) em (0, 0) / \
: / &\ \P
i Concavidade Voltada para cima Voltada para baixo ' \ \ ¢

> Fungdes dotipoy=ax’+k e y=a(x-h)*,az0

. ~ . .z 2 2 2 . e
Considere as fungdes reais de varidvelreal y=X", y=X"+2 e y=X"—-1 e os seus respectivos graficos:

| Da analise feita aos casos apresentados, sdo intuitivas as seguintes informacdes:
-Ogréficodey = x> +2 obtém-se a partir do grafico de y = x’ deslocando-se duas
unidades para cima. (k > 0, desloca¢do para cima)

‘ -Ogréficode y = x*> —1 obtém-se a partir do grafico de y= x’ deslocando-se uma

| unidades para baixo. (k < 0, desloca¢do para baixo)

- Os efeitos das mudangas de K, nos graficos das fungées da familiay = ax’+k,az0

<]

fazem-se sentir na localizacdo do vértice da pardbola sobre o eixo das ordenadas.

Vértice: (0, k) Eixo de simetria: X=0

Considere as fungdes reais de varidvel real y=x>, y= (X—Z)2 e y= (X+3)2 e 0s seus respectivos graficos:

Da analise feita aos casos apresentados, sdo intuitivas as seguintes informacdes:

- O grafico de y= (X—Z)2 obtém-se a partir do grafico de y= x’ deslocando-se
duas unidades para a direita. (h >0, deslocacdo para a direita)

- O graficode y= (X+3)2 obtém-se a partir do graficode y = x° deslocando-se trés

unidades para a esquerda. (h < 0, deslocagdo para a esquerda)

o]

|

- Os efeitos das mudancas do pardmetro h, nos graficos das func¢&es da familia

S
N
>

' ‘ 0 T y = a(x—h)?, a # 0 fazem-se sentir na localizagio do vértice da parabola sobre o
* ¥ /'};A J ‘ ei?(o das abcissas.
; = e+ )3 . / J=x .\;‘ Vértice: (h, 0) Eixo de simetria: Xx=h

/., _______ = Exercicios:

30. Estabeleca a correspondéncia

e \‘;

entre os graficos dados e as
seguintes fungdes:

i K L > 1
| B [x43 0 | » |[x l:y==x"+2 R
| 3 X
31. Represente, a partir da funcdo definida por Il y=x2 +1
f(x):xz, as seguintes fungdes, indicando as M :y:—lx2+3

coordenadas do vértice:

31.1 g(x)=2(x—3)?

31.2 h(x)=—x% +2
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> Fungdes do tipo y=a(x—h )*+k,a#0

Considere as fungdes reais de variével real y=x> e y=(x-2)’+3 eos
seus respectivos graficos:

Da andlise feita aos graficos apresentados, sdo intuitivas as seguintes
informacdes:

-Ogréficode y= (X—2)2 +3 obtém-se a partir do graficode y = x?
deslocando-se duas unidades para a direita (h = 2) e trés unidades para
cima (k = 3).

-y= (X—Z)2 +3 tem concavidade voltada para cima;

Vértice: (2, 3) Eixo de simetria: x =3

- O gréfico de uma funcéo do tipo y = a(x — h )* +k, a # 0 é uma parabola

o . ’ .
X com as seguintes caracteristicas:
Vértice: (h, k) Eixo de simetria: Xx=h
: icio: by
a>0 e Exercicio 1
32. As representacgdes graficas
Dominio R R . . X 3\ f g
- i 1| seguintes foram obtidas a partir
Contradominio [k +oo[ J-eo, ] 5 _el
: e de y=X".Escreva a expressao :
Moratonia Crescente: [h, 1‘01[ Crescente:; ]—ool h]
Decrescente: [ /] Decrescente: [h, oo analitica das fungdes >
g i - L. -1 o1 3 X

Extremos Fsipndlulg Méximo absoluto quadraticas representadas. a4

em (h, k) em (h, k) / :

Vértice (h, &) (h, k)

Concavidade Voltada para cima Voltada para baixor ‘ ’
: : al
Eixo de simetria X=:h x =h
Exemplo:

Seja a funcdo f definida por f(X)=5x> —10x—1

1. Escreva a expressdo da fun¢do na forma f(x)

2. Identifique as coordenadas do vértice e o eixo de simetria da

parabola que é o grafico de f.
Resolugao:

- . , b A
1. Vamos calcular as coordenadas do vértice a partir da formula V(——,——j .

A=100-4x5(-1)=120; > __10)_
2 2x5

Entdo h=1 ; k=—6 e a=5

Substituindo na expressdo vem: f(x) =5(X —1)2

Toda a fun¢do quadratica y=ax? +bx+c

_ _h)
=a(x—h) +k. com a # 0, pode escrever-se na forma

y=a(x—h)* +k e tem por grafico uma

. -— b A
pardbola de vértice V(——,——j ou
2a 4a
)a’ 2a V(h,k). O eixo de simetria da parabola é
A 120 a abcissa do vértice.
42 4x5 h=-L o Kk=_2
2a 4a

-6

2. V(l,—6). A recta de equacdo X=1 é o eixo de simetria da pardbola.

Exercicios:

33. Considere a funcdo definida por f(X)=2x>
33.1. Determine os zeros da fungdo e as coo
do vértice da parabola que a representa.

33.2. Escreva a expressao da fungdo na forma
f(x)=a(x—h)® +k.

33.3. Represente graficamente a fungao.

33.4. Estude a monotonia da funcgdo.

33.5. Resolva f(x)<1

34. A parabola representativa de uma func¢do quadratica f tem
—3x+1 vértice no ponto de coordenadas (1, -4) e intersecta o eixo das

rdenadas abcissas nos pontos de coordenadas (-1,0) e (3,0). Escreva a

express3o que define a funcdo na forma f(x)=a(x—h)* +k .

35. Considere a funcdo definida por h(x)=—-2x> —4x+3

35.1 Estude a paridade da funcgéo.

35.2 Fagca o estudo analitico da fungdo indicando os zeros, o
vértice, o eixo de simetria, o sinal, a monotonia, o contradominio e
os extremos.

35.3 Esboce o grafico da fungao.




= RESOLUGAO E DISCUSSAO DE PROBLEMAS DE 22 GRAU

Exemplos:
1. Do alto de um farol langa-se, de baixo para cima, um projéctil cuja altura

h, em relacdo a base do farol, é dada por h=20+20t —5t> (h em metros e t
em segundos).

1.1. Esboce o grafico da fungdo para t>0.

1.2. Ao fim de quanto tempo o projéctil passa pela base?
1.3. Ao fim de quanto tempo cai no mar?

1.4. Qual a altura maxima atingida pelo projéctil?

Resolugao: "
1.1. | —
h(0) =20 ot T\
V(2,40) S
10 '
Zeros: o 1 2 5 =& i _ B ;;T
t~-0,8vt~4,8 1o Ao
-20 \ I
h(4)=20 -304 \ ;
) \
h(6)=—40 i *

1.2. Ao fim de aproximadamente 4,8 s que corresponde ao zero positivo da
funcgao.

1.3. O nivel do mar esta 40 m abaixo da base do farol o que na func¢do
corresponde a h(6)=—40. Ao fim de 6 segundos.

1.4. A altura maxima corresponde a ordenada do vértice (k) da parédbola.

A altura méaxima é 40 m.

2. Um rectangulo tem de perimetro 20m.

2.1. Exprima a drea A do rectangulo em fungdo do comprimento X de um
dos seus lados.

2.2. Represente graficamente a fungdo A de X. X

2.3. Entre que valores pode variar X?

2.4. Para que valores de X a drea é maxima? Vi

Resolugao:

21. P=20 < 2X+2y=20 < X+y=10 < y=10-X

A=xy < A=x(10-X) < A=10x-x>
2.2, 2.3. Os valores de X tém de estar
y compreendidos entre 0 e 10, pois se
uma das dimensdes for 0 ou 10 ndo
: existe rectangulo
B/ \ 2.4. Observando o grafico verificamos
| gue o maximo da fungdo é a ordenada
do vértice da pardbola, donde se

of 1 3 5 7 9 10 x concluique a drea é maxima quando

X=5.

Exercicios:

36. Uma bola atirada de baixo para cima, na
vertical, atinge a altura h, em metros, dada por
h=14,7t —4,9t? ao fim de t segundos.

36.1. Ao fim de quantos segundos atinge a
bola a altura maxima?

36.2. Qual é essa altura maxima?

37. Um rectangulo de area A tem menos 4 cm

de largura do que de comprimento (C).

37.1. Exprima A em fungdo de C.

37.2. Sabendo que a area ndo pode exceder os
2 .

21 cm” qual o maior valor que C pode tomar?

38. Um dos catetos de um tridngulo rectangulo
tem mais 1 m do que o outro.

38.1. Exprima a drea em fung¢do do cateto
menor e determine o valor deste cateto para o
qual a area é superior a 10 m>.

38.2. Determine o cateto menor sabendo que
a hipotenusa tem mais 9 m que ele.

39. A secgdo transversal de uma piscina tem a
forma de uma parabola sendo a equagdo dessa
parabola definida por: h=0,2x(Xx—8).

h (x e h em metros)

39.1. Calcule a largura e a profundidade
maximas da piscina.

39.2. Para que valores de Xe[0,8] se tem
h>-147?

40. Da varanda de uma casa, a 5m do solo, foi
lancada, na vertical, uma bola para o ar. Apos t
segundos, a distancia em metros, da bola ao
solo é dada por d(t)=>5+ 40t —16t>

40.1. Calcule d(0) e indique o significado destes
valores.

40.2. Resolva a equacdo d(t) = 5. Qual é o
significado da solugdo obtida?

40.3. Qual serad a altura maxima atingida pela
bola? E em que momento é atingida essa

41. Calcule as medidas dos catetos de um triangulo rectangulo de perimetro
24 cm e cuja hipotenusa mede 10 cm.

42. Considere a figura ao lado. O quadrado maior tem 100 m” de area.
42.1. Exprima em fungdo de X a area de cada triangulo a sombreado.
42.2. Calcule os catetos desses tridngulos se o quadrado menor tiver 90 m’.

altura?
D_X C
X
X
A x B

42




Exercicios:

43. Num jogo de Basquetebol, um jogador converte um langamento de trés pontos. Tendo em conta que a altura (em metros) a
que a bola se encontrava do solo em fungdo do tempo que decorreu (em segundos) entre o instante em que a bola foi lancada e
o instante em que atingiu o cesto é dada pela funcdo f definida por f(t) =-0,93t% +2,32t +2,1 com te [0,2]

43.1. Determine a altura a que a bola se encontrava do solo no momento do langamento.

43.2. Determine a altura a que se encontra o cesto.

43.3. Qual foi a altura méaxima atingida pela bola e em que instante a bola atingiu essa altura?

43.4. Se o jogador ndo tivesse acertado no cesto nem na tabela e a bola ndo tivesse sido intersectada, ao fim de quanto tempo a
bola chegava ao solo?

ry
|
44. Num terreno de 20 X 8, pretende-se construir uma piscina com um passeio em
seu redor de largura constante. 8

44.1. Escreva a expressao da area da piscina em fungdo da largura do passeio. % X
44.2. Determine a largura do passeio de modo que a piscina, tenha um Y
comprimento triplo da largura. v
|¢ N
20 ‘
FUNCAO MODULO
} : : : f f . : >
Consideremos a recta real: = =5 = = 0 1 2 3 4 *

Mddulo ou valor absoluto de um nimero a é a distancia desse niUmero a origem e representa-se por |a|.

Assim: |2]|=2 |-3]=3 |0]=0 [-0,5]=0,5
Dado X € R, chamamos médulo ou valor absoluto de X Exercicios:
X se x>0 45. Defina analiticamente, sem utilizar o simbolo de mddulo,
ao numero real definido por: |X| = as seguintes funcges:
—-X se x<0

as5.1. f(x)=|x-2  45.2. g(x)=[1-X

A funcéo definida de R em R que a cada nimero real 46. As fungdes representadas graficamente sdo do tipo

X faz corresponder |X| chama-se fungdo modulo ou y= |x—b|+c, (b,c R). ¥

fungdo valor absoluto.

Indique para cada uma,

ovalordebec. 46.1. ; /
Representemos graficamente a fung¢ao: 46.2. =) \0‘ 72 %
y ¥y =
X y = x| le ‘
46.3.
-3 3 15 ¥y
14
-1 1 ________ ;'I.T _____ ._3. v T __________
0 0 : 12 /. =3 B % 1
: 3 ; o | X

! ! N _;’L )

3 3 fBdai | 12545 X
Exemplo: Considere a fungdo g(x)= |X—3| .
1. Defina algebricamente ¢(X), ou seja, defina a fungdo sem usar o simbolo | |. Numa fungdo modulo do tipo
2. Represente, graficamente, a funcio. f(x)= a|X—b|+C , com a,b,ce R, o
Resolugéo: y pardmetro a define a abertura do

t+6
1 2. ls gréfico da funcdo e os parametros b e ¢
— —3> 3 . s . 1L
g(x) :{ X=3 se x=320 PN T4 definem o valor do vértice do grafico da
-X+3 se x—-3<0 _""_":2‘_"“""; ------- funcdo: V(b, c)
X—3 se x=>3 N\
+t
< gx)= '
g() {—X+3 se X<3 —_— —_—
432112345678




Exercicios: 48. A fungdo ¢ do tipo y =alx—b] .
A

47. Esboce o grafico de: Indigue o 3

47.1. f(x)=—-x+4| 47.2. g(x)=—x] valor 0

47.3. h(x)=|x+2 47.4.i(x)=|x-3+1 |deaeb:

49. De uma funcgio f sabe-se que:
f(x)=ax—bj+c ; f(5)=0

D’f=]- o, 1]; fécrescenteem ]- o, 3]

49.1. Esboce o gréfico de f.

. —6| 49.2. Determine a, b ec.
47.5. j(x)=-3—|x—1|
=  EQUACOES E INEQUACOES com MADULOS

Exemplos: Exercicios:

1. |X|:8<:>X:8vX:—8 S :{—8,8} 50. Resolva as equagées:

2. [{> 15 x> 1w x<—1 S = Lo 1[U 4] 50.1. | =4 50.2. 2 =-1 50.3. |x-3|=7
50.4. [1-4X =5 50.5. |x—3/=|1-5x| (para

3. (<6< X<6AX2—6 s=|-s, 6
terem o mesmo mddulo, duas expressdes sao

S= {6 '10} iguais ou simétricas)

4. [x-8=2<x-8=2vX-8=-2<Xx=10vX=6
5

 x=1>3ex-1>3vXx-1<-3<x>4vX<-2

§ =}oo,~2{Ul, o]

. [10-X <5< |x-10/ <5< x-10>-5Ax-10<5

s=F, 13|

(22}

<> X<1I5AX>5

51. Resolva as inequagdes:
51.1. [7-x/ <1

51.3. [1-X>2
51.5. [8-2x|>4

51.2. 2x—3| <5
51.4. [3x|<5
51.6. [1-2X|<5

Propriedades do mddulo de qualquer nimero real X:

l.|[{=a < x=a vx=-a,(a=0)(se a<0,a condigdo é impossivel)
Il.|x<a < x<a vx>-a,(a>0)(se a<0,a condigdo ¢ impossivel)

. [x|>a < x>a vx<-a,(a>0) (se a<0,acondigdo é universal)

*  GRAFIco DE |f(x)| e DE f(|X])

Conhecido o gréfico de X+ f(X) queremos determinar o de X+ | f (X)| .

Nos pontos em que f(x)>0 é |f(X)|= f(X); e nos pontos onde f(x)<0 é |f(X)|=—f(X).

Exemplos
1. A partir do gréafico de f(x)=2x-4 obtero

grafico de g(x)= | f (X] = |2X—4| Resolugdo

2. A partir do grafico de f(X)=x> —6x+8 determinar o de a(x) :‘XZ —6X+8‘ .

Resolugao Como f(X)=x>—6X+8éuma fungdo quadratica com os zeros 2 e 4, temos:
il e Com Xx<2vx>4,f(x)=0 e g(x)=f(x)
Yoa e Com2<x<4,f(x)<0 e g(x)=—"F(x),
(ol . : ou seja, quando f é positiva o gréfico de g é igual ao de f, quando f é negativa as
l ordenadas de g sdo simétricas das de f.
1 . : .

! | - 1’4" y
‘ ’ \ / f(x)
T\

SN

44

Hx)l = g(x)

f

o] X

Basta desenhar acima de OX o que esta abaixo de Ox.




Conhecido o gréfico de X+ f(X) queremos determinar o de X+ f(|X|).

Nos pontos em que x>0 ¢é f(|X|): f(X); e nos pontos onde x <0 é f(|X|): f(—x).

A funcao f(|x|)é uma funcdo par, ou seja Xx=0 é um eixo de simetria do seu grafico.

Exemplos:

1. A partir do gréfico de f(x)=x* —x—2 determinar
o grafico de h(x)= f(|X|):|X|2 —|x-2.

Resolugao

Como X=>0 é h(x)= f(x) e os graficos sdo iguais;

e, como h é funcdo par, o seu grafico é simétrico em
relagdo ao eixo Oy.

by
y
41 4
il f(x) il (Ix1) = h(x)
2 21
1 T 1
2ko1123 X T N o B X
e 1
‘rj? / 2
+-8 3
|
Exercicios:
52. Represente graficamente as seguintes fungdes:
52.1. f(x)=[2x-3  52.2. h(x)=[x* -3
52.3. g(x)=|x+3]  52.4. m(x)= ‘xz -~ x—z‘
53. Considere as seguintes funcdes representadas:

1

fOd

J'fo—ZsexrzO
; XVII(X):L?) 3. X i C)=—A4x
—Xx—-3sex<0

f(x|)

™~ ~

e e el 1 el
¢ X #

g(x‘)| ', h(xj. |

53.1. Esboce o grafico de | f(x) ,

X

S AN ‘ : . X
53.2. Esboce o grafico de f(|X|) , g(|X|) , hqx|)

) WP

TRANSFORMACOES SIMPLES DE FUNCOES

No estudo da fungdo quadratica, foram feitas algumas referéncias a transformagoes de fungbes e respectivos

deslocamentos em termos graficos.

A seguir, sdo sintetizados e generalizados algumas situagdes tendo por base exemplos intuitivos.

= y=f(X) +a, aecR (TRANSLAGAO VERTICAL)
Exemplo: %
Seja f tal que f(x)=|x . \
Como obter os graficos das fungdes:
y=f(x)+2=|x+2

y="f(x)+3=|x+3 \ /]

y=f(x)+2=|x-4

4D

Qualquer um dos graficos das fun¢Ges dadas pode
ser obtido a partir do grafico de f, efectuado um
deslocamento na vertical — translagdo associada
ao vector (0, a).



y=f(x-a), a€ R (TRANSLACAO HORIZONTAL)

Exemplo:
Seja f tal que f(x)=|x .

Como obter os graficos das fungdes:
y=f(x+2)=|x+2|
y=f(x-3)=|x-3

Qualquer um dos gréficos das

fungdes dadas pode ser obtido a
partir do grafico de f, efectuado um

Exemplo:

y
Seja f tal que f(x)=x> —4x . \
y=Ffl=x)
Se na expressao substituirmos
X pelo seu simétrico, ou seja, — X,
obtém-se a expressdo f(—x).

y = f(— X) (SIMETRIA EM RELACAO AO EIXO DAS ORDENADAS)

f(=x)=(=x)* —=4x(=x)=x* +4x

Graficamente:

Exemplo: %

Seja f tal que f(x)=x> —4x .
Como obter o grafico de
y=—f(x)= —(x2 —4x): —x% +4x

y ==1f( X) (SIMETRIA EM RELACAO AO EIXO DAS ABCISSAS)

Exemplo:

Seja f tal que f(x)=x> -3 .
Como obter os graficos das funcgdes:
y=2f(x)=2x*-6
y=0,5f(x)=0,5x*> —1,5

{
/

y =af(x ), a € R (DILATAGAO/COMPRESSAO NA VERTICAL)

0,57(x)

-Se |a|> 1, diz-se que ha
uma dilatagdo vertical.

- Se |a|< 1, diz-se que ha

uma compressao vertical.

46

y = £(0,5x)=0,25x> -3

deslocamento na horizontal -
3] translagdo associada ao vector
X~ (a,0).

Os graficos das fungdes f(x)e f(—x) sdo
simétricos em relacao ao eixo das ordenadas.
Conhecido o grafico de f, para obter o grafico
de y=f(-x) basta construir o gréfico

simétrico de f em relagdo ao eixo Oy .

Os graficos das fungdes f(x)e —f(x) sdo
simétricos em relacdo ao eixo das abcissas.

Conhecido o grafico de f, para obter o grafico
de y=-f(x) basta construir o gréafico

simétrico de f em relacdo ao eixo Ox .

y=f(ax), a € R (DILATAGAO/COMPRESSAO NA HORIZONTAL)

Exemplo:
Seja f tal que f(x)=x*-3
Como obter os graficos das funcoes:

y=f(@2x)=4x>-3

»

y= fl2x)

-Se |a|> 1, diz-se que ha uma compressao horizontal.

- Se |a|< 1, diz-se que ha uma dilatagdo horizontal.



Exercicios:

54. Uma representacdo grafica da fungdo f

encontra-se na figura seguinte: \ y
/,

54.1. Indique o contradominio A\'\\ ,

da fungdo h, sendo h(x) = f(x) — 1. =1, /3 x

54.2. Determine p € R, de modo \\ //

que g(x) = f(x) + p ndo tenha zeros. e

55. Considere a funggo f, definida por f(x)=|x -
55.1. Indique os zeros da fung¢do g sendo g(x) = f (x + 1).
55.2. Estude o sinal da fungdo h, sendo h(x) = f (x — 4).
55.3. A fungdo j tem

a seguinte representacao

=

grafica:

sabendo que j(x) =f (x + k)

Indique o valor de k, | \ l

56. Considere a funcdo f representada graficamente.
Em relacdo a fungdo yA
y =f (- x), indique:

56.1. zeros.

56.2. extremos. 0 2 4 X
56.3. sinal. \/
. . Y| TR |

56.4. intervalos de monotonia

57. Na figura encontra-se
representada a fungdo h.
Esboce o grafico da fungao:
57.1.h (x-2)

57.2.h(x) +3 -1\ 0 /i X
57.3. |h(x)]|
57.4. -h (x)
57.5.0,5h (x)

58. Observe a figura onde se encontra representada
graficamente a fungdo f e considere as func¢des definidas por:

g(x)=f(-x) y .
h(x)= f(x—3) 4 )/
i(X)=-f(x) y /
t(x) = f (x) ‘ /
Indique: / \\
58.1. os zeros de g. //*2 0 3 X

58.2. o conjunto solugdo h(x) <0.
58.3. os intervalos de monotonia da fungdo i.
58.4. os extremos de t.

59. Considere a fungdo f representada graficamente e
g(x)= f(3x) vl
h(x)=3f(x)

59.1. Indique os zeros e o

contradominio de g e h. ) o /1 x
59.2. Quantas solugdes tém as /

seguintes equagdes:

a) g¥)=-3 b) h(x)=-3 ¢) h(x)=0

60. Considere os graficos A,Be Ce as fun(;c”)es tais que:

y=f(x) y=—f(

Faca a corresponder
a cada grafico a sua \

respectiva fungao.

FUNCOES POLINOMIAIS. POLINOMIOS

= PoLINOMIOS

Exemplos:
A(X)
B (X) =4x+10 (bindmio do 22 grau completo)
C(x)=—-6Xx>

=4x? +2x—20 (polinémio do 22 grau completo)

(mondmio do 52 grau)

D (X) = x> +3x% —10x (polinémio do 32 grau incompleto, uma vez

gue lhe falta o termo independente)
E(x)=5x>—3x+4 e F(X)=
E(X)=5X>—3x+4eH(X) =

C(X)=-6x"e J(x)=x>sdo mondmios semelhantes porque tém a

mesma parte literal ( x°).

4 +5%% —3x sdo polinémios idénticos

—5x? +3Xx—4 s3o polindmios simétricos|

Um polindmio de grau n, na variavel real x, é toda a

expressao do tipo:

n n-1 n-2
3, X" +a, X" +a,x" +...+a,  X+a,

com a,,a,,a,,..a,€sR e neN;

Um polindmio com dois termos diz-se bindmio.

Se o polindmio tem um sé termo, diz-se mondmio.
Um polindmio que apresenta todos os coeficientes
iguais a zero diz-se polindmio nulo.

Um polinédmio diz-se completo se e sé se contiver
todas as poténcias de X, desde X" até ao termo
independente.
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Exercicios:
61. Calcula o valor de:

61.1. t?> —6t+10, para t=2 61.2. x> —5x—9, para X=-3

62. Escreve por ordem decrescente das poténcias de X e indique o grau e os coeficientes dos varios termos:

62.1. 1+6Xx+9x> —8x3 62.2. 3—9x% +24x* 62.3. x> —5x3 —6x°% —7x

61.3. m>—9m, para m=-1e m=1

= OPERACOES cOM POLINOMIOS

> Adigcao
Basta reduzir os termos semelhantes (somar os mondémios com igual parte literal).
Exemplo: Adicionemos os polindmios A(X)=5x> +4x+3 e B(X)=—2x>+4x>—-x—-5

AX)+ B(X) = 5X% +4X+3+ (-2X% +4x3 —x—5)= 4x> +3x> +3x -2

> Subtracgao
Para subtrair dois polinédmios, adiciona-se ao polindmio aditivo o simétrico do
polindmio subtractivo e, em seguida, reduzem-se os termos semelhantes.

Exemplo: Calculemos a diferenga entre os polinémios A(X) e B(x) do exemplo anterior.

AX)—B(X)= AX)+(-B(X))= (5% + 4x+3)+ (2X%> —4X> + X+ 5)= —4x> +7x> +5x+8

> Multiplicagao
Para multiplicar dois polindmios multiplica-se cada termo do primeiro polindmio
pelo segundo polindmio e adicionam-se os produtos obtidos.

Exemplo: Efectuemos a multiplicagdo dos polindmios AX)=2x%+1 e B(X)=3x%* +2X+3

pr—

A(X) X B(x) = (2x% =1) (3x® + 2x + 3) = 6x* + 4x° + 6x% —3x® —2x -3 = 6x* + 4x° + 3x% —2x —

N

O grau do produto de dois polindmios é a soma dos graus desses polindmios.

No exemplo2+2=4

Recorde: Casos notaveis da multiplicagdo

Quadrado do bindénio Diferenga de quadrados

(a-ba+b=a-V
1° 20 1°

Y Y

(a+ bl =a*+2ab+ b
12

) © ) O

Quadrado do 2.° Quadrado do 2.°

Y

Dobro do produto

Exercicios:

63. Calcule e escreva o resultado na
forma do polindmio reduzido e
ordenado:

63.1. (X2 —4x+3)+(x—2x3 +5%?)
63.2. (x? —4x+3)—(x—2x> +5x?%)
64. Efectue as operagdes indicadas
e escreva o resultado na forma de
polindmio ordenado e reduzido:
64.1. (x+1)x+3)

64.2. (2x—3)(x2 —5x)

64.3. (3)(—1)(x2 + x+1)

65. Indique o grau do polinédmio
produto de:

65.1. x> —5x*>+1 por x> —x—3
65.2. Xx—1 por um polindmio do 52
grau.

65.3. um polinédmio do 32 grau por
um polinémio do 22 grau.

66. Sendo A(X)=(x+2)x+4) e

B(x)= 2(X - 3)(X —%) determine o

polindmio C(X) tal que:

66.1. A(X)+C(x)=2x-1
66.2. B(x)=C(x)x(x—3)
66.3. A(X)=C(x)x(x+2)

do 1.° pelo 2.° Quadrado do 1.°

Y
Quadrado do 1.°

> Divisao inteira de polindémios
No conjunto N, efectuar a divisdo inteira de um nimero A por um nimero B é encontrar um
numero natural Q (quociente) e um nimero natural R (resto), tais que

A=B X Q+R,comr<Q0.

No conjunto dos polinémios tudo se passa de modo idéntico:
A divisdo inteira do polinémio A(X) pelo polindmio B(X) consiste em determinar dois
polinédmios Q(x) e R(x) tais que:

AX) = B(X)xQ(x) + R(x)

sendo o grau de R(X) menor que o grau de B(X), ou R(x) = 0.

Quando R(X) = 0 diz-se que a divisdo é exacta.
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Nota:
EmN: 38475:42=
38475 | 42
-378 914
0067
-42
255
-248
007
38475=42 X914 +7
Dividendo = divisor X
guociente + resto




Algoritmo da divisdo inteira
Exemplo:

Calculemos o quociente e o resto da divisao inteira do polindmio A(X) =-3x2+5x* +x-1

pelo polindmio B(X)=X+2

5x* + Ox®— 3x% + x — 1 “X,,+,,2
5x*+ 03— 3x%+ x — 1 ,ﬁz
5x3
5x? + 0x*=3x° + x — 1 :\X+2
~5x*- 108 Ed
- 10x° - 3x% + x — 1
|
\
5 + -3+ x-1 | x+2 i
— Bx*— 1053 553~ 10x2 + 17x 33 |
L -t x—] |
10x° + 20%°
| 17 + x — 1
— 17x% - 34x
L e |
33x + 66
65

Portanto, Q(x) =5x> —10x* +17x—33e R(X)=65.

O grau do quociente é igual a diferenga entre os gra

1°) Ordenam-se os polindmios dividendo e
divisor segundo as poténcias decrescentes
de x, escrevendo também os termos nulos
quando o dividendo ndo é um polindmio
completo.

2°) Divide-se o termo de maior grau do
polindmio dividendo pelo termo de maior
grau do polinémio divisor. Obtemos o termo
de maior grau do polindmio quociente.
5x*ix = 5x°

3°) Multiplica-se esse termo do quociente por
cada um dos termos do polindmio divisor e
escreve-se o simétrico do produto por baixo
do monémio do mesmo grau que se
encontra no dividendo.
2(5x%) = 10x° simétrico —10x®
x(5x%) = 5x* simétrico -5x*
Em seguida adicionam-se 0s mondmios do
mesmo grau e obtém-se o0 primeiro resto
parcial.

4°) Divide-se o termo de maior grau do resto
parcial pelo termo de maior grau do
polinémio divisor para obtermos o segundo
termo do quociente.
—10x%x = -10x®  simétrico 10x?
O processo repete-se até que o polindmio
resto tenha um grau inferior ao do polinémio
divisor.

e

us do dividendo e do divisor.

O quociente é de grau 3: grau 4 (do dividendo) — grau 1 (do divisor).

Regra de Ruffini

Exercicios:

67. Calcule e escreva o
resultado na forma do
polinémio reduzido e
ordenado:

67.1. (x+1)" —3x(—x+1)
67.2. (x2 + 4)— 2-x)2+x)
67.3.

—(x=3) —(x—1)x+3)

68. Determine o quociente e
o resto da divisdo inteira de:
68.1. 3x* —4x® —5x+10

por 3X+2

68.2. x* -8 por X% +2
68.3. x* -8 por x?+Xx
69. Determine o polinémio
que:

69.1. dividido por

X2 +3x—1 tem como
quociente 3X—2 e resto
5x+4.

69.2. dividido por x> —1
tem como quociente x* —1
eresto x—1.

69.3. dividido por x—1 tem

como quociente x2+x+1e
resto zero.

M.A.(6)

Quando, na divisdo inteira de polinémios, o divisor € um polindmio de grau 1, em particular do tipo X —a, com a. € R,

o procedimento exposto através do algoritmo da divisdo dda lugar a um método simples denominado por Regra de

Ruffini, que permite determinar os coeficientes do polinédmio quociente e resto da divisdo (grau zero).

Exercicio:

Exemplo 1:
Dividir P(x)=3x* —2x3+2x%> —=x+1 por x—2
4 LS S PN
| \ N s
’ v < X Yoy ~.
A

w
|
N

N
|

Q(x)=3x3 +4x*> +10x+19

70. Use a regra de Ruffini para calcular o quociente
e o resto de cada uma das divisdes:

70.1. x3 —-3x% +3x+1 por x—1
70.2. 4x* —5x> +8 por X+0,5
70.3. x> —5X+4 por X—3

70.4. x*—5x2+4 por Xx++/2

2
70.5. 3x* —2x%+1 por x+3

Sendo A(X) um polinémio do 42 grau, o quociente da divisdo por X—2 é um polinédmio do 32 grau.
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Exemplo 2:

Use a regra de Ruffini para calcular o quociente e o resto da divisao
de P(X)=x>—x?+2X+6 por 2x+4

Repare que 2X+4=2(X+2).

Entdo, se P(x)=(X+2)xQ(X)+R, serd P(x)=2(x+2)x

Q(X)+R.
2

Ou seja, o0 quociente da divisdo de P(X) por 2x+4 é metade do quociente
da divisdo de P(X) por x+2; o resto é o mesmo

Em geral, para dividir P(x) por ax+b,
e tendo em atencgdo que

ax+b=a(x+gj,divide—se P(x) por
a

b e .
X +—, depois divide-se o0 quociente
a

obtido por a e o resto ndo se altera.

1 -1 2 6
—2 ! -2 6 16 Exercicio:
| 1 -3 8 -10 71. Use a regra de Ruffini para calcular o quociente e o resto de cada
uma das divisdes:
1
Q) = X*-3x+8 1., 3 ., . R(X)=—10 71.1. x> —3x* +X-2 por 2x—6  71.2. x* —§x3 —15 por 3x-1
2 2 '

= TEOREMA DO RESTO

Calculemos P(2) para o exemplo 1 e P(-2) para o exemplo 2:

Exemplo 1: P(2)=3x2% —2x23 +2x2% —2+1=39 Exemplo 2: P(-2) =(-2)> —(-2)* +2x(~2)+6=-10

Verificamos que o valor do resto da divisdo de um polinémio P(x) por x —

a é igual ao valor numéroco de P(a).

Teorema do resto:
O resto da divisdo de um polindmio P(X) por X—«a é o valor numérico

do polinémio P(X) para X =« e designa-se por P(«).

Exercicios:

72. Calcule sem efectuar a divisdo o
resto da divisio de X> —3x* —4X+6
por: 72.1. x—-3

Outras conclusdes:
- Um nuimero o diz-se raiz ou zero de um polinémio se P(x)=0

- Dizer que a é raiz de um polindmio equivale a dizer que esse polindmio

72.2. X+2 72.3. X2

72.4. 2X—-4 72.5. X—%

é divisivel por X — .

73. Sem efectuar a divisdo determine para que valor de m:
73.1. y3 - myz + Yy +6¢ divisivel por Yy +2.

73.2. —6—2t +mt® +5t* dividido por t —1 d4 resto 4.

74. Sem efectuar as divisoes:

74.1. Investigue se 2X* —3X—26 & divisivel por X—2.
74.2. Determine o valor de k para o qual o polinémio
P(x)=x> —kx?* —2x —4 & divisivel por X+2.

74.3. Indique quais dos nimeros -2, 0, 1, 2 e 3 sdo raizes do

polinémio P(x) = x*> —3x* —4Xx+12

=  ZEROS E FACTORIZAGAO DE UM POLINOMIO

O resultado anterior revela-se muito util quando queremos decompor um polindmio em factores de primeiro grau.

Estudemos alguns exemplos.

Exemplo 1: Decompor em factores o polinémio P(x)=3x> —x—4:

Como o polinédmio é do 22 grau utilizemos a férmula resolvente para calcular as s

1+,/1-4x3x(-4) 1++v49 1+7 4
< X= =X

3x2 -Xx-4=0X=
2.3 6 6

4 4
Como a; =-1e a, =3 P(x) é divisivel por x+1 e por x—g.
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uas raizes.

= o X=—vXx=-1
3

Entdo: P(X)= 3(x+1)(x—§}




Exemplo 2: Decompor o polindmio A(x) =2x> —2x> —8x+8 sabendo que é divisivel por X+1.
Se o polinédmio é divisivel por x+1, -1 é uma raiz do polindmio. Calculemos o quociente de A(X) por X+1 aplicando a regra de
Ruffini:

2 =7 -14 -5 Exercicios:
-1 - 9 5 75. Decompde em factores os polindmios
seguintes: 75.1. x> —5X+6
2 -9 -5 0 Q(x) =2x% —9x—5 5 5
75.2. 6X° —19%x+10 75.3. 66 +5X—X

5 75.4. x> +2x* +5x  75.5. x*> —49x
Podemos portanto escrever A(x)= (x+1)(2x —9x—5). Mas como o segundo 3 5
i L - , 75.6. X +2X° —X+6, sendo -3 uma das
factor € um polinémio de grau 2, utilizamos a férmula resolvente para

. L i raizes.
determinar, se existirem, as raizes deste factor.

9+.,/81-4x2x(-5) 9+4121
SGX=—

75.7. x* +3x3 —x? —3X, sabendo que admite

2x2 —9X-5=0<> X = asraizesle-1.

2.2 4 3 .
9+11 1 75.8. —X° + X° + X+95, sabendo que é
&S X= c>x:5vx:—§ divisivel por X—5
1 76. De um polinédmio P(x) de terceiro grau,
Temos assim as raizes a; =—1, a, = S e az;=5; a5=2 sabemos que:

1 * -2,2 e 3s30 0s seus zeros
A(X) :2(X+1{X+E)(X—5) *P(-1)=1
Determine P(x).

. e s . _ 4 2
Exemplo 3: Decompor em factores o polinémio B(X)—3x 9X“ +6 sabendo 77. Determine o polinémio A(X) de quarto

que -1 e 1 sdo raizes do polindmio. grau, sabendo que 2 e 1 s3o zeros de
Calculemos o quociente de 3x* —9x? +6 por X+1e por Xx—1 utilizando a multiplicidade 2 e o resto da divisdo de A(X)
regra de Ruffini. porX+1é3.
3 0 -9 0 6
-1 -3 3 6 -6

Um polindmio tiver grau n poderd ter no

3 -3 -6 6 1 0 maximo n raizes &, &,, 03...«, .
1 3 0 -6 A sua decomposicdo sera:
3 0 -6 0 Q(x)=3x> -6

— P(x) =y (x - Nx -, ). (x — 1)

Podemos portanto escrever B(x) = (x+1)x—1)3x*> —6 , . .
P (=(x+1X )( ) Em que &, é o coeficiente do termo de

Vamos agora determinar, se existirem, as raizes de 3x% -6 .
mais alto grau

3x%2 —6=0<3x> =6©x2=g©x2=2©x=i\/§©x=— 2vx=+2

O polinémio tem 4 raizes: —~2, -1, 1, J2 e a, =3 . Entdo: B(x):3(x+«/5Xx+1)(X—1)(x—«/5)

=  EQUACOES E INEQUACOES DE GRAU SUPERIOR A 2

Ndo dispondo de formulas resolventes, a resolugcdo de equagdes e inequagdes do 32 e do 42 grau far-se-a pela lei do
anulamento do produto, nos casos em que é facil encontrar uma ou duas raizes algébricas, ou graficamente.

Exemplo 1: Sendo P(x) = x> - 2x* =x+2, resolver a equagao P(x)=0
E necessario “descobrir” uma raiz do polinémio. Como o termo independente é 2, é possivel que o polinémio P(X) seja divisivel
por X — 2. Vamos verificar utilizando a regra de Ruffini.

1 -2 -1 2 Entdo P(x)=(x—2)x+1)x—1). Agora que o polindmio esta decomposto em
2 2 0 2 factores, podemos resolver a equagdo P(X) = 0 através da lei do anulamento
| 1 0 -1 | 0 do produto.
P(x)=0<(x—2)x+1)x-1)=0<
Q(x)=x? —1 Asraizesde X’ — 1sdo -1 e 1. (x=2)=0v(x+1)=0v(x—-1)=0=x=2vx=-1vXx=1

S=-112
o 112



Exemplo 2: Resolver a equagdo 2% + 9% + 12X + 4 = 0 sabendo que uma das raizes é -2.
Vamos dividir P(X) = 2X> + 9X* + 12X + 4 por X + 2

2 9 12 4 Agora que o 12 membro da equagdo estd decomposto num produto de
-2 -4 -10 -4 factores podemos resolver a equagdo através da lei do anulamento do
| 2 5 2 | 0 produto. Repara que o polindmio tem duas raizes -2, ou seja, -2 é raiz dupla.

1
) Araiz —— é raiz simples.
X) =2X“ +5X+
Q(x)=2 5X+2 2

1 1
As raizes de 2x* + 5x +2 s30 -2 e 21 P(X)=0<>Xx+2=0v X+E:O©X=—2vx:—5
2 1 1
P(x) =2(X+2) X+E Logo, S = —2,_E
Exemplo 3: Considere P(x) = 4x* - 15x> — 4 e determine o conjunto de valores de X para os quais:
a) P(x) =0 (equagdo biquadrada) b) P(x) > 0 (inequagéo)
Resolugao:
a) Aequacdo 4x" - 15X’ —4 = 0 é do 42 grau e tem nulos os b) Trata-se de resolver a inequagdo P(x) >0
termos do 32 grau e do 12 grau. Decompondo o 12 membro em factores, vem
A esta equagdo chama-se equacdo biquadrada. ) , 1
- 4 -af x2+1]>0
Para resolvermos uma equagao biquadrada, fazemos uma
mudanca de varidvel de modo a obter uma equagdo do 29 grau. 1
. 2
Se na equagdo 4x" - 15x* — 4 = 0 substituirmos X* por y, vem Visto que (X +_j >0, Vxe R, temos que estudar
4y*~ 15y -4 =0. ,
, ~ (x —4)> 0 + +
Calculemos as raizes desta nova equagao.

15+./225-4 x4 x(-4) 15+17 1 S X<-2VvX<2 -2t/2
Sy= s

Sy=4vy=—-o
2x4 y y 4

Como X° = y, vem O conjunto das solugdes é S =]—oo,—2[U]2,+oo[

2 2 1 ,
X'=4X=-2VvX=2 e X :_Z é impossivel

Entdo P(X)=0<>X=2v X=-2 S={-22}

Exemplo 4: Determine quais os nimeros reais cujo cubo é menor que o préprio nimero.

Resolugao:

X3 <xex3 —x<0<:>x(x2 —1)<0

Neste caso qualquer dos factores pode ser positivo ou negativo, pelo que é conveniente organizar um quadro onde se registam
os sinais de cada um dos factores.

O factor X anula-se para x =0, e é do 12 grau; o factor x> -1 anula-se paraXx=%1, é do 22 grau e é positivo fora do intervalo das
raizes.

Marcam-se num eixo os valores que anulam cada um dos factores, por ordem crescente, e sob ele constréi-se o quadro de

sinais.
x—1
—89 =l 0 1 +00 +
. 1.° factor: x = SRR () + +
22 factor: x* — 1 + D = = O + _/ 1 X
Produto: x 0¢ — 1) =} D + O G i
T Ot s O X>—1
O produto é negativo para Xe]—oo,—l[U ]1,+oo[ Os numeros reais que satisfazem esta \ /
condi¢do sdo os desta reunido de intervalos. + + >
SIN-/ 1
Se a condigdo fosse X* < X, 0 conjunto das solugdes seria S = J-oo,~1]U[1,+o0] X
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Exercicios:
78. Resolva as equagdes:

78.1. p* —13p? +36=0 78.2. x* —15x* ~16=0 78.3. 16x* —8x* —1=0

78.4. x* —13x> +36=0, sabendo que tem as raizes2 e 3.  78.5. 6x> —11x> +6X—1=0, sabendo que tem a raiz 1
79. Resolva cada uma das equacgdes depois de descobrir uma das raizes:

79.1. x> +2x*> —x-2=0 79.2. m® +3m’ -4m-12=0

80. O polindmio P(x)=x* +2x3 —4x? —2x+3 admite raizes que s3o divisores inteiros do termo independente.

80.1. Decomponha P(x) em factores. 80.2. Resolva a equagdo P(x) =0
81. Resolva as inequagdes:

81.1. x> —6x* +8x<0 81.2. x> —2x* —5x+6>0 81.3. (x-2?x(x-1)*>0  81.4. (x2 —9Xx+2)< 0

81.5. m* +2m*> —3m* -8m-4<0 81.6. (3—x)(x? —100)<0

82. Considere o polinémio P(x)=3x*—ax?+1 com aeR.

82.1. Determine a de modo que o polindmio seja divisivel por X + 1. 82.2. Considera a = 2 e, resolve a condigdo P(x)>0

83. Determine os numeros reais tais que o seu quadrado é maior que o dobro do seu cubo.

=  FUNGOES POLINOMIAIS DE GRAU SUPERIOR AO 22, RESOLUCAO DE PROBLEMAS

A accao de um medicamento

O efeito de um medicamento E(t), numa escalade 0 a 15, tem
horas apds a sua administragdo, é aproximadamente dado pela
funcgao:

E(t) = - 0,01t> + 0,1t* + 0,26t

1. Passados 30 minutos qual o valor do efeito do comprimido? 2 /—\ N

2. Se o Antdnio tomou o medicamento as 12h 40min, a que 5 432 -1 1 23 45 6 7 8 9 1011 12\13 14
-2

horas o medicamento terd o seu maximo efeito?

3. A que horas o medicamento deixa de produzir efeito?
-6

-8

O custo das acg¢oes

Um especialista em Bolsa de Valores concluiu que o custo de cada y
accdo de uma dada empresa cotada na Bolsa é dada por:
c(t) = 0,03t° - 0,66t" + 2,87t + 32,8 s
c(t) em euros e tem dias (0 < t < 14) o/\/
t =0 corresponde a 1 de Abril de 2007 25

Suponha que em todos os dias do més pode comprar e vender acgoes. 20

1. Setivesse que vender acgdes durante a primeira quinzena de
Abril, qual o dia em que o devia fazer? Porqué?

2. Setivesse que comprar ac¢des durante a primeira quinzena de A
4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Abril, qual o dia em que o devia fazer? Porqué?

Uma composi¢ao matematica
As 12h e 30min um depdsito de dgua estava vazio. t horas apds a 5
altura da agua era dada em metros por:

h(t) =- 0,02t (0,01t*-0,12t) , 0<t<12

Escreva um pequeno texto, usando o grafico, onde explique o
gue aconteceu a altura da agua do deposito durante as 12 horas 2
gue se seguiram as 12h e 30min.

X

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1% 13
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TEMA 3
ESTATISTICA

INTRODUCAO

A Estatistica é a ciéncia que se dedica a obtencdo de informacdo e respectivo tratamento inicial, com a finalidade de,

através da aplicagdo adequada do calculo de probabilidades, inferir de uma amostra para a populacdo, e

eventualmente mesmo prever a evolucdo futura de um fenémeno (previsao).

Referéncia Historica

Desde as antigas civilizagbes que existem registos histdricos da presenca de processos
estatisticos em diversos dominios. Por exemplo, no Egipto, registos datados de 2900 a. C.
fazem referéncia ao recenseamento da pessoas. Mais tarde, necessidades ligadas a mado-de-
obra, a fiscalidade e a interesses militares levam a recenseamentos mais diversificados. Ao
longo dos tempos a organizacgdo e a sofistificacdo dos registos foi intensificada.

No entanto, a estatistica como ciéncia tem a sua origem no século XVIII por influéncia de
duas correntes, uma na Alemanha e outra na Inglaterra.

Na corrente alemd destaca-se Gottfried Achenwall (1719-1772), considerado por alguns
autores o “pai” da palavra estatistica. el easped]
Na corrente inglesa destacam-se dois nomes, John Graunt (1620-1674) e William Petty
(1623-1687). John Graunt usou as tdbuas de mortalidade para fazer uma analise exaustiva
do nimero de pessoas que morriam de varias doengas. Além disso mostrou que nasciam
mais homens do que mulheres.

Em 1885 foi fundada na Holanda uma das mais antigas associa¢Ges cientificas internacionais
— o Instituto Internacional de Estatistica (ISl — Internacional Statistical Institute) —, que retne

periodicamente, a cada dois anos.

Em Dezembro de 1998 foi criado o Institudo * — Sir William Petty(1623-167)
Nacional de Estatistica (INE) em Sdo
Tomé e Principe. * —

Instituto Nacional de Estatistica de SGo Tomé e Principe

International Statistical
Institute
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OBJECTO DA ESTATISTICA. VOCABULARIO ESTATISTICO

=  POPULACAO E AMOSTRA

Populacdo ou universo estatistico é o conjunto dos elementos com

uma ou mais caracteristicas comuns, acerca da qual se pretende
efectuar um estudo. A populagdo sendo um conjunto de elementos,
pode ser finita ou infinita.

7

Unidade estatistica é a designacdo dada a cada elemento que

constitui a populagao.

Mas, por exemplo, num estudo sobre os habitos alimentares dos
africanos ndo seria possivel analisar todos os elementos da
populacgdo, pois a sua dimensdo é vastissima.

Neste caso, é necessario recorrer a uma amostra representativa.

Amostra é um subconjunto finito da populagdo, em que as
caracteristicas a estudar sdo, com a maior aproximacgdo possivel,
iguais as da populacao inicial.

Para além das vantagens imediatas que o uso de uma amostra traz a
um estudo estatistico: o custo do estudo diminui e torna-se mais
rapido. E obrigatdrio o uso de uma amostra quando a dimens3o da
populacdo é infinita e se a observacdo implicar a destruicdo das
unidades estatisticas.

Exemplos:

- Fazer um estudo sobre a temperatura ambiente, numa cidade, a uma
determinada hora. N3do é possivel conhecer a temperatura em todos os
pontos da cidade. Neste caso, sdo seleccionados alguns pontos, onde sera
feito o registo da temperatura.

- Fazer um estudo sobre o valor nutritivo dos ovos produzidos num aviario.
Neste caso ndo é viavel analisar todos os ovos, pois implicaria a destruicdo
de toda a produgao.

No entanto, para que a amostra seja representativa da populagdo
em estudo temos que ter em conta alguns critérios: imparcialidade —
todos os elementos da populacdo devem ter igual probabilidade de
ser seleccionados; representatividade — tem de ser definida no inicio
do estudo e ser proporcional as caracteristicas da populagao;
dimensdo — deve ser suficiente e necessaria para que seja possivel
abranger toda a variedade de subgrupos da populagao.

=  RECENSEAMENTO E SONDAGEM

Recenseamento ou censo é um estudo estatistico realizado sobre

toda a populacao.
Exemplo: O IV Recenseamento Geral da Populagdo e da Habitacdo 2012
que decorreu em S3o Tomé e Principe.

Sondagem é um estudo estatistico realizado a partir de uma
amostra.
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Exercicios:
1. Observe o estudo sobre o numero de
estrangeiros que entraram em STP em 2006.

Numero de estrangeiros que entraram em STP em 2006

Motivo Via: Aérea Maritima
Servigo 2875 116
Férias 3347 8
Turismo 3053 267
Visita 908 3
Negdcios 589 19
Outros 1164 25
Total 11.936 438

Fonte: Servigo de Migragdo e Fronteiras
1.1. Quantos estrangeiros entraram em Sao
Tomé e Principe em Turismo.
1.2. Qual a percentagem de estrangeiros que
chegaram de avido a STP para fazer negdcios.

2. Indique, justificando, em quais das situa¢des
seguintes é mais conveniente estudar toda a
populagdo ou apenas uma amostra:

2.1.
produzidas por uma fabrica.

a duragdo de uma marca de pilhas

2.2. a altura de todos os turistas estrangeiros
durante o ano de 2009, em Sdo Tomé e Principe.
2.3. o peso de cinco amigos.

2.4. a preferéncia clubistica dos santomenses.
2.5. a disciplina preferida dos alunos de uma
turma.

3. Pretende-se fazer um estudo sobre o nimero
de irmdos dos alunos da 102 classe do Liceu
Nacional. Indique:

3.1. a populagdao em estudo.

3.2. a unidade estatistica.

4. Dé um exemplo de um estudo estatistico no
qual deva ser utilizada:

4.1. apenas uma amostra.

4.2. uma amostra ou o universo estatistico.

5. Justifique se se trata de boas ou mas amostras
as que foram usadas nas seguintes situagdes:

5.1.
desenvolvimento da industria de restauragdo em

Para saber a opinido sobre o
Sdo Tomé, auscultou-se a opinido das empresas
de maior volume de vendas no ultimo ano.

5.2. O TVS

telespectadores que no fim de um debate

canal televisivo pediu aos

telefonassem para uma de duas linhas

telefdnicas, respondendo se concordavam com o
convidado A ou com o convidado B.




VARIAVEL ESTATISTICA

Variadvel estatistica ou cardcter estatistico é o atributo ou a caracteristica sobre a qual se pretende fazer o estudo.

Podemos, considerar varios tipos de variaveis que depois de observadas vao constituir os dados estatisticos.

> Varidveis qualitativas sdo as que exprimem uma qualidade, ndo podendo ser mensuraveis.

Exemplo: cor dos olhos

> Varidveis guantitativas sao as mensurdveis e podem ser:

- discretas: assumem um numero finito ou infinito

numeravel. Exemplo: idade

- continuas: assumem um nudmero infinito ndo numeravel. Exemplo: peso

ESTATISTICA DESCRITIVA, ESTATISTICA INDUTIVA

Estatistica descritiva baseia-se essencialmente na recolha,

e interpretacdo de dados.

Etapas de um estudo estatistico:

organizagao, apresentagao

Populacao:
Fauna Africana

Critica dos
dados

Recolha de
dados

Identificagao
do problema

apresentacao dos dados

Organizagdo e

A
4

Deducéo |
& é )

Inducao

|

Anidlise e interpretacdo

o L
))//}\K"ag by iyl

dos dados

Estatistica indutiva tem como objectivo a inferéncia de conclusdes para toda

a populacdo a partir do estudo da amostra.

Exercicios:

6. A empresa de telecomunica¢gbes CST tenciona por no
mercado um novo telemdvel. Para descobrir qual seria a
aceitagao do produto, encomendou um estudo de mercado.
Sdo Tomé e Principe tem cerca de 165 000 habitantes e
foram consultados telefonicamente, ao acaso, 1000 pessoas.
Conclui-se que apenas 2% da populagdo manifesta intencao
de compra do referido produto.

6.1. Indique a popula¢do e a amostra deste estudo.

6.2. Indique, justificando, se a conclusdo deste estudo é
resultado de Estatistica descritiva ou Estatistica indutiva.

7. Das seguintes caracteristicas de uma populagdo, indique as
gue sdo qualitativas e as que sdo quantitativas.

7.1. naturalidade.

7.3. nimero de cal¢ado.

7.2. classificagdo a Matematica.
7.4. preferéncias desportivas.

7.5. grau académico. 7.6. actividades nos tempos livres.

8. Das seguintes variaveis, indique as que sdo discretas e as
gue sdo continuas:

8.1. nimero de vizinhos.

8.2. tempo gasto a ver televisao.

8.3. capacidade das latas de refrigerante.

8.4. idade (em anos) dos empregados de uma fabrica.

9. Observe o estudo sobre a taxa de desemprego da
populagdo de Sdo Tomé e Principe em 2006.

Taxa de desemprego por distrito e sexo em 2006

Pagué

Lobata

Lembd

Caué

Cantagalo

Mé — Z6chi

Agua— Grande

Percentagem

Mulheres ®Homens

Fonte: SGo Tomé e Principe em Numeros 2006 - INE
9.1. Qual a percentagem de homens que se encontravam
desempregados em 2006 no distrito de Lemba?
9.2. Qual é o distrito em que a taxa de desemprego é menor?
9.3. Em que distrito é que a diferenca entre a taxa de
desemprego entre os sexos é maior?
9.4. Indique os motivos da taxa de desemprego variar tanto
do distrito de Pagué para o distrito de Agua — Grande.
9.5. Porque sera que a taxa de desemprego das mulheres é
maior do que a dos homens em todos os distritos?
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ORGANIZAGAO E INTERPRETAGAO DE DADOS

Quando se realizam estudos estatisticos, a recolha de dados por si s6 ndo permite dar resposta a algumas questdes.
Na Generalidade dos casos, essas respostas passam a ser quase imediatas se os dados estiverem organizados,
recorrendo a tabelas ou graficos.

A forma de organizar e apresentar a informacdo depende, em grande parte, do tipo de varidvel em estudo.

= TABELAS DE FREQUENCIAS
Num estudo estatistico, a varidvel assume determinados valores que se designam por X;.

Frequéncia absoluta, n;, € o numero de vezes que um determinado valor X; se regista na popula¢do estudada.

Se a varidvel assume K valores distintos, o nimero total de observagdes é igual a: N=n,+n,+..+n,

Frequéncia relativa, f;, de um valor ou modalidade é o quociente entre a frequéncia absoluta e o nimero total de

~ n;
observagdes. Deste modo, temos que  f; =—

N

Ne de faltas | Frequéncia Frequéncia

Exemplo A — Variaveis discretas: A directora de uma turma da 92 classe, [ X absoluta n; relativa f;
resolveu fazer um estudo estatistico sobre o numero de faltas dadas 0 5 0,17 ou 17%
pelos alunos durante o 12 periodo e obteve os seguintes resultados: 1 9 0,31 ou 31%
2 8 0,28 ou 28%
00121432040210 3 3 0,1 ou 10%
1122 13421221513 2 3 0,1 ou 10%
5 1 0,04 ou 4%

Construiu a respectiva tabela de frequéncias absolutas e relativas Total N =29 1,00 ou 100%

Por vezes torna-se Util estudar a frequéncia absoluta acumulada (N;) ou a frequéncia relativa acumulada (F;)

N¢ de faltas | Frequéncia Frequéncia Frequéncia absolutd Frequéncia relativa | | Exercicios:
Xi absoluta n; |relativa f; acumulada N; acumulada F; 10. Perguntou-se a vinte pessoas
0 5 0,17 ou 17% 5 17% 0 numero de vezes que tinham
1 9 0,31 ou 31% 14 48% ido a praia no ultimo més e
2 8 028 ou 28% 22 76% obtiveram-se os seguintes dados:
3 3 0,1 ou 10% 25 86% 3544233353
4 3 01 ou 10% 28 96% 2612336544
5 1 004 ou 4% 29 100% 10.1. Caracterize a variavel
Total N =29 1’00 ou 100% estatistica apresentada.
/ / 10.2.0rganize os dados numa
AL A . . tabela de frequéncias.
A frequéncia absoluta acumulada, N;, e a frequéncia relativa acumulada, F;, i a
- . . - - . 10.3. Indique a percentagem de
obtém-se adicionando as frequéncias absolutas e relativas, respectivamente, até N
_ _ ) pessoas que foram a praia, pelo
ao valor considerado da variavel estatistica. menos, trés vezes.

11. O numero de pdes comprados | 12. Os alunos de uma turma revelaram quais os Desportos preferidos

pela Sra. Rosa em cada um dos | seus desportos preferidos. No gréfico seguinte g147
dias ao longo de duas semanas, foi | oncontram-se representados os dados obtidos. S12+ &
. Q
© seguinte: 12.1. Quantos alunos responderam ao < 10+ =

12 10 10 10 8 24 0
12 10 10 8 12 24 0
Relativamente a variavel nimero

ao inquérito?
12.2. Qual a percentagem de alunos que

Frequéncia

preferem futebol? E ténis?

de pdes comprados pela Sra. Rosa
12.3. Construa a tabela de Legenda: F - Futebol

construa a tabela de frequéncias . ) B — Basquetebol
. frequéncias associada. T —Ténis
absolutas e relativas. At - Atletismo
And — Andebol
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Exercicios: 14. Construa a tabela de frequéncias de acordo com os dados da

13. O sexo de vinte pessoas escolhidas ao acaso foi: seguinte tabela:

MFFMMMFFMM Qual a ! Jaca Manga Manga Jaca
FMFFMMMMFM sua fruta i Carambola Banana Manga Jaca
Construa a tabela de frequéncias associada. preferida? ' Carambola Manga Manga Banana

Exemplo B — Varidveis Continuas: Fez-se um estudo sobre as alturas, em . .,
) ) i o Para organizar os dados de uma varidvel
metros, dos jogadores de uma equipa e os dados obtidos estdo indicados

) continua existe uma regra empirica que
abaixo:

nos da um valor aproximado para o
1,60 1,70 162 180 1,83 1,82 1,71 168 1,68 1,65 1,62

164 180 1,81 1,78 1,76 1,69 1,64 163 167 1,68 1,83
1,70 1,71 1,69

numero de classes a utilizar.

Para uma amostra de dimensdo n, o

) nimero de classes kK é o menor nimero
Neste caso vamos optar por construir uma tabela com os dados agrupados

inteiro tal que 2*> n.
em classes.

Como temos 25 dados vamos utilizar 5 classes uma vez que 2*<25e2°>25.
Agora, temos que calcular a amplitude da amostra calculando a diferenga entre o valor maximo e o valor minimo dos dados:
1,83 -1,60 = 0,23, e dividindo-a de seguida pelo nimero de classes obtemos a amplitude de cada classe: 0,23 : 5 =0,46.
Podemos definir para amplitude da classe 0,05 (5 cm) e escolher como limite inferior da primeira classe 1,60.

Classes n; f; N; F;i Exercicios:
[1,60; 1,65[ 6 0,24 6 0,24 ou 24% 15. Um cientista estudou a altura de 21 plantas, em centimetros,
[1,65; 1,70 7 0,28 13 0,52 ou 52% 20 dias depois de terem sido semeadas. Os resultados foram os
[1,70; 1,75 | 4 0,16 17 0,68 ou 68% seguintes:
[1,75; 1,80] 2 0.08 19 0.76 ou 76% 10 12 13 15 16 18 10 11 11 12 13
[1,80; 1,85[ | 6 | 0,24 25 | 1,00 ou 100% 1718 15 16 15 10 14 13 13 16
Total N=25 1 Faca uma reducdo de dados através de uma tabela de

frequéncias absolutas e relativas simples e acumuladas.

17. Considere o seguinte conjunto de dados discretos 16. Uma amostra de 25 caixas de bombons foi seleccionada dum

relativos a mensagens SMS, enviadas, a partir de um stock de 1000 caixas. O peso em gramas de cada caixa foi o

determinado telemével, durante 60 dias. seguinte: 93 100 106 104 98 97 98 104
8 10 12 25 32 44 83 90 91 98 12 16 23 41 53 92 94 101 103 9 100 108 100
87 55 43 13 18 27 31 42 51 63 78 8291 9 15 108 97 103 100 94 104 95 101 102

35 42 44 48 53 62 73 75 82 80 84 83 67 77 91
15 60 73 92 31 42 63 57 80 91 27 10 82 17 84
Faca uma redugao de dados através de uma tabela de

16.1. Construa uma tabela de frequéncias, agrupando o peso das
caixas em intervalos de amplitude 5g.
16.2 Determine, em percentagem a frequéncia relativa de cada

frequéncias absolutas e relativas simples e acumuladas. classe

=  REPRESENTACAO GRAFICA

GRAFICOS DE BARRAS Descricao Vantagens Desvantagens
Apenas uma das dimensdes da barra varia e | Permite S6 pode ser usado
Ne de faltas dos aalunos deumaturmada | yaria em funcdo das frequéncias dos valores da | estabelecer para transmitir
10 9% classe varidvel estatistica. comparagdes | informacdes
i B As barras devem estar todas separadas umas | facilmente. simples.
S g kel . . Tem forte
= i das outras por espacos iguais. ,
G 4 52 e , impacto
£, II O gréfico deve ter um titulo adequado. .
o 21 , visual.
ol M |
0 01 f l 3.4 5 Mais exemplos:
n.* de faltas exercicio 9 : Grafico de barras agrupadas horizontais
exercicio 12 : Grafico de barras simples verticais.
(Exemplo A)
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Exercicios:

20. Considere o grafico apresentado.

N2 de alunos matriculados em

Inglés em 3 turmas

18. Construa um grafico de barras | 20.1. Quantas raparigas estdao matriculadas A
simples verticais para os dados | no total em Inglés. 1“2) """""""""""""" Rapaz
S . . T B Rapariga
dos exercicios: 10 e 14. 20.2. Qual a turma que tem mais alunos em Inglés?
19. Construa um grafico de barras | 20.3. Com os dados do grafico apresentado, 54--
simples horizontais para os dados | construa uma tabela de frequéncias absolutas l
dos exercicios: 11 e 13. ; ; >
e relativas simples para cada grupo. A B C Turma
GRAFICO CIRCULAR Descricao Vantagens Desvantagens
A amplitude de cada sector é proporcional | E dtil quando | S6é pode ser usado
Percentagem de faltas dos alunos de uma a frequéncia que representa. a analise é quando a variavel
turma da 92 classe . i
A legenda pode ser dispensada, mats toma poucos )
10% 4% 0 faltas 7% | inscrevendo-se os valores da variavel e as lmportarI\te do Val,?:.res' Um so
179 % N . ue o valor rafico ndo
10% 4 % W 1falta 3% | gy35 frequéncias junto dos respectivos q gratic
\ - W 2 faltas 28% t ircul real. permite comparar
B iﬁ::i 10% ;ec;ores circulares. dif ; Tem um forte | dois grupos de
9 | 4faltas 10% ode-se usar cores diferentes para os ;
28% 31% T 5 faltas 49 ) o p impacto dados.
diferentes sectores e o grafico deve terum | \isual.
titulo adequado.
(Exemplo A)
Exercicios: O Jorciley propoés a Direccdo da escola organizar um
21. O Jorciley é aluno da Escola X e assumiu a | campeonato de futebol argumentando que esta modalidade

responsabilidade de organizar um torneio desportivo entre
os alunos da 72 e 82 classes. Para comegar, analisou a

seguinte informacdo:

tinha o mesmo nuimero da praticantes nas duas classes.
Explique porque é que o Jorciley estd errado.

22. Realizou-se uma conferéncia internacional em Sdo Tomé.

Desporto | Desporto &
preferido Natagao \ preferido Ratesay Questionaram-se os 600 participantes sobre o meio de
]
dos 1000 1 dos 1500 Basquetebol | transporte utilizado e concluiu-se que 80% viajaram de avido,
alunosda  Futebol et i alunosda pijetismo ; . ..
72 classe s ! 82 classe 5% viajaram de barco e 15% viajaram de carro.
' Futebol 22.1. Quantas pessoas viajaram de carro? E de avido?
]
Basqueichiol ' 22.2. Represente os dados através de um grafico circular.
PICTOGRAMA Descricao Vantagens Desvantagens
g zado oelos aluncs d Os dados sdo representados por simbolos | Muito Da pouca
Meio de transporte utilizado pelos alunos da . . . . =
atractivo. informacao.
82 E para ir para a Escola ligados ao quecto de estudo. , ey ; gao.
Deve-se utilizar sempre o mesmo simbolo, | 2rande ouca precisdo.
Apé olo oo ol oo oo do mesmo tamanho e indicar no gréfico a "T‘palcto
visual.

Autocarro & & é
oo 6o

gue quantidade é que corresponde.
Os simbolos devem ser desenhados em

carro linhas ou colunas deixando um espagamento
@599 - 6 alunos igual entre todos eles.
O grafico deve ter um titulo adequado.
Exercicios:

23. A figura seguinte apresenta um pictograma representando a distribuicdo do nimero de empregados de uma empresa de

construgao civil durante quatro anos.
23.1. Quantos empregados tinha a empresa em 20007 E 2001?
23.2. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa a afirmacao:

“A empresa reduziu o n? de empregados em 25% entre 1999 e 2000”

23.3. Construa o grafico de barras que represente a situacao.

24. Construa um pictograma para os dados do exercicio 12.

N.° de empregados de uma empresa

TEEEeT |

1999

2000

2001

=400 empregados
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poligono de frequéncias para as | superior a 85kg?
distribuicdes dos exercicios 15, 16 e 17.

25.1. Quantos alunos tem a amostra seleccionada?,’
26. Construa um histograma e respectivo | 25.2. Qual a percentagem de alunos com peso

T

HISTOGRAMA Descrigao Vantagens Desvantagens
" Altura dos jogadores da E um gréafico de barras em que os Para determinadas Dificil construgcdo
0 1 . ~ s s .
equipa X dados est3o agrupados por classes | situagdes é a Unica quando a
g 301 (sejam continuos ou discretos). forma correcta de amplitude dos
% o5 Os diferentes valores est3o apr(.asentar os d:j\dos. |r?tervalos é
= 20 - . . O histograma da a diferente.
8 representados no eixo horizontal o
5 O ideia da forma como | Com as
8 15 1 gue esta dividido numa escala L
g . | i . . se distribuem os calculadoras
210 contl.nua COI’.nO um ~elxo cartesiano. | yiqos. graficas ou
51 No eixo vertical estdo computadores este
W representadas as frequéncias das :
1,60 1,651,70 1,75 1,80 1,85 P q problema €
Altura (m) classes. ultrapassado.
(Exemplo B) Nao ha espaco entre as barras.
POLIGONO DE FREQUENCIAS Descricdo Vantagens Desvantagens
o A Alturados joga)cgores da E um gréafico de linhas que se Permite comparar Dificil construgcdo
0 1 .
eqpa obtém unindo os pontos médios histogramas manual.
1 ; utilizando apenas os Usando tecnologia
s 30 (marca da classe) na base superior ; p ) N fg
£251 oA T\ dos rectangulos do histograma. respectivos poligonos | esse probiema fica
] de frequéncia no resolvido.
o 20 a 1,60+1,65
S Marca da 12 classe: —————=1,625 | mesmo quadro.
[ o -
g 10 1
- 5 - / Exercicios: Peso (kg) de um grupo de alunos
A 25. No histograma estao representados os
\ad - v A
1,601,651,701,75 1.80A1]ty85( ) dados respeitantes ao peso, em quilos, de § 204
ura (m =
(Exemplo B) um grupo de alunos. ©

{!n

0]0088
O caule encontra-se do

lado esquerdo do trago
2144 vertical e as folhas do
2|4 significa 24 pses | lado direito.

1100000222

(Exercicio 11)

distribuem. Permite ordenar
rapidamente a amostra. Facilita a
leitura ou determinagdo de medidas
estatisticas. E muito sugestivo para
comparar duas amostras. Ndo é
necessarios construir previamente
uma tabela de frequéncias.

25.3. Construa a tabela de frequéncias associadas 3 "ttt >
45 55 65 75 85 95 105
a distribuicao. Peso
DIAGRAMA DE CAULE-E-FOLHAS Descrigao Vantagens Desvantagens
Os dados sao divididos Todos os dados da amostra aparecem | N&o é
o a 7 e ’ . ~ Ve
Ne de pazsuigrtzr;g:;’;i':ssra' Rosa | o duas partes: o caule e | no grafico. D4 uma interpretagdo aconselhavel
as folhas. visual sobre a forma como os dados se | quando ha muitos

ou poucos caules.
Da pouca
informagdo no
caso dos dados
serem muitos
dispersos.

Exercicios:

27. A seguinte distribuicdo representa o numero de veiculos ligeiros
gue entrou em STP nos 12 meses de 2009 (fonte INE):

34 35 42 28 40 45 43 31 25 43 34 58

Utilize um diagrama de caule-e-folhas para representar os dados.

28. Os dados referentes a altura, em centimetros, de 27 jovens sdo:
155 178 170 160 166 176 179 161 164 167
151 163 176 164 154 165 173 168 169 158
170 156 170 171 158 164 174

28.1. Construa um diagrama de caule-e-folhas com os dados.

28.2. Faca uma reducgdo de dados através de uma tabela.

29. Aplicou-se um teste de inteligéncia a 35 alunos de

uma escola e obtiveram-se
representados no diagrama seguinte.

29.1. Qual a classificagdo 8
mais elevada? 9
29.2. O Elves teve 10
classificagdo no 11
intervalo [100, 105[. Quanto 12
obteve neste teste? 13

29.3. Qual a percentagem de alunos
com classificagdo superior a 110?

os resultados

1111458
22555599
3336666
0003447
158

266
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=  FUNCAO CUMULATIVA

Associada a cada uma das frequéncias acumuladas, existe uma outra forma de representar a amostra. Trata-se de

uma funcgdo real de variavel real que designamos por funcdo cumulativa.

Exemplo C — Variaveis discretas:

A primeira parte de um teste da 102 classe é de escolha multipla. Apds a correcgdo da primeira parte do teste, fez-se um estudo

em relagdo ao numero de respostas correctas dadas por cada aluno.

Frequéncias absolutas

Xi n; fi Ni Fi n,
2 0,12 3 0,12 mH ,,,,,,,,,,,,,,,,, T
3 0,2 8 [o32 | ¢
4 11 0,44 9 lo7 | &ol
> 6 0,24 25 |1 2 5 ,,,,,,,,
Total {[N=25 |1 31 ;[[
2 3 4 5

Frequéncias absolutas a .
acumuladas F,|  Frequéncias relativas
v (%]
|
R : 100 |----
g 19 1= - | g'/é ————————————
5 | >
© | ©
2 | =
87 M | 32[--
T m T
|
X — e e *1» - >
' 2 3 4 5 x 2 3 4 5 x

A func¢do cumulativa indica, para cada valor real X, a frequéncia absoluta (ou relativa) de observa¢gdes menores ou

Grafico da funcao cumulativa

iguais a X.
Flx)
0 se x<2 G e —
3 se 2<x<3
N(x)=48 se 3<x<4 | 7
19 se 4<x<5 o
25 se  Xx>5 N
AU
0 1T 2 3 4 5 X

Sendo X uma varidvel quantitativa discreta que toma os
valores ordenados, Xo, Xi, X, .., X, € as respectivas
frequéncias absolutas, ng, ni, N, .. N, a funcgdo
cumulativa é obtida fazendo:

0 e X<X,
No e X, SX<X,
N(x)= n, +n, e X, <X<X,

Ng+N, +N, +...4+N,  S& X=X,

Exemplo D - Varidveis Continuas:
A seguinte tabela representa a distribuicdo das alturas dos
jogadores de uma equipa de basquetebol.

oo L O LV
[1,75;1,83] 3 0,17 3 0,17
[1,83;1,91] 4 0,22 7 0,39
[1,91;1,99[ 6 0,33 13 0,72
[1,99;2,07] 3 0,17 16 0,89
[2,07; 2,15] 2 0,11 18 1
Total N=18 1
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Exercicios:

30. Com base no grafico da fun¢do cumulativa do
exemplo C, responda as seguintes questdes:

30.1. Qual foi o minimo de respostas correctas dadas
pelos alunos?

30.2. Quantos alunos acertaram menos de 4 respostas?
30.3. Quantos alunos acertaram menos de 5 respostas?

31. Com o objectivo de fazer um estudo sobre o numero
de recargas de 50.000 dbs comprados em 15 dias, fez-se
uma sondagem, tendo-se organizado os resultados na

seguinte tabela: n2 de recargas | frequéncia
compradas (X;) |absoluta (n;)
Desenhe o 0 15
grafico da 1 70
fungdo cumulativa 5 4
de frequéncias 3 T
absolutas. 2 T
5 4

32. Uma companhia de seguros estudou, para uma
amostra de 2500 apdlices, o numero de acidentes
registados nos primeiros 5 anos de seguro.

As conclusGes estdo representadas na fungdo cumulativa
seguinte.
32.1.Qual éa 1
percentagem de

0,91
apdlices com 2 0744 == - o
acidentes? i
32.2. Em quantas
apodlices se

registaram menos

W mmm e m e m e

4_____‘“
B

de 2 acidentes?
32.3. Em quantas
apodlices se registaram dois ou trés acidentes?




Distribuicao das alturas dos jogadores Distribuicio das alturas dos jogadores

s 6T . ;
g 18+ — Histograma e poligono
S 07 g6t de frequéncias absolutas
c 4 g 147 acumuladas
3 3] 5 12 1
<L =
2 £101
g 2+ E 4)
8 < 8
e s
g 6
5 AN\~ ] ; ; ; 4 } > =4
1,67 1,75 1,83 1,91 1,99 2,07 2,15 2,23 !
Altura/m A |
0 1,75 1,83 1,91 1,99 2,07 2,15
Histograma e poligono de frequéncias absolutas simples Altura

Unindo o ponto inferior do primeiro rectangulo com os pontos Distribuicso das aléuras dos jogadores

superiores dos rectangulo do histograma de frequéncias absolutas A
. A 18+ P
acumuladas obtemos os poligono de frequéncias acumuladas. v

}
_I

'
N
1

Se prolongarmos os limites do poligono na horizontal obtemos o
grafico da funcdo cumulativa.

Podemos ainda ajustar uma curva (desenhada a mao) que melhor se
ajuste e passe pelos pontos assinalados.

De igual forma se define funcdo cumulativa para as frequéncias
relativas acumuladas que se representa por F(X), quer para

Freq. absoluta acumulada
R =T N~

PPV VA0 S S B N
1,75 1,83 1,91 1,99 2,07 2,15

Altura

[=]

variaveis discretas ou continuas.

Exercicios:

33. Num bairro da cidade de S3o Tomé inquiriu-se em | 35. Num posto de abastecimento de combustivel fez-se o
cada casa quantos televisores possuiam. Foram obtidos | registo da quantidade, em litros, do abastecimento efectuado

os seguintes resultados: por 50 viaturas:

ne de TV (x: n: ) n2 de litros n;
33.1. Complete a tabela () ' 35.1. Construa o histograma e :
A . 0 16 . o [0, 7] 15
com a frequéncia relativa o poligono de frequéncias abso-
e as frequéncias 1 10 lutas referente a distribuigao. [7, 141 L
acumuladas. 2 3 35.2. Elabore uma tabela de [14, 21[ 10
33.2. Esboce o grafico 3 frequéncias acumuladas. [21, 28] 7
da fungdo cumulativa. 35.3. Construa o histograma e o (28, 35[
33.3. Quantas casas tém menos de trés tv’s. poligono de frequéncias absolutas 35, 42( 2
- ~ . A acumuladas.
34. O grafico da fungdo cumulativa das frequéncias
relativas representa o nimero de acidentes semanais 36. O histograma da figura representa o tempo das chamadas
que ocorreram numa estrada de Sdo Tomé durante 40 realizadas a partir de um telefone fixo de um escritdrio durante
semanas. F*(x) o més de Janeiro deste ano. Duracio das chamadas
L S EaEaEt g e 36.1. Construa uma tabela 07 i
Construa o 0.9 p---m-m-s- — de frequéncias corres- T 40 38—
e i L ‘e =
grafico 0 kmms . , i pondente ao grafico % 01 95 27
da fungao ! E : apresentado. 2 50 19
i i ! o 7
cumulativa ! : : 36.2. Qual a percentagem > 12 10
A : ; ~ 104
das frequéncias ; | ! de chamadas de duragdo 4
0.3 ¢—0 | ' . . . 0
absolutas : ! ; inferior a 2 minutos? JLIS I N I I N e
. ' : i . ™M 0 O~ N O O —
simples : ; 36.3. Construa o grafico da Ermiog o N
- ““0[ 1' 2 3 4 X funcdo cumulativa de frequéncias absolutas.
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MEDIDAS DE LOCALIZACAO

Num estudo estatistico, depois de recolhidos os dados, surge a fase de tirar conclusées através de medidas que
possam, de alguma forma, sintetizar o estudo através do calculo de alguns valores.

Nos anos anteriores ja estudou algumas medidas de tendéncia central (média, moda e mediana) que vamos rever
usando alguns exemplos.

. , . Exercicios:
Exemplo E: O Aguinaldo obteve, até ao momento, as seguintes ) .
e L 37. Num desfile observou-se a cor dominante das roupas
classificagdes nos testes de Matematica:

de 10 manequins. O resultado da observagao foi:
12 14 12 11 12 11

Azul Branca Branca Azul Azul Preta
* MopA Preta Preta Preta Azul

Chama-se moda, e representa-se por M,, ao valor que Indique a moda.

ocorre com maior frequéncia. 38. Considere os exercicios 10, 12, 14 e 31.
38.1. Indique o valor da moda das distribuicdes.
No exemplo E: M, =12 e ) )
38.2. Calcule a média quando for possivel e interprete o
Num conjunto de dados varias situacdes podem ocorrer: valor obtido.

38.3. Determine o valor da mediana quando for possivel.

Dados Moda
39. Considere os exercicios 25 e 35.
525323541 5 (unimodal) 39.1. Indique a classe modal e um valor aproximado para
] a moda para cada um deles.
313245232 2 e 3 (bimodal) 39.2. Calcule o valor aproximado da média e interprete o
42312134 N&o tem moda (amodal) valor obtido.

Esta medida é sobretudo usada para dados qualitativos (quando ndo é possivel calcular a média aritmética e a
mediana).

Quando os dados estdo organizados em classes, identifica-se a classe n;

modal, ou seja, a classe com maior frequéncia. Epe——— X

No entanto, uma localizagdo aproximada da moda, na classe modal, pode 4

ser feita geometricamente usando o histograma da distribuicdo com se ]5::: _______

mostra. 7= . Tl
Unem-se os vértices superiores do rectangulo, correspondente a classe }

modal, aos vértices dos rectangulos adjacentes. Mo =47,9 0 45 4IM 49 51 53

Comprimento (cm)

=  MEDIA

Para uma amostra, Xy, Xy, X3, ..., Xn, constituida por n dados chama-se média amostral, ou simplesmente média, ao

guociente entre a soma de todos os dados e a dimensao da amostra.

- 12+14+12+11+12+11 72
: No exemplo E: X = =—=12
X; +X, +...+X ZXi 6 6
X = 1 2 n ou X = i=1
n n A média das classificacdes obtidas pelo Aguinaldo é 12.
Exercicios: 41. Os seguintes valores representam o niumero de alunos matriculados nos
40. Calcule a média das suas classificacdes do | diferentes distritos de STP nas 72, 82 e 92 classes do ano lectivo 2007/2008.
fimdo 12 e 2° periodos' 3745 1793 471 308 540 114 292
40.1.Compare os dois valores obtidos (fonte Ministério da E. C. J. e D.)
apresentando os motivos que levaram a grandes | Determine o valor médio desta distribui¢cdo, interprete o seu resultado e
diferencas se tal aconteceu no seu caso. explique a sua relevancia.
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Admita que ja encontra os dados organizados numa tabela. Podemos calcular a média usando as frequéncias

absolutas (n;) ou as frequéncias relativas (f;).

Para uma amostra, Xi, Xy, X3, ..., Xy, constituida por N
dados mas com K valores distintos tem-se que:

— Ny XXy FNy XXy .0 X -
w = M1 XXy 1y XX k Xk ou x=
N N

k
X=Fxx + f,x% +...+ i xX, ou x=z:fixxi
i=1

No exemplo C:
3x2+5x3+11x4+6%5 _%_

)_( = =
25 25

3,8

)_(:0,12><2+0,2><3+O,44><4+0,24><5=3,8

Em média cada aluno acertou 3,8 perguntas.

Quando os dados estdo agrupados em classes, o calculo da média é idéntico ao caso dos casos isolados, tomando a

marca de classe como representante de todos os valores dessa classe (o valor obtido é um valor aproximado).

Consideremos o exemplo B:

Classes n; f; Marca da classe
1,60+1,65
[1,60; 1,65] 6 0,24 ——=1625
1,65+1,70
[1,65; 1,70[ 7 0,28 —F———=1,675
[1,70; 1,75 4 0,16 1,725
[1,75; 1,80[ 2 0,08 1,775
[1,80; 1,85] 6 0,24 1,825
Total N =25 1
=  MEDIANA

Se Xll XZI X3l

_ 6x1,625+7x1,675+4x1,725+2x1,775+6x1,825

25

A média das alturas dos jogadores é de 1,715m.

A média sé se utiliza para varidveis quantitativas

..., Xn representam n valores ordenados (por ordem crescente ou decrescente) de uma variavel

quantitativa, chama-se mediana e pode representar-se por M¢ou X :

- ao valor que ocupa a posi¢ao central, se n é impar:

~ n+1
X=X, com sz

- a média aritmética dos dois valores centrais, se n é par:

No exemplo E: ordenemos os dados:
11 11 12 12 12 14
[

Como n = 6 (valor par) a mediana resulta da média
aritmética dos dois valores centrais.

~ X3t+X 12+12
x==2 : L= 12
~ X +X n
K=K "k com k=—
2 2
No exemplo C temos 25 dados (nimero impar) organizados numa tabela. Para sabermos qual a posi¢do central - .
1 1
25+1
calculamos: k = =13 2
. - 3
sabemos agora que o valor da mediana esta na posicao 13, representado por X;3 11
consultando a tabela verificamos que o valor 2 ocupa as 3 primeiras posi¢es, e o valor 3 vai até a posicdo 4
numero 8, a posicao 13 é preenchida pelo valor 4. 2 2
% =xy5 =4 Total |[N=25
Confirmemos ordenando todos os valores: posicdo central: X3
2 2 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 55 5 5 5 5
12 valores 12 valores M.A.(7)
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=  QUARTIS. DIAGRAMA DE EXTREMOS E QUARTIS

Dada uma populagdo ou amostra de dimensdo n, em que os N dados sdo previamente ordenados, sendo X; o valor
minimo e X, o valor maximo, a determinacao dos quartis permite separar os dados em quatro subconjuntos,
contendo cada um deles 25% do total de dados com é sugerido no esquema seguinte.

25% 25% )
i~ > I Q, representa o 12 quartil
25% ' : 25% o : . -
> b ] , Q, representa o 22 quartil que coincide com Me
| i i ] |
' : ! ‘ ! representa o 32 quartil
X { Q, = Me a, X Qs rep q

A seguir sdo apresentados alguns exemplos com conjuntos de dados ja ordenados e de pequena dimensao para

determinar Q;, Q,, Qs.

Exemplo 1

ey W e e, SRR . S
! |
83%5 18415 .
Qy= =il = =12
. 5 Q, ’ b
Exemplo 2
2 4 5 7 8 9
= 547
(A L il
X 5 b
A
|
WS e Y
2 4 5 7 8 9
! l
Q, =4 Q;=8
Exemplo 3
1 2 3 5 6 7 8 "
= Db
Q =55
X 2 !
t
55 . P
1 2 3 5 6 7 8 11
ooy DB e e s BB
! !
2+3 7+8
Q==—-=25 Q===
1 2 ¢ 5 5 75

A localizacdo do 12 e do 32 quartis pode ser dada por aplicacao
das seguintes férmulas:

ke N a, pEN a,
n+2_ 3n+2
7 =k X T:p Xp
n par
n+2 X + Xy 3n+2 X, + X,
k<——<k+1 — o Api
7 7 p< 7 <p+1 5
n+1 n+1
’ 4 =4 X Ix 7 =p X,
n impar
k<n+1<k+1 Xk+2xk” p<3xn+ <p+1 X”+2X””
Exercicio:

42. Uma empresa de construgdo ird construir um prédio
constituido por 58 apartamentos com as seguintes caracteristicas:
Considere a distribui¢do das

areas dos apartamentos. Tino Area | N.°de
42.1. Indique: (m?) apartamentos
a) a moda e a mediana. TO b5 5

b) os 12 e 32 quartis. T 80 10

¢) a média das areas dos T2 95 23
apartamentos. T3 112 7

42.2. Construa o diagrama T4 180 13|

de extremos e quartis.

O diagrama de extremos e quartis € uma forma esquematica de representar os valores extremos de uma distribuicao
e 0s quartis. A visualizagdo desse diagrama permite tirar algumas conclusdes quanto a forma como os dados de se

distribuem.

Para construir os diagrama de extremos e quartis marca-se sobre um eixo graduado os pontos correspondentes aos
extremos do conjunto de dados. A partir destes pontos constréi-se um diagrama como o do exemplo seguinte.

Exemplo 1

Facilmente, por observacdo de um diagrama de
extremos e quartis, se reconhecem as simetrias

| ou assimetrias de uma amostra.

li

| Dados simétricos

23%156753

Q Q= X Qs

9 10 11 12513 14 15 16 17

Enviesados 'a esquerda Enviesados a direita
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=  MEDIANA E QUARTIS EM DADOS AGRUPADOS EM CLASSES

Para localizar a mediana e os quartis comeca-se por determinar as frequéncias relativas acumuladas e construir o

histograma e respectivo poligono de frequéncias.

De seguida procuram-se os valores correspondentes a 25%, 50% e 75%, como é sugerido a seguir.

Exemplo:
Compr;}}f\ento Marca da classe
i f; F;
(cm) X;
[45, 47] 4é 12 0,24 0,24
(47, 49( 48 21 0,42 0,66
[49, 51[ 50 10 0,20 0,86
[51, 53[ 52 7 0,14 1
Q=471
Q,= X =48,2
Q3 =49,9
Exercicios:

43. Os pesos, em quilos de 24 pessoas sdo:
68,5 34,2 47,5 39,2 47,3 79,2 46,5 58,3
80 63,4 586 50,2 60,5 70,8 30,5 42,7
48,6 56,8 72 60 58,7 39,3 62,5 59,4
43.1. Agrupe os dados em intervalos de amplitude 10.
43.2. Quantas pessoas pesam menos de 50kg?
43.3. Determine a média, utilizando todos os dados e utilizando o
representante de cada classe.
43.4.
encontrar um valor aproximado da moda.

Identifique a classe modal e construa o histograma para
43.5. Construa, agora, o histograma de frequéncias relativas
acumuladas e respectivo poligono de frequéncias para encontrar
um valor aproximado da mediana e dos 12 e 32 quartis.

44. Considere o conjunto dedados: 23 17 19 x y 16

Sabendo que a X=20ea M, = 23, determine os valores de X e y.

45, Os seguintes dados ordenados: 10 17 a 19 21 b 25
tém como média, mediana e moda 19.
Qual é ovalorde aedeb?

46. Considere os seguintes conjuntos de dados:

a)28 30 31 33 34 b)e 3 4 6 8 9 6

cJ3 45 6 7 8 9 10

d5 7 456 356356 46 436

e)39 36 37 38 40 39 37 39

46.1. Indique a mediana de cada conjunto.

46.2. Determine o valor dos quartis.

46.3. Constrdi o diagrama de extremos e quartis de cada conjunto.

47. Considere os dados: 10 12 15 16 17 38

47.1. Determine a moda, a média e mediana da distribuicdo.

47.2. Se mudarmos o ultimo dado para 20, quais sdo as medidas de
tendéncia central mais afectadas com essa mudanca.

F,
| i e R s
ot
i st == <
|
0750 |
u, /o /1
B (- R e 7 !

149 | 51 53

0 455 A7§ ; Comprimento
| i ! (cm)
E
45 = 53
q, x Q,

48. Considere o histograma relativo a distribuicdo de
frequéncias absolutas : Batimentos cardiacos
dos batimentos cardiacos,
por minuto, de um grupo s
de 50 jovens. i

48.1. Construa uma tabela

N°de jovens

de frequéncias absolutas

simples e acumuladas. ‘ ;

48.2. Identifique a classe 65 70 75 80 85
modal. N°de batimentos por minuto
48.3. Verifique se a média do nimero de batimentos por

minuto pertence a classe modal.
48.4. Construa um pictograma que represente a

distribuicdo apresentada.

49. Uma professora de Matematica aplicou o mesmo
teste as suas duas turmas, a turma A com 28 alunos e a
turma B com 24 alunos. (

| A ] —

dados construindo ‘ ; r—‘—r—f-—vum

um diagrama de

Resolveu resumir os ﬁ

l
i

I T 1 I 1
1 1 i 1 !
] 1 1 1 1
I I 1 ] I

extremos e quartis
b bbb o b—0—o0—0—b—b—b—4b
para cada turma. 6 7 8 9101112131415 1617 18

49.1. Quantos alunos da turma A obtiveram nota superior
ouigual a 15?

49.2. Na turma B, quantos alunos obtiveram nota inferior
ouiguala9?

49.3. No seu entender, qual das turmas demostrou um
melhor desempenho neste teste? Justifigue a sua
resposta.
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MEDIDAS DE DISPERSAO

Um factor muito importante para a interpretacdo de uma distribuicdo é a maior ou menor “dispersao” dos dados em
torno dos valores centrais (média, moda e mediana).

Exemplo F: Consideremos as notas da Aline e do Cosme nas disciplinas de Portugués, Biologia, Inglés e Matematica.

Nomes Portugués | Biologia | Inglés | Matematica Calculemos as médias:

Aline 10 16 18 8 10+16+18+8 12+13+13+14
Xp=——————=13 & Xg=————"—=13

Cosme 12 13 13 14 4 4

Ambos tém a mesma média mas o Cosme é um aluno mais regular. No que diz respeito a Aline, os valores sao mais
dispersos em relagdo a média: Cosme Aline

As distribuicdes ndao tém os dados igualmente distribuidos
em torno da média. Para uma informagdo mais completa

- " _b 1
acerca da “forma” da distribuicdo, vamos estudar outras Dispersao Vi DisFérséo
medidas estatisticas: a amplitude, a variancia e o desvio ; = i
= X
padrao. X
» Menor _
dispersao
// N - A amplitude, a variancia e o desvio padrdo sdao normalmente conhecidos como
\_\ > 10r

dispersao medidas de dispersao.

=  AMPLITUDE TOTAL E AMPLITUDE INTERQUARTIS

No exemplo F as notas da Aline nas disciplinas de Portugués, Biologia, Inglés e Matematica foram: 10, 16, 18, 8.
O maior destes valores é 18 e o menor é 8. A amplitude do conjunto de dados é: 18 — 8 = 10.

A amplitude total, ou apenas amplitude, de um conjunto de dados quantitativos é a diferenca entre o maior e o
menor valor da variavel.
Se os dados estdo agrupados em classes, a amplitude é a diferenca entre o limite superior de ultima classe e o limite

inferior da primeira classe.

Exemplo: Os seguintes diagramas de extremos e quartis representam os resultados de um teste de Potugués em duas turmas.

Turma A No caso daturma A, tem-se: Q;=8 e Q3=12
i = I sendo a amplitude interquartis dada por: Q3 —Q;=12-8=4
[
"”"4‘ : Esta informagdo significa que, num intervalo de amplitude 4, estdo 50%

dos resultados.
Turma B

SR .
O
N
w

No caso daturma B, tem-se: Q;=4 e Q3=12

sendo a amplitude interguartis dada por: Q3 —Q;=12-4=8

Esta informagdo significa que, num intervalo de amplitude 8, estdo 50%

------0
N

dos resultados.

Quanto mais pequena for a amplitude interquartis, maior é a concentra¢do de, pelo menos, 50% dos dados.

Amplitude interquartis é a diferenga entre o 32 e 0 12 quartis.

Exercicio:
50. O Judeley e a Tatiana obtiveram até ao momento as 50.1. Determine a média das classificacoes de cada um.
seguintes classificagdes a disciplina de Biologia: 50.2. Qual deles tem as classificagdes mais dispersas?
Judeley: 10 14 14 14 18 50.3. Determine a amplitude total e a amplitude
Tatiana:4 12 16 20 18 interquartil?
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=  DESVIO MEDIO

A medida de dispersdao mais utilizada é o desvio padrado. Para obtermos o desvio padrdo determinamos primeiro o
desvio médio e a variancia.

Consideremos o exemplo F, as notas da Aline sdo: X; =10; X, =16; X3 =18; X, =8.A média é 13.

Tomando a média como “centro”, o desvio dos nimeros relativamente a média é: X; —X.

X, X — X [x - x|
.16

10 10-13=-3 |-3]|=3 Deswomed|o=7=4

16 16-13= 3 | 3l=3 A soma dos desvios obtidos é sempre zero.

18 18-13= 5 | 5]=5

8 8-13=-5 |-5]|=5 . PR o e g

Chama-se desvio médio a média aritmética do valor absoluto da

n=4 0 16 diferenca entre cada valor e a média.

=  VARIANCIA

A varidancia é a média aritmética dos quadrados dos desvios e representa-se por s? quando X1, Xy, X3, ..., Xn
representam uma amostra e por ¢°, quando X, X, X3, ..., Xa representam a populag3o.

n |2 No exemplo F relativamente as notas da Aline,
( —)2 ( —)z ( —)2 Z(Xi —X) temos:
2 X =X G = x) X - x) , , , ,
o" = o = o 02_(10—13) +(16-13)* +(18-13)> +(8-13)> _
4
94+9+25+25 68
No caso de dados organizados em tabelas de frequéncias, =T "4 17.
com k valores distintos e em que N é o nimero total de dados,
tem-se: A variancia é 17.
Zk: N ( )—()2 Nota: usou-se g porque trabalhamos com a
-\2 -\2 -\2 X — ~ . .
o2 n, (Xl - X) +n, (X2 - X) +..40, (Xk - X) = populagdo: as notas da Aline.
N N

= DESVIO-PADRAO

O desvio-padrdo é uma das medidas estatistica mais utilizadas para medir a variabilidade de um conjunto de dados
quantitativos em relagdo a média. Representa-se por S, quando X, X, X3, ..., X, representam uma amostra e por o,
quando X;, Xy, X3, ..., X, representam a populagao.

No exemplo F relativamente as notas da Aline,
temos:

o=+17 =4,12
O desvio-padrido é 4,12.

No caso de dados organizados em tabelas de frequéncias,

Com Kk valores distintos e em que N é o nimero total de dados, - O desvio-padrao € sempre ndo negativo.
tem-se: - Quanto maior é o desvio padrdo maior é a

dispersdo dos dados em relacdo a média.

- Se o desvio-padrao é igual a zero é porque
ndo existe variabilidade, isto é, os dados sdo

J_\/nl(x1 —>_<)2 +n2(x2 —>_()2 +ot nk(xk —>_()2 ~
- N - todos iguais.

M.A.(8)
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= DESVIO MEDIO, VARIANCIA E DESVIO-PADRAO EM DADOS AGRUPADOS EM CLASSES

Tal como acontece para o calculo da média, se os dados estdo agrupados em classes, calcula-se a marca da classe de

cada classe e aplicam-se as formulas ja fornecidas. Obtemos valores aproximados para as medidas de dispersao.

Exercicios:

51. Calcule a média e o desvio padrdo de cada uma das
distribuigdes:

511 x | 14| 15| 16| 17 ] 18 | 19
B i 2|3]z2[1]1

51.2. «x

513. [ 2345 | 2545 | 274,5 | 294,5

no| 5 4 | 3 2 |

52. Na tabela seguinte estd registado o nimero de golos
marcados em 20 jogos de futebol.

52.1. Calcule: Nedegolos | 0 | 1 2 3

a) a média. Frequéncia 6 8 4 2

b) o desvio-padrao.
52.2. Construa um pictograma e um grafico de barras para
a distribuicao.

53. Para avaliar o fendmeno do absentismo (faltas ao
trabalho) na empresa LISARTE, estudou-se uma amostra
de 143 individuos de ambos os sexos e avaliou-se o
numero de horas de auséncia.

N.° de horas em falta N.° de ind. com absentismo
0-15 30
15-30 90
30 — 45 11
45 - 60 12

53.1. Classifique a variavel em estudo.

53.2. Calcule a média, a moda e a mediana.

53.3. Calcule a variancia e o desvio padrao, indicando qual
destas medidas é a mais utilizada e porqué.

54. Um médico pediatra fez o registo do peso de 30
criangas nascidas, num dado hospital, numa semana.

A tabela seguinte representa essa informacao.

54.1. Determine:

a) a classe modal e Peso (Kg) | Frequéncia
um valor aproximado (2,0;2,5] 2

da moda. [2,5; 3,0 3

b) a classe mediana. (3,0; 3,5 9

c) a média. [3,5; 4,0 13

d) o desvio-padrio [4,0,4,5( 2
54.2. Construa o histograma [4,5; 5,0

que representa a distribuic3o. n=30

55. Considere os seguintes conjuntos de dados relativos as
classificagGes dos alunos de duas turmas, A e B, obtidas num
teste de Matematica:

TurmaA:10 10 12 13 15 8 6 15 17 15 12 14

13 13 14 9 4 11 10 10 9 18 8 14
TurmaB:15 16 12 13 14 8 11 15 14 16 12 14
8 13 14 9 9 16 10 10 9 16 12 14

55.1.0rganize os dados da turma A numa tabela de frequéncias
simples e construa um grafico de barras com essa informacao.
55.2. Identifique a média e a mediana dos dados da turma B.
55.3. Indique o valor ldgico da afirmacgao:

“A turma que tem maior média é a que tem maior amplitude.”
55.4. Calcule a amplitude interquartis dos dados da turma B.

56. Num trabalho pratico de electricidade, os alunos tiveram de
medir um fio eléctrico.
Os resultados das medigdes, em centimetros, foram os
seguintes: 10,4 10,3 9,8 10,2 10 10,2

10,1 98 99 10 10,2 9,7
56.1. Qual a amplitude das medigdes?
56.2. Calcule a média, a variancia e o desvio-padrdo das
medig¢des efectuadas.
56.3. Compare os valores da média e da mediana. O que pode
concluir.

57. Observe o grafico que representa as taxas do desemprego
em STP de 2001 a 2006 e a sua média.

Taxa de desemprego em STP

19 +
18 + 17,6

17 + 16,4 16,6
16 + o
15 + 15,7 \g\
14 L 14,

13 +

11 t t t t t |
2001 2002 2003 2004 2005 2006
Fonte: SGo Tomé e Principe em Numeros 2006 - INE

57.1. Dé exemplo de um ano em que o desvio em relagdo a

média seja:
a) negativo.  b) positivo.

57.2. Indique em que ano o valor absoluto do desvio foi:
a) maior. b) menor.

57.3. Calcule a variancia e o desvio-padrdo da distribuigao.
57.4. Tente encontrar os motivos que fizeram aumentar a taxa

de 2001 para 2002 e diminuir a partir dai.
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DISTRIBUICOES BIDIMENSIONAIS

Muitos estudos estatisticos referem-se a dois atributos estatisticos da mesma populacao visando investigar em que
medida é que estes se relacionam, ou seja, de que forma é que a variacao de um influencia a variacao do outro.

H4 variaveis que se relacionam de uma forma evidente, como, por exemplo: a distdncia, d, percorrida por um
motard, a uma velocidade v constante e o tempo, t,: d(t) =V x t. Estas relaces sdo chamadas de rela¢des funcionais.

Mas, nem sempre a existéncia de uma relacdo entre duas varidveis é do tipo funcional, assumindo a estatistica,
nestes casos, um papel fundamental ao permitir determinar valores aproximados de uma das grandezas conhecida a
outra grandeza.

Exemplo G: Na tabela seguinte estdo representadas as horas de estudo de uma amostra de 10 alunos de uma turma na semana
anterior a um teste de Matematica e as respectivas classificagdes obtidas.

N2 de horas de Classificagio | Neste estudo, a populagdo é formada por um conjunto de pares
estudo X obtida vy ordenados (X, ¥), em que X e Y representam as horas de estudo e
aluno 1 7 16 classificacdo obtida, respectivamente.
aluno 2 6 13 . . . Ly .
10N 3 3 0 A variavel (x, y) designa-se por varidvel estatistica bidimensional.
aluno 4 4 12 Repare que qualquer relacdo que possa existir entre as varidveis ndo é do
aluno 5 8 16 tipo funcional. Basta observar que ao nimero de horas de estudo 2
aluno 6 2 8 corresponde mais do que um valor (8 e 10).
aluno 7 4 13
AUno 8 5 15 Os elementos da populacdo podem ser representados por:
aluno 9 7 18 (X1, Y1) (X2, Ya2), s (X105 Y10)
aluno 10 2 10

=  DIAGRAMA DE DISPERSAO

Os pares ordenados (X;, ¥i) podem ser representados a partir de um sistema de eixos coordenados marcando-se os
pontos correspondentes as horas de estudo e classificagdo obtida.

A
A este tipo de representacdo grafica da-se o nome de diagrama de 23/
dispers3ao ou nuvem de pontos. S S ae s e °
N . . T e o
Verificamos que quanto mais horas de estudo, maior a classificagdao 15 R R ® @
obtida. R A T < 9 -
Neste caso dizemos que as duas varidveis estdo positivamente 105Eecil s 5 '
. . ~ . e P
correlacionadas ou que ha uma correlacao positiva. b b
54 1 1 -
v . o
20 i - 5
_I,_, __.’ 2 3 4 5 6 7 8 x
e e — | .mQ---Q
I et ! 3 ’ . .
N ’__+___,:___}___§___ Chama-se ponto médio (ou centro de gravidade) da nuvem de pontos
i T ao ponto de coordenadas (X, Y ), em que X representa a média das
t 1 ! ' '
-- ! e - . R
'; ' B horas de estudo e y a média das classificagées.
' I ! '
5 | y & b _ _
| : | No exemplo G: X=4,9 horase y=13,1 valores
oo Eo
‘ bl Lo Assim, o ponto médio (ou centro de gravidade) é dado por:
: : - ; ! : = - —
3 8 4 :5 6 7 8 x (x, y)=(49;13,)
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Correlagdo positiva Correlagdo negativa Correlagdo nula

!

R
|

i |

|

As variaveis evoluem no mesmo sentido. | As variaveis evoluem em sentido contrdrio. | Nao ha qualquer influéncia de uma

- se uma cresce a outra tende a crescer. | - se uma cresce a outra tende a decrescer. variavel na outra.
- se uma decresce a outra tende e - se uma decresce a outra tende e crescer.
decrescer.

=  COEFICIENTE DE CORRELAGAO

O coeficiente de correlacdo, que se representa por r e toma valores no intevalo [-1, 1], permite estabelecer o grau de

correlagdo existente entre as variadveis.

Relacdo Relacdo
~ 1 . perfeita perfeita
-ser<0, acorrelagao é negativa. \ Rel. Rel. Rel. Rel.
, Forte Fraca Fraca |- Forte /
-ser >0, acorrelagao é positiva.
-ser =0, acorrelagdo é nula
— -
L T T -
-1 -0,5 0 0,5 +1

Exercicios:

58. Identifique as situagcdes onde podera existir
uma correlagdo e o seu sinal.

58.1. Altura (em cm) e peso (kg) dos homens.
58.2. O numero de trabalhadores a executar
uma obra e o tempo de execugdo.

58.3. O rendimento mensal do agregado familiar
e os gastos em lazer.

58.4. O numero do calgado e o numero de
irmaos.

58.5. O lado do quadrado e a sua area.

59. Atribua como |lhe parega mais correcto, os coeficientes de correlagao,
-0,9;-0,6; 0,01 e 0,6 a cada um dos diagramas de dispersao.

=  RECTA DE REGRESSAO

A recta de regressdo é util quando queremos prever o valor de uma variavel quando conhecemos o valor da outra.

Ha processos matematicos para a determinagdo da equagao dessa recta. Prova-se que essa recta passa pelo ponto

médio da nuvem de pontos, o declive tem sinal igual ao do coeficiente de correlagdo e ajusta-se da “melhor” forma

aos pontos da nuvem.

y4
20
,,,,,,,,,,,,,,,, ,,_‘ __’
T e e | '
Py V4 ya | ! 4
_\T oy T___T\,_ (roe- o /\.I : :
| i i '
' ! I : i
0o L 1|
1 ! 1 ' H i
SN
I I | 1 ! I i
e I T P N
: | : ] K ' '
: i ' ! ‘ . :
P | i | ! ' !
o o o
2 3 4 5 6 7 8 X
5,5

No exemplo G:

Depois de construir o diagrama de dispersdo e marcar o ponto médio, traga-se
uma recta que “melhor” se ajuste a nuvem de pontos.

Encontra-se assim uma recta que nos permite fazer estimativas.

Imagine que gostariamos de prever a classificacdo de um aluno que estudasse
5h30min.

Por observacdo do grafico conclui-se que a ordenada do ponto da recta de
regressao que tem abcissa 5,5 é aproximadamente 14 valores.
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Exercicios:
60. A tabela seguinte mostra as temperaturas médias
registadas numa cidade africana durante um semestre.

J F M A M J
T.max. X 16 17 19 19 21 25
T.min. Yy 7 10 12 13 15 19

60.1. Construa o diagrama de dispersdo das varidveis X e y.

60.2. Calcule o ponto médio.

60.3. Desenhe uma recta de regressdo que se ajuste a nuvem.

60.4. Que temperatura minima se pode esperar quando a

maéxima é de 20°C.

60.5. Estime a temperatura maxima quando a minima é de
14°C.

61. Na tabela seguinte estdo alguns dados relativos a estatura

do Esmael.

61.1. Represente a nuvem de Idade Estatura
pontos associada aos dados. (anos) x (cm) y
61.2. Indique o sinal da correlagdo. 2 8
61.3. Determine o ponto médio 3 84

e trace uma recta de regressao. 4 92
61.4. Determine os valores 6 110
aproximados da: 8 120
a) estatura do Esmael quando 12 145
tinha 10 anos. 15 160

b) idade do Esmael quando a estatura era de 150 cm.

62. A antiguidade (X) de seis automdveis em anos e o seu
numero de quildmetros (y), em milhares, estdo resumidos na

tabela.
Antig. X 1 2 4 5 6 7
Km vy 15 15 40 50 65 70

62.1. A correlagdo é positiva ou negativa?

62.2. Represente a nuvem de pontos e classifique a correlagédo
guanto a intensidade.

62.3. Calcule a média de quilémetros que estes seis
automoveis fizeram.

63. Observe as seguintes nuvens de pontos e corresponda a
cada uma um dos coeficientes de correlagdo:

-0,01; -0,86; 0,89. l. ] z
= ® @
- ® &
-1 e & @
- L] L ]
= ~ ® o 8
@ -4 @
] S
l. 4 ® 1
4 e L i
- ® T T T T T T T T T ¥ 1
- L ] @
~ @ ® L ]
- L ]
] e o e ®
T T T T T T T T T T 1 s
® ® L ]
®
L * @
® @ { ]
® L]

64.
transporte utilizado diariamente para se deslocarem para a

Interrogaram-se 2500 estudantes sobre o meio de

escola. Os resultados foram registados no seguinte grafico.

A
Bicicleta [nu————

A pé

T. Escolar
Mota

Meio de transporte

0 250 500 750 1000 1250
Pessoas inquiridas

A percentagem de pessoas que vai a pé para a escola é:
(A) 50% (B) 40% (C) 30% (D) 35%

65. Qual a mediana, arredondada as unidades, do seguinte
conjunto de dados?
329 440 440 493 521 602 602 602

(A) 521 (B) 504 (C) 493 (D) 507

66. Em que conjunto de dados, a média, a mediana e a moda
coincidem?

(A)3 4 5 9 10 11
(c)3 456 7 89

B)6 3 4 6 8 9 6
(D)1 2 3 4 5 5 5

67. A amplitude de um conjunto de dados é 8. Se o menor valor
desse conjunto é 27,035, quanto sera o maior valor do
conjunto?
(A) 35,035 (B) 19,035

(€) 31,035 (D) 21,5175

68. A variancia, do seguinte conjunto de dados
10523 11209 9326 13661

€ aproximadamente:

(A) 11180 (B) 1583

(C) 2506292 (D) 10866

69. Indique um valor aproximado do desvio-padrao dos dados:
3 4 5 9 1
(C)4,4 (D)5

(A) 2,5 (B) 2,65

70. Relativamente a nuvem de pontos representada, qual dos
numeros seguintes pode ser o coeficiente de correlagdo das
duas variaveis?

yll
(A)-0,4 o
(B)-0,9 . Ml
(€) 0,4 boo ®
(D) 0,9 .
0 g

71. Procure em revistas ou jornais os dados de um estudo
estatistico e de seguida analise e comente o valores
observados.

72. Escolha duas varidveis estatisticas quantitativas e estude-as
na sua turma. Faga um estudo completo para cada das variaveis
e o estudo bidimensional para averiguar a sua correlagao.

M.A.(9)
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Grandes Matematicos:
THALES DE MILETO (646-546 a.C.) — “Semelhanca de tridngulos”

PITAGORAS (580 a.C.) — “Escola Pitagorica” ; “Teorema de Pitagoras”

PLATAO (427-347 a.C.) — “Solidos Platonicos”

EucLIDES (360-295 a.C.) — “Elementos”

ERATOSTENES (276-194 a.C.) — Primeiro calculo do comprimento de um meridiano terrestre

ARQUIMEDES (287-212 a.C.) — Vdrias invengdes mecanicas resultados matematicos ligados a Geometria
LEONARDO FIBONACCI (1170~1250) — Representagdo grafica com duas direcgdes

NicoLAU DE ORESME (~1323-1382) — Representacgdo grafica com duas direcgdes

NicoLAs COPERNICO (1473-1543) — Conseguiu que fosse aceite a teoria do movimento da Terra em torno do Sol
GIROLAMO CARDAMO (1501-1576) — Resolugdo de equagdes completas de 32 grau ; “Ars Magna”

PEDRO NUNES (1502-1578) — Relacionou a matematica com a arte de Navegar

FRANCOIS VIETE (1540-1603) — Utilizagdo de linguagem simbdlica e letras para representar nimeros

JOHANNES KEPLER (1571-1630) — A aplicagdo das cdnicas no movimento de translagcdo dos Planetas

GALILEU GALILEI (1584-1642) — Primeiros estudos sistematicos do movimento uniformemente acelerado; “Lei dos corpos”
RENE DESCARTES (1596-1650) — “La Geometrie”

JOHN GRAUNT (1620-1674) — Trabalhos estatisticos sobre a natalidade e mortalidde

WILLIAM PETTY (1623-1687) — “Aritmética Politica”

ISAAC NEWTON (1642-1727) — “Fisica Experimental” ; “Fisica Matematica”

LEIBNIZ (1646-1716) — Introducdo da palavra funcgdo e representacdo de uma fungdo por uma letra

LEONHARD EULER (1707-1783) — ContribuicGes no campo da terminologia e notagdo, como a no¢do de uma fungdo matematica
GASPARD MONGE (1746-1818) — Estudos desenvolvidos no ambito da Geometria Descritiva

PAOLO RUFFINI (1765-1822) — “Regra de Ruffini”

AUGUSTUS DE MORGAN (1806-1871) — “Leis de Morgan”

HERMAN GRASSMANN (1809-1877) — Desenvolvimento do calculo vectorial ; “Teoria das correntes e marés”
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MATEMATICA 102 classe // Pavimentac&es Material de Apoio (1)

Nota Historica:

Maurits Cornelis Escher (1890-1972)

O Holandés Maurits Cornelis Escher, (ou M. C. Escher, como é mais conhecido), é
primordialmente reconhecido pelo seu incrivel talento artistico em misturar elementos
de surrealismo com elementos de matematica. Gostava de trabalhar desenhos com
llusdes de Espaco e Formas, Prédios Impossiveis e Mosaicos Geométricos Infinitos.

Alguns dos seus trabalhos:

WS
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MATEMATICA 102 classe // Sélidos Material de Apoio (2)

Actividade:

Construa o sélido da planificagdo fornecida e de seguida complete a tabela usando o sélido como exemplo.

POLIEDRO N2 de faces (F) N2 de vértices (V) N2 de arestas (A) F+V=A+2
Tetaedro
L Cubo
Pirdmide
pentagonal

Octaedro

MATEMATICA 102 classe // Sélidos Material de Apoio (2)

Actividade:

Construa o sélido da planificagdo fornecida e de seguida complete a tabela usando o sélido como exemplo.

POLIEDRO Ne de faces (F) Ne de vértices (V) N2 de arestas (A)
Tetaedro
Cubo
Pirdmide
pentagonal

Octaedro
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MATEMATICA 102 classe // Secces do Cubo Material de Apoio (3)

2 cubos coloridos de cartolina com os cortes apresentados no texto de apoio da pdgina 8.

Existem 3 conjuntos.



MATEMATICA 102 classe // Elipse

Ha um conjunto de curvas que sao designadas por cénicas e que sao obtidas
intersectando uma superficie cénica com um plano.

Das intersec¢Oes desse tipo podem resultar: H !A‘
\'. [
. ~ - 7 . . 1 Y
C - Circunferéncia se o plano é perpendicular ao eixo .
AA. 23K
=

E — Elipse se o plano é obliquo em relagdo ao eixo e
intersecta todas as geratrizes.

P — Parabola se o plano é paralelo a uma geratriz.

H — Hipérbole se o plano é paralelo a duas geratrizes
distintas e ndo passa pelo vértice.

A construcdo de uma elipse pode ser obtida do seguinte modo:

Numa superficie, espetamos dois pregos unidos
por uma corda. Prendemos um ldpis a corda e,
Este
método é conhecido por “método do jardineiro”,

mantendo esticada, tracamos a curva.

por ser o processo utilizado pelos jardineiros para

tragar canteiros elipticos.

y
. , . B
Elipse é um conjunto de pontos R P
do plano P em que a soma das
distancias a dois pontos fixos, F e A Y
F 0 F X
F’, chamados focos, é constante.
——

Elementos da Elipse

Em relagdo a um referencial o.m XOy considere-se uma elipse
centrada na origem do referencial e com os focos pertencentes

Material de Apoio (4)

Nota Historica:
Johannes Kepler (1571-1630)

Johannes Kepler descobriu que
todos os planetas do Sistema
Solar descrevem Orbitas
elipticas e que o Sol se situa

num dos focos.

'Cometa Jupiter SN

Clgno‘ AT —Negfuno

e |

Métddo do Jardineiro

Onde podemos encontrar:

Todos os anfiteatros romanos tinham uma forma

a Ox. y eliptica em que a parte central, a arena, também tinha a
B0, b forma de elipse.
P T

rvi : Faa e . . .
Observe que 2 TN Acredita-se que os arquitectos romanos conheciam a
S/ alaalf - (e \i (s O) propriedade reflectora da elipse, que permite, entre
w2t 22 \Fl-c,00 0O Flc 0)) X varias coisas, que duas pessoas situadas, cada uma
/ delas num dos focos da elipse conseguem manter uma
”\\\ ‘//‘/ . . Y
Focos: Fe F' %5710, -b) conversa, independentemente do barulho que haja a

sua volta.

Distancia focal: FF = 2c

Vértices: A, A’, B, B Equacdo reduzida da elipse:

Eixo maior: [AA’] = 2a ﬁ y* -1

a’> b?
sendo a e b semieixos da elipse.

Eixo menor: [BB’] = 2b

Pdgina 1de 1

Coliseu de Roma

Vista aérea do Coliseu



MATEMATICA 102 classe // Familias de Fun¢des Quadraticas Material de Apoio (5)

1. Representa no mesmo referencial os graficos das seguintes fungdes.
a(x)=x> ; b(x)=2x> ; c(x):§ ;o d(x)=-2x

2. Representa no mesmo referencial os graficos das seguintes fungodes.

b(x)=2x*> ; f(x)=2x>+2 ; g(x)=2x>-1
3. Representa no mesmo referencial os graficos das seguintes funcdes.

a(x)=x* ; i(x)=(x+3) ; j(x)=(x-5)
4. Representa no mesmo referencial os graficos das seguintes funcdes.

ax)=x* ; h(x)=(x+3+2 ; k(x)=(x-5)°-1
Bom Trabalho
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1. Representa no mesmo referencial os graficos das seguintes fungoes.

A=K bx)=2 c(x):X?z S d()=—2x?
2. Representa no mesmo referencial os graficos das seguintes funcdes.
b(x)=2x> ; f(x)=2x*+2 ; g(x)=2x*-1
3. Representa no mesmo referencial os graficos das seguintes funcdes.
a(x)=x* ; i()=(x+37 ; j(x)=(x-5
4. Representa no mesmo referencial os gréficos das seguintes fungdes.
ax)=x* ; h(x)=(x+3P+2 ; k(x)=(x-5)°-1

Bom Trabalho
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1. Representa no mesmo referencial os graficos das seguintes fungdes.

a(x)=x> ; b(x)=2x* ; c(x)=§ ;o d(x)=-2x°
2. Representa no mesmo referencial os graficos das seguintes fungdes.
b(x)=2x> ; f(x)=2x*>+2 ; g(x)=2x>-1
3. Representa no mesmo referencial os graficos das seguintes funcdes.
ax)=x> ; ixX)=(x+3)7 ; j(x)=(x-5)
4. Representa no mesmo referencial os gréficos das seguintes fungdes.
ax)=x> ; h(x)=(x+3+2 ; k(x)=(x-5)"-1

Bom Trabalho
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MATEMATICA 102 classe // Familias de Funces Quadraticas

h(x)

= w AP N ©®©

Material de Apoio (5)

k(X)
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MATEMATICA 102 classe // Método dos Coeficientes Indeterminados

Método dos coeficientes indeterminados
Considerem-se os polindmios M(x) e N(x) tais que:
M(x)=2x*-3x>+5x+2 e N =x+1.
Sejam Q(x) e R(x), respectivamente, os polindmios que represen-
tam o quociente e o resto da divisao inteira de M (x) por N(x).

Ograude M(x) é 3 eograude N(x) é 1. Entdo, ograude Q(x) é
2, oque corresponde a diferenca entre os grausde M ede N (3—1).

Como o resto tem grau inferior ao grau do divisor, conclui-se que o
graudorestoé 0.
Assim, os polindmios Q(x) e R(x) sao do tipo:

Qx)=ax’*+bx+c e R(X) =r.

Atendendo a igualdade M(x)=Q(x) x N (x) + R(x), tem-se:

2x3=3x*+5x+2=(ax*+bx+c) (x+1)+r.

Efectuando os calculos no 2.° membro da igualdade, obtém-se:

257 = 324 Bx+ 2= +ax® + bi* + b+ ex+cdr.

Reduzindo os termos semelhantes,

2x3-3x*+5x+2=ax*+(@+b)x*+(b+c)x+c+r.

Polinomios idénticos
Dois polindmios na mesma variavel sao idénticos (ou iguais) se e so6
se os coeficientes dos termos de igual grau sao iguais.

Atendendo a definicdo de polindmios idénticos, tem-se:

2x3 - 3x%+5x+2=ax*+ (@ + b)x

2+ (b+c)x+c+r.

=2 a=2
a+b=-3 b=-5
Pommes
b+c=5 £="10
c+r=2 r=—=8

Conhecidos os coeficientes a, b, ¢ e r, passam a estar conhecidos
os polindmios Q(x) e R(x).

Q(x)=2x*-5x+10 e R(x)=-8.
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Referéncias Historicas:
Francois Viéte
(1540-1603)

Frangois Viéte, apesar de ter sido um
prestigiado advogado, dedicou-se a
criptografia, a astronomia e, sobretudo,
a Albebra.

Foram varios os contributos dados no
dominio de Matemdtica de tal
importancia que ficou conhecido como
matematico.

Estabeleceu férmulas que relacionam os
coeficientes das raizes de um polinédmio
e foi dos
sistematizada, a

primeiros, de forma

utilizar  linguagem
sombdlica e letras para representar
ndmeros.

Paolo Ruffini (1765-1822)

Paolo Ruffini, italiano, licenciou-se em
Matematica, Filosofia e Medicina. A sua
excepcional versatilidade reflectiu-se no
facto de, simultaneamente, exercer
Medicina e ser professor e pesquisador
em Matematica, numa época em que ja
existia especializacdo cientifica.

Ruffini fez varias descobertas, sendo
uma das mais importantes a da
impossibilidade de resolver, por via
algébrica, equacdes de grau superior a
quatro.

A regra que tem o seu nome além de
simples e pratica, proporcionou alguma
facilidade na resolucio de certas
equagdes de grau superior a dois, desde

que conhecidas algumas das suas raizes.




MATEMATICA 102 classe // Medidas de Localizag¢do

0 senhor Alegre, dono da fabrica "PintAlegre," esta satisfeito!
Os negécios vao tao bem que precisa de contratar mais um operario.

Eis uma fotografia com todos os
funciondrios da fabrica. L4 estd a
direc¢ao, constituida pelo

s AR
PintAlegre

b g—
>

Sr. Alegre, seu irmao, e 0s seus

5 filhos e a for¢a laboral formada
por 3 capatazes, um motorista e
10 operarios.

Jovial foi o
candidato escolhido.
OSr.Alegre esta a
entrevista-lo.

Aqui pagamos muito
bem. O saldrio médio
mensal é 150 000$00!
Durante o periodo de
experiéncia recebera
apenas 35 contos
mensais, mas depressa
sera aumentado.

Pdgina 1de 1

0 senhor enganou-me! Falei
com todos os operarios e nenhum
ganha, por més, mais de 70 000$00.
Como pode ser 150 mil escudos o

saldrio médio mensal?

Nao se zangue
Jovial!

0 saldrio médio
mensal é
150 000$00
e vou provar-lho!

N

Neste quadro estao mares de _esc.
todos os salarios St. Alegre
discriminados. i
Eu ganho 600 000$00, 0 | ['"M4°
meu irmao 450 000$00, | |5 filhos a 200
cada um dos "cada"
meus filhos 200 000$00, | |3 capazes 105
o0s capatazes 105 000$00 "cada"
cada um, Motorista
0 motorista 85 000300 s
e cada 10 operarios a 79
operario 70 000$00. cada

@tal

a

Material de Apoio (7)

Entdo e o saldrio “Esse éa moda.
de 70 000$00 E o saldrio
ganho pelo
maior nimero
de trabalhadores.

Entao vocé nao percebeu
nada!... Se dispusesse 0s
ordenados por ordem
crescente, o saldrio "médio"
central seria 85 000$00,

; mas isso
nao é a média,
é a mediana.

Certo! Tem razao.
A média aritmética dos
salarios mensais é
150 mil escudos.
Contudo o valor "médio"
da tabela ndo é esse!...

No caminho para casa, Jovial encontrou '
asua amiga Felizarda, a quem contou o sucedido.

Sabe, 0 seu
problema é nao
saber a distincao
entre média,
mediana

€ o saldrio médio,
o salario mediana
e o saldrio moda?

) Agora ja sei e

Ji 7 peco a demissdo. ..

LA

Deixa ver... \
Ha a D. Maricota, 3 estilistas,
uma chefe de pessoal (eu), 2 mestras e
14 costureiras e ganham por més,
respectivamente 450, 220,170, 165 e
A\ 110 mil escudos cada uma.

Entdo a média,
amedianaea
moda serao...
i:

X=

Mo=

Curioso, o salario
igual ao da fabrica
PintAlegre. No entanto,
o ordenado dos operarios
€ muito inferior
ao das costureiras!...




MATEMATICA 102 classe // Algumas Propriedades da Média e do Desvio-Padr3o

Propriedades da média:

Se a todos os dados de uma distribuicdo com média % adicionarmos
0 mesmo valor k, obtemos uma nova distribuicdo com média
J=%+k

Demonstracio
Seja %, %y, %3, ..., %, & coleccdo de dados observados, a média
desta distribuicdo é entdo:
o Wy T8y F oot R
n

n

%=

Adicionando a todos os dados a constante k, obtemos uma nova
distribuicdo cuja coleccao de dados é %, + k, », + k, %y + k, ...,
%, + k. Entdo, a média da nova distribuicéo ¢ dada por:

5 = (w, + k) By 8+ @y + )t G, F R
n

Como a adicdo de numeros reais é comutativa e associativa,
podemos escrever a igualdade anterior na forma:
. (O P B, F oo F ETRAAE R o B)
n

ou seja,
o b e PR )Tk

n

2

_@f+%+xvh”+m)+jk

n A"

obtendo, assim, ¥ = % + k, ¢. q. d. (como queriamos demonstrar).

Se multiplicarmos todos os dados de uma distribuicdo com média %
pelo mesmo valor a, obtemos uma nova distribuicao com média
Yy = ax
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Propriedades do desvio-padrio:

Quando estudamos as propriedades da média, verificamos que,
se adicionarmos uma constante k a todos os elementos de um con-
junto com média a, passamos a ter um conjunto com média a + k.

— Se o desvio-padrao do conjunto inicial for o, qual serd o

desvio-padrao do novo conjunto?

A resposta a esta questao € evidente. Se pensarmos nos elementos
representados sobre a recta real, quando a todos eles adicionamos
a mesma constante, fazemos com que estes se desloquem sobre a
recta no mesmo sentido e, exactamente, a mesma distancia, inclusi-
ve a média, pelo que os desvios, em relacio a média, se mantém
iguais, ou seja, o desvio-padriao continua a ser o.

Se a todos os elementos de um conjunto com desvio-padrdo o
adicionarmos o mesmo valor k, o desvio-padréo néo se altera.

Também é valida a seguinte propriedade para o desvio-padrio:

Se multiplicarmos todos os elementos de um conjunto com
desvio-padrédo o por uma mesma constante a, obtemos um novo
conjunto com desvio-padréo ac.

Actividade: Com o objectivo de confirmar as propriedades apresentadas responda a
seguintes questdes:

aeal=lro
Yy wn | eS| O
(82}
~
co

1. Complete a tabela apresentada.
2. Compare a média e o desvio-padrdao de Xj, Xi+2, 2XX;




MATEMATICA 102 classe // Elaboragdo de um Inquérito

Material de Apoio (9)

Sugestoes para a elaboracao de um inquérito

Antes de comecar um estudo estatistico € muito importante ter ideias claras sobre os dados que necessitamos e como

os vamos utilizar. Deves registar esta informacao de forma clara.

Podem investigar-se diferentes assuntos utilizando um inquérito, mas quando o fores construir, tem em atencédo os

seguintes aspectos:

Recolher toda a informacéo necessaria. Demasiada informagao torna-se dificil de tratar mas a falta de informacéao

pode impedir-te de tirar conclusoes.
Um questionario nao deve ser muito longo.
Inquirir um nimero grande de pessoas. Quanto maior for a amostra mais significativos serao os resultados.
As questoes devem ser claras e objectivas. Nao devem permitir diferentes interpretacoes.
Fornecer & partida um conjunto de respostas possiveis para evitar que cada pessoa dé uma resposta diferente o
que torna dificil o tratamento estatistico.
Exemplo: Qual o género de filme que prefere?
A resposta deve ser fechada: (Uma resposta fechada so permite escolher entre as opcoes dadas).
Drama..... Accdo..... Comédia..... Outro.....
As possiveis respostas também devem ser claras.
Evitar: Accéo..... Palicial..... (Os policiais também sao filmes de accao).
0O conjunto de respostas a escolher deve ser o mais completo possivel.
Foi esta a razao de colocar a opcao: Outro.
No entanto o nimero de hipéteses de resposta ndo pode ser demasiado pequeno para que se possam tirar algu-
mas conclusdes, nem demasiado grande porque dificulta o tratamento estatistico (4 escolhas ja permitem tirar con-

clusoes).
As questoes devem ser directas e nao devem pedir &s pessoas que facam julgamentos de valor.
Exemplo: E jovem?...... (a nocao de jovem é relativa; é preferivel perguntar a idade.)
....... (frequentemente é subjectivo!)
E preferivel: Quantas vezes vai ao cinema por més: .
Ooul...2a4..5a8... mais de 8.....
Pode colocar-se uma ou mais questoes, no inquérito, para verificar a representatividade da amostra.
Exemplo: Se pretender estudar a opiniao dos portugueses face as diferentes religides, devem ser colocadas ques-
t0es acerca das suas proprias conviccoes religiosas.
E frequente colocar questdes, como; idade, sexo, profissao, habilitacdes literérias, area de residéncia, para verifi-
car se a amostra é significativa, pois permite-nos eliminar alguns elementos da amostra de modo a torna-la mais

o
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o
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=
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3
®
=
=
@

]
=
@
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=
@
3
@
=
=
@
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representativa.
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Sugestoes para a elaboracao de um inquérito

Antes de comecar um estudo estatistico € muito importante ter ideias claras sobre os dados que necessitamos e como

os vamos utilizar. Deves registar esta informacao de forma clara.

Podem investigar-se diferentes assuntos utilizando um inquérito, mas quando o fores construir, tem em atencéo os

seguintes aspectos:

Recolher toda a informacdo necessaria. Demasiada informacgao torna-se dificil de tratar mas a falta de informacao
pode impedir-te de tirar conclusoes.
Um questionario nao deve ser muito longo.
Inquirir um nimero grande de pessoas. Quanto maior for a amostra mais significativos serao os resultados.
As questoes devem ser claras e objectivas. Nao devem permitir diferentes interpretacoes.
Fornecer a partida um conjunto de respostas possiveis para evitar que cada pessoa dé uma resposta diferente o
que torna dificil o tratamento estatistico.
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A resposta deve ser fechada: (Uma resposta fechada sé permite escolher entre as opcoes dadas).
Drama..... Accdo..... Comédia..... Outro.....
As possiveis respostas também devem ser claras.
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0 conjunto de respostas a escolher deve ser o mais completo possivel.
Foi esta a razao de colocar a opcao: Outro.
No entanto o numero de hipéteses de resposta ndo pode ser demasiado pequeno para que se possam tirar algu-
mas conclusdes, nem demasiado grande porque dificulta o tratamento estatistico (4 escolhas ja permitem tirar con-
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clusées).
As questoes devem ser directas e nao devem pedir &s pessoas que facam julgamentos de valor.
Exemplo: E jovem?...... (a nocao de jovem é relativa; é preferivel perguntar a idade.)
....... (frequentemente € subjectivol)
E preferivel: Quantas vezes vai ao cinema por més: .
Ooul...2a4..5a8....mais de 8.....
Pode colocar-se uma ou mais questoes, no inquérito, para verificar a representatividade da amostra.
Exemplo: Se pretender estudar a opiniao dos portugueses face as diferentes religides, devem ser colocadas ques-
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car se a amostra é significativa, pois permite-nos eliminar alguns elementos da amostra de modo a tornéla mais

o
<
L,
o
)
e.
=
@
3
®
—
=
@
o
-
®
=
=
@
3
@
-
=
@
%

representativa.



