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Prefdacio

O presente manual baseou-se numa leitura atenta do programa oficial
e de todas as orientagdes sugeridas pelo reajustamento dos novos progra-
mas.

A motivacao a partir do que é concreto e intuitivo, € muito importante
para que os alunos sintam que estdo a construir Matematica. Os temas sao
tratados de uma forma gradual, mas dinamica, partindo da experimentagao
para a formalizagao dos conhecimentos.

Aprender a pensar e a raciocinar correctamente sao objectivos a atin-
gir no 10.° ano. Para ajudar a alcangar este objectivo, apresentam-se varias
situagdes, umas que relacionam a Matematica com o quotidiano e com as
outras ciéncias, outras de treino que tém como objectivo colmatar dificul-
dades e esclarecer duvidas.

Os exercicios devem ser resolvidos gradualmente, ao longo do ano lec-
tivo, acompanhando o decorrer da matéria.

Apresentam-se varias questdoes de escolha multipla, que devem ser
lidas com muita atengao e sem precipitagoes. Nas outras questoes, ditas de
resposta aberta, devem ser apresentados os raciocinios e as justificagcoes
que julgar necessarias.

Contamos com o apoio e a colaboragao do professor para decidir, con-
soante as caracteristicas da turma, quais devem ser resolvidas em grupo,
em diade ou individualmente, apoiando e incentivando os alunos a inter-
pretar as situagoes dadas e a realizar as tarefas propostas.

A referéncia a Historia da Matematica tem como objectivo mostrar
como a Matematica tem vindo a interferir no progresso da Humanidade e
dar a conhecer alguns matemdticos cujas contribuicdes foram fundamen-
tais para esse mesmo progresso.

Podera também encontrar os exames nacionais de 2009 a 2011 e as
respectivas resolugdes. Nas pagirfas finais terd as solugdes de todos os exer-
cicios e a Tabela de Valores Naturais.

Nio podemos deixar de salientar que sé o préprio aluno, com o seu

esforco e a sua capacidade de reformular estratégias até chegar a solugao
correcta, pode atingir os seus objectivos.

Esperamos que este livro seja uma boa ajuda, tanto como instrumento
de trabalho, como de incentivo ao espirito de pesquisa e de descoberta do
prazer de estudar Matematica.

O autor
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OBJECTIVOS

O aluno deve ser capaz de:

« Usar os simbolos para relacionar conjuntos entre si e seus elementos.

- Representar um conjunto por extensao e por compreensao, através de diagramas de Venn, chavetas
e/ou intervalos e na recta graduada.

« Efectuar as operagoes de reunido, intersecgao e diferenca de conjuntos.

« Resolver problemas concretos da vida real, aplicando as propriedades das operagdes sobre con-

juntos.
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Enumere os elementos dos se-
guintes conjuntos:

a) Conjunto dos numeros natu-
rais entre 8 e 12 (inclusive).

b) Conjunto de vogais do alfabeto.

¢) Conjunto dos numeros pares
entre 0 e 18 (exclusive).

d) Conjunto dos nimeros primos
pares.

e) Conjunto dos divisores de 18.
fIF={:x2—1=0}
g) G= {xEN:2x> 15}

Nocoes de conjuntos

A teoria dos conjuntos é a teoria matematica que trata das proprieda-
des dos conjuntos. Iremos rever uma introdugao elementar a teoria dos
conjuntos, base para o desenvolvimento de temas futuros, como relagdes,
funcdes, analise combinatdria, probabilidades, etc.

Conjunto

Conjunto é um conceito primitivo, ndo necessita de definigao. Mas
para melhor compreensao podemos dizer que é qualquer coleccao ou
agrupamento de numeros, pessoas, objectos, cidades, etc.

1. 530 conjuntos:
a) Os numeros inteiros entre 1 e 100 inclusive.
b) As provincias de Mogcambique.
¢) Os alunos da Turma.
d) As figuras geométricas planas.
e) Os multiplos de 5.

2. Podemos dizer com certeza que:
a) Um determinado aluno é um elemento do conjunto «dos alunos da
10.2 classe da Escola Secundaria Josina Machel.»
b) 2 € um elemento do conjunto «dos numeros pares».
¢) d nao é elemento do conjunto dos numeros reais.

Notacdo de conjuntos

Designamos os conjuntos por letras mailsculas: A, B, C, P, Q... X e 0s
elementos dos conjuntos por letras mintsculas: a, b, ¢, d, p, g, x,.

Representacdao de conjuntos

Um conjunto pode ser representado de vérias formas distintas:

« Extensao
- Compreensao
- Diagramas

Extensdao

Neste caso, escrevemos 0s seus elementos entre chavetas, separados
por virgulas e sem repeticao.

Compreensao

Representa-se o conjunto através de uma propriedade caracteristica
dos seus elementos, como, A = { x: x tem a propriedade o} que se pode ler
«0 conjunto A é de todos 0s x tais que x tém a propriedade a.
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UNIDADE 1

5 | Por outro lado, « % nao pertence a A» ou « % nao é um elemento de A»,
Escreva em notagao simbolica: 0 que representamos por:
a) a é um elemento de A.
3 A

b) A é subconjunto de B. . el
¢) A contém B. Sendo & a negagdo de E.

d) A ndo esta contido em B.

e) a nao é um elemento de B. g Exercicio resolvido

f)Andocontem 8. - Considere o conjunto dos divisores de 12 e diga se os elementos 3 e 5 |
- pertencem ao conjunto '
k|

' Resolugao
i Conjunto dos divisoresde 12: A = {1, 2, 3,4, 6, 12}
. Assim,3€EAe5&A.

Relacao de Inclusao

Diz-se que um conjunto A esta incluido num conjunto B quando todo
o elemento que pertence ao conjunto A também pertence ao conjunto B,
isto é,
ACB={x:xEA =xEB}
3 Ehdis SR e A e
' _ Onde o simbolo C significa esta contido, é subconjunto.
SHRRG SOMIoEA = 19 1 Do mesmo modo podemos dizer que o conjunto B contém o conjunto
B=1{0,2,3leC=1{0,1,2, 3} Clas-

sifique em verdadeiro (V) ou falso /A, POIs todos os elementos do conjunto A pertencem ao conjunto B, isto &,

(F) cada uma das afirmacoes: BDA={x:xEB =xEA}

a)ACB T, FUPR—

b) {11 DA Onde o simbolo D significa contém.

ACE Se todos os elementos de um conjunto A qualquer pertencem a um
QiBEE outro conjunto B, diz-se, entao, que A é um subconjunto de B

0021 €8 « Todo o conjunto A é subconjunto dele proprio, ou seja A C A.

+ O conjunto vazio, por convengdo, é subconjunto de qualquer con-
junto, ou seja, I CA

B, Exercicio resolvido

S Considere os conjuntos: A = {1,3,5,7,9,11;B=13,5, 7, C=1{2,5, 7},
- diga que relagéo de inclusao existe entre os conjuntos A, Be C

Resolugao:

Qualquer elemento de B é elemento de A entao BC A, mas B D A.
Como2€EC(C,2&Ae2¢ BentaotemosqueeCZ AeC{ B.

O simbolo ¢ significa que nao esta contido. Exprime a negacao da
inclusao.
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el
Quantos elementos tem a potén-

cia de um conjunto com 4 ele-
mentos?

Represente, usando a notagao de
intervalos, cada um dos seguintes
conjuntos definidos em

a)A={x:5x— 720}
b)B={x:x>—1ex<3}
C={:1<x<5}
dD={x:x<—20ux>2}

Conjunto de conjuntos

O conjunto P formado por todos os subconjuntos de A chama-se con-
junto poténcia de A ou conjunto de conjuntos de A. O conjunto poténcia
de A representa-se por P(A)

A poténcia de um conjunto é igual a 2", isto é,

C PAy=2
Onde n é o numero dos elementos do conjunto dado.

Se A ={1,2,3}entdo a sua poténciaé P(4) = 2°=8
O conjunto poténcia é P = {@, {1}, {2}, {3}, {1,2}, (1,3}, {2,3}, {1, 2, 3}

Intervalos numéricos

Dados dois numeros reais a e b, chama-se intervalo ao conjunto de
todos os niumeros reais compreendidos entre a e b, podendo inclusive
incluir a e b. Os nimeros a e b sao os limites do intervalo, sendo a diferen-
¢a b - a, chamada amplitude do intervalo.

Se o intervalo incluir a e b, o intervalo é fechado e caso contrério, o
intervalo é dito aberto.

A tabela abaixo, define os diversos tipos de intervalos.

Operacoes com conjuntos

Reuniao (U)

Dados os conjuntos A e B, define-se como reunido ou unido dos con-
juntos A e B ao conjunto representado por AUB, formado por todos os ele-
mentos pertencentes a A ou B, ou seja:

| AUB={xxeAouXeB}

e
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UNIDADE 1

Quadro-resumo das propriedades

Dados os conjuntos A, B e C sao validas as seguinte propriedades:

AUB=BUA
Propriedade Comutativa

ANB=BNA
Propriedade Comutativa

AUBUC=AUBUQ

ANBNC=ANBNQO

vente.

Propriedade Associativa Propriedade Associativa
AU@=A UNA=A

0 conjunto vazio é elemento neutro. O conjunto universal é elemento neutro.
UUA=U ANG =0

O conjunto Universal é o elemento absor- | O conjunto vazio é o elemento absorvente.

AUBNO=AUBINAUQ
Propriedade distributiva da reunido em
_relagao a intersecgdo de conjuntos

ANBUO=(ANBUNKNO
Propriedade distributiva da interseccao
em relagdo a reuniao de conjuntos

J

Diferenca

Dados os conjuntos A e B, define-se como diferenca entre A e B (nesta
ordem) ao conjunto representado por A—B, formado por todos os elemen-
tos pertencentes a A, mas que nao pertencem a B, ou seja

A-B=:xcAAXEE

B-A={x:xEBAXEA

A—B
Propriedades imediatas:
*tA—-p=A
@ —A=0
cA-A=9p
*A—B+B—-A (a diferenca de conjuntos ndo é uma operagdo comutativa).

Considere 0s conjuntos:
A=1{1,234,56,7,8},B=1{78,9 10}e C = {15, 17}. Entdo,
A—B=1{1,23,45,6}
B-C=¢

TR et st s
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‘3’ Exercicios resolvidos

1. Numa conferéncia do MINED, 18 dos 50 professores ensinam Portugués, 7 ensinam Inglés e 3 ensi-
nam as duas linguas.
a) Quantos professores sé ensinam Portugués?
b) Quantos apenas Inglés?
¢) Quantos professores nao ensinam nem Portugués, nem Inglés.

Resolugao

N.c de professores: 50
Professores que ensinam Portugués: 18
Professores que ensinam Inglés: 7

a)l15
b) 4
c) 29

2. Numa escola de 360 alunos, onde as Unicas matérias dadas sdo Matematica e Portugués, 240 alu-
nos estudam Matematica e 180 alunos estudam Portugués. O numero de alunos que estudam
Matematica e Portugués é:

A.120 B. 60 C.90 D. 180 E. Nenhum

Resolucao

Total dos alunos: 360

Alunos que estudam Matematica: 240
Alunos que estudam Portugués: 180
Alunos que estudam ambas disciplinas: x
nAUB) =#A+#B—#(ANB)

Assim
360 =240 + 180 — x <> 360 = 420 — x <= x = 420 — 360 = 60
Opcao: B.

3. 35 estudantes estrangeiros vieram a Mocambique. 16 visitaram Niassa; 16, Pemba e 11, Tete. Des-
ses estudantes, 5 visitaram Niassa e Tete e, desses 5, 3 visitaram também Pemba. O nimero de
estudantes que visitaram Niassa ou Tete foi:

A.29 B. 24 C1n D.8 E.S

Resolugao

Observe o diagrama de Venn seguinte:

N P
N = Niassa
P = Pemba
T = Tete

1.nINUT)=y+x+z+w+2+3

)
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Exercicios propostos

1. Indique quais os conjuntos definidos por:

aNU Z~ b)INU Zo oINU Zj
d)R\Q e)RFNQ fIR\Z
9) Qo U Qg
2. SejaR o conjunto universo e considere 0s conjuntos:
A=1-10,0] B=[25I
C=1-25] D=1[3,10]
Determine
a)ANC b)BNC <AND
dBUC)ND e)(AUuB)NC

3.Dado U =11, 2,3.., 10}

A=1{1,3,5,7,% B={0, 2, 4, 6} C=1{9, 10}
Determine

a)ANB b)ANB ANB
d(AUBNAUCQ e)AUB

4. Dados 0s conjuntos:
U=RA={xeR:-4<x<6}eB={xcR:x26}

Determine grafica e analiticamente os seguintes conjuntos
a)AUB b)ANB c)A\B

As questdes sao de escolha multipla escolha a resposta correcta.

5. Considere as seguintes afirmacées sobre o conjunto U = {0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8, 9k

.@eUen(U) =10
n@Ccuen(l) =10
nseuef{s5iCU
IV.{0,1,2,51N{5}=5

Pode-se dizer, entéo, que é (sao) verdadeira(s):
A.Apenasil.elll. B.Apenasl.elll. C. Apenas IV. D. Todas as afirmagoes E. Apenas Il. e IV.

6. Numa pesquisa de opinio, foram obtidos estes dados:

« 40 % dos entrevistados léem o jornal A.

« 55 % dos entrevistados léem o jornal B.

« 35% dos entrevistados léem o jornal C.

« 12% dos entrevistados |éem os jornais A e B.
« 15% dos entrevistados léem os jornais Ae C.
« 19% dos entrevistados léem os jornais Be C.
« 7% dos entrevistados léem os trés jornais.

"+ 135 pessoas entrevistadas nao léem nenhum dos trés jornais.

Considerando esses dados, é correcto afirmar que o nimero total de entrevistados foi:
A.1250 B. 1200 C.1350 D.1500 E. 1400
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OBJECTIVOS

O aluno deve ser capaz de:

. Diferenciar uma equacao paramétrica da nao paramétrica.

- Resolver uma equacao quadratica paramétrica simples.
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UNIDADE 2

Revisdo da equacao quadratica

Chama-se equagao quadratica a uma equagao do tipo x* + bx + ¢ = 0;

com a, b, c nimeros reaise a = 0.

Numa equagdo quadratica podem-se verificar os seguintes casos:

1.Se a = 0, temos uma equacao linear bx + ¢ = 0.

2.5ea=0eb =0, temos uma equagao quadratica incompleta do tipo

ax? + ¢ = 0, que se resolve da seguinte maneira,

axt+c=0ex=— %que tem solugdo em R sempre que %< 0.

3.S5ea=0ec= 0, temos uma equagao quadratica incompleta do tipo
x? + bx = 0, cuja resolugao consiste em evidenciar a incégnita x.

Assim,x2+ bx=0<x(ax+ b)=0<x=0 \v ax+b=0

i 1.42-16=0= 42 =16ex=Lex=+ Feox=1+2 5=(-22

| 20— 4x=0exX(x~4=0ex=0\ x—4=0sx=0V x=4 5=(0,4)

4. Equacao quadratica completa x* + bx + ¢ = 0 com a, b, ¢ niUmeros

reaisea=0

@  Férmula resolvente
1. Resolve as seguintes equagoes: da equagao quadrética

a)x2—3x+2=0
b) 23— 12=2x Para a equagdo quadrética ax? + bx + ¢ = 0, vem
-32+5x+2=0

d-52+9%—-2=0

« Bindmio discriminante

A = b% - 4ac
« Raizes da equacgao quadratica
, —b+VA =b~—+&
: 5 e v .x [
Selim e e

i Resolva a seguinte equacao x? + 5x + 6 = 0 aplicando a férmula resolvente.
la=1,b=5c=6entioA=b?—4ac=52—4-1-6=25-24=1
| _—b*yb’—dac _ _ -5t -5%1
| 2a 2a 2-1
- 5§41 ==
i @ X= 3 VX= o) Sx=—2\yVx=—3

1

S5={-3-2}
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UNIDADE 2

Considere a equagao do segundo
grau em X,

x2—=2(m+ 2x + (m*+2m —
—-3)=0.

Determine o valor de m de
modo gue a equagao admita:

a) Duas raizes reais e diferentes.
b) Duas raizes reais e iguais.

c) Duas raizes reais.

d) Uma sé raiz nula.

e) Uma raiz nula e outra positva.
f) Uma raiz nula e outra negativa.

g) Duas raizes nulas.

=

Considere a equagao

82— (m—-1)x+m—7=0.
Determine o valor do parametro
real m de modo que a equagao
admita:

a) Duas raizes de sinais contra-
rios sendo a negativa a de
maior valor absoluto.

b) Uma raiz dupla positiva.

Equacdes quadraticas paramétricas

Uma equacao quadratica que para além da varidvel admite outros
parametros é chamada equagao quadratica paramétrica,

‘@ + bx+cm=0,coma, b, ERea# 0.

Resolugao
de equacdes quadraticas paramétricas

1. Dada a equacéo x2 + 5x + m = 0. Determine o valor de m de modo
que:

a) A equacao admita duas raizes reais e diferentes.
Condicao: A >0
a=1 b=5 c=m
A=b>—4ac=25—-4m>0
25-4m>0< —4m> — 25@4m<25¢m<275
s=mel-=22[

b) O produto das raizes seja positivo.

Condicao:P>0
_£_m
P—a— 1 >0em>0

S=me]0; +oof
¢) Uma das solugoes seja 3.

Condicao:x = 3
324534m=0«9+15+m=0<m=—-24

2. Dada a equacédo (m + 2)x* — 2mx + (m —1) = 0. Determine o valor
de m de modo que a equagao admita:

a) Raizes reais.

Condicao:A =0

a=m+2 b=—-2m c=m-—1
A=b2—4ac=(-2mP?—-4(m—-1)=—-4m+8
—4m+ 820« —4m=2—-8< m<2
S=mE]—x;2]
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a=3 b=-2
A=b*—4ac=4-12p
logo,

| 4-12p=0e p=

1
3

b)Sep = % teremos,
3t — 2% + % =0

<92 —-6x+1=0
_6+x62—4-9-1

6+ V36—36
RS =

2. Determina o parametro real p de modo quex* —3px+ 4p+ 7 =0

seja nulo para x = 5.

Resolugao:

xX—3px+4p+7=0  parax=>5vem:

52— 3p(5)+4p+7=0
25— 15p+4p+7=0<
< —11p=-32

g R T T et T
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0 aluno deve ser capaz de:
- Identificar equacbes biquadradas.

+ Resolver uma equacao biquadrada simples.

» Resolver problemas praticos conducentes a uma equacao biquadrada.
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UNIDADE 3

i SRS S

Equacao biquadrada

Define-se equacao biquadrada como a equagédo incompleta do 4.° grau
que apos efectuadas todas as redugdes possiveis, contém apenas termos
onde a incégnita tem expoente de grau par. Deste modo, a equacao biqua-
drada na forma geral é,

i ax* +bx? +c=0,coma,becERea#0.

Exemplos

1. Equagdes biquadradas:
x*—13x2-36=0

x*—-8x2=0

3¢ +27=0

2. Nao sao equagodes biquadradas:
A =133 +x2-36=0

] xX*-8¢+2?=0

| 3¢ +13x=0

Pois numa equagdo biquadrada a varidvel x s6 possui expoentes pares.

e e e — —

Resolucdo de equacoes biquadradas

Na resolu¢do de uma equagao biquadrada em R devemos substituir a
sua variavel, transformando-a numa equagdo do 2.” grau.

Cuja sequéncia pratica a utilizar € a seguinte:

« Substituir x* por y? (ou qualquer outra incégnita elevada ao quadra-
do) e x? por y.

« Resolver a equagao ay? + by + c=0

« Determinar a raiz quadrada de cada uma da raizes (y, e y,) da equa-
¢do ay? + by + ¢ = 0 e substituindo estes valores na equacdo inicial

x? =y, e x? = y,, extraindo a raiz quadrada de cada membro teremos
quatro valores para x:

X; =+ Vy; 0ux; =— Vy; ouxz =+ Vy0ux; =— vy,

Essas duas relacdes indicam-nos que cada raiz positiva da equagao
ay? + by + ¢ = 0 da origem a duas raizes simétricas para a equagao
biquadrada e a raiz negativa ndo da origem a nenhuma raiz real para a
mesma.
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Formula resolvente da equacao biquadrada

Sem utilizarmos a equacao quadratica podemos estabelecer uma for-

mula geral para a resolugdo da equagéo biquadrada.
Seja a equacao geral ax* + bx? + ¢ = 0, a formula geral de resolucao

sera:

i

1 S — e ’—_—bim,comA':bz_“c al‘bchERea#o ;
. { 2a

{
E Exercicio resolvido

Resolva a equagao x* — 5x% + 4 = 0.

Resolucao
a=1 b= —75 c=4 A=25—-16=9
|
r____ ¥
= [— b *=vA e |
LS '
ex=*Viyx=*Vle x=*+2\yx==*1 I

S=1{2-112}

Composicao da equacao biquadrada

Toda equacao biquadrada de raizes reais x;, x,, X3 e x4 pode ser com-
posta pela férmula:

Al x) X)) (X —x3) (X —x) =0

E Exercicio resolvido

. Compor a equacao biquadrada cujas raizes sao:
a)0e*x7 b)*ae*b

. Resolucao :
5 a) (X~ 0) (= 0) (x+7) (x = 7) = 0 <> x> — 49) = 0 <> x* — 492 =0 |
L bx+akx—ax+bx—b=0=(2—-a)F—-b)=0< 1
| @t —(@+b)x2+ab?=0 |
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Determinac¢ao da equacgao
biquadrada conhecida as raizes

Da equacdo ax* + bx?+ ¢ =0, sendo a # 0 vem x* +§ X%+ % = 0. Mais,
b

+B=—"7 @ - ==} +x)
e
2 £
X1-x§:a’
Portanto,
X — (xt+x2) X +x3-x3=0.
Fazendo
S=—(x{+x3) e P=x?x3
temos:
xX—Sx2+P=0

IZ Exercicio resolvido

Escreva a equagao biquadrada que admite as raizes 1 e 4 e, em seguida,

| decomponha-a em factores lineares.

Resolucao

X+x3 =1+16=17= §=17 ; P=x>-x2=116=16
Como a equacgao é x*— Sx? + P = 0, entdo a equacao pedida é:
X*=17x2 +16=0

Fazendo a mudanca de variavel:

x*=y?ex?=yvem

Y—17y+16=0 <

17 £ VA A=172—64 =225
= <>
2
17 + 225 ENS
ﬁy:fﬁy: 2 <

‘:=>y1216\_/©y2:1
X=16 « x=* 4
X=1 e x=*1

Como as raizes sao simétricas duas a duas teremos:

XA =172 +16=(x—-1)(x+1) (x—4) (x +4) =0
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* Facultativo

Modos de definir uma funcao:

‘ Por exemplo, a correspondén-
‘ cia entre as temperaturas
| numa localidade, registada de
5 em 5 horas ao longo de um
dia, é uma fungao que pode
ser definida por:

« Um diagrama:

tempo (h) temperatura (°C)

« Uma tabela:
$ T ‘
(horas) °C) [
0 10
5 11,5
10 17,5
15 22
20 19
» Um grafico:
Q)
P e e P
j 3o [ FE RSN, i
WET F
nspe §oi
°| 5 10 15 20 t(horas)

«Uma exp_r:esséo analitica:
T=-0,008t3+0,21t2- 0,55t + 10

T

U N l DAD E 4 B,

Generalidades sobre fun¢oes*
Nocédo de funcao

Na linguagem do dia a dia, o termo fungao surge ligado a expressoes
como «depende de» ou «varia com», conforme os exemplos seguintes o
demonstram:

- «O preco da gasolina varia em funcdo do preco do barril de petré-
leo.»

- «A distancia ideal de travagem num veiculo motorizado varia em
funcao da sua velocidade.»

- «O volume de uma bola depende do comprimento do raio.»

Em Matematica, a algumas destas relagdes entre grandezas (variaveis)
chamamos funcoes, do latim functione.

Dados dois conjuntos A e B, chamamos funcio definida em A com valores em
B a toda a correspondéncia que associa a cada elemento de A um e um sé ele-
mento de B, isto é, a toda a correspondéncia univoca de A para B.

Simbolicamente, e designando a correspondéncia por f, escrevemos:

f:A—B
x_y="Ffx

Ao conjunto A chamamos dominio de f e aos seus elementos chama-
mos originais, ou objectos. A cada objecto x corresponde uma sé imagem y,
y = f(x) no conjunto de chegada B. Os originais correspondem aos valores
da variavel independente, e as imagens aos valores da variavel dependente.

Chamamos contradominio de f ao conjunto dos elementos de B que
sao imagem de algum elemento de A.

Sao habituais as notagbées Dy para o dominio de f e D%, ou CDy, para o
contradominio de f.

Funcao real de variavel real

E importante salientar as fungdes em que o dominio e o conjunto de
chegada séo subconjuntos de R. Neste caso dizemos que estamos perante
uma funcao real de variavel real, abreviadamente funcéor. v.r.

Simbolicamente:
fiR—=R
x_y="Ffx

Quando se expressa uma funcao, real de variavel real, através de uma
expressao analitica - uma férmula, que traduz uma regra, que permite cons-
truir as imagens a partir dos objectos - e ndo é dada indicacdo especifica




Ly

J7IVHHOANI
OYIVININNIOC
OLNINYLHY4IC

V4138 ¥ 0YIv93130
11909¥03d 30VCISHIANN

poipipenb onduny

[4
Jm+‘%]:{sz:ggx}:{ozz—xp:zggx}—”a 3

:soW] ‘olaz e sienbi no saiolew sopuedipes
esed opedyiubis way os Jed adipul ap zies ewn anb opuepiodSEE
| LRI = (L # XD =0+ X- 1A% ="

:sowa} Jouaue ojdwaxa oe sluawebojeuy '

SN =E-#xA2={0#S+xADX}="0 |

:e[as NO '019Z 9P SIUUSYP 495 BP WA} JOpeUILLIOUSD D
siod {S-N\y w2 opediubis wa} gs oeduny ep edjyjjeue opssudES g

Ul

SH+X Ll

£ ol 8 e
T-XpA=My okl e

|e3J [2ARLIEA DP SIEa) S9Q3UNY $3UINBIS sep OlujWOop O 2

OPIA|OS®1 O1D1213X%3

“ed1}j|eue oess2
e 3 OJUIWOP N3S O JedIPU| OLRSSIIBU 9 0BIUNY BUWIN JEZIISIDEIED B
T+X
- =4 2.
AU «—A{T-NA S

:10d epeziiaideled 13s oglua apod oes

TN =Z-=x YD ={0=z+x Y5 =70

19 9153 anb as-awnsasd «
oe ojuenb [euopipe og5edipul 1anbjenb epep @ ogu 3 ‘lejnue 35 o8
-ILUOUSP O 35 OPIIUSS W) 0s J oBSUNy B ZNpel} anb opssaIdxa & ous

(z+x =Kno) zy#:(x);

:|eal [2ABLIRA 3P [ed1 0BSUNy 23uINB3s e ‘ojdwiaxa Jod ‘s

"OpUds Wa) epep oessaidxa e anb we
siew ¥ @p ounfuodgns 0 @ 3153 anb 3s-3pusalud ‘OjUIWOP NS OF




- h é crescente em ]—<, 2],

nesse intervalo.

= S S RS T %

- h é decrescente em [—1, +[,
-h é crescente e decrescente
em [—1, 2], pois h é constante

g

|

tsiudo Wntuivo das
propriedades das funcoes

Observando com atengédo o grafico de uma fu
podemos concluir algumas das suas caracteristicas de
intuitiva.

O gréfico ao lado representa a variacao da velocidade »
um carro, que se desloca rectilineamente durante 35
em fungdo do tempo: temos por este meio definida uma
gdov.

2Zeros e sinal

A fungdo v toma o valor 0 quando t é igual a0 ou a 15
ou seja:

’

vi0) =0 e v(15) =0.

Isto significa que para t = 0 e para t = 15, a velocidade
do carro é nula.

| Zero de uma fungao é todo o objecto que tem como imagem o valor
| zero.
l aEDsézerode fseesdse fla) =0

Assim, dizemos que os zeros da fun¢do v acima definida sdo: 0 e 15.
Graficamente, os zeros de uma fungdo sao as abcissas dos pontos,
onde o gréfico da fungao intersecta o eixo Ox.

- A fungao v acima definida toma sempre valores negativos quando x
pertence ao intervalo 115, 35]. Diz-se negativa nesse intervalo.

- A fungdo f toma sempre valores positivos quando x pertence ao inter-
valo ]0, 15[. Diz-se positiva nesse intervalo.

Generalizando:

Uma fungao fé positiva num intervalo do seu dominio se fix) > 0, qualquer
que seja o elemento x desse intervalo.

Uma fungéo f é negativa num intervalo do seu dominio se f(x) < 0, qual-
quer que seja o elemento x desse intervalo.

Registemos as conclusées num quadro:

ts)

e
o

1
e

w

o..
1

vim/s) i0. +

A este quadro chamamos tabela de variacao de sinal.
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UNIDADE 4

De um modo semelhante temos que o valor da cotacdo mais baixo é
2,55 MT, referente ao més de Outubro de 2011. Diz-se minimo absoluto.
Mas existem outros valores minimos: 2,95 MT; 2,85 MT e 3,45 MT, que sdo
valores minimos mas na sua vizinhanga. Dizem-se minimos relativos ou
locais.

Aos maximos ou minimos absolutos ou relativos de uma funcao cha-
mamos extremos.

Generalizando:

Seja fuma fungéo real de varidvel real de dominio Df, a ED; e bE Dy

- fla) é o maximo absoluto de fse fla) é o maior elemento de D, isto &, se para todo o x de Dy: fla) = f(x).

- f{b) é o minimo absoluto de fse f(b) é o menor elemento de D}, isto &, se para todo o x de Dy: f(b) = f(x).

- fla) é maximo relativo de f se existir um intervalo aberto ]x;, x3[ contido no dominio de f e contendo o
ponto a, tal que para todo o x € Ixy, x3[, fla) = f(x). @ diz-se um maximizante da fungao.

- fib) € minimo relative de f se existir um intervalo aberto 1x;, x3[ contido no dominio de f e contendo o
ponto b, tal que para todo o x € Ixy, X[, f(b) = fx). b diz-se um minimizante da fungao.

e e o — _— —

Exercicio resolvido ‘

Alguma das seguintes fungdes e tém um minimo relativoem x =a?

.

Resolucao

e ———

A funcdo g tem um minimo absoluto em x = a.
Nas fungoes h e i existem imagens para x << @ menores que a respectiva imagem de a.
Logo, apenas a fun¢ao g tem um minimo relativo (que também é absoluto) em x = a.

Injectividade

Observe os seguintes gréficos de duas fungdes reais de variavel real
fe g de dominio [-6, 12].

yﬁ

v

TV
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UNIDADE 4

Comportamento de uma funcao
nos ramos infinitos

Ao analisar o gréfico da seguinte fungéo afim,

yll
7+

=9

- Para valores positivos de x cada vez maiores, a varidvel y toma valores

‘- verificamos que:
, ainda maiores. Isto &, a fungdo tende para +% e escrevemos:

X—>+% = y—> 4

- Para valores negativos de x cada vez menores (isto é, com valores abso-
lutos cada vez maiores), a variavel y toma valores cada vez menores
(isto &, com valores negativos cada vez maiores em valor absoluto), isto
¢, a funcdo tende para - quando x tende para - e escrevemos:

X—> -0 = y—> -0

Se observarmos o gréfico da fungdo h(x) = -1;
ya

verificamos que:

- A medida que x toma valores positivos cada vez maiores, as imagens
aproximam-se cada vez mais de zero. Isto é, a funcao h tende para zero
quando x tende para +%, e escrevemos: ‘

xX—> 40 = h(x)—0

- A medida que x tomas valores negativos cada vez menores (isto € com
valores absolutos cada vez maiores) as imagens aproximam-se de zero.
Isto &, a funcdo h tende para zero quando x tende para - e escreve-
mos:

x—=-0 = h(x)—=0

- Para valores de x cada vez mais préximos de zero, mas superiores a
este, os valores de y = h(x) sdo cada vez maiores.

. Para valores de x cada vez mais préximos de zero, mas inferiores a este,
os valores de y = h(x) sao cada vez menores.
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UNIDADE 4

Funcao quadratica
Chama-se funcao quadratica a toda a funcao do tipo:
f:R—-R
x_y=ax’+bx+c com a, b, cER, a#0

Os gréficos destas fungoes sdo parabolas,

Zeros e vértice

Observe a figura ao lado.

A entrada de um tunel tem a forma aproximada de uma parabola.

Considerando o referencial o.n. como se indica na figura, podemos
considerar que a parabola é caracterizada pela expressao:

m(a) = — % (a2 — 6a)

Qual a largura da estrada?

A largura da estrada corresponde a distancia entre os seus zeros.

1
Lei do anulamento do produto: D) (@*—6a)=0<ala—6)=0
Um produto de factores é nulo <a=0 /a=6
se e 5o se um dos factores for
nulo. Concluimos que a largura da estrada é de 6 metros.

ab=0<=a=0vb=0
Qual serd a altura maxima do tunel?

m(a)s

oY, ]

O + + 3. + + 6 3

1 Como sabemos, o eixo de simetria contém o vértice da parabola, logo,
aequagaodoeixo é g = 3.

fstiiiaoﬂrx;al d: zar:avi); r;a1i_ o Entao, a abcissa do vértice é 3. Vamos calcular a sua ordenada:
a) Indique os zeros da funcio. m@3) = — 1 (32-6x3)=45
b) Determine as coordenadas do 2
vertice. A altura méaxima é 4,5 metros, sendo o maximizante a média das abcis-

c) Escreva a equacao do eixo de sas dos seus zeros.

2 Como a concavidade da parabola esta voltada para baixo, o maximo é
a ordenada do seu vértice, cujas coordenadas sdo (3: 4,5).
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UNIDADE 4

—+
A abcissa do vértice é: L__O - b
2 2a
A ordenada do vértice é:
Bindmio discriminante
b\_ [ b2 _ b g T e
e bl f( 2a)—a( 2a)+b( 2G')-kc—a‘m2 2a+(:—
_b B _bP-dac_ _A
4a 2a 4q 4q

As coordenadas do vértice V sdo (- 5 A )

2a’ 4a
O eixo de simetria é arecta x = — —zt—)—
a
Transformacoes

Funcdesdotipo y=ax? a+0

Consideremos ainda a funcdo y= 2x?, mas com dominioR,

il e B m =l f:R—R
- 2 : > x_y=2x
1 1 2 3
i R . 2 Observando o gréfico pode-se concluir que:
3 | 9 18 | 27 - E uma parébola.
4 16 32 48 - O ponto inferior da curva é o vértice da parabola de coordenadas (0, 0)
; 3 e & o4 (ponto do gréfico correspondente a mudancga do sentido de variagao
o S da fungao).
s |3 f v | W7 - O minimo da fungéo é zero.
- O contradominio da fungéo é Ry.
bt Ay - A funcao é crescente no intervalo [0, +[ e decrescente no intervalo
]—2=, 0].
y=2 - O eixo das ordenadas, x = 0, € o eixo de simetria do graficode f.
y=x - Objectos simétricos tém imagens iguais.
y=3x

Verifiquemos este ultimo ponto:
f(—x) = 2(—x)2 = 2x? = f(x)

logo, para todo o nimero real x,

xy

f(=x) = fix)
ou seja, f é uma fungao par. E ainda temos que:
Uma funcgao, real de varidvel * Afungdo nunca € negativa.
real, é par se e s6 se: « A concavidade da pardbola esté voltada para cima.

Vx€ED;, -xEDre fi-x)=f(x)
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UNIDADE 4

Podemos verificar que o grafico de fem comparagao com o gréfico de
y = 3x2 se deslocou segundo o eixo Oy, sendo o contradominio de f o
intervalo [2, +], e nao tem zeros.

O gréfico de g deslocou-se também segundo o eixo Oy, em compa-
Determine os valores reais de m racao com o grafico de y = x?, tendo como contradominio o intervalo

: ‘ = i
de modo que afuncao gix) = mMx" 3 ool @ com dois zeros x =V3 e x = —V3.
seja crescente no intervalo [—5, 0L

5

Generalizando:
. Os graficos das funcdes y = ax? + k séo parabolas que se obtém de
um gréfico da parabola y = ax?, por uma translagao vertical sequndo o vec-

tor (0, k).

Observando os graficos das
seguintes fungbes:

a) y=-x+2 ¥
(! b) y=2x2-5
! ) y=2x2+1
| d) y=-=x?-3 - a
' % 0 X 0 X
' e) y=3x*+45

f) y=-12x*-30

5 , 7

) Y= e e
e ™

' Indique as coordenadas do vértice O contradominio destas fungdes é:

das parabolas que as reprgsr;-ntam [k, +[ se a>0 ‘]—%,k] se a<0
e o respectivo contradominio.

Representemos agora as func¢oes, reais de varidvel real, definidas por:

hix) = 3(x — 2)? e j(x) =0,5(x + 1)?

yll
Observando a figura. I Ji Tt

bE

O gréfico de h obtém-se deslocando cada objecto do gréfico da fun-

@ ¢ao y = 3x? duas unidades para a direita, e o gréfico de j obtém-se deslo-
cando cada objecto do gréfico da funcdo y = 0,5x%> uma unidade para a
esquerda.

Estabeleca s coftespondbncia Os zerosde h e jsao respectivamente x =2 e x = —1.

entre os graficos dados e cada Generalizando:
uma das seguintes funcoes:

]
1

PR S Os gréficos da funcao y = a(x — h)? sdo parabolas que se obtém a
- 2

partir de um gréfico de y = ax? por translacdo horizontal, segundo o vec-
b)y=x*+1 tor (h, 0).
2 43 O contradominio destas funcoes é:

« [0, +[sea >0 «]—c,0]sea <0
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UNIDADE 4

10

Considere as seguintes funcoes
reais de variavel real, definidas por:
glx) = — x* 4+ 6x
hix) =2x2+5x—7
Recorrendo a calculadora gréfica
indique em que intervalo:
a) g e positiva.

b) h é negativa.

1

Considere a familia de funcoes,
reais de variavel real,

alx)=—x2+3x+m meR

a) Determine para que valores de

m:
alx) <0, VxER

b) Para m =—2, estude a varia
cao de sinal da funcao obtida.

¢) Qual o efeito do parametro m
no grafico da familia das fun-
¢oes consideradas?

Variacdao de sinal

Para estudar o sinal da funcdo quadrética, y = ax? + bx + ¢, coma # 0
basta conhecer os seus zeros (se existirem) e o sinal do coeficiente a.

Vejamos:

Exercicio resolvido :

Considere a funcao, real de varidvel real, definida por fix) =x*-3x+2.
a) Qual o sentido da concavidade da parabola representativa da fungao?
b) Como varia o sinal de f?

Resolucao
a) Esta voltada para cima porque a > 0 (a = 1).

b) Calculemos os zeros da funcao:
X*=3x+2=0ex=1\y x=2

A funcao é positiva em ]-2, 1[ U ]2,+=[ e é negativaem ]1, 2[.

Estudar a variacao de sinal da funcao é, portanto, determinar os
intervalos em que a fungao é positiva ou é negativa.

Generalizando, podemos concluir que:

a=0 a<o0 Se a funcao tem 2 zeros X; e X:
A funcdo toma o sinal de a fora do intervalo
A=>0 - 2 X X dos seus zeros e consequentemente toma
= i = _ o sinal contrario ao de a no intervalo dos
L = Seus zeros.
a>0 a<0 Se a funcao tem 1 zero duplo:
A funcdo toma o sinal de a para todos os
A=0 X =X valores reais excepto o valor que anula a
+ 3 o = = - | fungéo.
X=X, ; i;
a>o0 a<o Se a fungdo nao tem zeros:
‘ A fungdo toma o sinal de a.
| A==0 N A
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£)P .
/T- Exercicios propostos
A\

i‘ 5. Considere as seguintes afirmagoes:
‘| . Se o coeficiente do termo de grau 2 de uma fungao quadrética for positivo, a fungao nao tem zeros.
|\ II. Se o binémio discriminante (A = b? — 4ac) for positivo, a fungdo quadratica tem 2 zeros.

I1l. Uma fungao quadratica tem sempre um extremo absoluto.

IV. Se o coeficiente do termo de grau 2 de uma funcdo quadratica for negativo, o termo independente
dessa fungao também é negativo.

As afirmacoes verdadeiras sao:

A.l.elV. B. L.elll C.ll.elll. D. ll.elV.

‘ 6. Considere a funcao, real de variavel real, definida por a(x) = (x — 3)2 Descreva como, partindo da fun-
¢ao dada, se obtém o gréfico de:

a)bx) =alx+1)— 2

b) cix)=alx —4) + 5

7. Os gréficos ao lado foram obtidos a partir do gréfico de y = x2. Escreva a expressao analitica das fun-
|| ¢oes representadas.

x v

8. Seja a funcdo, real de variavel real, definida por f(x) = x? — 8x + 1.
a) Determine os zeros da fungao.
b) Para que valores de x a funcgao € positiva?
c) Escreva y = f(x) naforma y = a(x-h)* + k,com a, h, kER.
d) Indique um intervalo em que a fungdo seja injectiva e crescente.

e) Indique o contradominio da fungédo e a equagao do respectivo eixo de simetria.

| EED
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« Resolver problemas préticos conducentes a uma inequacao quadratica.

«Resolver grafica e analiticamente uma inequagao quadratica.

« |dentificar inequacoes quadraticas.

O aluno deve ser capaz de:

OBJECTIVOS
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UNIDADE 5

Resolva em R as seguintes ine-
quacoes:

a)x2—5x+6=0
b) —2x2—10x—8>0
x?+2x+9<0
dx2+6x+9>0

e)7 +2x—x%2<0

2

Considere a funcao quadratica f e
a funcao afim g definidas pelos
seguintes graficos:

Determine, recorrendo a interva-
los, o conjunto solugdo de cada
uma das seguintes condigoes:

a)f(x)-gl) <0
b) f(x) - g(x) <0

Inequacao quadratica

Uma inequacao diz-se quadratica ou do segundo grau se é da forma
a?+bx+c>0a2+bx+c=0ax2+ bx+ c<0ou
ax*+bx+c<0,coma#0eab cER

Resolucdo de inequacoes quadrdaticas

Para resolver uma inequacao quadrética, considera-se a fungao qua-
drética f(x) = ax?® + bx + c e faz-se o estudo do sinal desta fungao.

Recordamos que a funcdo s6 muda de sinal quando o x passa pelas
raizes.

Inequacoes do 2.° grau

Tendo em conta o que sabemos da variagao de sinal da fungao quadra-
tica, vamos resolver, em R, a sequinte inequagéo do 2.° grau:

X+3x+1>5ex2+3x—4>0

Calculo auxiliar:
XX+3x—4=0e=x=—4\/ x=1
Determinamos assim os zeros da fungéo y = x> + 3x — 4.

Como a concavidade da parabola esta voltada para cima, pois a > 0,

temos:
+\ / :
-4\ \/1

Entéo, por observacao do gréfico acima:

X¥+3x—4>0«xE]—-x —4[U], +oof
Consideremos duas fungdes, reais de varidvel, definidas por:
fix) =x*+3x+1 e gx)=5
Representemos no mesmo referencial as duas fungdes e determine-

mos os pontos de intersecgao dos dois graficos. Obtemos os pontos cujas
abcissas sdo -4 e 1.
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UNIDADE 5

4. Resolva, em R, a inequagéo x? + 3x = 2x* — 1.

Resolucao

243X =22 -1<x2-2x2+3x+1 =0e=-x2+3x+1=0

Célculo auxiliar:

l
-3x\1 +y13 =% -
—)(2+3x+1:0«1>x=———3 L @xz)__E‘*\B = |
-2 2 & [
L |
| — 1 5 ’:;13
C.S.:}—:c,3 ; 3JU[3+x ,+‘f«[

5. Da janela de uma casa, atira-se uma bola para a rua.
A bola demora 0,4 s a chegar ao chao.
A distancia do objecto (em metros), em relagao a posicao inicial em cada
instante (em segundos) é dada pela expressao:

h(t) = 10t + 4,9t2

a) Ao fim de quanto tempo a bola se encontra a uma distancia da janela
igual a dois metros?

b) De que altura é largada a bola?

c) A partir de que momento a bola se encontra a uma distancia superior a
trés metros da janela?

Resolucao
a)h(t) =2« 10t+49t2 =249t +10t-2=0<«

e t=-222\ t=0,18

Ao fim de aproximadamente 0,18 segundos a bola encontra-se a dois metros da janela.

b) h(0,4) = 10 X 0,4 + 4,9 X 0,4> = 4,784

| A bola é largada, aproximadamente, a 4,8 metros do chao.

QOh(t) >3« 10t +49t2>3<49t?+10t-3>0<=
<t € [0,2655; 0,4], pois t € [0; 0,4]

A bola encontra-se a uma distancia superior a 3 metros a partir de aproximadamente 0,27

f segundos.

i \ ] g
i Célculo auxiliar: \ e

4912 + 10t—3 = 0 <> t ~-2,3063 \/ t ~0,2655 \\ /:
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7. Um rectangulo tem de medida de perimetro 20 metros.

a) Exprima a area A do rectangulo em fungéo do comprimento x de um dos seus lados.
b) Entre que valores pode variar x?

¢) Represente graficamente a fungao A.

d) Para que valores de x a drea A € maxima?

Resolucao

a) Designemos por y a medida do outro lado do rectangulo. Assim:
P=20e2x+2y=20<x+y=10s=y=10—x
A=xy<eA=x(10—x) < A=10x—x?

b) Os valores de x tém de estar compreendidos entre 0 e 10, pois se uma das dimensées for 0 ou
10 nao existe qualquer rectangulo.

c)

y.ﬂ
251

157

51

o1 3 5 7 9 X

d) Observando o grafico verificamos que o méximo da fungao coincide com o vértice de coordena-
das (5, 25), donde se conclui que a drea é maxima quando x = 5.

s m—

Resolucdo analitica

A resolucao analitica de uma inequagao do 2.° grau consiste na analise

= do sinal do produto de factores:

Determine o dominio de cada uma - — . . - - —.

hla ,Se?“i”ites funcoes reaisde | geafuncdo fix) = ax? + bx + c admite raizes x, e x, entdo, |
variavel real: | :

a) ) =V-x2+2x

| ax? + bx + ¢ = alx — x;)x — x) .

b)g(x) = Vx?-5x+6 0 produto (x — x;)(x — x;) > 0 se e somente se:

hx)=5+Vx2+3x-4

d) i(x) =% V7x-x2+30

[ = %) <O (x — xp) <01\ [(x — x7) >0\ (x—x) >0]

0 produto (x — x;) (x — x5) < 0 se e somente se:
llx = x;) <O (x — x2) > 0] \/ [(x — x;) > 0/\ (x — x5) < 0)]
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t\é- Exercicios propostos

1. Resolva as seguintes inequagdes pelo método grafico:
a)x?—4x<0 b) x)—8x+12=<0 €) 5x2—3x+2 d x*+x+2 =<0
e)x2+7x <12 flx—Nx+2)<x(@-x) g@&x—-1)<x>-4<12

2. Resolva analiticamente as seguintes inequagoes:
a) —x*+x2=0 b)x*+1<—x*+4x+2

3. Sabendo que o lucro mensal duma fabrica de canetas é expresso por | = — x? + 140x + 1 875 onde x
representa o nimero de canetas vendidas em centenas. Determina o numero de canetas que devem
ser vendidas para que o lucro esteja entre 1000 MT e 2 400 MT.

4, Determine m de modo que a fungao quadrética

fx) =x2—=2(m+ 2)x + 2(m?2 + 2m — 2)
tenha raizes de sinais contrarios.

5.5%A=XxER:x2—3x+2=<0}leB={xER:x2— 4x + 3 <0}
Determine AM B

6. Observe o gréfico ao lado e diga qual das seguintes afirmagdes é verdadeira:

Ax2—2x—8<5 para —2<x<5

Bx2—2x—8>x+2 para —2<x<5 N
-2 X

Cxi—2&x—8>x+2 para x< —2vx>5

D.x2—2x—-8=x+2 para —2=x=5

7. Considere a funcao, real de variavel real, definida por f(x) = 2x? — 3x + 1.

Resolva analiticamente, em R, as seguintes inequagoes:

a)flx) < 1 b) f(x) = ':‘

8. Um calorifero projectado para trabalhar com uma diferenca de potencial de 220 V consome uma potén-
ciade 1000 W.
Sabe-se pela Lei de Joule que:

2
P=RI ou P=—2
R
onde P é a poténcia (em Watts), R a resisténcia (em ohms), / a intensidade (em ampéres) e U a dife-
renc¢a de potencial (em Volts).
a) Calcule a resisténcia do fio do calorifero, quando estd em funcionamento.

b) Supondo que a resisténcia do fio é constante e igual a 30 (), determine a diferenca de potencial para
que a poténcia seja superior a 1500 W, sabendo que os valores s6 podem variar entre ]170, 240[ Volts.
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OBJECTIVOS

¥ 0 aluno deve ser capaz de:
« dentificar uma funcao exponencial.
« Representar graficamente uma funcao exponencial.

. Determinar: dominio, contradominio, zeros da funcao, variacao do sinal da funcao, variagao da fun-
cao (monotonia) e ordenada na origem.

« Identificar a assimptota horizontal.
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UNIDADE 6

| Introducao
Uma funcao diz-se algébrica 0 estudo de funcdes que desenvolvemos até agora repartiu-se por
quando pode ser definida duas verterites:
como soma, produto, quo- ’
ciente, poténcia ou raiz de - Generalidades sobre fungdes: definicao, dominio, contradominio,
um P‘l’"“g’“l‘"d‘:"‘a fungéo objectos, imagens, representacao grafica, zeros, injectividade, pari-
o la g‘i Hcx ey Srny: dade, transformacgdes dos graficos por simetrias e/ou translagoes,
: inversao de fungdes injectivas, identificacdo de assimptotas dos gra-
ficos, interpretagao de graficos, ...
l + Estudo, em particular, de fungoes polinomiais, com destaque para o
. estudo das fungdes afins e quadréticas, fungdes racionais ndo polino-
— — — miais e fungdes irracionais, que no seu conjunto representam as cha-
Seja t . f(t) a funcao que expri- madas funcdes algébricas.
me o numero de habitantes de
uma certa cidade em funcdo do S - i
numero t de anos contados a P s % 1 [T L
partir de 1 de Janeiro de 2000. 11 1 1 ﬂ | |
Explica o significado das expres- = ‘ T ; / )7 I
sdes seguintes, no contexto da | ‘\ | 0‘ x - x"L 7 j J‘ J ok | / ‘ w5
it 30: [ [ | | ] ;/ | ‘L | |V \ ‘ Y
e INEENAZENEEE YRR AV RN
a) f(0) T T T AA T TN T m *
.4‘;,]71 AT TN _..-__‘ B 1 N 1 I
B)£(30) Fungoes afins Fungbes quadraticas
) f(-10)
{ d) f(100) = 2 f(0) o ) - o o

RIS ti_x_____ PT T L]

e | I N A
T~
EEEEENEEEEEE R
Fungbes homograficas Fungdes irracionais
Seja x _ glx) a funcao que repre- Vamos agora estudar duas familias de fungdes nao algébricas: a familia das

senta o nimero de pessoas que j4  fungdes exponenciais na unidade 6 e a das fung¢oes logaritmicas na unidade 7.
viram um certo antincio, x dias  Como € 6bvio, todas as aprendizagens relativas a «Generalidades sobre fun-
depois de ele surgir, pela primei- 545, 530 indispensaveis para o estudo que vamos desenvolver. Também &
ra vez, na televisao. Identifica o . . G -
necessario conhecer e aplicar caracteristicas do comportamento das fungoes

significado de: o . P . .

. algébricas basicas: afins, quadréticas e homogrificas, pois elas associam-se fre-
a)g(3) =12 x10 quentemente as funcdes exponencial e logaritmica na modelacio de situages
b) g(x) 2 10° & x 2 2 concretas.

As fungdes exponencial e logaritmica desempenham um papel funda-
mental na modelagao de problemas nas Matematicas Aplicadas e também
na Economia, no Comércio e em areas do campo social.

Sao usadas nas finangas para calcular o valor de um investimento, em
Demografia para prever a dimensao de uma populagao, nas Ciéncias da
Saude para estudar a propagacao de epidemias, na Arqueologia para datar
achados pré-historicos e em varios dominios da Fisica e da Quimica.

c)glx+1)=12gx)
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UNIDADE 6

Sabendo que 5° = 2, qual o valor
de:

a) 57
b) 57%7
c) 5i ?
d) 2577

e)sx+1?

Sabendo que 3** ' = 6, calcula o
valor de:

a) 3*

b) 3%
<) 3§

d) 3=%#1

Escreve as expressoes seguintes
na forma de produto.

a) 5x+‘| - 5%

b) (%)14-2‘*"

<) gr+1 +231—2

d) 4% + 2x+

1.15"+5"x%=(15+5)“><3’"=3"><3‘"=3°=1

2,897 =80 = g2 = 64
3. 2\‘3*1_:- 2\3 — 2\"5"‘1 -\3 =2
4. Sendo 2* = 3 podemos determinar o valor de
2%+ 1' 231' 4x‘ 2? e 21-3
N =2XX2=3X2=6

200 = (29°=3'=27
=02y =@20=3=9

5. 20+3 - P41 = X B X2 =P@B-2)=2X6

3 I+ FRI* _ JEI
) T-X 4 3¢ = — 4 ¥ = =
6.3-x+3 F-

7.9+ 3= (3 + 3= (32 + 3 =3¥(3"+1)

825541 = S&~1 =gidd o 51 = 52"(25—1;)=15ﬁ><52"= 124 X 51

Funcdao exponencial de base a

Explicado que estd o conceito de a* para qualquer valor de x € R,
com a > 0, estamos em condi¢des de apresentar a defini¢do seguinte:

Na seguinte sintese vamos enunciar algumas propriedades das fun-
¢oes exponenciais com a base maior que 1.
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UNIDADE 6

Estudo das propriedades analiticas

e grdaficas
Funcdées do tipof:x._.b-a*(@a>1,b = 0)
Comecemos por estudar, por exemplo, a fungao definida por:
it X%P%- o
Graficamente, temos: y
y=3*
4 -+
2 -
-4 2 0 2 4 X
_2 T
Temos que:
. Df =R

« Sinal e zeros

3*> 0, V¥ x ER:afungao f é positivaem R, logo, ndo tem zeros.
« Observando o gréfico, conjecturamos que a fungao nao é par nem impar.
Verifiquemos:
fo)=3; f(=x)=3%; -f(x)=— 3%
fix) # f(—x), a funcao nao é par.

f(-x) # — f(x) , a fungdo ndo é impar.

» Variagao

Pela observagao do gréfico, temos:

X <Xx;=>31<32, Vxq,x ER
A fungao é estritamente crescente em R.

« Com a ajuda da calculadora, podemos conjecturar que, se escolhermos

valores de x suficientemente grandes, obtemos como imagens valores tao
grandes quanto se queira.
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UNIDADE 6

Relacione o grafico da funcgao
definida por f(x) = 2* com os
graficos das seguintes funcoes
reais de variavel real:

glx) = 2¢-1
hix) = 2x+3
ix) =4+ 2*
jo)=—1+ 2

Apresente as suas conclusoes
num pequeno relatério.

Transformacoes do grafico
de uma func¢ao exponencial

Relacione o gréfico da fungao definida por fix) = 3* com os gréficos
das seguintes fungoes reais de variavel real:

Ly
gx) =32; h() =3**1; i) =2+3; jx) =— 3*; I(x) = 32
Vejamos:
Representemos as fungdes f e g:

Como a variavel independente se
adicionou -2, o gréfico da funcéo g
obtém-se a partir do grafico de f deslo-
cando este, na direcgdo horizontal,
duas unidades para a direita, corres-
pondendo a uma translagao segundo o
vector (2, 0).

Em relagao ao gréfico da fungao h,
o raciocinio é andlogo, deslocando-se
na direccao horizontal mas uma unidade
para a esquerda.

Ao relacionarmos o gréfico de i
com o grafico de f, constatamos que
aquele se obtém a partir do de fadicio-
nando duas unidades a varidvel depen-
dente, ou seja, desloca-se o gréfico
duas unidades para cima.

Graficamente, corresponde a des-
locar o gréfico de f na direcgao
vertical duas unidades para cima, defi-
nindo-se assim uma translagao associa-
da ao vector (0, 2).

O gréfico da fungao j obtém-se a
partir do gréfico de f aplicando a este
uma simetria relativamente ao eixo

Ox.
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Determine os zeros, caso existam,
de:

a)f(x)=3"-3

2*34+ 4
b)g)="3""

¢) hix) =3*-9*
d)rix)=1-n*

Embora seja util reconhecer algumas caracteristicas das exponenciais
com base entre 0 e 1, o seu estudo exaustivo nao faz parte do programa
em vigor ja que, se f(x) = a* é uma exponencial com a base entre O e 1,

entao = € maior do que 1 e tem-se @* = (;—)4.

Equacoes com exponenciais

Numa exploracao agricola verificou-se que uma determinada espécie
de arvore de fruta estava infectada por uma bactéria que se propaga
segundo a lei:

N(t) =8 X 2t
emque N é o numero de arvores de fruta infectadas em t dias.

Considerando que as condi¢oes nao foram alteradas, ao fim de quan-
tos dias estardo contaminadas as 128 arvores dessa espécie existentes no
pomar?

Para responder a esta questao, teremos de resolver a equagao:
8X2'=1282'=16=2'=24

Dado que a fungao definida por f(t) = 2' é injectiva, podemos concluir
que t =4,

Ao fim de quatro dias, todas as arvores da espécie nesta exploracdo
estardo infectadas.

Em relagdo a situacao definida pela fungao N(t) = 8 X 21, ao fim de
quantos dias se encontram mais de 64 arvores infectadas pela doenga?

Neste caso, temos de resolver a seguinte inequagao:
8X2>64e2>8«2>23

Como a fungéo definida por y = 2" é crescente, temos t > 3, donde, a
partir do terceiro dia, encontram-se mais de 64 arvores infectadas.

O facto de a fungao exponencial ser injectiva pode ser traduzido sim-
bolicamente por:

- @i=d2 e x=x, Y0ER

Esta propriedade permite resolver, analiticamente, equagoes em que a
incégnita figura em expoente e desde que seja possivel transformar a equa-
¢ao numa igualdade entre poténcias com a mesma base.
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UNIDADE 6

'

Uma cooperativa recolhe a pro-
ducao excedentaria de batata de
uma certa regido agricola.
Estudos efectuados permitem
concluir que a procura, P, em
toneladas, e o preco, p, em meti-
cais, da venda por tonelada para
uma fabrica de puré de batata,
estao de acordo com o seguinte
modelo:

p=10%.p 02

Num certo ano, a cooperativa
vendeu cada quilograma de
batata a 12 centavos. Qual foi, em
toneladas, a procura nesse ano?
Apresente o resultado arredon-
dado as unidades.

I

Uma coldnia de protozoarios cres-
ce a um ritmo de 0,5% por hora. Se
certa contagem deu 2 000 proto-
zoérios, quantos haveré dois dias
depois?

Indica uma fungéo que sirva de
modelo a este crescimento.

J4 sabemos que esta poténcia tem significado para qualquer valor real
de t. Podemos supor que a massa de bactérias (biomassa) cresce de forma
continua com o tempo segundo esta lei. No inicio da contagem ét=0e
antes desse instante pode considerar-se t < 0.

A fungao exponencial:
f:R—R*
. .15

exprime, em milhdes, o nimero de bactérias existentes ao fim de t dias.

Trata-se de uma exponencial de base maior do que 1, sendo, portanto,
uma funcdo crescente; o nimero de bactérias ndo para de aumentar com o
decorrer do tempo. No contexto da situagao, significa que o nimero de
bactérias ultrapassa qualquer valor, por maior que ele seja.

Vamos obter algumas imagens, recorrendo a calculadora ou nao e
esbocar o gréfico da fungéo f.

f(t)4 milhdes de bactérias

fi)=15"
Df=R 61

7 tdias

A observacao do gréfico confirma os aspectos que ja salientamos e
evidencia que a funcdo cresce lentamente para valores negativos de t e
cresce «vertiginosamente» para valores de t positivos (repara como o cres-
cimento é acentuado para t > 5).

Ao fim de 9,5 dias teriamos cerca de 47 milhdes de bactérias! A pagina
deste livro mal chegava para marcar essa imagem, mesmo tendo tomado o
milho para unidade: o crescimento da exponencial é rapidissimo.
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UNIDADE 6

3. Os juros compostos

Depositamos 1 200 MT numa conta em regime de juros compostos;
com uma taxa de juro anual de 3%.

a) Quanto teremos do final de um ano?

b) Deduza uma expressao que permita calcular o capital ao fim de n

anos.
¢) Represente graficamente a evolugao da populagao.

Resolucao

a) Assim, o capital acumulado seria:

lw

1200 X(1+

« Ao fim de n anos:

» No inicio: 1200 MT
- No fim de um ano: 1200x( %) = 1200 MT
2
b) - No fim de dois anos: 1200 X ( —1—303) = 1278,08 MT
3
«No fimdetrésanos: 1200 X (1 + %) 1311,27 MT

)

3 A" ;
W) representa o capital acumulado ao

1

o
(=]

¢) Assim, P, =1 200 X (1 +

- - N (aumento

fim de n anos, sendo P, =1 200 MT (capital inicial) e r = 1 100

que o capital sofre em cada ano).

Este é um exemplo tipico de modelo de crescimento exponencial.
Podemos também representar graficamente este modelo:

7E3 |
6,5E3 . y=1200(1,03)
6E3 .
5,5E3 -
5E3 .
4,5E3
4E3 |
3,5€3 .
3E3.
2,5E3 |
2E3 |
1,5€3 .
1
500 .

01|
04
05|
06 |
07|
08
09|

xY

0
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UNIDADE 6

Inflagdo é o aumento generalizado
dos precos de bens e servigos, num
intervalo de tempo. Num certo pais,
a inflagdo manteve-se constante
em 12% ao més durante 5 meses.
Se nesse periodo um bem de con-
sumo custava 1 200,00 MT, quanto
devera custar apos 0s 5 meses para
acompanhar a inflagao?

i B

Se a taxa média de crescimento
populacional de um pais é de
2,4% ao ano. Se a populagao em
1993 era de 150 milhoes de habi-
tantes, qual foi este valor, aproxi-
madamente, no ano 2000, se a
taxa continuar a mesma?

4. Suponha que uma certa instituicao bancaria pratica um juro de 2,3% ao
ano. Escreva uma expressao que permita calcular o capital acumulado
por 1 000 MT ao fim de um periodo x, expresso em anos, e calcula o
valor do capital ao fim de 39 meses.

Resolucao

A expressao

2,3 \¥
Cx) =1000 X (1+—
) ( 100)

< C(x) = 1000 X 1,023* comx €ER},

permite calcular o montante do capital ao fim de x anos.

A funcdo x ., 1000 X 1,023% com x € Ry, é uma fungao do tipo:
f(x) =cxa* coma>1,x €ERe ¢ constante real.

E o produto de uma constante por uma funcao exponencial e é uma
fungao muito comum na modelagdo de varios fenémenos.

Para calcular o capital ao fim de 39 meses, temos que reduzir os meses a
anos:

12 meses —— 1 ano
39 meses ————x x = 3,25 anos

Entao, o capital acumulado ao fim de 39 meses é:
C(3,25) = 1000 X 1,023*25 = 1 076,70 MT.
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u-;-:xrﬁ- Exercicios propostos
S\

7. A equacao da procura de um novo jogo langado no mercado é g = 10° x (0,95) P com p € [0, 12], dado
em meses; p = 0 corresponde ao inicio de Janeiro de 2004.

l a) Esboce o gréfico de q.
b) Determine durante quanto tempo a procura foi superior a 6 X194.
¢) Indique ao fim de quanto tempo (meses/dias) a procura reduziu 25% em relagdo ao inicio de Janeiro.
8. Escreva na forma de poténcia de expoente natural:
. -2 <3
a) 23 b) V5~ 0 (1:) d) (— %) e) (-1

9. Escreva os radicais na forma de poténcias e as poténcias na forma de radicais:
1

i Il o _ -
a)s’ b)2 * c)(‘;) : d)\3 e)VaZ, a>0
f) . (na forma de poténcia e de radical)

2

10. Escreva como poténcias de base natural:

- \ (15)3 - \ 1? %)

1
6

Y,

11.Se 3% = 2, indique o valor de:
I a) 3% b) 3¥+1 c) 91

12.Se 4* =7, indique o valor de:
X+1
a) 4 b) (—}) ¢) 8~

13. Determine o dominio de existéncia em R das fun¢des definidas:

— =—_3
a) f(x) T b) g(x) T

14. Escreva a expressao de uma funcao da familia das funcoes definidas por f(x) = a - 2%*:
a) que seja decrescente e com contradominio R*.

b) que seja crescente e com contradominioR™.
¢) cujo grafico passe nos pontos A(Q, 1) e B(1, 8).

d) cujo grafico passe nos pontos P(-1,2) e Q(% 16).

‘ 15. Resolva as seguintes equagdes exponenciais:

|‘ a) 5245 = 5172 b) 1643 = 2¥+3 c) 9% = 3~ d) (22 =4
| x—1 2(x+1) 2 X
) %) = (%) f@ 2 =1 g 2581 —32¢1 ) 021 = 0,008

1
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OBJECTIVOS

"\_ . —

* 0aluno deve ser capaz de:
- Definir o conceito de logaritmo de um nimero.

- Calcular logaritmos aplicando suas propriedades.

P

% ! - ldentificar uma funcéo logaritmica.

4

L

-

L - Representar graficamente uma funcao logaritmica.

» Determinar: dominio, contradominio, zeros da funcao, variagdo do sinal da funcéo, variacio da fun-
¢ao (monotonia) e ordenada na origem.

- Identificar a assimptota vertical.

- Definir a funcdo logaritmica como inversa da funcao exponencial.

- Relacionar os gréficos funcdes exponenciais e logaritmicas.

A ¥ £

.l
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UNIDADE 7

Logaritmo de um nUmero

Ao resolvermos uma equacao de grau superior ou igual a dois, por
exemplo, x> = 27, o valor de x é obtido aplicando a operagao inversa
da potenciagao, ou seja, a radiciagao:

x3=27¢x=\3/’2—7¢>x=3

Mas, ao resolvermos uma equagao exponencial, por exemplo, 3* = 81,
] procuramos mentalmente o valor x a que se deve elevar 3 para obter 81, ou
| I seja, x = 4, pois 3*=81.

A solugdo desta equagao chama-se logaritmo de 81 na base 3:

-~ ———

x=log; 81« x=4

- Logaritmo de um numero positivo numa dada base, maior que zero e
diferente de 1(", é o expoente a que é preciso elevar a base para obter
esse numero.

[Tt

(' Mais a frente explicaremos
esta restricao.

log,b=x < b=a*, bER*, a€R*\{1}

Exemplos

! l.log,b=mn < b=2"

2.3¥=8 « x=log; 8

3,20925=5
4,mloon3 =3
1 5.log; 24 =4
Complete de modo a obter afir- 6.logs 5% = 2
magoes verdadeiras: .
7.log; 3* =x
a)5 =7 «>x=log_ ......
¥ - i 3+log25 — 93 log25 — =
l b)(V2)=20 e t=..... 8. 27PN = 27X 29 = § X 5 =40
3 3 3 =
)x=log;4 <> 4=..... 9.logg (2'” X 3'°) = logs (6'7) = V3
d)y=log,2 «2=...... 10. S6 existe log, (x + 3) se x> —3, porque sé 0s nimeros positivos
e)log,x=5 < x=...... i tém logaritmoe x +3>0 <« x> —3.

—

«Como 1*=1,V x €ER, apenas o niumero 1 teria logaritmo na base 1.
Por isso, nao admitimos o 1 como base de logaritmos.

. Jasabe quelog, k = b < a® = k e esta equagao sé é possivel se k>0
pois, sendo @ um numero positivo, a expressao a® representa sempre
um ndmero positivo. S6 os numeros positivos tém logaritmo. Sendo
k positivo, tanto pode ser racional como irracional, j& que o contrado-
minio da fungao exponencial é R*.
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UNIDADE 7

3 ) 1
1 i Entéo, Iog\ggz =
| | i
5  2.Calcule:
f 1
{ Sem recorrer a calculadora, cal- | a) logy, 1000 b) log, ( 1024) ¢) log;0 0,01 d) logy 3
f
i cule:
i
Resolucao L
a) Iogg(z_l) |
| a)logp 1000 =y < 10Y = 1000 =
; b) log; 256 Yogio y |
i = 10/=10 < |
| c) logs \E 1' Sy = 3 ;
! d) log; 9"? r Assim: log;g 1000 = 3
i ‘ b) logs (——— 1 y@4}'=17©4y=i¢>
1 1024 1024 45 |
l ; e4/=4
@y=-5
i ssim: log, ( ]024) |
| €)10g1p0,01 =y <> 10¥ = 0,01 < !:
=10/=102< e
‘ < y=-2 f
/ ; Assim: log;, 0,01 = — ;
d) logg3=y=9=3<« |
¥
=3) =3« :
' % E—1 32}’ —] 3 r—% l
, < y=1< 'E
| s
| ¥ 3
o | ) 1 ‘
| Assim: logg 3 = — t
| i 2 -p E
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UNIDADE 7

Resolucao |
12 Sk + 5 12 sk+5_ 27x107 i
E(5) = 2,7X10* <= 1,7X10 =2,7X10“ <= 10 :—1—7—@2
] 2,7 %102 2,7 x 1012 '
kNS = ot E IV Gk — X B
| < 10 10 17 =10 17x10° < |
8
. 2,7 x 107 2,7 x 107 |
Ind alor de: Sk = =4 s St Ve |
ique o valor < 10 17 < 5k = log, 17 - ,L
a)log, 16 — log, 8 ede ‘
log; (16 = 8) jog 22210 |
17 ‘
b)log, 8 + log, 32 e de 1 Ll SRS kb |
s e O valor de k, com erro inferior a 0,01, é 1,44 .
¢)log; 512 — log, 64 e de
log. 212 R e
92764
L] r L]
o Propriedades operatorias
engao .
«log, (u + v) ndo éigual a dos logarltmos
loggu + log, v . : e ;
Seja a a base dos logaritmos (positiva e diferente de 1)
«log, u — log, v ndo éigual a
log, u 4
loggv 1.0 logaritmo do produto é igual a soma dos logaritmos dos factores:
«log, u" nao é igual a (log, u)” log, (uxv) =log,u +log,v (u,vER")
« As propriedades estio enun- e
Zladas em R* e s6 af sdo vali- Demonstracao:
i aloga(uvlzuv e alogau+logav=alogau><aiogav=Uv‘
por defini¢ao de logaritmo e pelas propriedades das poténcias.
@ Recorda que a funcdo expo- Se, na mesma base, as poténcias sao iguais, entdo os expoentes tam-
nencial de base a > 1 éuma  bém sdo iguais?:
fungao injectiva.

log, (uv) = log, u + log, v
c.q.d.

2.0 logaritmo do quociente é igual a diferenga dos logaritmos dos
termos:

Iog,(%) =log,u — log,v (u,vER?Y)

ST T
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UNIDADE 7

13

Calcule sem efectuar as opera- |

¢oes dentro de paréntesis:

128

a) |092 (\E)

2187

b) |Og;(7 XS])

[ 1296 x 216 \
) logs 7776 )

14

Calcule:
a) log,, (10007

b}Iog;\E

d) log, (16°) + Iog3(£;é)

1 100
5.log (10-x%) = —log (—-| =
og (10 - x°) 209():'3)

=IoglO+Iogx5—lz(logloz—logx‘3)= ‘

1 1 3 7 :
=1+5logx——X2+—(—3logx)=5logx——logx= —lo 1
gx—- 2( g X) g 5 10g X 2 gx |

6.log,3 + 2log, 5 = log, 3 + log, 52 = log, (3 x 5%) = log, 75
2
7.log, (8x?) — log, x = log, 8 + log, x2 — log, x = 3 + log, XT =

=3 + log, x
8.10g,5logs 6 - logs 7 = logs 6 - log, 5 - logg 7 = log, 595 - logg 7 =
=10g46 ‘- loge 7 = loge 7 - 10946 = log, 6'°%7 = log, 7

Mais propriedades (mudanca de base)

i 5. O logaritmo de u numa base a é o quociente dos logaritmos de u e de
i anuma base b: |
! log, u
logau = —2% (4R, bER\{1)
Demonstracao:

log, u - log, a = log,, a'°%e¥ <« (propriedade 3)

<> loga u- |°gb a= |Ogb u (porque alogau — U)

= logau=|—0g"£
logya

(W exempo 8

O caélculo de log, 5 - logs 6 - logg 7 (exemplo 8, em cima) pode ser feito |
usando a mudanca de base:

|0945'|0956'|0967=l@94/5'm|4 _5-'—95~,°4 ,g=l0947 |

(repara que log, a # 0 porquea # 1)

c.qg.d.

Corolario 1

O logaritmo de u numa base v é o inverso do logaritmo de v na base u: f
log,u = — 1 (y,vER*\{1)

Demonstragao:

logy = logu _ 1

log, v a log, v

(propriedade 5,com a=veb = u)
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UNIDADE 7

Se f-'é afungdo inversa de f:
fX)=y e x=Ffy

- e

Determine a de modo que o
ponto P pertenca ao gréfico de
f(x) = log, x, sendo:

| aP_ (3,2
| b)P\,(—;—,—1)

18
Esboce o grafico de f(x) = (%)'
e obtém, a partir dele, o grafico
de f 1 (x)= log: (x).

Faca para esta ftfngéo um registo
das principais caracteristicas, idénti-
co ao que esta feito, para as fun-
¢oes logaritmicas de base a > 1.

1 Seja f a funcao definida por:
I f(x) =a + log, x comaER.

Determine a sabendo que o gréafi-
co de fintersecta o eixo Ox no
ponto de abcissa 2.

i

sl sl

Funcao logaritmica

A funcao que a cada numero real positivo x faz corresponder o logaritmo
de x na base a, chama-se funcdo logaritmica de base a:

R* — R
X _y=loggx

Comoy = log, x < x = a’, facilmente se compreende que a fungdo
logaritmica de base a é a funcéo inversa da funcao exponencial de base a e,
como tal, também surge como modelo em variadissimos campos do
conhecimento.

Funcao logaritmica de base > 1
Consideremos a fungao, real de variavel real, definida por:

flx) = 2

y1 :y=2x
5+

4+

Como se trata de uma fungao injectiva, admite inversa. Pela definicao
de logaritmo de um numero, a fungdo inversa de f é a fungdo logaritmica de
x na base 2:

f-1(x) = log, x

O grafico de f~', gréfico de fungao inversa de f, obtém-se a partir do gra-
fico de f por meio de uma simetria relativamente a recta y = x, bissectriz dos
quadrantes impares. Se o ponto (a, b) pertence ao grafico de f, entdo o ponto
(b, a) pertence ao grafico de .

yl
2..
-—-—-r""/.’/.
-3 -2 -1 /|0
-1+
-2+
y=x
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UNIDADE 7

*Quando x se aproxima de zero por valores superiores a zero,
log,x = —

~ +Quando x tende para valores tao grandes quanto se queira,

log,x — +>.

Determine o dominio de existén- » O gréfico da funcdo tem uma assimptota vertical de equacao x=0.
cia das fung¢des definidas por: : it

a)f(x)=4+log; (1-x)
X+ 1
X j -

2-log(3-x) 1. Sem recorrer a calculadora, estabeleca uma correspondéncia entre as
fungdes que a seguir se definem pelas suas expressdes designatoérias
e os graficos que se apresentam. Todos os gréficos se podem obter a
partir do grafico de f(x) = log, x, de dominio R*, por meio de transla-
¢Oes e/ou simetrias.

b) r(x) = logs;

c)mix)=

g(x) = log, (x +2)
h(x) = log, (-x)

rix) =—log, x

)

Determine, caso existam, os
zeros das fung¢oes definidas por:

a) f(x) =1-log, (x + 3) A : B y / C ¥
b)h(x}:x—xlog3(x+1) ;

‘ /
c)rix) = _ =) 0 X 0 X 0 X
log (x-2)
. Resolucao:

gx)—B

" % h(x) = C

rix) — A
-

= e e =L e
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UNIDADE 7

4 Em homenagem a Alexan-
dre Graam Bell.

24

Seja:
N(1)=10log (10'2/)

o nivel de um som com intensi-
dade I.

Se a intensidade de um som é 50
vezes superior a intensidade de
outro, qual a diferenca de nivel
entre ambos?

4. A Fisica define «intensidade de uma onda sonora» como a quantidade
de energia que a onda transmite através de uma certa area. O som
menos intenso que o ouvido humano pode detectar, numa frequén-
cia de 100 hertz, é cercade 10°12Wm™—2.

O nivel N(1), medido em decibéis®, de um som de intensidade / (em
Watts por metro quadrado) é definido por:

N() =10 Iog!—l sendo o = 10712 W/m?
0
Se, na equacao anterior, considerarmos / = I, , obtemos N = 0, ou

seja, o nivel zero corresponde ao limite de audibilidade do ouvido
humano.

Seja entdo N(/) = 10 log (10'? X I) o nivel em decibéis, de um som
de intensidade /, em Watts por m?,

Sabendo que a intensidade do som produzido por um martelo
pneumatico € 1W/m?, averigue se é necessario proteger os ouvi-

pneumatico.

b) O nivel de ruido correspondente ao trafego numa grande cidade
€ 90 decibéis. Se o ruido produzido pelo metropolitano tem uma
intensidade 10 vezes superior ao produzido pelo trafego, qual o
nivel do ruido do metropolitano, em decibéis?

c) Exprime a intensidade / de um som em fungdo do seu nivel N.

Resolugao

a)N(1) =10log (102 x 1) = 10log (10 = 10x 12 = 120
Q nivel correspondente é 120 decibéis e é, portanto, necessario
usar protecgao.

NPT

b) Seja /. a intensidade, em W/m?, do som produzido pelo trafego
citadino.
Entdo 10/, é a intensidade do som produzido pelo metropolita-
noe:
N(10/.) = 10log (10'2-10/.) = 10{log(10'2/,) + log 10]
=10log (10'2/,) + 10 = N(/,) + 10 = 90 + 10 = 100
O nivel do ruido produzido pelo metropolitano é 100 decibéis.

¢) O que se pretende ¢, afinal, a expressao da funcédo inversa de N.
Vamos resolver a equacao N = 10 log (10'?/) em ordema /.

e e =

a) A partir de 100 decibéis é aconselhavel proteger os ouvidos. |

dos com auscultadores quando se trabalha com um martelo |
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UNIDADE 7

Caracteriza¢ao da funcao inversa
de uma funcao logaritmica
ou exponencial

B’ Exercicio resolvido

Considere as fungbes fe h definidas emR, por:

| Recorda: ! ! 2
| — 9x+1_ e e———
' O dominio de existéncia, em R, fx) = 2 3,ehlx)=1 log, (1—
; ‘ g x)+3
de uma fungao f é o conjunto . . ) : o
dos nimeros reais paraosquais | Admitindo que os dominios das fungdes f, e h sao os dominios de
f(x) representaum nimeroreal. | existéncia, em R, das expressdes que as definem, caracterize as fun-
Exemplos: . ¢oes inversas f~', e h™' e utilize-as para determinar o contradominio
‘ D= R\ {2} se f(x) =—1-2- - de cada uma das fungdes f, e h.
X— |
1 . %
porgue x—2 nao representa : Resolugéo
{ um nimero real se x = 2.
. Df: .ER

«De=[1,+[se fx) = Vx-1
porque \x—1 ndo representa 2t 3=y 2t =y+3ex+1=log;(y+3) = x=-1+log, (y+3)
um numero real se x < 1.

Dpsiie 3t e f=taB=0 | Tem-se entao f~ '(x) = -1 + log, (x + 3), usando x para representar a
‘ porque |ogﬂ(3 -x) 56 represen- | va riéVEI independente.

ta um numero real se _ ' ey |
| Yyl e s Di-1={xER:x+3>0}=]-3, +oo[

Caracterizacao de f~ ;
f-1:]1-3,+o[ = R
27 x . y=-1+log, (x + 3)

e 1y Fueces epresanma g O contradominio de fé o dominio de f~' ou seja, D’s = 1-3, +|.

ficamente.
" Dp=KER:1-x> OAI092(1 -X)+320=XER:x<1/N\1-x2273}
& 1 7
=IxER:x<1 N\ ——l=]~0, 1[\{=
2_/‘ {x Rix<1/\ x#1 8} J-0 [\{8}
; 9 i Para x € D;,, tem-se:
1 0 X
; : 2 2
' 1=y ——————=1-y &
; log, (1-x) + 3 log, (1-x)+3
I : 2
' < log;(1=-x)+3=—"7"— =
| d 1 -y
Esboce no mesmo referencial o 2
, gréfico da fungdo inversa de < log, (1-x) = £ -3«
' f (funcao f~1) e indique o seu ¥
| dominio e contradominio. | e log, (1-x) = 312:1 =
3y-1 : -1

o 1—-x=21"y & x=1-21-y
=

N —— T — e S e R e

s
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UNIDADE 7

Vamos agora procurar obter a mesma resposta a partir da correspon-
déncia inversa de g:

- "

log,(4-x) =y < 4-x2=V & x*=4-V < x=1\V4-2

A expressao 4 — 2 representa um numero real se e so se

. e —e

Considere uma fungao h de domi- | 4->0 < V<4 o V<2 = y<2 . :
| nio R e contradominio [-2, 2]. O !
' contradominio da funcao g defini- o que confirma que o contradominio de g é ]-, 2]. .

daporg(x) = hix-1) & i

A.[-3,1] B.[-2, 2] ' Observemos agora uma representacgao grafica da funcao g que con-

, C.[-1,3] D.[-3, 3] . firma o resultado obtido,
| 4
! ///2"—“\\ g
If 14 \
L] / L
[ -1 0 1 %

| sendo
' . g(0)=log, (4-0)=log, 4 =2

o maximo de g.

I uulurrru\r‘r!"Wrun‘WW — —_— — = i —
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7(}- Exercicios propostos
A prop

8. Numa fabrica de confecgdes, o numero N de pecas que um operador de determinada maquina produz
por hora depende do nimero t de dias de experiéncia, de acordo com a lei:

N(t) = 40 -32 x 27005
a) Qual o numero de pecas que é de esperar que um operario sem experiéncia produza por hora?

b) Um operéario que produza mais de 256 pegas num dia tem um prémio de produtividade. Sabendo
que nessa empresa um dia de trabalho tem 8 horas, quantos dias de experiéncia deve um operario
ter, no minimo, para aspirar a esse prémio?

¢) Exprime t em fungdo de N e explique o que essa expressao representa.

9. O tempo h, em horas, que uma bebida tirada do frigorifico a uma temperatura de T ° centigrados
demora a atingir a temperatura ambiente A, pode ser dado pela fungao:

h =2Iog2%r, sendo 0<T<A-2

a) Determine A sabendo que uma bebida que foi tirada do frigorifico a uma temperatura de 2° centi-
grados, demorou 8 horas a atingir a temperatura ambiente.

b) Supondo que a temperatura ambiente é nove vezes superior a do interior do frigorifico, moste que h
pode ser dada por: h = 4 + log, T2.

10. A zona de pele inflamada pela picada de um insecto cresce em circulos de centro no ponto onde
ocorreu a picada. Supde que t segundos depois de ocorrer a picada, a 4rea de pele inflamada pode ser
dada, em cm?, por:

A(t) = a-log, (%)

sendo a e b niumeros reais positivos.

a) Determine a e b supondo que seis segundos depois da picada do insecto a zona inflamada tem
2 cm? de érea.

b) Os parametros a e b variam de acordo com o tipo de pele e a espécie do insecto. No caso de pele de
crianca e para uma certa espécie de insecto, tem-se a = 3 e b = 2. Quanto tempo depois da
picada do insecto, a area inflamada atinge um sinal situado a cerca de 1,1 cm do local da picada do
insecto? Apresente o resultado arredondado ao segundo.

11. A Cusculandia é uma povoacao com 5 000 habitantes. Certa noite foi avistado um OVNI por algumas
pessoas.
Seja f(t) o nimero de pessoas que sabiam do ocorrido t horas depois do OVNI ter sido avistado.
Indique qual dos gréficos seguintes pode representar a fungao f e as razdes que o levam a rejeitar
0s outros trés.

A B C D
% d o %

il T
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?gf- Exercicios propostos
=\

17. Num Instituto de Pesquisa Ecoldgica estudou-se a relagdo entre o oxigénio consumido por pequenos
animais e o respectivo peso. Encontrou-se a férmula aproximada:

logy = log 6 + 0,9 log x
sendo y o volume de oxigénio consumido em microlitros por hora e x o peso do animal em gramas.
| a) Escreva a expressao simplificada de y em ordem a x e a de xem ordem a y.

b) Se y, é o volume de oxigénio consumido por um animal de peso x; = 10x, calcula lyl , com
' aproximagao as décimas, e interpreta esse valor no contexto da relagao descrita.

18. A procura de um certo produto é dada por:
p=12 -0,1Q

a) Como evolui a procura quando Q toma valores muito grandes?

b) Exprime Q em funcdo de P e indica o seu dominio.

- 19. Dois reservatérios A e B comegam a despejar no mesmo instante. Admite que a altura da agua (em
metros) em cada um dos reservatérios t horas depois de comegarem a despejar € dada, respectiva-
mente por:

ha(t) = log, (8 - é) e hy(t) = logs (8 - ) + 2
a) Determine para cada reservatério a altura inicial da dgua e o tempo que demora a despejar (em

horas e minutos).

| b) Mostre, por via analitica, que houve um instante em que a altura de agua nos dois reservatorios
era igual e indique, em horas e minutos (arredondado as unidades), quanto tempo depois de
I comecar o despejo ocorreu tal situagao. Qual era a altura da agua?

l ¢) Confirme graficamente os resultados obtidos na alinea b).

20. Seja h uma funcdo impar e injectiva tal que h(2) =— 3.O valorde h™' (3) é&:

A.2 B.-2 C.3 D.—g
3 3
21 Seja f definida em R por f(x) = log, (x? + 1). O contradominio de’f é:
A. [0, +oo[ B.[1, +o¢[ CR D.R*
| 22.Se log, x = p entdo log,x? éigual a:
1 A.p? B.\Vp C.2p D.%
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