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APRESENTACAOQ

-4

A Matemdtica, pela sua universalidade, assume uma importancia fundamen-
tal no processo de formacgao do aluno.

No Ensino Secunddrio Geral, os instrumentos mateméticos sdo especialmente
importantes na consolidacdo dos conhecimentos e sua aplicacdao. Mas nao so.
Possivelmente, ndo existe nenhuma actividade contempordnea - da musica a
informacgdo, do comércio a meteorologia, da medicina a cartografia, das enge-
nharias s comunicacOes — que ndo recorra a Matemadtica, para codificar, orde-
nar, quantificar e interpretar dados, taxas, dosagens, coordenadas, tensdes, fre-
quéncias e tantas outras variaveis.

O presente manual, concebido com base no Programa de Matemadtica para a
10.2 Classe e aprovado pelo Ministério da Educacdo da Republica de Mogambi-
que (MINED), destina-se a auxiliar os alunos na formulacdo e sistematizagdo
das teorias matematicas relativas a cada contetido e na aplicacdo desses contet-
dos na resolucdo de problemas e exercicios bem como na elaboracdo e aplicacdo
de resolugao de problemas de outras disciplinas e no seu dia-a-dia.

Assim, o manual foi estruturado por forma a, além da apresentacdo dos con-
telidos tedricos, conter variados exercicios resolvidos e outros propostos em
cada unidade temadtica, terminando com uma sintese da matéria dada para uma
melhor consolidacdo dos contetidos abordados, antecedida de uma avaliacao
formativa destinada a aferir o nivel de progressdo do aluno na aquisicdio dos
contetidos ministrados.

No fim do manual, sdo apresentadas as solucoes de todos os problemas pro-
postos, possibilitando ao aluno fazer uma auto-avaliacdo da sua aprendizagem.

De acordo com George Polya (1995), em A arte de resolver problemas, se
tiver dificuldades em resolver um problema proposto, procure, antes, rever a
resolugdo dos exercicios resolvidos correspondentes e resolver algum problema
do mesmo tipo, recorrendo a leitura da parte tedrica, pois é no processo de reso-
lucdo de problemas que se aprende Matemadtica.

Apresentamos referéncias histdricas relativas a cada unidade temdtica em
estudo para estimular o aluno a gostar e querer aprender cada vez mais Mate-
maética.

Desejamos que este manual se revele um importante material de apoio no
processo de ensino-aprendizagem de Matematica.

O autor



Como utilizar o manual?

O manual Matemdtica 10.* Classe pretende aplicar, de uma forma pedagogica-
mente adequada, as linhas orientadoras do curriculo do Ensino Secunddrio Geral
-conjugadas com os conteidos da disciplina de Matemdtica da 10.* Classe. Estd
estruturado em dez unidades temadticas e as competéncias e as orientacdes do pro-
grama sao desenvolvidas de forma coerente e funcional.

Em cada unidade tematica encontra:

ESTATISTICA Abertura de unidade

Imagem sugestiva relacionada com os contetidos a
B ; abordar e uma listagem dos temas tratados.

z
GNEANZACAD E RIFRISENTACAD DE OADDS VARIYES
QALTIATIVAS EVARLAVES DLRNTITATIGAS DISCRETAS

1
ORGANCACAD EMEPRESENTACAD BE DABDS:
VAMAVES QUANTITATIVAS CONTINUAS

i
NENDAS OELOCALZAPRO

)
MEDIDAS DEDISPERSAD

Desenvolvimento de contetidos

Textos, imagens, esquemas e tabelas com informa-
¢do rigorosa.

Avaliacao formativa

Relaciona os contetidos abordadoes permitindo
uma auto-avaliacdo.




Para a consolidacdo dos conteudos:

‘ tn=

Expde definicoes e propriedades fundamentais a Orientam na consolidacap dos novos conheci-
aprendizagem. mentos ou evidenciam métodos de resolucao.

L

ercicios

Aplica¢do dos conhecimentos adquiri-
dos para incrementar a aprendizagem.

E?Dbs.eriagao / Um pouco de Histéria...

Apresenta pequenos comentarios que facilitam a Sintetiza as aprendizagens adquiridas.
compreensdo do contetido em questdo e, ainda,
pequenas notas histdricas.
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TEORIA DE CONJUNTOS

10 1. Nogoes bdsicas da teoria de conjuntos
14 2. Relacdes entre conjuntos

17 3. Operacdes com conjuntos

75 4. Resolucdo de problemas

28 Avaliacdo formativa

21 Sintese

EQUACAO QUADRATICA PARAMETRICA SIMPLES

34 1. Equacao quadrdtica paramétrica simples

3& 2. Resolucdo de equagdes quadrdticas paramétricas simples
48 Avaliacdo formativa

41 Sintese

EQUACAO BIQUADRATICA

44 1. Equacdo biquadrdtica

45 2. Resolucao de equacdes biquadrdticas

50  Avaliacdo formativa

51 Sintese

FUNCAO QUADRATICA

54 1. Funcdo quadrdtica
56 2. Fungdo do tipo y=ax*, a#0
55 3.Funcdodotipo y=ax*+bx+c, a#0
69 4. Resolucao de problemas
73 Avaliacdo formativa
75 Sintese
INEQUACAO QUADRATICA
78 1. Inequacdo linear
. 80 2. Inequacdo quadrdtica
85 3. Resolucdo de problemas
&2 Avaliacdo formativa
91  Sintese




FUNCAO EXPONENCIAL

LOGARITMO E FUNCAO LOGARITMICA

110
122
132
135
137

1. Func¢do exponencial - )

2. Assimptotas de um gréfico .
3. Estudo da funcdo y=a*, a ER*\ {1} e
4. Estudo da fun¢do y=a“*’+d, q € IR“\ L

5. Resolucdo de problemas

Avaliacdo formativa

Sintese

1. Logaritmo de um nidmero
2. Funcdo logaritmica

3. Resolucao de problemas
Avaliacio formativa

Sintese

TRIGONOMETRIA

146
146
159
160
163
165

1. Conceitos de Geometria (Revisao)

2. Razoes trigonométricas de um angulo agudo
3. Resolucdo de equagées trigonométricas

4. Medidas de dngulos. Circulo trigonométrico
Avaliacao formativa

Sintese

ESTATISTICA

168

1. Conceitos estatisticos
2. Organizacao e representacio de dados: varidveis qualitativas e
varidveis quantitativas discretas

3. Organizacao e representacio de dados: varijveis quantitativas
continuas

4. Medidas de localizacao
5. Medidas de dispersao
Avaliagdo formativa
Sintese

GEOMETRIA ESPACIAL

196
203
206
209
2n

212

1. Conceitos primitivos e axiomas

2. Posicdo relativa de rectas e planos

3. Critérios de paralelismo e de perpendicularidade
Avaliacdo formativa

Sintese

Solucdes






TEORIA _
DE CONJUNTOS

1.
NOCOES BASICAS DA TEORIA DE CONJUNTOS

2.
RELACOES ENTRE CONJUNTOS

3.
OPERACOES COM CONJUNTOS

4,
RESOLUCAO DE PROBLEMAS




TEORIA DE
CONJUNTOS

1wy umpouco 1. Nogdes basicas da teoria de conjuntos

) DE HISTORIA... -

As ideias essenciais da teoria de conjuntos foram introduzidas por
Georg Cantor no final do século XIX. Desde entio, desenvolveu-se inten-
samente, de tal forma que hoje pode afirmar-se que todos os ramos da
Matemadtica foram profundamente influenciados e enriquecidos por esta
teoria que se encontra, por isso, na base de toda a Matematica.

i - 1.1. Nocéo de conjunto e elemento de um conjunto

- Georg Cantor (1845-1918)

e e Antes de nos debrucarmos sobre a no¢ao de conjunto, comecemos por
dar alguns exemplos.

a) Os membros de uma familia sdo: o Augusto, a Maria, o Carlos, a
Fernanda, o Diogo e a Bianca.

b) No mapa de Mogambique apresentado ao lado podemos observar:

- 0 grupo das provincias: Maputo, Gaza, Inhambane, Sofala, Manica,
Zambézia, Tete, Cabo Delgado, Nampula e Niassa;

- 0 grupo das capitais provinciais de Mogambique: Maputo, Xai-Xai,
Inhambane, Beira, Chimoio, Quelimane, Tete, Pemba, Nampula e
Lichinga.

c) O conjunto dos niimeros reais que sio solugdo da equagio x* —x=0:
{-1, 0, 1}.

d) O conjunto dos niimeros reais maiores ou iguais a zero e menores
do queum: [0, 1[.

e) O grupo de quadrildteros:

Cada um dos grupos acima referidos designa-se por conjunto.



Um conjunto é uma coleccdo de objectos, seres ou coisas que
possuem propriedades comuns.

Cada uma das partes que constituem um conjunto designa-se por
elemento do conjunto.

1.2. Conjunto universal

Por vezes, € necessdrio considerar um conjunto maior do que todos os
outros.

O conjunto constituido por todos os elementos do universo do con-
texto em estudo designa-se por conjunto universal e representa-se,
por exemplo, pela letra maidscula U.

EXEMPLOS:

1. Indigue o conjunto universal das letras do seu nome.

2. Dos conjuntos numéricos IN, Z, Q@ e IR, qual é o conjunto universal?

Resclucdo
1. Alfabeto.
2. INCZCQCIR, entdo o conjunto universal é R.

1.3. Representacao de um conjunto

Um conjunto representa-se, habitualmente, por letras maidsculas,

A, B, €, e 0s seus elementos por letras mindsculas, a, b, c, ...

O ndmero dos elementos que constituem um conjunto chama-se
cardinal do conjunto e representa-se por # ou n.

Um conjunto pode ser representado por um U

diagrama de Venn (nimero finito de dados) ou
numa recta real (niimero finito ou infinito de dados).
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Um conjunto pode ser definido em:

® extensdo enumerando os seus elementos (recorre-se ao uso de chave-
tas ou parénteses rectos):

A={-2,-1,0,1,2,3,4, 5}
® compreensao evocando uma propriedade caracteristica dos seus ele-
mentos:

A = {nimeros inteiros compreendidos entre —2 e 5, inclusive}

P OBSERVACAO:

O conjunto universal
depende das circunstincias
e amplitude do contexto em
que desejamos emprega-lo.

;) OBSERVACAO:

Um conjunto considera-se
definido quando se pode
estabelecer, inequivoca-
mente, se um determinado
elemento pertence ou nio
ao conjunto.

; 1 UM POUCO
DE HISTORIA...

O diagrama de Venn foi intro-
duzido, em 1881, pelo mate-
mético e filésofo John Venn,
nascido em Hull, Inglaterra,
ao desenvolver a sua teoria
das probabilidades.

e il

John Venn (1834-1923)




1. TiEDM, DE COMJUNTCS

EXEMPLO:

Seja:
e p conjunto A constituido pelos nimeros naturais entre 3 e 12, inclusive;
e o conjunto B constituido pelos nimeros 5, 6 e 7,

® o conjunto C composto pelos nimeros reais maiores que 0 e menores ou
iguaisa 6.

a) Defina os conjuntos A, B e £ em extensao.
b) Represente os conjuntos A e B num mesmo diagrama de Venn.

¢) Determine o cardinal dos conjuntos A e B.
Resolucao
a)A=1{3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 1%} B={5,6, T} C=]10, 6]

b) : g © #A=10e #B=3.
A _ B

Exereicion.® 1
1. Defina em extens&o os seguintes conjuntos.

a) A={Vogais do alfaheto} b) B={Numeros paresentre 7 e 13} ¢) C={Divisores de 18}
d) D={x € R:xX=1} e) E={x € IN:4 < x< 10} f) F={x:x @& algarismo do nimero 240 160}

2. Defina em compreensao os seguintes conjuntos.
a) A={2,3,5,7,11,13} b) B={4,6, 8,10, 12, 14} c) C=1{2, 4, 8, 16}

1.4. Relagédo de pertenca

O conhecimento de um conjunto implica conhecer cada um dos ele-
mentos que o constituem.

Se um dado elemento x pertence a um conjunto A, escreve-se:
XEA.
Diz-se que x é um elemento do conjunto A .

No caso de um objecto y nao pertencer a um conjunto B escreve-se:

_— . . VE€B.
Vﬂm’_'#mw»- e R AL ,\-*T.-,.v
? OBSERVACAO: ;g
g'*z X -9=0 & x*=9
g — x=- VeV x=Vo ‘% a) Maputo € {cidades mogambicanas} b} Pombo & {quadripede}
' ' ¢) —25 &N d)-3€{x € R:¥-9=0}




1.5. Conjunto vazio e conjunto singular
Consideremos os seguintes conjuntos definidos em compreensio:
A = {dinossauros vivos} ; B= {Numeros primos pares}

Verifica-se que o conjunto A ndo tem elementos e o conjunto B tem
um Unico elemento, B= {2} .

Um conjunto que ndo tem elementos chama-se conjunto vazio e
representa-se por { } ou @.
Um conjunto com um tnico elemento chama-se conjunto singular.

No exemplo anterior, A=® e B={2}, onde #A=0 e #B=1.

1. Defina em extensédo os seguintes conjuntos.
a) A={nameros primos divisiveis por 6}
b) B={xER:¥+1=0}

2 {B} é omesmo que {}? Justifique a resposta.

Hesolucdo
1. a) A={}
b) B=0, poisaequagdo X+ 1=0 éimpossivel.

2 Né&o, pois {8} é um conjunto singular com um (nico elemento, @, e {} é um
conjunto sem elementos, ou seja, um conjunto vazio.

Exercicion.”2

% Seja:
* A o conjunto dos ndmeros naturais entre 8 e 12, inclusive;
» B o conjunto dos nimeros paresentre 1 e 15;
» (g conjunto dos nimeros primos até 20 .

a) Defina, em extensdo, cada um dos conjuntos.
o) Defina, em compreenséo, cada um dos conjuntos.

c) Complete os espagos com os simbolos € ou & de forma a obter afirmages verdadeiras.
3__A 3_ B . 1M0__A
10__B 10 C 2__A 2. B

L Seja A={3,5,7,9, 11, 15}.
a) Defina, em extensdo, cada um dos conjuntos:
B={x&€ A: x éimpar} C={x€ A: x é miltiplo de 15}
D={x€ A: x émiltiplo de 5} E={x€&€ A: x édivisivel por 2}
b) Indique o cardinal de cada um dos conjuntos obtidos na alinea anterior.

c) Classifique, quanto ao niimero de elementos, os conjuntos C e E.




1. TEORIA DE CONJUNTOS

OBSERVACAC:

E fdcil verificar que o con-
junto vazio é subconjunto
(estd contido) de qualquer
conjunto, pois se tal ndo
fosse existiria, pelo menos,
- um elemento de @ que ndo
estaria no conjunto, mas
isso é impossivel porque o

| conjunto vazio ndo tem ele-

] mentos.

2. Relacoes entre conjuntos

2.1. Subconjuntos. Relacao de inclusdo

Consideremos os conjuntos D={1, 2, 3, 4, 5} e E={3, 4, 5}
representados no seguinte diagrama de Venn:
u

Como podemos constatar, todos os elementos do conjunto E sdo tam-
bém elementos de D . Diz-se, entdo, que o conjunto E estd contido no con-
junto D ; E é subconjunto de D ou que D contém E e escreve-se ECD
(1é-se “E estd contido em D™) ou DD E (lé-se “D contém E”).

Se pelo menos um dos elementos de um conjunto A nao pertencer a
um dado conjunto B, entdo diz-se que A ndo estd contido em B ou
que B ndo contém A e escreve-se A Z B (lé-se “A ndo estd contido
em B”)ou B2 A (lé-se “B ndo contém A”).

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Dizemos que A estd
contido em B, e escrevemos A C B, se e sO se todos os elementos
do conjunto A pertencerem ao conjunto B . Neste caso, A é um
subconjunto de B .

EXEMPLOS:
1. Considere os seguintes conjuntos:
A=H,6,8, 12, 149 B={8. 12
C={Nameros impares} D={N{meros pares}
E={Paises africanos} F={Mog¢ambique, Angola, Tanzénia}
G={xEIN:2<x< 10} H={xER:xX-4=0}

Usando os simbolos C, D, ¢ e 2 complete os espacos de forma a obter
afirmacgdes verdadeiras.

a) A B b) D & c) F E
d G A e} H B i) H G

2. Represente todos os subconjuntos do conjunto A={1, 2, 3}.

Resolugao
1. a) ADB b) DZC c) FCE
d) GZA e) HZ B fl HZG

2 8,{,2,8,.0,2,.0,3,{2,3%e{1,2,3.




2.2. lgualidade de conjuntos

Consideremos 0s conjuntos: g

A={XEIN:%>5}
B={0,2,4,6,8,10, ..}
cC={6,7,8,9,10, ..}

Observe que 0s conjuntos A e C sdo constituidos pelos mesmos ele-
mentos. Dizem-se, por isso, iguais e escreve-se A = C . No entanto, pelo
menos um elemento do conjunto B nao ¢ elemento de A nem de C.
Nestas condicoes, o conjunto B é diferente tanto do conjunto A como
de C eescreve-se BC e B A«

Dois conjuntos A e B sdo iguais se, e somentese, ACB e BCA,
ou seja, se tiverem os mesmos elementos, e escreve-se:
A=B

EXEMPLOS:

1. Para cada caso, verifique se existe igualdade entre os conjuntos.
ayA={0,1,2,3,4; B=2,3,4,1, 0
b E={1,3, 2.5 D=3, 2, 5; 8
c) E={xEIN:-3<x<3}; F={x€7Z:-3<x<3}

2. Dados os conjuntos A={1, 3, 2y} e B=1{4, 1, 3}, determine o valor de y
paraoqual A=B.

Resolucgdo

1. a) A= B pois os dois conjuntos tém os mesmos elementos apesar da ordem néo
ser igual.

b) €« D porque o elemento 1 do conjunto C n#o pertence a [ e o elemento 6
~ do conjunto D néo pertencea C.

c¢) Em extenséo, os conjuntos séo definidos da seguinte forma:
E={1,2,3}
F={3,-2,-1,0,1,2,3}
Apesar dos elementos do conjunto E pertencerem a F, os conjuntos ndo séo
iguais pois os elementos —3, —2, —1 e 0 n&o pertencema E, logo, E#F.
2 Para que os dois conjuntos sejam iguais, falta apenas 2y=4.
y=4 & y=12
Ovalorde y paraoqual A=B é 2.
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Exercicion.° 3 ;

1.
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Considere os conjuntos representados pelo seguinte diagrama de Venn:

A

Defina em extensdo os conjuntos A, Be C.

Escreva em linguagem matematica as seguintes afirmacdes.

a) a é elemento do conjunto A. h) A é subconjunto de B.
c) A contém B. d) A ndo estd contidoem 5.
&) @ ndo éum elemento de B. f) A naocontém B.

Dado o conjunto A={a, e, i} identifique as afirmagoes verdadeiras (V) e as falsas (F).

a)acA h) ac A
c) hEA d){aZ A
el{e, }CA fl ACA
g) ADf{a, e, U} h)BCA

Defina os seguintes conjuntos em extenséo.
a) A={letras da palavra biologia} b) B={xEIN:x¥+16=9}
c) C={xEZ:-3<x<3} d) D={xEIN:x¥+2x-3=0}

Indique todos os subconjuntos do conjunto B={{1}, {2, 3}}.

Identifique as afirmagoes verdadeiras (V) e as falsas (F).
a){1,2,3={3,2, 11

b) {0, 2, 3}C{3, 2, 1}

c) {gatos, cdes, vacas} D {animais}

dgc{l, 2,3

e) {2, D {x: ¥ -5x+6=0}

f) {4 e{ia

g) (xEN:1<xg10={xER:1<x<10}

Determine o conjunto A que satisfaga, simultaneamente, as seguintes condigdes:
eAcC{a, b, c, d}

e AcC{a, c, &

ef{a, c}CA
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3. Operacdes com conjuntos

Uma operagdo € um processo a partir do qual dados dois elementos
quaisquer se pode obter um terceiro elemento de mesma natureza. Deste

modo, as operagdes com conjuntos consistem em determinar um terceiro
conjunto dados dois conjuntos quaisquer.

3.1. Reunido de conjuntos

EXEMPLO:

Sejam A={2, 4, Tt e B={1, 3, 4} dois subconjuntes do conjunto dos nimeros
naturais, IN.

a) Represente os dois conjuntos num mesmo diagrama de Venn.

b) Defina em extenséo o conjunto C cujos elementos pertencem a pelo menos um
dos conjuntos A ou B.

Resolucdo

a)

b) Os elementos 2 e 7 pertencemséa A, 1 e 3 pertencemséa B eo
elemento 4 pertence aos dois conjuntos. Assim, C={1, 2, 3, 4, 7}.

Ao conjunto constituido pelos elementos que pertencem a pelo menos um
dos conjuntos A ou B (podendo pertencer aos dois) chama-se conjunto
reunido dos conjuntos A e B (ou simplesmente reunidio de A e B) e
representa-se por A U B (1é-se “A reunido com B” ou “A ou B”).

Relativamente aos conjuntos do exemplo anterior:

AUB={1,2,3,4, 7}.

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chama-se reuniio ou

unido de A com B ao conjunto de todos os elementos que perten- ? SRS

cem a pelo menos um dos conjuntos A oua B e representa-se por: | A reunido de um conjunto A

| com 0 conjunto vazio é o
AUB . conjunto A, ou seja:
Assim, AUB={x:x€A V xEB}. : AUB=A

PLMM10-Fo2
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1. TEORIA DE CONJUNTOS

1.

EXEMPLOS:

Sejam os conjuntos:

A={2,4,6,8,10, 12, 14, 16}; B=1{4, 8, 12, 19};

C={Alunos que gostam de futebol};  D=1{Alunos que gostam de basquetebol};
determine:

a)AUB bycupD

No universo de alunos de uma escola definiram-se os conjuntos:
A={Leitores de literatura policial}; =~ B=1{Leitores de poesia}

gue estdo representados no diagrama de Venn seguinte:

Defina, em extensdo, os conjuntos:

a) AUB;

b} C={Leitores sd de poesia};

¢} D={leitores so de literatura policial};

d) E={Leitores de literatura policial e de poesia};

e) F={N&o-leitores nem de literatura policial nem de poesia}.
Considere os seguintes conjuntos:

M={xeR:—1<x<4; N={x€ER:2<x<9}
Determine MU N.

Reseolucdo

1.

a)AuB={2,4,6,8,10, 12, 14, 16, 19}
b} CuU D={Alunos que gostam de futebol ou de basquetebol}

a) AU B={Lidia, Carmen, Guida, Jo&o, Maria, Amélia, Ricardo, Rangel}
b) C={Ricardo, Rangel}

¢) D={Lidia, Carmen, Guida}

d) E={Jodo, Maria, Amélia}

e) F=1{Rita}

Representacdo na mesma recta real dos dois conjuntos:
!

] .
-1 2 4 9

0s elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos s&o:
MUN={xER:—1<x<9}




3.2. Interseccdc de conjuntos
Considere os conjuntos A={5, 6, 8, 9} e B={0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Seja C o conjunto constituido pelos elementos comuns aos dois conjuntos.

Representando os dois conjuntos pelo diagrama de Venn seguinte,
observa-se:
u

B

O conjunto constituido pelos elementos comuns aes conjuntos dados
chama-se conjunto interseccao.

O conjunto intersec¢ao dos conjuntos A e B dados representa-se por
ANB elé-se “A intersec¢do com B” Assim, C=ANB= {5}.

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chama-se intersecc¢io de
A com B ao conjunto de todos os elementos que pertencem, simul-
taneamente,a A ea B e simboliza-se por: ANB.

Assim, ANB={x:x€EA A xE€B}.

EXEMPLOS:

1. Considere os conjuntos B={-3, -4, -5, -6} e C={-7, -8, —9}.
a) Represente-os num mesmo diagrama de Venn.
b) Determine o conjunto BN C.
2. Dados os conjuntos A={2, 3,5,6,7,8, B={1,2,3,6,8 e C={1, 4,8, 8,
determine:
alAnB
b) BN C
c) AnBNC

3. Considere os conjuntos:
A=1{nlmeros naturais menores que 7}
B={nlmeros naturais maiores que 4 e menores que 11}

Defina, em extensao, 0s conjuntos:
a) A h) B c) AUB dl AnB

4. Observe o diagrama de Venn representado ao lado.
Defina, em extensdo, 0s conjuntos:

a) A b} B c) C d) AUB
e} AUC fl BUC gl ANB k) AnC
i BN C iANBNC I AUBUC

1. TEORIA DE CONJUNTOS

? OBSERVACAD:

Os diagramas de Venn aju-

dam a visualizar a reunido e

a interseccdo de conjuntos

correspondendo a reunido a

todos os elementos presentes |
no interior dos baldes do

diagrama e a interseccido

apenas a regiao sombreada.

Interseccao

g) OBSERVACAQ:

. A intersecc3o de um conjunto
vazio é o

A com o conjun

conjunto vazio, ou seja:

ANG=9

19
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Resolugde
1. a) U
B e
J/,, = \\%9 /
\ -7
z -4 ?g
{\ =5 1
N e 7
% MGW e
b) BN C=0

2 a)AnB={2,3,6,8 b)BNC={1,6, 8 ¢) ANBNC={6, 8

3. a)A={1,2,3,4,5, 6
c)AUB={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10

b} B={5,6,7,8,9, 10}
d) AnB=1{5, 6}

4 a)A={3,4,5,6,7, 8 b) B={4, 6, 8, 10, 12}
c) C={1,2,3,4,6, 10} d) AUB=1{3,4,5,6,7,8,10, 1%
e)AUC={1,2,3,4,5,6,7,8,10} f) BUC={1,2,3,4,6,8,10, 12
gl AnB={, 6, 8 h) AnC=43, 4, 6}
i) BNC=1{, 6, 10} i) AnNBNnC=1{4, 6}
) AuBuC={1,2,3,4,5,6,7,8,10, 12}

3.3. Diferenca de conjuntos

EXEMPLO:

Dados dois conjuntos A={1, 2,3, 4,5 e B={3, 4,5, 6, 7}:
a) represente os dois conjuntos num mesmo diagrama de Venn.
b) defina em extensdo o conjunto:
i} AUB;
ii) ANB;
iif) C constituido por elementos do conjunto A que ndo pertencem ao
conjunto B;

iv) 0. constituido por elementos do conjunto B que nédo pertencem ao
conjunta A.

Resolugao

a) U
A - : B

b)i) AUB={1,2,3,4,5,6,7}
ii) AnB=1{3, 4, 5}
i) C={1, 2}
iv) D={6, 7t




Dados os conjuntos A e B quaisquer, o conjunto constituido
pelos elementos de A dque ndo pertencem a B chama-se conjunto
diferenca entre A e B (ou simplesmente diferenca entre A e B) e
representa-se por: A\B

Assim, AAB={x:x€A A x&B}.

O conjunto reuniao dos conjuntos A\B e B\A chama-se diferenca
simétrica dos conjuntos A e B e designa-se por A A B, pelo que:

AAB=(A\B) U (B\A) .
Assim, AAB={x:(x€EA A x¥&B) V (x€EB A x&€A)}.

EXEMPLOS:

1. Dados os conjuntos A={1, 2, 3,4, 5} e B={8, 9, 10}.
a) Represente os conjuntos dados num mesmo diagrama de Venn.
b) Determine:
i) AnB i) AUB iii) A\B ivl BIA vl AAB

2. Dados os conjuntos A={2,3,5,6,7,8, B={1,2,3,6,8¢e C={1,4,6, 8,
determine (A\B)N C.

Resclucgdo

1. a)

A

b i) AnB=0 i) AuB={1,2,3,4,5,8,9,10} iii) AlB=A
iv) BA=B v) AAB=AUB

2. (ABInC={,11NnC=0

3.4, Complementar de um conjunto

Seja o conjunto A qualquer e o conjunto universal U talque ACU.
O complementar do conjunto A € o conjunto de todos os elementos
que pertencem a U e ndo pertencem a A e simboliza-se por:
A ou c(A).
Assim, A={x:xE€U A x£€A}.

Do diagrama de Venn representado ao lado resulta que AUA=1U e
ANA=@.
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EXEMPLO:
Sejam A={1,2,3,4,5, 6} e B={5, 6} definidos no conjunto universo dos nlimeros

naturais. Determine:

a) o complementar de A: |
b} o complementar de B:

c) adiferengaentre A e B:

d) adiferencaentre B e A.

Resolugdo

a) A={7,8,9,10, 11, ..}

b) B={1,2,3,4,7,8,9, ..}
c) AIB={1, 2, 3, 4

d) BIA={}

3.5. Gonjuntos disjuntos

Se dois conjuntos A e B ndo tém elementos em comum, ou seja,
ANB=@, entio A e B sio conjuntos disjuntos.

e

A

| N

P
B |

|

|

e ———

EXEMPLO:

Para os conjuntos A={1, 2, 3} e B={4, 5, 6}, temosque ANB=4, pelo
que os conjuntos s&o disjuntos.

77




Propriedades das operagdes com conjuntos

Para quaisquer conjuntos A, B e C definidos sobre um conjunto uni-

PROPRIEDADE m iNTERSECEAo

Comutativa AUB=BUA

Associativa (AU BlUC=AU{BU )

@ é o elemento neutro
Elemento neutro da reunido de conjuntos

Aufi=A

U é o elemento absorvente
E]_em_ento .a}_lsuwe“t_e da reunido de cunjuntos
UUA=U

Idempoténcia AUA=A

LA Em relacdo a interseccdo:
Distributiva

EXEMPLO:

seguintes igualdades:

a) (AUBINB=ANB
b) AU(ANB)=A

AU(BNC)=(AUBIN(AU G}

AnB=BnA

[ANBINC=AN(BN L)

U é o elemento neutro
da interseccdo de conjuntos

ANnU=A

@ é o elemento absorvente
da intersecc&o de conjuntos

ANnfg=0

ANA=A

Em relacgéo & reunido:
An{BU L) =(ANBIUIAN ()

Sendo U o conjunto universal de dois conjuntos A e B quaisquer, demonstre as

Resoclugédo
a) {AUBINB=(AN E U(BN B) (Propriedade distributiva da intersecgdo em
=(AnBjugd relagéo a reunido)
=ANB
Bl AUAN B =(AU AN (AU B) (Propriedade distributiva da reunido em relagédo
=AN(AU B) aintersecgao)
=A

1. TEORIA DE CONJUNTOS
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1.

No conjunto universal U={1,2,3,4,5,6,7, 8, 9}, definem-se os conjuntos A={1,3,5,7, 9, B={2, 4,6, 8
e C=1{1, 2,3, 4, 5}. Determine:

al AUB b) AuC c) ANB

d) AnC e) AlC f) CIA

g) AB h) BIA i) AAB

A hC m)AU B

n) AnC o) AIB p) AlC

q) (ABINC r) (AIB)U (BIC) s) (AUBN(AU ()

Se A=0 e B={@}, quais das sequintes afirmacdes séo verdadeiras?
(A)AE B (B)AUB=0 (C)A=B
(D)ANnB=8B (ENBCA

Dados os conjuntos A={xE€R:-3<x<b} e B={x&Z:-1<x<7}, determine ANB.
Dados os conjuntos A={xEIN:x éimpar}, B={x€Z:-3<x<4 e C={xEZ :x<B}, determine (AN BJU (BN ().

Nos seguintes diagramas, assinale as dreas correspandentes a:

a) A b) AB
i U
A B A B
c) ANB . d ANB
u ) U .
A A B

6. Seja U o conjunto universal onde se define o conjunto A. Determine:

a) UUA h) AUA c) ANA d) AUA
e) UNA ) U g) {} h) UNA
i) AG il BUA 1) INA m) AU



|
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. Resolucéo de problemas

Existem vdrios problemas do quotidiano que podem ser resolvidos com

= auxilio da teoria de conjuntos. Nestas situagbes, procura-se o método de
esolugdo mais conveniente. Habitualmente, é 1til a representacdo dos
onjuntos por diagramas de Venn.

JEEmPpLOS: :

% Numa avaliacdo de Matematica com apenas duas perguntas, 300 alunos

acertaram somente numa das perguntas e 260 acertaram na segunda. Sabendo
que 100 alunos acertaram nas duas e 210 alunos erraram na primeira pergunta,
calcule o nimero de alunos que foram submetidos & avaliagéo.

Dos 150 funcionérios de uma reparticdo piiblica, 60 |éem a revista A, 80 |éem
arevista B e todos os funcionarios 18em pelo menos uma delas.

Determine o ndmero de funcionarios que l18em as duas revistas.

Um levantamento epidemioldgico entre os pacientes de um centro de sadde de
uma cidade, revelou que exactamente 17% sofrem de tuberculose, 22% de sida
e 8% detuberculose e sida.

Determine a percentagem de pacientes do centro de saide que néo sofrem de
tuberculose nem de sida.

Numa comunidade de 1800 pessoas os programas de televisdo favoritos sdo trés:
desporto (E), telenovela (N) e telejornal (H).

A tabela seguinte mostra quantas pessoas assistem a esses programas.

400 1220 1080 220 180 800 100

Determine o nimero de pessoas da comunidade que ndo assistem a qualquer um
dos trés programas.

1. TEORIA DE CONJUNTOS

e
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Resolucdo

1.

Sejam:
e U= {alunos submetidos a avaliagdo}
* P, ={alunos que acertaram na primeira pergunta}
e P,={alunos que acertaram na segunda pergunta}
» N'={alunos que erraram as duas perguntas}
e Cem alunos acertaram nas duas questdes. Se 260 acertaram na segunda, entdo
260100 =160 acertaram apenas na segunda questao.

*Se 300 acertaram somente uma das questdes e 160 acertaram apenas a
segunda, 300 — 160 = 140 acertaram somente na primeira.

e Como 210 erraram a primeira, incluindo os 160 que também erraram a primeira
210 —160 =50 erraram as duas.

’

De modo a facilitar a resolugdo do que se pretende, esquematlza se a situagdo
com o auxilio do diagrama de Venn seguinte:

Ndmero de alunos submetidos & avaliagéo: x= 140 + 100 + 160 + 50 = 450
Resposta: Foram submetidos a avaliagdo 450 alunos.

Sejam;
e J={funcionarios}
» A={funcionarios que l&em a revista A
® B={funcionérios que |&éem a revista B}
® x=o0numero dos funcionarios que l&em as duas revistas
Com base nos dados, procede-se a elaboragao de um diagrama de Venn, colocando

o nimero de elementos dos conjuntos, comegando sempre pelo conjunto
interseccdo. .

e _n(U) =150
A et— - i j‘“’"’\ E i
A 7 N |
# LY |
i 60-x 80-x \;:
. }’i
Nl

Do diagrama de Venn, tem-se:
60 — x+x+80—x=150 <= x=150-{60+80) < x=10
Resposta: 10 funcionérios [éem as duas revistas.
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Sejam:
» /={habitantes da cidade}
* A=1{hahitantes da cidade com tuberculose}
» B=1{habitantes da cidade com sida}
® x= 0 nimero dos habitantes da cidade que ndo tém tuberculose nem sida

Com base nos dados, construimos um diagrama de Venn, colocando as
percentagens respectivas a cada um dos conjuntos. Comece por anotar a
percentagem relativa & interseccdo dos conjuntos A e B, a partir da qual pode
concluir as restantes a registar no diagrama.

n(U) =100%
p OBSERVAGAD:
> B n(A\B) = 17% — 8% = 9%

n(B\A)=22% — 8% = 14%
n(An B}=8%

|
ey

Do diagrama de Venn, tem-se:
x+9% +8%+14% =100% < x+31%=100% <= x=100% —31%
= x=69%

Resposta: 69% dos habitantes da cidade néo t8m tuberculose nem sida.

% Seja o conjunto universal U = {pessoas da comunidade} . No diagrama de Venn
colocamos o nimero de elementos dos conjuntos, comegando sempre pela
interseccdo, que tem 100 elementos. Seja x o ndmero de pessoas da comunidade
que ndo assiste a nenhum dos trés programas referidos.

n(U) = 1800

Nenhum

Do diagrama de Venn, tem-se:
Xx+ 100+ 120+ 100 + 80+ 300+ 700 + 200 = 1800 <= x=1800— 1600 < x=200

Resposta: 200 pessoas da comunidade néo assistem a qualquer dos trés programas.

27
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Exercicion.°5

1. Numa experiéncia de Biologia com um total de 30 moscas, 18 tém olhos vermelhos, 14 t8m asas azuise 5 t&m
ambas as caracteristicas.
Quantas destas moscas nem tém olhos vermelhos nem asas azuis?

2. Os seres humanos apresentam quatro grupos ou tipos sanguineos: 0, A, B e AB (sistema ABO), cuja diferenca é
determinada pela presenca/auséncia na superficie das hemacias (globulos vermelhos) dos antigénios A e B. Diz-se
que um sangue é do tipo A se tem o antigénio A: do tipo B setem o antigénio B: do tipo AB se tem os antigénios
Ae B edotipo 0 sendotem nenhum dos dois.

Numa pesquisa efectuada a um grupo de 120 pacientes de um hospital, constatou-se que 40 deles tém o antigénio A,
35 tém o antigénio B e 14 tém os dois antigénios.
Determine qual o ndmero de pacientes cujo sangue nde tem os antigénios A nem B.

1Y

3. Ao analisar os cartdes de vacinacdo das 84 criancas de uma creche, verificou-se que 68
receberam a vacina Sabin (contra a paralisia infantil); 50 receberam a vacina contra o
sarampo e 12 n&o foram vacinadas.

Determine o niimero de criancas que receberam:
- a) as duas vacinas: contra a paralisia infantil e contra o sarampo;
b) apenas uma das vacinas; -

c) pelo menos uma das vacinas.

4. Por ocasido da campanha de vacinacdo de idosos realizada na cidade de Pemba, num centro de sadde, foram
aplicadas as vacinas contra a gripe (G), pneumococo (P) e antitétano (A), segundo a tabela sequinte:

i
5
i

Determine o total de idosos vacinados neste centro, sabendo que todos os idosos tomaram pelo menos uma das vacinas.

"




AVALIACAO
FORMATIVA

Dados os conjuntos A={0, 1}, B=1{0, 2, o d S
C={0, 1, 2, 3}, identifique as afirmacées verdadeiras (V)
e as falsas (F).

a) ACB bililed e GG

d RO el Bi@(@ f){O,fl}gB

Se A e B sdo dois conjuntos diferentes tais que ACB e A#0,
identifique as afirmacoes verdadeiras (V) e as falsas (F).

a) Existe sempre x €A tal que x & B.

b) Existe sempre x € B tal que x € A .

c)Se xEB, entdo x EA .

d)Se x€ B, entdio x € A .

etANB=0 .

A Bianca e os amigos vao participar num concurso interturmas.
Os grupos formados sdo:

A = {Augusto, Bianca, Carlos, Diogo}

B = {Bianca, Carlos, Diogo, Ernesto}

C = {Augusto, Carlos, Fernanda}

Determine:
a) AUB b)BNA c) A\B d) B\A
e)ANC Hatle g)(AUBNC h)AN(BUC)

Nunzrconcurso para admissdo de pessoal numa empresa, foram
entrevistados 979 candidatos, dos quais 527 falam a lingua
inglesa, 251 a lingua francesa e 321 ndo falam nenhum desses
idiomas. Determine o niimero de candidatos que falam as linguas
inglesa e francesa.

Num grupo de 99 desportistas, 40 jogam voleibol; 20 jogam
voleibol e xadrez; 22 jogam xadrez e ténis; 18 jogam voleibol
ctenis e 11 jogam as trés modalidades. O niimero de desportis-
tas que jogam xadrez ¢ igual ao nimero de desportistas que
jogam ténis. Quantos jogam:

a) ténis e ndo jogam voleibol?

b) xadrez ou ténis e nio jogam voleibol?

c) voleibol e nio jogam xadrez?

29
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6. Uma pesquisa de mercado sobre a preferéncia de 200 consu-

midores por trés produtos P, , P, e P, mostrou que, dos
entrevistados:

e 20 consumiam os trés produtos;
e 30 osprodutos P, e P,;

e 50 osprodutos P, e P;;

e 60 osprodutos P, e P;;

e 120 o produto P, ;

s 75 pproduto B, .

Se todas as 200 pessoas entrevistadas preferiram, pelo menos, um
dos produtos, determine quantas:

a) consumiam somente o produto Pj;
b) consumiam, pelo menos, dois dos produtos;

c) consumiam os produtos P, e P, enio P;.

Uma pequena cidade do interior apresentava dois candidatos
a presidente: Ricardinho, representante do PD (partido da
dircita), ¢ André, representante do PE (partido de esquerda).

Uma semana antes da eleicao foi elaborada uma sondagem com
500 eleitores. Estes deveriam indicar, num boletim de voto, em
quem votariam. Os eleitores poderiam votar nos dois candidatos,
em caso de duvida, apenas num deles ou ertio votar em branco.
Nio era permitido anular o voto. Os resultados foram os seguintes:

e 200 eleitores votaram em branco
e 320 eleitores nio votaram no PD

e 330 eleitores nio votaram no PE

Calcule o ntimero de eleitores que votaram em ambos os candidatos.




TEDRIA DE COMRINTES

Um conjunto ¢ uma colecgdo de objectos, seres ou coisas que possuem propriedades
comuns. Cada uma das partes que constituem um conjunto designa-se por elemento
do conjunto. O nimero de elementos de um conjunto A chama-se eardinal do con-
junto e representa-se por #4 ou (A .
Ao conjunto que contém todos os elementos relativos a um dado contexto que se
esta a considerar chama-se conjunto universal.
Um conjunto pade ser definido em extensédo e em compreensio.
Um conjunto pode ser representado por um diagrama de Venn e/ou numa recta real.
Um conjunto que ndo tem elementos chama-se conjunto vazio e representa-se por
{} ou @. Um conjunto com um Unico elemento chama-se conjunto singular.
Se todo o elemento de um conjunto A & também elemento do conjunto B diz-se
gue o conjunto A esta contido no conjunto B, que A é subconjunto do conjunto B
ougue B contém A eescrevese ACB ou BDA.
Se os conjuntos A e B sdo constituidos pelos mesmos elementos dizem-se iguais
e escreve-se A=B.
Sejam os conjuntos A e B quaisquer.
— Conjunto reuniao: AUB={x:xEA V xC B}
— Conjunto intersecgdo: ANB—{x: xEA A xE B
- Conjunto diferenca: A\B-—{x: xE A A x& B}
— Diferenga simétrica: AA B={x:(xEA A x€&€B) V (XxEB A x& A}
- Complementarde A: A ~{x:xE U A x& A
— Conjuntos disjuntos: AN B-Q

=» As propriedades operatdrias de conjuntos verificam as seguintes propriedades:

PROPRIEDADE |  REUNIAO |  INTERSECGAO

Comutativa AUB=BUA ANB=BNA

Associativa (AuBlUC=AU(BU C) (AnB)NC=AN(BNC) \
Elemento neutro AUB=A ANU=A \ 3 1
Elemento absorvente UVUuA=U ANnB=g ©
Distributiva AUBNC=(AUBIN (AU AN(BUC=(ANBIUIANC) \
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1. Equacéo quadratica paramétrica simples

S Na classe anterior estuddmos as equagdes quadraticas e alguns métodos

R de resolucao.

DE HISTORIA. ..

. - - 0 .—,'i
Frangeis Vidte, matematico Consideremos as seguintes medidas de comprimento do campo de futebol

francés, contribuiu bastante com a forma rectangular da escola da Maria cuja drea é igual a 1200 m* .

para o desenvolvimento da
teoria das equacdes e foi o
pioneiro na introdugao de

letras para designar quanti-
dades. Inicialmente, sugeriu
0 uso de vogais para repre-
sentar quantidades desco-
\, nhecidas - as incognitas - e
consoantes para representar
nimeros supostamente
conhecidos - os parametros.
Ficou conhecido como o
pai” da Algebra por ter sido
0 primeiro a usar simbolos
no mundo da Matemadtica,
abrindo uma porta para a
~simplificago de raciocinios
e consequente desenvolvi-

mento desta ciencia. Sabendo que a drea de um rectingulo é A=cx [, entio:

A =xx (100 — 2x) = — 2x* + 100x

Como o campo_de futebol tem 1200 m? , substituindo na equacio
anterior temos que:

- 2x*+100x=1200 & —2x*+100x - 1200=0
& —xt+50x-600=0

s, A equacdo encontrada designa-se por equacdo guadrdtica ou equacao

do 2.° grau.
] PR T
DéSEhﬁﬁﬂd Uma equacdo quadrdtica ou equagao do 2.° grau de incognita x é
| do que, pela aplicaca incipi uivaléncia,

é A S — ;*_f uma eqq.'flga \ que, p plicacdo dos principios de equivaléncia, pode
~ cujos termos semelhantes ser reduzida a forma:

estejam simplificados é sem- at+bx+c=0,

| pre o maior expoente da

;f incdgnita. . com a, b e ¢ nimeros reaise a=0.




2. EQUAGAD QUADRATICA PARAMETRICA SIMPLES

EXEMPLO:

Considere as seguintes equagdes:
A=, B:x—25=0 C:x®=x=0
Identifique as que s@o equacdes quadraticas.

D:2x(x+1)=1

Resolugdo

Aix*=4 < x*-4=0 éuma equagdo quadrética incompleta.

B:x—25=0 ndo é uma equacdo quadratica porque é uma equacdo do 1.° grau.
C: x*~x=0 ndo é uma equacio quadratica porque é uma equacgdo do 3.° grau.
D:2x(x+1)=1 < 2¥*+2x-1=0 éuma equagdo quadrética completa.

EXEMPLO:

Identificag@o dos pardmetros a, b e ¢ em equacdes quadraticas:

a b e
5% —3x+3=0 5 -3 3
=2+ 2m-1)x+m=0 -2 2m—1 m
mxX—m=0 m? 0 -m
2¢-6x-3=0 2 =5 -3

Nas equagoes (II) e (III) do exemplo anterior, além da incognita, alguns
termos dependem de uma outra varidvel chamada parametro. Contraria-
mente, nas equacdes (I) e (IV), a tnica varidvel que figura na equacdo € a
incodgnita, x .

As equagdes quadrdticas que, além da incégnita, dependem de
uma outra varidvel (pardmetro) dizem-se equacdes quadrdticas para-

? OBSERVACAD:

Relac&o entre as raizes

métricas; as que somente dependem da incégnita designam-se por
equacoes quadraticas numeéricas.

e os coeficientes de uma
equacdo quadratica:

ax’+ bx+¢=0

EXEMPLO: & X*—Sx+P=0
’ ] com:
Identificaco de pardmetros importantes em equacOes quadraticas paramétricas em x: By vy B
i iy e 3
e
P:xjxxzzi:
3§ b 5 onde a, b & ¢ s@o os coefi-
cientes da equacao cujas rai-
2+(m+3x-1=0 2 m+3 -1 _Mm*3 -1 meemen S
2 2 A B’ —4zc designamos por
2m+3E—3x+1=0 2m+3 3 1 3 1 —8m—3 binémio discriminante e
2m+3 2m+3 representamos pela letra
R+ (3-mx-2=0 1 TN g m-3 ~2  pP-6m+17 arega A {le-se"detl,

35



2 EQUACAC QUADRATICA PARAMETRICA SIMPLES

9 OBSERVAGAO:

Casos notaveis da
multiplicag&o (revisdo)

_ a—-bF=(a—-b)la+b)

(Diferencga de quadrados)

laxbP=a"+2ab+ 1’
(Quadrado de um bindmio)

para quaisquer nimeros reais |

‘aeb.

. Lei do anulamento

- do produto {reviséo)

axb=0 < a=0V b=0

| para quaisquer nimeras reais
‘aeb. g

Formula resolvente de
uma equacao quadratica

(revisdo}

ax*+ bx+c=0

. Xz—bi\/bz—élac
2a

para quaisquer nimeros reais
a, beccoma=0.

2. Resoluc@o de equactes quadraticas paramétricas simples

Na resolucdo de equagdes quadrdticas paramétricas o procedimento €
idéntico ao da resolucdo de equagdes quadrdticas numéricas, tendo-se sem-
pre em conta as condi¢Ges a que o parametro fica sujeito no enunciado do
problema.

 EXEMPLO:

Resolva as seguintes equacdes quadraticas numéricas pelo processo que
entender mais simples.

a) 3(¥+1)=3 b) 2+ Xx2=2(x+2)
c)2(xX-9)=0 d) (x+5)=(1T+X1 —x)
Resolucgao
al3(¥+1)=3 & IAH+3=3 & =0 ¥=0<¢ x=0
S={0}
) 2+ xP=2(x+2) < d+4x+X¥=2x+4
&= X+ 2x=0
= x{x+2)=0
= x=0V x=-2
S={-2, 0

c)2(X—-9=0 < ¥-9=0
< (x-3){x+3)=0
= x-3=0V x+3=0
&= x=3 V x=-3
$={-3. 3%
Outro processo:
2(¥-9)=0 < x¥-9=0
=t =8
= x=t\9
— x=13
S={3, 3

d) (x+5P=(1+x0(1-x < ¥+10x+25=1-¥
& 8+ 10x+24=0

= X¥+5x+12=0
-5+ VP -4x1x12

2
~ 5+ V-13

— X=

— X=
Aequagéo ndo tem solugdes em R.

Como ja foi referido, a resolucdo de equagdes quadrdticas paramétricas é
idéntica a resolucdo das equacdes paramétricas numeéricas, pelo que, depois
da revisdo ja efectuada, o processo torna-se simples.



EXEMPLOS:

Resolva as equacdes quadraticas paramétricas em x.
A: ¥ —bBax+6a=0 B: ¥ —dax=1-43

2. Dada a equagdo 2X+(m+3)x—1=0, cujas raizes sdo x, e X, , determine o

X+X% _,

pardmetro real m de modo que
X X X —3

3. Determine os valores de k € IR para que cada uma das fungdes dadas seja

quadratica.
al AX) =(2—- kX +2x+ 2 +2k—3
b) g{x) = (K +2k—3)x - 2(k+ 2)x—1

4. Considere a equagdo quadratica paramétrica em x, X+ 2x+3—m=0.
a} Resolva a equacdo para m=2.
b) Determine o pardmetro real m de modo que a equagio admita:

i) duas raizes reais e diferentes:
iii} duas raizes ndo reais;

i} duas raizes reais e iguais;
iv) duas raizes reais;
v} raizes reais do mesmo sinal; vi} raizes reais de sinais contrarios;

vii) uma sd raiz nula; viii) duas raizes nulas.

Resolugdo
1. Aplicando a formula resolvente das equacées quadraticas:
+ 2 _ a4t v
A: X —5ax+68*=0 & x= ba £ \/iga 243 X:S_a_z\/a

B L i PR PR

bata _ba+a

2
B: ¥—4ax=1-478" < X —ldax—1+48=0 < x=2a+ 42+ 1 — 47
& x=2axl &< x=2a+1V x=2a-1

= Xx=

2. Daequagdo 2¢+(m+3)x—1=0, tem-se:

XT+¥'2:—§, peloque X +x=— m;—B
xixxzzg, pelo que )qxxng%. Donde resulta:
_m+3 _m+3
XHXT‘:ZX_Z—szz 4:)1—23:2 = —3:2 & P43 g o me3=n
2 2

— m=14-3 < m=11
3. Para que um polinémio do segundo grau defina uma funcao quadratica, o coeficiente
do termo quadrético tem que ser ndo nulo.
a) 2-k#0 < —k#-2 & k=2, logo, kEIR\{2}.
b) B+2k-320 < kikii\/f"—(—i?ﬁ — k#-1£V1+3 & k#1242

S kE—1-2 A k#—14+2 & k2-3 A k=1
Assim, kER\{-3, 1}.

2. EQUACAD QUADRATICA PARAMETRICA SIMPLES

? OBSERVAGAOD:

Na equagao A:

a=1, hb=—b5a e c=6a".
Na equagdo B:

a=1, b=—4a, c=—1+44 e
k=-2a.

P OBSERVACAO:

Simplificacdo da formula
. resolvente (revisdo)
L adbx+c=0 <&
L& x=—k+VE-¢, com

b=2k e a=1 (c e k n3o

nulos).
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2 EQUACAD QUADRATICA PARAMETRICA SIMPLES

? OBSERVACAD:
Sendo ax+bx+c=0
com a, b, ceER e az0:

*Se A>0, aequacdo admite
duas raizes reais.

*Se A=0, aeguagdo admite
duas raizes reais iguais.

*Se A<0, aequagao admite
duas raizes nio reais.

4. a) Fazendo m=2 naequagdo X+ 2x+3—-m=0, vem:

¥ar2x+3-2=0 & X¥+2x+1=0 &= [x+1l=0 < x+1=0 < x=-1

b) i) Para que a equacdo dada admita duas raizes reais e diferentes é necessario

que A=K —4ac>0.
A= —dac=22—-43-m=4-12+4m=-8+4m
A>0¢:—£+4m>0¢$4m>8¢2fﬂ>%<:>m>2

§$=12, + o0

ii) Para que a equag@o dada admita duas raizes reais e iguais é necessario que

A=P-4ac=0, ouseja, —8+4m=0 < 4m=8 & ng & m=2

iii} Para que a equacdo dada admita duas raizes ndo reais é necessario que

A=F-4ac<0, ouseja, —8+4m<0 <= 4m<8 & m<% — m<?2

mEJ]-co, 2]

iv) Para que a equacdo dada admita duas raizes reais (distintas ou néo) é
necessario que A=t —4ac>0.

A;U¢$—3+4m20¢$4m;8¢2fﬂ)%éi’m>2

meEl2, +oo|

v} Para que a equacéo dada admita duas raizes do mesmo sinal é necessério

que P=xxx%>0, ouseja, 3—m>0 < -m>-3 < m<3 eque
A0 < —-8+4m>0 <> m>=2, ouseja, 2< m<3.

mel2, 3
vi) Para que a equacgdo dada admita raizes reais de sinais contrarios

necessario que P=xxX<0, ouseja, 3—-m<0 < -m<-3 & m>3
eque A>0 < —-8+4m>0 <> m>2, ouseja, m>3.

meE|3, + oo

vii) Para que a equac&o dada admita uma s6 raiz nula é necessario que:

=i —4ac>
A o O,donde:
p=t-q
a
A=b—4ac>0 {3+4m>0 (-8+4m>0 {4m>8
— = =
; ¢ 3—-m=0 -m=-3 m=3
P:E=O

(

8

m == m>2

— 4 & & m=3
M =3

viii) Para que a equacdo dada admita duas raizes nulas é necessario gue:

‘A:JF—MC:O¢: [-8+4m=0 _, ﬁsz oy [m=2
1P—C 0 13—m=0 = mi=—3 1m=3
__E:

— med




2 EQUACAC QUADRATICA PARAMETRICA SIMPLES

1

Das seguintes equacdes identifique as que sdo quadraticas.
(A) x{x—1)=5-x

(B) ¥*-1=x*+4

(C) x*(x-3)=2

(D) (x—2=x-5

Para vedar um terreno rectangular com 750 m? de area foram utilizados 110 m de cerca. Calcule as dimensdes do
terreno.

Resolva as equagdes quadraticas paramétricas em x:
a) - kx— k=0 b) X+ 2xp+1=0

Considere as fungdes flx) = (7 —9m+ 200 + m? x—10m+24 e g(xX)=(2— m+ mx+m—1.
Determine o valor real de m para que a fungo:

a) flx) ndo seja quadratica;

b) g(x) tenha a concavidade voltada para baixo.

Determine o valor de m &€ IR, de modo que as raizes da equagdo X’ + (m—1)x+ m—4=0 sejam de sinais
contréarios, sendo negativa a de maior valor absoluto.

Considere a equagéo X —(1— m)x+m—1=0 guadréatica paramétrica em x.

a) Preencha a tabela seguinte.

COEFICIENTES DAS i
EQUACAQ SOMADAS | PRODUTO

RAIZES |DAS RAIZES

(A): xz—(l—mz}x+m—1={]

{B): (1 — b —2x+m=0
b) Para a primeira equagZo da alinea anterior, determine o valorde m& R de modo que admita duas raizes simétricas.
Dada a equagéio mxX’+3x+(3+m)=0, determine mEIR para que x=—1 seja uma das raizes da equacéo.
Dada a equacdo 2%*+5x+m=0, determine mEIR para que a equac&o nao tenha raizes reais.
Dada a equagdo 2x+7x+m—1=0, determine mEIR para que o produto das suas raizes seja %

Dada a equagéo (m— 1)+ (P +1)x-5=0, determine mEIR para que a soma das suas raizes seja 1.
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Resolva as equactes quadraticas paramétricas em X .

a)2x*—ax-a*=0

b) (m+ 1)x* + (m?—1)x=0

Considere a equacio x* + 2m —3)x+(m+1)=0.
a) Resolva a equagdo para m=—1.

b) Determine 7 real de modo que a equa¢io admita:
i) uma raiz nula;
i1) raizes reais do mesmo sinal;

iii) duas raizes simétricas.

Determine o valor de m € R para que:
f(x)=(m’+2m)x* + mx +m — 1
seja quadratica.

Determine o valor de k € IR na equacao:

4kx* - k*x=0
de modo que uma das raizes seja 1.
As raizes da equagio x*—mx+n =0 sio os.nimmeros 2 e 5.

Determine o valor de m2* + #* .

L=}

Determine m € R para que na equacio:

m-2)x*-2m+Dx+m=0

Xy + X,

se verifique a condicao
q & oy 26

=—2onde x; e x, sdo as

duas raizes reais nao nulas da equacio dada.

Determine o valor de p € R para o qual a soma dos inversos
das raizes da equagao x*—~ 3p+ 1) x+2p=0 éiguala — 1.

Determine o valor de £ € IR na equacio (F*+2)x*—5x+3=0
para que uma das raizes seja igual ao inverso da outra.



2 EQUAGAQ QUADRATICA PARAMETRICA SIMPLES

SINTESE

=» Um dos métodos de resolucdo de equacdes quadraticas, ax2 + bx+ c=0 com
a, b, c €ER e a#0¢ aaplicacdo da férmula resolvente:

_—b*xVH -4ac
; 23

X

=» Se x; e X, sdo raizes reais da equagdo quadratica @ + bx+ c=0, entdo a soma
e o produto delas séo dados respectivamente por:

b B
S=x+x=-= e P=xXX=—.
a a

A equacdo & equivalente a xX°*+ Sx+ P=0.

=¥ Para uma equacdo da forma ax’+ bx+c=0 com a, b, cER e a=0:
* A equacao é gquadraticase a=0 .
¢ Pelo estudo do bindmio discriminante conclui-se o ndmero de raizes da equacao.

* Pelo estudo da soma efou produto das raizes concluem-se os sinais das raizes.

=» Uma equagdo quadrética diz-se paramétrica se, além da incégnita, contiver uma
outra variavel chamada de parametro, caso contrério designa-se por equacao qua-
dratica numérica.

=¥ Na resolugéo de equacées quadraticas paramétricas procede-se do mesmo modo
que na resolugao de equagdes quadraticas numeéricas, tendo-se sempre em conta as
concigoes a que o pardmetro fica sujeito no enunciado do problema.
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UM POUCO
DE HISTORIA. ..

- Cardano, ilustre matematico
- do século XVI, acolheu Ludo-
- vico Ferrari como servo em
' sua casa, vindo este a tornar-
- -se 0 mais famoso dos seus

discipulos e colaboradores.

Era habitual, na época, os
matemadticos proporem desa-

fios uns aos outros. Certo

dia, Zuanne de Tonini da Coi
propds a Cardano uma ques-
tao que envolvia a equagdo
x*+ 6x° — 60x + 36 =0 .
Apés intimeras tentativas
sem éxito, decidiu passar a
questdo a Ferrari. Este foi o
pretexto para que este bri-
lhante jovem encontrasse um
método geral para a resolu-
¢do de equacdes do 4.° grau.

Girolamo Cardano
(1501-1576)

1. Equacdo biquadratica

Numa dada localidade, decidiu-se estudar a presenca de um determi-
nado tipo de bactérias na dgua de um tanque.

Para tal, realizaram-se diversas andlises a dgua, tendo-se concluido
dque a populacao desta bactéria tem um comportamento, em funcao da
temperatura, que pode traduzir-se aproximadamente pela equacao:

P(t) = t* — 925¢% + 22 500

onde P(t) traduz o ntimero de bactérias encontradas quando a dgua se
encontra a temperatura t em graus Celsius.

Pretende-se conhecer as temperaturas para as quais as bactérias sdo
extintas, isto é, quando a populacdo se reduz a zero. Para a resolucdo deste
problema, procura-se conhecer as solugdes da equagao:

t*— 9251 +22 500=0

Este tipo de equacdo designa-se por equacao biquadrdtica e o seu método
de resolugdo ird ser apresentado mais a frente. Com a resolucio desta equa-
¢do, conclui-se que P(¢) énulopara t=—-30; t=—5:t=5 e t=30.

A toda a equacdo que, pela aplicacao dos principios de equivaléncia,
pode ser reduzida a forma candnica:
ax*+bx*+c¢c=0
com a, b e ¢ numeros reais quaisquer e a # 0, chama-se equacdo
biquadrdtica.

Se, numa equacdo biquadratica, os coeficientes a, b e ¢ sio todos
ndo nulos, a equacao diz-se completa; caso contrdrio, diz-se incompleta.



2. Resolucdo de equacdes biguadraticas

2.1. Resolucdo de equacdes do tipo ax*=0 (a=0)

Para todo o nimero real a nio nulo, tem-se: ax*=0 < x=0

 EXEMPLOS:
a) -3x*=0 < x=0; S={0}
h)%x“:ﬁ & x=0: S={0}

2.2. Resolucéo de equacdes do tipe ax*+¢=0 (a=0)

Para todo o nimero real a nio nulo, tem-se:

ax*+c=0 & axt=-¢ & x‘*:—% = x:if}—%, sendo
que %gﬂ

 EXEMPLOS:

a) X'—256=0 < x'=256 & x=+ V256 & x=—4 V x=4
S={-4, &
b) 2x' — 162=0 < ﬁ:'—gg & X=81 & x=1 3]

< x=-3V x=3
§=1{-3, 3}

2.3. Resolucdo de equacdes do tipo ax*+ bhx’=0 (a=0)

Para todo o niimero real a ndo nulo, tem-se:

ax*+bx’=0 & X (ax*+b)=0 & x*=0 V ax*+b=0

— x=0V x=iw/—%, sendo que %g{)

EXEMPLOS:

a) X' -2¢*=0 & X (xX*-2)=0 < x*=0 V x*-2=0
S x=0V x=+V2
& x=0V x=—\V2 v x=V2
s={-v2, 0, V2]
b) —5x*+10x°=0 <= x*-5x*+10)=0 < x*=0 V —5x*+10=0
= x=0V =2 & =0V x=—%2 v x="\2

S=1-2, 0, V2]

3. EQUACAO BIQUADRATICA
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EQUACAQ BIQUADRATICA

2.4. Resolucédo de equacdes do tipo ax"+ b’ + =0 {a=0)

Existe uma formula que permite resolver todas as equagdes biquadrati-
cas especialmente til para as equagGes biquadraticas completas.

Pode-se considerar uma equacdo biquadritica como uma equacio
quadrdtica em x*, pois:

ax*+ b +c=0 < a(l®’ +b) +c=0
Assim, na equacdo biquadrdtica ax*+bx*+¢=0, fazendo y=x", vem:

ay’ +by+c=0 & yzlb—ziaﬂ.

Comg y=1 &% g=+ \/); , entdo as solucoes da equacdo biquadra-
tica sao da forma:

-b£VA

, onde A="b*-4ac.

Férmula resolvente das equacées biquadrdticas

As solugoes de uma equacdo biquadrdtica cuja expressio analitica é:

ax*+bx*+c=0 (a=0)
sdo da forma:

—BENA _ B \A

X=t\/———, onde A=V -4ac e ——=30.
2a 2a

As raizes reais da equacdo biquadrdtica, se existirem, sio, no mdximo,
quatro e, nesse caso, sao simétricas duas a duas.
EXEMPLOS:
1. Resolva as seguintes equacdes:
a) - 1P=5-x b) 9— (x?— 3P = x*

2_ z_lz)z__ . S N
¢ (x*=2) (zx =—4x d)g(x 2)+x——3

2. Considere uma fung@o g definida, para um certo mE IR, pela seguinte expresséo

analitica:
gd=(m* - 1x* -2+ m.

Determine o conjunto de valores de m de modo que g seja uma funcéo
biquadratica.

3. Simplifique as fracg@es que se seguem.

) x* —50x% + 49

(x=7){x-1)

) x'—13x + 36
x2—x—86

a

b



Resolucgdo

1. Observe que as equagdes nao estdo na forma candnica. E vantajoso reduzi-las

primeiro a esta forma.

a) (F—1'=5-x* < X' =2+ 1=5_x
= -2 —-4=0
&= x-x-2=0
Fazendo y=x?, tem-se;
= + 1 5 T

143

& y=
& y=2V y=—1

y=2 < =9 x=+ /2

y=—14 P=—1 & =% V- 1&R

s={-v2, V2}
b) 9— (¥ —3P=x' <= 9—x*+6x2—9=x*
&= 2% -6x2=0
&= =34 =0

< 2 (x*~3)=0

<= x*=0V ¥-3=0
< =0V x*=3
S x=0V x=%x V3

s={-Vv3, 0,3}

2
c) (XZ—Z)EM(%XZ) =—4x’ x“—4)(2-1-4—%)(‘5—4)(2
< Ax*— 16X*+ 16 — x" = — 162
< 3x*+16=0

16
= x=——
ST

= X=i 4H]3—8€1H
A equac@o ndo admite solugBes: S=0
d) g{x2—2)2+x2=1—5—_31ix2 < Ax*—4x*+4) +3x* =16 — 13x2
< 4x*— 16X+ 16+ 3x*— 16 + 13x2 =0
= 4x'=0
~ x=0
S={0}

3. EQUAGAO BIQUADRATICA
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2. Para que g seja uma fungdo biquadratica, o coeficiente do termo em x* néo
poderé ser nulo. Desta forma:

m—-1#20 &= m#1 < mz—1 A m=1

Portanto, g é uma func@o biquadratica para m€R\{-1, 1}.

Emm— 23 3. Para simplificar as fraccdes, & necessério factorizar o numerador e o denominador
? OBSERVACAD: das fracgGes. No caso de surgirem factores comuns, estes podem ser eliminados.
" Se um polinémio ax* + b’ + ¢ 0 conhecimento dos zeros de um polinémio é (til para a sua factorizagdo.

admite os zeros x,, X%, X, X,
entdo pode escrever-se na forma

' factorizada: — (=500 + V(- 507 -4 x1x49
i = a0
axt+ bxi+ ¢= yalyt =0 = 25¢1

a) Fazendo y=x" naequacdo x*—50x*+49=0, vem:

=alx—x) (x - x) (x — x) (x —x) & y= 50 + 48
& y=49 v y=1

Como y=x?, vem que: :
F=A9% ¥=1 & x=—T V ¥=1 ¥ x==1 ¥ x=1
Portanto:

X =B+ 49=(x=1)(x+1)(x=7{x+7)

Concluindo:
x*—50x* + 49 _ (x~T){x+ 1) (x~7) (x+7)
x=7{x-1) {x—~7) {x—~1)

= (x+1){x+7)

= x*+8x+7

b) Fazendo y=x* na equacdo x*—13x2+36=0, vem:

(=13 VI(-13P—4x1x36
2x1

y'—13y+36=0 & y=

13+£5
2
& y=9V y=4

— y=

Como y=x*, vem que:

X=9 V=43 X=—3 V x=FV x=—2 V ¥=2
Portanto:

X132 +36=(x=-3) (x+3) (x=2) (x+2)

—(=NtVI(-1P-ax1x(Z6)
2x1

X—x—6=0 &> x=

<:>X=1i5

= H=3 W K=—2
Portanto; x2—x—6=(x—3) (x+2)
Concluindo:

x'—13x* +36 _ (x=3) (x+3) (x— 2} (x+72) _

R | v VI
X—x—6 (x—3) (x+7) (x+3) (x—2)=x*+x—6




3. EQUAGAD BIQUADRATICA

Exercicion® 1 ;

1. Resolva as seguintes equagdes utilizando a formula resolvente das equac@es biquadréticas.

a) 2X*+x*-1=0

b) (x*+1)=5x"—1

2. Resolva as seguintes equacies.

a) x(x+3) (x+1) (x=1)=3x(x*-1)+2

b) (x2+3) (x*+4) =2x* (22— 1)

o) > +x=5
d)x(——x) %
= i 1+ x
e) - (x+1] 2+ ;
i {xui]z_xz(x #1 _1
2 3 T2

3. Considere a funcdo h definida para k€ IR por:
hx)=(3— kix*—2kx*+3

Determine os valores de k para os quais h é uma fungéo biquadratica.

4. Considere, definida para p€IR, afuncéo:

glx) = (2p+ p')x* - 7px* -2

Determine o valor de p de forma que g ndo seja uma funcéo biquadratica, mas seja uma fungdo quadratica.

5. Simplifique as fracgdes seguintes.

. x*— 26x% + 25
x*—4x-5
x'—8x*+ 16
b xt—4
. x* — 26x% + 25
2x* + 8x— 10

PLMM10-FO4
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Resolva as seguintes equagoes.
a) (x*-3x-5)t=25

b) (x* —x —30)*=12(x* — x — 30)
o) (¥ +2)2=2(3x2+2)

d) (x* +2x)—-4x* =5

Para cada uma das seguintes funcoes, determine m € R de
modo que sejam biquadraticas completas.

a) a(x)=(m—2)x"— 2m+ 1)x* +m
b) b(x) = (5 ~ 2m)x* - Sx* + 3m — 1

c) clx)=(9—m?)x* — (1 —m)x* + 10

Simplifique cada uma das seguintes fraccoes.

x*—13x2 4+ 36
Crx—06

a)

x* = 40 + 144
X —-8x+12

b)

Sem utilizar a formula resolvente das equacoes biquadraticas,
resolva cada uma das seguintes equacoes.

a) 7x*-567=0 ’
b) - 3x*+48x*=0

c) 5x*3 - x?) = 15x* - 10«*

d) 7x* + 50x%* — 7x = 3x + 5(-2x + xY)

e) x*+ 500x — 10 000 = 500x




SINTESE

Toda a equacdo que, pela aplicacdo dos principios de equivaléncia, pode simplifi-
car-se de modo a escreverse na forma:

ax*+bx+c=0, onde a, b, ¢ sdo nimeros reais e az0,

diz-se equagédo quadratica.

Toda a equagéo que, pela aplicacdo dos principios de equivaléncia, pode simplifi-
carse de modo a escreverse na forma:

ax*+bx*+c¢=0, onde a, b, ¢ sdonumeros reais & a0,

diz-se equagao biquadratica.

As equagOes biquadraticas podem classificarse de completas ou incompletas:
°enocasode b#0 e c#0, sdo equacdes biquadraticas completas;

(por exemplo: 2x*+3x? -1 =0)
®nocasode b=0 efou c=0, sdo equacdes biquadraticas incompletas;

{porexemplo: 3x*-2=0 e —2x*=0)

Férmula resolvente das equagbes bigquadraticas:

— bt VA

ax‘+bx’+c=0 & x=+ -

onde A=b’~4ac.

No caso de equagdes incompletas, pode-se adoptar métodos de resolucéo dife-
rentes:

o ax*=0 <& x=0

¢ atte=0 < x=if(—§
o ax’+ hx?=0 <& x=0 V x=i1/—§

3.EQUAGAC BIQUADRATICA
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"¢ 1 UM POUCO
DE HISTORIA. ..

Deve-se ao matemdtico
indiano Bhaskara Akaria a
descoberta da férmula resol-
vente de equagdes quadrati-
cas. A partir daqui, muitas
outras férmulas foram
encontradas.

A nocdo de fungdo quadra-
tica estd associada a de equa-
¢do do 2.° grau. Supde-se
que Arquimedes ji tivesse
conhecimentos associados s
propriedades das pardbolas.
Porém, foi na época do
Renascimento que, nas tenta-
tivas de explicar as trajecté-
rias de bolas de canhdo ou
do movimento de um corpo
em queda livre, se aprofun-
daram os conhecimentos da
curva de 2.° grau - parabola.
Surge, entdo, a necessidade
de associar curvas a equa-
¢oes e, de um modo geral, a
Algebra & Geometria,

Bhaskara Akaria (1114-1185)

1. Fung@o quadratica

No nosso quotidiano sdo intimeras as situagoes onde identificamos
modelos de fung¢ées quadraticas.

Chama-se fun¢do quadrdtica ou funcdo polinomial do 2.° grau a
qualquer fungdo f, real de varidvel real, que pode definir-se por uma
expressao analitica da forma f(x) = ax®> + bx + ¢, onde a , b e c sdo
nuimeros reaise a =0 .

O dominio de uma funcio quadrética é o conjunto dos numeros
reais.

O grdfico de uma fun¢do quadrética é uma parabola.

Repare em alguns exemplos de fungdes quadraticas, definidas pelas
respectivas expressdes analiticas:

°m(x) =3x"-4x+1, onde a=3, b=—4 e ¢c=1
®h(x) =—4x*, onde a=—-4, b=0 e ¢=0

°n(x)=(x—1) (x+1) equivalentea n(x)=x*—1, onde a=1, b=0
ec=-~1

*r(x) =2(x+3)* -5 equivalente a r(x) =2x>+ 12x + 13 , onde a=2,

b=12 e £¢=13
°g(x) =x(~x +8) equivalentea g(x) =—x*+8x, onde a=—1,
b=8 g p=0

.



4. FUNGAQ QUADRATICA

EXEMPLOS:

1. Encontre uma condic@o para o pardmetro mE€ IR, de modo que a fungéo:

flx) = (4m® — 16)x% + 3x
seja quadratica.

2. Considere afungéo g real de varidvel real g(x)=x*>—5x+6.

a) Determine os zeros de g e defina a fungéio por uma expressdo analitica na
forma factorizada.
gl2)—flx)  gla)

g = 72) ~ fl-2)

b} Resolva a equacgéc onde fiX)=x+1.
Resclugdo

1. Por definicdo de fungdo quadratica, o.coeficiente do termo quadrético ndo pode
ser nulo. Assim:

AMP—1620 < 4m* =16 & P74 & mz+ VA & m#+2
mER\{-2, 2}

a) glx=0 <& x*-5x+6=0 & x=
==l NE =S

5+ V25— 24 o421
2

= X=
2

Como 2 e 3 sdooszerosde g, entdo glx)=(x—2) (x—3).

)g(z)—f(x)_gM) -5x2+6—(x+1) #-5x4+6
gllyx f2)~ -2 (1P-5x1+6){2+1) -2+1
= —’“g1 =_i1 & (x+1)=—12

—= x=12-1 = x=1
S={11}

1. Considere as fungdes f, g e h, reais de varidvel real, definidas por:
flX)=x"-2x-3, g(x):%x+m e hix=(m*—4)x’—2x+5.
a) Determine o valor do pardmetro m € IR para que a fungdo h seja quadratica.

b) Sabendo que f(0)+ g(0)=-5, determine o valor da expressao f(m)—2g(m).

2. Dada afungdo f(x)=2x"—3x+1, determine:

a) fl—x) b) fix+1) c) a paraque fla—1)=0.

3. Deuma funcdo quadratica, sabe-se que fm+3)=2m*—2m+ 1. Determine:
a} f(1) b) f{2) c) flx)

4. Dada afunc@o f real de varidvel real definida por f(x)=x>—3x—18, determine:
f(=2) + 3f(5)

a) b) ovalor de x tal que f(x)=10.
2
= f(=1)
J flt+2)
5. Sendo flx)=x*—x—6, simplifique a fraccdo FTEETE

n
2
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4. FUNGAD QUADRATICA

a) D=R e D'=R;=[0, + ool nas trés fungdes.
b) V[0, 0) e x=0 nas trés fungdes.
¢} Todas as parabolas t&m a concavidade voltada para cima.

d) Todas estas fungdes sio decrescentes para x<0 e crescentes para x>0.
e) Estas funcdes s&o positivas para todo x#0.

De um modo geral, os pontos do gréfico da funcdo y=ax*, a =0
podem obter-se a partir dos pontos do gréfico da funcdo y=x*, para
2 mesma abcissa, fazendo a extensdo da ordenada em “a” vezes,
ficando, por isso, acima dos valores de y=x2.

2.5 Aot y=42", 450

EXEMPLO:

Considere as seguintes fungdes:

yi=—x ¥o=—3x’ Vs=*%xz
Represente graficamente as funcdes e para cada uma delas indique:
a) o dominio e o contradominio;
b) as coordenadas do vértice e o eixo de simetria das parabolas que representam
graficamente as fungdes;
¢} o sentido da concavidade da parabola que representa a fungdo;

d) a monotonia da funcéo;
e) avariacao do sinal da fungéo.

Resolugéo

= ;|

=

o
o
=]

_,
|
e
|
(4]
|

2 -4 =

(2 NI

a) D=R e D'=IR;=]-co, 0] nastrés funcges.

b) Todas as parabolas que representam estas fungdes tém o vértice na origem do
referencial: V(0, 0) e x=0 nas trés fungdes.

c) Todas estas parébolas tém a concavidade voltada para baixo.

d} Todas estas funcgdes sdo crescentes para x< 0 edecrescentes para x>0.
e) Estas func@es sdo negativas para todo x=0.

Os gréficos das fungbes y =ax’ e y=—ax*, para os mesmos valo-
res de x, tém as ordenadas iguais em valor absoluto e sinais contrarios,
pois <0 < -a>0. Portanto, o gréfico da funcdo y = ax? é simé-
trico do grdfico da fungdo y=-ax* em relacdo ao eixo das abcissas.

57



4. FUNGAO QUADRATICA

Exercicio n.® 2

Da exploracao dos exemplos anteriores e das representagdes graficas

Dominio

St Ll

radominio

~ Vértice da parabola

Eixo de simetria

Extremos

Sentido da

concavidade

Monotonia
Sinal

Influéneia do

parametroa

Considere as seguintes fungdes definidas por:

No segquinte referencial cartesiano estdo representa

parabola.

¥ =2x° Vs

 Intersecgdo comos
~ eixos coordenades

=
=%

coes g

D'=R;=[0, +oof

0(0, 0)

vio, 0)

=0

Minimo: 0
Minimizante: 0

das fung¢des resulta o seguinte quadro-resumo.

D=IR

D'=Ry=}o0, 0]

o(0, 0)

¥, 0)

x=10

Maximo: 0
Maximizante: 0

Concavidade valtada para cima. Concavidade voltada para baixo.

- Decrescente para x<0;

Crescente para x>0.

- Positiva em R\{0}.

Crescente para x<0;
Decrescente para x=0.

Negativa em IR \{0}.

A medida que aumenta o valor absoluto de a, a parabola é mais

fechada, isto €, os ramos ficam mais praximos do eixo de simetria.

\ J;L a] ..'i /C
\ \ F IV
N

"
\a’_)‘.l‘ [/ 1

-3 2-1O[\d 2 3

A0 N\

= \

2 \

D
Il A
/ d\ e

Vi=—2x

2 — 2
Vs=—X

raficas das fungdes, correspondendo cada uma delas a uma

txd

Faca a correspondéncia da func&o a sua parabola que a representa graficamente.
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Funcéo do tipo y=ax*+ bx+c, a=0

1. Familia de funcdes do tipo y=a(x—-pf*, a=0

Comecemos por comparar a fun¢do y=a(x—p)* com a funcdo y=ax’.

Consideremos o casoemque a=1 e p=2, ouseja, y=(x—-2)*, e
mparemos as representacoes graficas das funcdes y=x> e y=(x —2)*.

=2 4 16
=il 1 4
0 0 4
1 1 1
2 4 0

O grafico da funcdo y = (x - 2)* obtém-se a partir do grafico da funcdo
v =x" deslocando-o duas unidades para a direita.

Nocasode a=-1 e p=-2, ouseja, y=— (x+2)*, as represen-
“acoes graficas das fungdes y=x" e y=— (x +2)? sdo as seguintes:

= 1 —
0 0 -4
1 1 =3
2 4 =1B

O grdfico da fungdo y=- (x +2)* obtém-se a partir do gréfico da funcdo
v=x* deslocando-o duas unidades para a esquerda e invertendo o sentido
da concavidade passando a ter concavidade voltada para baixo.

A translacdo da funcdo y=- (x+ 2)* no eixo horizontal de duas uni-
dades para a esquerda deve-se ao facto de:

y=-(x+2) < y=—(x-(-2))?

4. FUNCAD QUADRATICA
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9 OBSERVACAO:

. correspondente.

* Nafungdo g, 0 é um maximo
. e 1 & o maximizante corres-
- pondente. | d) Afuncdo f é decrescente de ]-co, 1] e crescente de [1, +oo[.

O grdfico da funcdo y = a(x — p)* obtém-se a partir do grafico da
funcdo y = x* deslocando-o |p| unidades de comprimento. No caso
de p <0, atranslacdo ¢ para a esquerda e de comprimento |p| e,
quando p>0, atranslacdo é para a direita e de comprimento |p| .

O vértice da pardbola y =a(x - p)* é oponto V(p, 0) e o grifico
desta funcao € simétrico em relacao arecta x=p.

EXEMPLO:

Considere as seguintes fungdes fAlx)=(x—12 e glx)=—2{x—1)°.
Represente-as no mesmo sistema cartesiano artogonal ¢ indique:
a} o dominio e o contradominio;

b} as coordenadas do vértice e o eixo de simetria das paréholas que representam
graficamente as fungées;

¢} o sentido da concavidade da parébola que representa a fungéo;
d} a monotonia da fungéo;

e} a variacao do sinal da fungdo.

Resolugdo

13 -1 4 -8
| x-1)
Lol 0 1 =
5 x 1 0 0
& - 1)?]
B 1 2 1 =9
‘ | | 3 4 =8
[ ]
L 1 |

a) D=IR nas duas funcdes.
D'v=R;=[0, +o0[ e D';=Ryj=1]-o0, 0].

' Na fungdo fe g, 0 éum %
' minimo e 1 & o minimizante b) V{1, 0) e x=1 nas duas fungdes.

¢) Afuncdo f tem concavidade voltada para cima e a funcéo g tem concavidade
voltada para baixo.

Afuncdo g é crescente de |- oo, 1] e decrescente de [1, +oo[.

e) Afungdo f é positivaem IR\{1}, enquanto que afuncdo g é negativa em IR\{1}.



D'=R{=[0, +o9[

Eixos das abcissas: P(p, 0)
Eixos das ordenadas: 0(0, ap?)

Vip, 0)

X=p

Minimo: ordenada do vértice;

Concavidade voltada para cima.

Decrescente para x<p;
Crescente para x> p.

Minimizante: abcissa do vértice.

Da exploragdo dos exemplos anteriores e das representacdes graficas
“as fungoes resulta o seguinte quadro-resumo.

Vip, 0)

X=p

Méximo: ordenada do vértice;
Maximizante: abcissa do vértice.

Concavidade voltada para baixo.

Crescente para x< p;
Decrescente para x> p.

Para todo x#p, afuncdo é positivase a>0 e negativase a<0.

A medida que aumenta o valor absoluto de a, a parébola é mais
fechada, isto &, os ramos ficam mais proximos do eixo de simetria.

4.FUNGAD QUADRATICA

Exercicion.’3

=screva na forma y=a(x—p)? asfuncgdes cujas representacdes graficas sdo as seguintes:

(A)

(B)

(C)

/g yA

<

=
P

=y

'S
—

=
|
Iy

1
[57]

Y

/
\«.;L____‘_EJ 4%}
Y

A

|
\S}
|
o
Ry
=
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4. FUNCAO QUADRATICA

3.2. Familia de funcBes do tipo y=a(x—pf+gq, a=0

Consideremos as representactes gréficas das funcdes y=2 e

y=(x-2)*+3.
LN 1] #t ! 2
T 1l
IRANIRER il : - A
;\ 5
4 1 1 4
...... i 3 ]
3 /f---——-?_—:‘ 2 4 3
ol N il '
| "'\,,/i - 3 9 4
547;?1_—1_?71_ 0 } f‘__i 4 5 6x

O grafico da fungdo y= (x—-2)*+3 obtém-se a partir do grafico da funcdo
y=x* deslocando-o duas unidades para a direita e trés unidades para cima.

O gréfico da fungdo y = a(x — p)® + q pode ser obtido pela transla-
¢do vertical de comprimento |g| do gréfico da funcio y=alx-p)*.
A translagdo serd para cima se ¢ > 0 e para baixo se (of st DS

O vértice da pardbola é o ponto V(p, gq) eo grdfico desta funcdo
€ simétrico em relagdo arecta x=p .

=

5t \?j [ T[] |exeis:

; -7 Considere as seguintes funcées f(x)=—(x+1)+4 e gxX)=2{x—-12-1.

Represente-as no mesmo sistema cartesiano ortogonal e indique:
a) o dominio e o contradominio;

b) as coordenadas do vértice e o eixo de simetria das parabolas que representam
graficamente as funcdes;

¢} o sentido da concavidade da parébola que representa a funcéo;
d) a monotonia da funcao;
e} avariac&o do sinal da fungo.

Resolucdo
Rt e a) D=IR nasduas fungbes; D';=]-co, 4] e D,=[-1, +ool.
j p OBSERVAGAD: b) Nafuncéo f: Vi{~1, 4) e x=—1: Na fungéo g: V (1, - 1) e x=1.
Ax—1P-1=0 & (x—1p=1 § c) Afuncdo f tem concavidade voltada para baixo e a fun¢do g tem concavidade
=, 28 voltada para cima.
Sl e el il d) Afungdo f é crescente de |- oo, —1] e decrescente de [ 1, + oo .
: N2 . ,
- Afungdo g é decrescente de - oo, 1] e decrescente de [1, + ool .
Al = . e) Afuncéo f é negativaem R\[-3, 1] e positivaem ]-3, 1[.
= x=1 t% : Afungdo g é positiva em IR\]:i ——\Zé, 1 +\—2[—2—] e negativa em
<=>x=1+ﬁ\/x= ——V—E }%\/é 1 \/i[
2 ; 2 2 i 2 4
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Da exploracdao dos exemplos anteriores e das representacgoes graficas
das fungdes resulta o seguinte quadro-resumo.

;  Eixos das abcissas: P; (p+1 /-—g, 0) e Pz(p—1 {ﬁg, 0)

. Eixos das ordenadas: Q(0, ap’+ g) -

Vip, q) Yip, q
X=p X=p
Minimo: ordenada do vértice: Maximo: ordenada do vértice;

- Minimizante: abcissa do vértice. Maximizante: abcissa do vértice,

.7 Concavidade voltada para cima. Concavidade voltada para baixo.

: e e g Decrescente para X Crescente para x< p;
: ﬂ_.lqnn!&nla - Crescente para x> p. Decrescente para x> g.
f Malingn sy o Positiva em: Positiva em:
i ﬁ AL N LT il
E ‘ iﬂ\[p o B a] :lp ki a[
‘ Sinal . .

; Negativa em: Negativa em:

Jo-y-2. pey-. ,R\[p_\/_‘g%\/jﬂ

A medida que aumenta o valor absoluto de a, a parabola é mais
- fechada, isto &, os ramos ficam mais proximas do eixo de simetria.

screvanaforma y=a(x— pf+ q as fungdes cujas representacdes gréficas s3o as seguintes:

(A) (B)

b i T i e b iR ae sk

e

ks
g
i
[
!
W=
g
—"-——-—-‘

= N

Ve

e
S~
l
I
T~

35)
i
|
s
|
=5 ]
\r\
=
|
o
L
b
=
|
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3.3. Familia de funcGes do tipo y=ax*+ bx+c, a%0

Dada uma fungdo quadrdtica, para esbocar a sua representacdo gra-
fica, uma pardbola, basta ter conhecimento dos pontos de interseccao
com os eixos coordenados, das coordenadas do vértice da pardbola e
prestar aten¢do ao sinal do coeficiente do termo quadritico (a) que
determina o sentido da concavidade da pardbola.

Determinando mais alguns pontos pode-se aperfeicoar a precisio da
imagem grafica.

A funcdo quadrdtica na forma y=ax*+bx+c, a#0 pode ser
representada na forma y=a (x - p)* + g tal que:

bY A b b* - dac A
== + — - = = - — et e
ye (x Za) ag M PTTg ¢ 1 4a 1q
O vértice da pardbola representativa da funcdo tem coordenadas
\% (— 2—}‘:{ v — %) e 0 seu eixo de simetria tem de equacdo x =— EbE .
EXEMPLOS:

1. Considere as seguintes fungdes: fix)=x"+x e g(x)=—x*+2x—4.
Represente-as no mesmo sistema cartesiano ortogonal e indigue:

a) o dominio e o contradominic;
b) as coordenadas dos pontos de interseccdo do grafico com os eixos coordenados.

¢} as coordenadas do vértice e o eixo de simetria das parabolas que representam
graficamente as fungdes;

d) o sentido da concavidade da parabola que representa a funcéo;
e} a monatonia da funcéo;

f) avariacdo do sinal da funcgo.

2. Os gréficos seguintes representam fungdes.

(A) 2 (B) (C)

ﬂﬁ_lf HH P s

N E O e

o Ll +'_ ] j‘ 2 J' +,r I ‘ ] 15 s BN P [ [l

= I8 ,_& A |. = [, 1 e I 41 B __1_/1 5 I

AP0l (2 14 7] 7S W AT I R
l 1Y - i ,‘ ',_ L \ o) 1l I - ‘L,,

1 j]l*‘ﬁigg o P YRR

Para cada uma das fungdes, proceda ao mesmo estudo que foi efectuado na
questdo anterior.

3. O valor minimo da fungdo f(x)=x*—kx+15 é — 1. Determine o valor de k.

4. Anparabola de equagéo y=ax’ passa pelo vértice da parabola y=4ax—4x.
Determine o valor de a.




Resolucdo
1. 7 ] [ f "‘[ 5 |
\| ‘f}{ ]
\iz [T
N
| B3] T01 [ 3] 54
2 —
— —
ANBLEEN
a) D=R; D,=R
= B sy B - I o
Na funcgdo f: y,= 5 = y,= g logo Df_|: i +ooI:
Z—4x(-1)x(-4
Na funcéo g: Vv=”% = y,=- £:<>E(—)1)X( ) <= y,=—3, logo
Di=]-00, -3].

b) Interseccdo com o eixo das abcissas:
flX)=0 < x+x=0 < x(x+1)=0
= x=0V x+1=0 & x=0 V x=-1
Os pontos de interseccdo sdo (0, 0) e (-1, 0).
gX=0 < —x*+2x-4=0 < x¥*—2x+4=0

S x=1£EVIi-4 & x=1+V-3¢R

Afunc&o g ndointersecta o eixo das abcissas.

Interseccdo com o eixo das ordenadas:
fl0)=0?+0=0, logo, o ponto de interseccdo é (0, 0).
g(0)=—0*+2x0-4, logo, o ponto de intersecgdo é (0, —4).

b

c) Sabendo que V(— . —A—> e que a equacdo do eixo de simetria é x=— —:

2a’  4a 2a

sk Tl e L
Funcdo f: l/,f( K 4),)(_ 7

Funcdo g: V,(1, -3); x=1.

d) A parabola representativa da fungdo f tem concavidade voltada para cima,

enquanto que a fungdo g tem concavidade voltada para baixo.
e} Afuncdo 7 é decrescente em :l— oo, — %:I e crescente em |:—% + oo':.
Afuncdo g é crescente em |-oo, 1] e decrescente em [1, +ool.

f} Afuncéo f é positivaem IR\[-1, 0] e negativaem -1, 0[.

Afungdo g toma valores negativos em todo o seu dominio.

MlLNAL 10-FO5

4. FUNGAO QUADRATICA
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D=R
D'=]-c0, 4]

Pi—=1,0)
a3, 0)
R0, 3)

V(1, 4): x=1

Concavidade voltada
para bhaixo

Crescente:
l-oo, 1]

Decrescente:
1, +oal

Negativa:
x€R\N[-1, 3]

Positiva:
xel-1, 3

(o, —4); x=0

Concavidade voltada
para cima

Decrescente:
]-o0, 0]

Crescente:
[0, +oof

Negativa:
xel-2,2(

Positiva:
XxER\[-2, 2]

D=R
D=1, +oof
R0, 2)
Wi, 1); x=1

Concavidade voltada
para cima

Decrescente:

oo, 1]

Crescente:
[1, + oo

A fungédo é sempre
positiva qualquer que
seja o valorde x.

3. A parabola que representa a fungdo f tem a concavidade voltada para cima.
0 minimo da fung&o é a ordenada do vértice Vlx,, y,) da parabola.

yvzf% = ~ﬁ=~1 =5 sz;60=1
= k-60=4
& K=64
& k=+\b4
&3 k=8
ket-8, 8

4. Coordenadas do vértice da parabola y=4x—4x?:

Xv=_E ::’
NEE )
“r g

Assim, o vértice da parabola é: V(% 1)

2
Se V(;, 1) pertence & parabola y=ax’, entdo ax(;)

1

=1<¢ —a=1 << a=4.

4



4. FUNGAO QUADRATICA

Exercicion.®5 3

1. Determine a distancia do vértice da parabola y=—x?+8x— 17 ao eixo das abcissas.

2 0 gréfico da fungéo, de dominio IR, definida por f(x)=x2+ mx+(15—m), é tangente ao eixo das abcissas e corta o
eixo das ordenadas no ponto P(0, 4.

Sabendo que a abcissa do vértice da parabola é negativa, determine o valor de k.

3. Uma fungéo define-se por g(x) = x*— kx+ 15 para um determinado valor de k<0 . Sabendo que o valor minimo da
funcdo é — 1, determine o valor de k.

4 Determine o valorde m€& IR para que a parabola definida por flx}=x"+ mx+9 sejatangente ao eixo das abcissas.

5. Aseguir apresentam-se representagdes gréficas de algumas func@es quadraticas.

(A) (B) (C) (D)

LRI

'[_7
i
|

i
T —
—
1:
i
~
|
!
I
‘r

VY, /
—
T [T O : | UEEEC S N [ 1

=
=
j
ol
| ]
T 11
| il
-
..-4.—-—'1‘"""
|
1

Para cada uma das representagdes gréaficas, indigue:

a) o dominio e o contradominio;

b} os zeros se existirem,;

¢) as coordenadas dos pontos de intersecgéo com os eixos coordenados;

d) as coordenadas do vértice da parabola, o extremo e a equacéo do eixo de simetria;
e) os intervalos de monotonia;

f) osintervalos de variagdo do sinal.

= Considere a paréabola definida pela equagdo y=x>—4x+m.
Determine o valor de m€& IR para que a abcissa e a ordenada do vértice da parabola sejam iguais.

" O gréfico dafuncdo f{x)=x"—mx+m—1, onde mE R, intersecta o eixo das abcissas num s6 ponto.
Determine a ordenada do ponto do gréfico de f que tem de abcissa 2.

i Considere as seguintes funcdes:
fix)=—x*+2x-1; glx)=—x*+4; hix)=x*—6x+8.
a) Represente as fungdes no mesmo sistema cartesiano ortogonal.
b) Para cada uma das fung@es indique:
i) o dominio e o contradominio;
if) osintervalos de monotonia;

iii) a variacdo de sinal.
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3.4. Determinacédo da expressao analitica de uma funcdo quadratica

Conhecidos alguns pontos do grafico de uma fungdo quadrética, é pos-
sivel determinar uma expressao analitica que a defina.

No caso de se conhecer:

® o vértice da pardbola V(p, q), entio y=alx-p)*+q, a#0;
® ps zeros da parabola, x; e x,, entdo y=alx—x,) (x—x,) , a=0;
® 3 pontos do grafico, determinam-se os valoresde a, b e c¢.

Nos dois primeiros casos, para conhecer o valor de a basta substituir
as coordenadas de um ponto na expressdo analitica obtida.

EXEMPLO:
B 7k Sabendo que o gréafico da funcg&o representada ao lado passa no ponto (0 : ﬁ%) !
=
\ j,: i expressdo analitica da fun¢&o pode ser calculada usando um dos trés casos referidos:
\1. 3 / e Como V(-1, —2), entdo flx)=alx+1)*—2. Para calcular o valor de a, basta
P "““\” ‘} N substituir as coordenadas de um ponto na expresséo:
\ E M- 8PP0 A D 3 4% 1,.0ef= a(1+1)z—2=0<:>4a=2<:>a=%
NC T
. -5 Assim, f(x)=12(x+1)2—2 = f{x]:%x2+x——“;1.

s Oszeros da pardbolasdo x,=—3 e %=1, logo filx) =alx+3){x-1).
(1, -2 € F=> al-1+3)(—1-1)=—2 <> —da=—2 < a=%

Assim, y:%(x+3)(x—1) = y=%x2+x—%.

¢ A expresséo analitica de uma fungdo quadratica é da forma f(x) = ax*+ bx+c.

oy 2 . 4 e
fl0)= 5 < al0)*+ bl0)+ c= 5 = = -
f1)=0 <> a><12+b><1—%=0 & a+b=+% = a:—b+—;’—
f-3)=0 & al-3P+ b(—3)—%=0 = Qa—3b=% & a=%+%b
s 1.1 T . » SSITS N
Logo, b+2~6+3b > 3b— 3 < b=1, peloque a= 1+2—2.
A express&o analitica da fung@o é f(x) :%x2+ x—%.
Exercicio n.” 6
A
Na figura ao lado estdo representadas uma parabola de vértice V e uma recta r que Y W A
contém esse ponta V. .
Determine uma equacéo da:
a) parébola;
b)recta r. - 0 A
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4. Resolucdo de problemas

Em muitas situagoes do dia-a-dia, o modelo matemdtico que melhor
descreve as varidveis em estudo ¢ a fungdo quadrdtica.

(EXEMPLOS:

1. Um trajecto de uma montanha-russa tem a forma de uma parabola.
Um carrinho atinge 0 comego da subida com velocidade de 40 km/h .

A altura h, em metros, que o carrinho atinge em relagdo ao solo, em funcao do
tempo t, em segundos, é dada pela expressdo h(f) =— 52+ 40+ 100 .

a) Em que instante o carrinho atinge a altura maxima?

b) Qual é a altura méxima atingida pélo carrinho?

2. 0 Sr. Anténio tem 100 metros de rede para vedar um terreno rectangular a beira
do rio. SO quer vedar os trés lados que n&o dao para o rio.

Qual deve ser a medida de cada um dos lados da vedagdo para que a 4rea do
terreno seja maxima?

3. Um fazendeiro vende melancias na feira aos domingos. Neste domingo, ele tem 5
melancias, que pode vender a 8,00 Mt cada. Parém, se ele esperar para vendé-las,
a cada semana vai colher mais 2 melancias. Entretanto, a cada domingo, o preco
de cada melancia diminui 1,00 Mt . Quantas semanas deve o fazendeiro esperar
para vender as suas melancias pelo maior valor total possivel?

4. A seccdo transversal de um tinel tem a forma de um arco de parabola com 10 m
de largura na base e 6 m de altura (medida acima do ponto médio da base). De

cada lado, é reservado 1,5 m para passagem de pedes e o restante é dividido em
duas pistas para veiculos.

As autoridades s6 permitem que um veiculo passe por esse tinel caso tenha uma

altura de, no méximo, 30 cm a menos do que a altura minima do tinel sobre as
pistas para veiculos.

Calcule a altura méxima que um veiculo pode ter para que a sua passagem pelo
tinel seja permitida.

4. FUNCAD QUADRATICA
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Resolugdo

1 a) Como a altura atingida pelo carrinho pode ser traduzida graficamente por uma
parabola de concavidade voltada para baixo, este atinge a altura méxima no

P b A . . b 40
rt Vi-—, ——|d A mt=—— & t=————=4,
vertice ( ) essa parabola Ssl ( 5)

0 carrinho atinge a altura maximaem 4 s.

h) A altura méxima atingida pelo carrinho da montanha-russa corresponde &
ordenada no vértice da parabola. Deste modo:
A 40° — 4 x (— 5) x 100

h(4):—5 = hld)=- 4)((—5)

=180

A altura maxima atingida pelo carrinho é de 180 m.

2. Seja x o comprimento de um dos lados iguais da vedag&o a construir. O terceiro
lado pode traduzir-se por 100 — 2x.

A area expressa em fungéo de x seré:
Alx)=x{100 — 2x) <= A(x)=—2x*+100x

A érea &, assim, traduzida por uma fung&o quadratica com concavidade voltada

para baixo, atingindo o maximo no vértice l/(— 2_!;' #f—a) da parabola
correspondente.
b 100
=—— = =——_=25
N e T

Yv=A(25) =100 -2 x 25="50

i
1250 5=

1000

500

ol 10 25 40 50%

Concluindo, a vedacao terd um lado de 50 m e os outros dois de 25 m cada.




3 Apbs x semanas a contar do primeiro domingo, o fazendeiro tera 5+ 2x melancias
ao prego de 8 —x Mt cada uma. Partanto, o valor total, em Mt, resultante da venda
destas melancias pode traduzir-se por: f{x)=(5+2x) (8- x) .

AX)=05+2%(8-x% < flxd=—2x*+11x+40

0 coeficiente do termo quadratico desta fung@o é negativo e por isso atinge o

maximo no vértice V(—i, - A) da parabola.
2a 4a

b e M
x-—za — X= ~—{_ 2)ﬁ2,75

Como o fazendeiro s6 vende as suas melancias aos domingos, ou seja, quando x
e um ndmero inteiro, o que ndo acontece no vértice, deverd vender as suas
melancias trés semanas a contar deste.domingo.

d=

Para estudar este problema, imagine-se a representacéo grafica de uma parabola,

que satisfaca as condigdes descritas no enunciado.
A
}i’
7
)

-6+ —4{-3 -2-10
-3,5

z

5

Assim, considere-se que a altura maxima € atingida no ponto de intersecgéo com
0 eixo das ordenadas: (0, 6).

Como a largura da base do tinel é de 10 m, os pontos de interseccdo com o eixo
das abcissas sdo (5, 0) e (-5, 0).

Atendendo ao facto de que se reserva, em cada um dos lados, metro e meio para
passagem de pedes, as faixas destinadas a veiculos sdo de (—35; 0) até a
origem e da origem até (35; 0). E nestes pontos que se poderdo encontrar as
zonas mais baixas das pistas destinadas a veiculos.

A parébola considerada pode definir-se analiticamente por y=ax*+6, a=0.

Como (5, 0) é ponto da parabola, segue que:

6
= 2 e
0=axb'+6 < a % 5
Entdo, a parabola pode definir-se por y=——x>+6.

25

A altura que procuramos determinar é a ordenada do ponto da parabola cuja
abcissa é 3,5.

6
=——x(35+6=3,06
y=-2 (3.5}
Concluindo, a altura minima nas pistas do tinel destinadas a veiculos & de 3,06 m.
Uma vez que é exigido que os veiculos tenham, no maximo, menos 30 cm que esta
altura, 3,06 - 03 =276 ¢ a altura méxima permitida para os veiculos poderem
passar neste tlnel.

4 FUNGAO QUADRATICA

y
50+
40
10
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/
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Exercicion.” 7

1. Pretende-se construir um campo de futebol rectangular. Para cercé-lo, dispge-se de 60 m de alambrado prefabricads
e, por uma questdo de economia, vai ser aproveitado o muro do quintal.

a) Determine a érea do cercado em fungéo de um dos lados.
b} Construa o gréfico da fungdo determinada na questao anterior.

¢) Calcule as dimensties desse terreno para que a area seja maxima.

2. Umterreno de forma rectangular tem perimetro iguala 40 m.

a) Expresse a area desse terreno em func&o do comprimento de um dos lados.
b) Construa o grafico dessa fungao.

¢) Calcule as dimens@es desse terreno para que a drea seja maxima.

3. Afigura abaixo ilustra uma ponte suspensa por estruturas metalicas em forma de arco de parabola.

Ospontos A, B, C, D e E estdo no mesmo nivel da estrada e a disténcia entre quaisquer dois consecutivos & 25 m.
Sabendo que os elementos de sustentag&o sdo todos perpendiculares ao plano da estrada e que a altura do elemento
central [CG] é 20 m, determine a altura DH .
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Constdere uma fungao quadratica definida por fix) =2 +2x—12.
Determine m € IR de modo que flm—1)=3.

O grafico da funcdo flx) =x* + kx + m & uma parabola cujo
vertice € o ponto V(-2 , —9) . Determine o valorde k& —mz.

Considere a fungao g(x)=—- - 3x + 10.
Represente graficamente a funcao e indique:
a) o dominio e o contradominio;

b) os intervalos de monotonia;

¢) a variagio de sinal.

Defina, por meio de uma expressdo analitica, cada uma das
funcoes cujas representagoes graficas sio:

A B @
\2 | 7 A\
4 / 2! B Vielh
L / . 150
] / S-YB2IN [£ |
o / e y
A\ : 2\ B33P | 24
-2-10[\1/2 B 4X / i E
i / \ i

Sejam a e b duas funcoes definidas por:
a(x) =2 (x — 3)? bix)=—(x+1P -2

a) Considere as parabolas que as representam graficamente e indi-
que:

i) as coordenadas do vértice;

11} as coordenadas dos pontos de intersec¢io com os eixos coor-
denados;

iii) o sentido da concavidade.

b) Represente graficamente as duas funcdes no mesmo sistema car-
tesiano ortogonal.
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6.

Um jogador de futebol chuta uma bola em direc¢do a baliza.
A bola descreve uma trajectoria em forma de parabola. A les
que descreve a altura atingida pela bola, em funcdo do tempo
t, em segundos, decorrido apds o lancamento, ¢ dada por
b(t) = - 5£* + 14¢, em metros.

Calcule a altura maxima que a bola atinge neste remate.

Um fazendeiro quer construir um curral rectangular. Para
cerca-lo, dispoe de 400 m de arame e de uma parede ja exis-
tente. Sabendo que a cerca de arame tera 4 voltas, determine
as dimensoes desse curral para que a sua area seja maxima.

Uma loja de venda de material informatico compra cartuchos
de tinta para uma determinada impressora a 28,00 Mt a uni-
dade e prevé que, se cada cartucho for vendido a x Mt, serdo
vendidos 200 — 2x cartuchos por més.

a) Escreva uma expressio matematica que traduza o lucro mensal,
em funcdo do preco de venda x , de cada cartucho.

b) Para que o lucro seja maximo, determine qual deve ser o preco
de venda x de cada cartucho.

¢) Qual sera o lucro maximo e quantos cartuchos serio vendidos

mensalmente ao preco que maximiza esse lucro?



SINTESE

Uma funcéoe quadratica pode definirse analitica-
mente por uma eXpressao do tipo:

fix)=ax*+bx+c, onde a, b e ¢ sao nime-
rosreaise a#0 .

O gréfico de uma fungdo quadratica é uma
parabola.

O dominio de uma fungao quadratica ¢ R .

O contradominio de uma fungdo quadratica
ixl=alx—pP’+qg, a=0, &

® [g, +oo] quando a>0

¢ ]-o0, gl quando a<0

A expressao analitica de uma funcao quadratica

i =a +bx+c, a=0, pode representarse
na forma:

fix) =a(x—pF+ g onde

da parabola de coordenadas V(p, Q.

A representacdo grafica de uma funcéo quadra-
ticafix) =alx—pP?+q, a0, éuma parabola
que satisfaz o seguinte:

*se a>0, tem a concavidade voltada para cima,
se a<0, tem a concavidade voltada para baixo;

¢ 0 vértice da parabola tem de coordenadas
ip, g ;

carecta x=p € o eixo de simetria;
® intersecta o eixo das abcissas nos pontos

pl(pﬂ/jg, 0) o Pg(p—\/jg, o);

¢ intersecta o eixo das ordenadas no ponto
Q0, a’+qg).

& FUNCAO QUADRATICA

=» Os extremos correspondem & ordenada do vértice

da pardbola que representa a fungéo quadratica.
Se a>0 afuncido admite minimo; se a<0 a
funcdo admite maximo.

Os extremantes correspondem & abcissa do ver
tice da pardbola que representa a fungdo quadra-
tica.

No que respeita & monotonia de uma funcédo
quadrdtica fix\=a(x—pP+qg, a=0:

°se a>0, édecrescente para x < D e cres-
centepara xzp;

®se a<0, ¢decrescente para x> p e cres-
cente para x<p.

No que respeita a variagao de sinal de uma fungéo
quadratica fiX)=a(x—pf+q, az0:

°se a>0,

€ negativa em ]p—q/—g, p+,f_gl:
e positiva em IR\[p—J—g, p+,/_§:l

sce <0,

€ negativa em lH\[p—,f—g, o+ _g:,
it ¢ lp—f=2 o
€ positiva em:; :l,o = P a[.
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¢ 1 UMPOUCO
“w DE HISTORIA. ..

~ Diofanto de Alexandria foi ;
um célebre matemadtico

grego cuja data de nasci-
mento é desconhecida, pre-
sumindo-se, por estudos
cientificos da época, ter
vivido entre o século II a. C.
e o principio do século IV da
nossa era.

Foi o autor da obra Aritmé-

tica, um tratado em treze

livros os quais apenas se

conhecem dez. Neste tra-
tado, Diofanto fez uso de um
original sistema de notacGes
simbolizado por abreviaturas
pouco adoptado pela genera-
lidade dos matemdticos ndo
influenciando sistemas pos-
teriormente desenvolvidos.

Diofanto

INEQUACAO
QUADRATICA

1. Inequacéo linear

Na classe anterior, estuddmos a resolucdo de inequacoes lineares.

As inequagdes que pelos principios de equivaléncia se podem simplifi-
car a forma canénica:

ax+b>0; ax+b=20; ax+b<0 ou ax+b<0

emque a e b sao mimeros reais quaisquer, com a # 0, designam-se
por inequagdes do 1.° grau ou inequacées lineares.

A resolugdo de inequacdes lineares é fundamentada nos seguintes
principios de equivaléncia:

Principio da adicio

Adicionando ou subtraindo um mesmo ntimero a ambos os mem-
bros de uma inequacdo, a desigualdade mantém-se.

Principio da multiplicacio

Dividindo ou multiplicando ambos os membros de uma inequacio
POT um mesmo nuamero positivo, a desigualdade mantém-se.

Dividindo ou multiplicando por um mesmo nimero negativo ambos
os membros de uma inequacdo, a desigualdade inverte o sentido.

A resolucdo de uma inequacdo do 1.° grau baseia-se nos mesmos prin-
cipios da resolucdo de uma equacdo do 1.° grau, a excepc¢ao do ultimo
principio que é o que diferencia estas resplucbes.

De forma simplificada, pode dizer-se que uma inequacio linear é resol-
vida da mesma forma que se resolve uma equacdo do 1.° grau, s que
quando o coeficiente de x ¢ negativo no final da resolu¢do, multiplica-se
ambos os membros da inequacdo por (- 1) e inverte-se o sentido da desi-
gualdade.



5. INEQUAGAD QUADRATICA

EXEMPLO:

Aesolva as inequacdes seguintes e represente a solugdo geometricamente no eixo
eal e sob a forma de intervalos.

a) 5x—8 < 3x+12 b)l—%t;%—ﬂ
Resolucéo

a) BX—8 < 3x+12 € Bx—3x < 1248 < 2x < 20<:>x<22—0<:>x<1ﬂ

<

0
Solugde: x € |-oco, 10[
b) 1—%1‘; %—Zt S 6-Bt>T-12= 12t-33t> 7-6 &

@—2”;1@2”4—1@@;% -~

RS
<

Solucdo: &€ :|— 00, — —}

1. Resolva as seguintes inequagdes e apresente a soluc&o sob a forma de intervalo.

a) x+1>x+5 b) 1*;57)‘;,{_%
2 1 3 x+1 3(2x-1)_ x+3
P RN d >
c)5x 1>10x+8x ) 5 + 5 5
1
35 ——=x
3k+2) _ 1 ( 2) 4@x-1) _7-x
BT L f -
e) 4k : 7t (1 -3k ) 5 =3 ; < 7 2
. ' 5 s - : s K 2 x—1
2. Determine os dois menores nimeros inteiros que verificam a inequagao 57 > e

3. Considere a inequacdo linear g— X; 1 -3 L ;X.

a) Verifique se 8 € solug&o da inequacgao.

b) Determine o conjunto de todos os niimeros reais que satisfazem a inequacao.
c) Indique:
i) o menor nimero inteiro que verifica a inequaco.

if) o maior ndmero inteiro que néo verifica a inequacéo.
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5. INEQUAGAD QUADRATICA

2. Inequacao quadratica

"

2.1. Conceito de inequacéo quadratica

Consideremos o seguinte problema:

Um agricultor tem uma horta rectangular com 26 m de comprimento
e 16 m de largura. Desejoso por aumentar a drea da sua horta, acrescenta
faixas da mesma largura a trés dos seus lados, sendo duas dessas nos
lados menores.

Qual deve ser a menor largura dessas faixas para que a 4rea da horta
ndo seja inferior a 740 m??

Resolucio:
Seja x a largura das faixas a acrescentar ao terreno. A horta ficard com
dimensodes (16 +x) por (26 + 2x) .

B -
g 'rlll; .;},
i | Ay P ‘ 184
| %k*%g‘f‘ ? $ | X
: 26+ 2x —
k| A area do terreno, depois de acrescentadas as faixas, pode ser traduzida

por:
Ax) =(16+x) (26 +2x) < A(x) = 2x* + 58x + 416

Pretende-se que a drea da horta ndo seja inferior a 740 m*. A resolucio
deste problema consiste, portanto, na determinacdo do conjunto de valores
de x tais que:

Alx) 2740 <& 2x*+58x+416 > 740 < 2x*+58x—324 > 0

As inequacGes que pelos principios de equivaléncia se podem reduzir
a uma das seguintes formas candnicas:

ax®*+bx+¢c>0 ; ax*+bx+c> 0 d
l ax’*+bx+c<0 ou a*+bx+c<0

onde a, b e ¢ sdo nimeros reaise a # 0, designam-se por ine-
i quacgdes do 2.° grau ou inequacdes quadrdticas.

| EXEMPLO:

|

¢ —3x>0 2 -3 0
i x*+5x—6<0 1 5 -6
| IxX*-920 7 0 -9
i 10x <0 10 0 0
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2.2. Resolucdo de inequacdes quadraticas

Para encontrar o conjunto-solucdo de uma inequagdo do 2.° grau, apli-
cam-se os principios de equivaléncia de inequagdes e analisa-se a varia-
¢ao de sinal da representacdo gréfica da fungdo quadrética associada a
inequacao.

2.2.1. Resolucéo grafica de uma inequacgdo quadratica

A resolugdo grafica de inequagdes quadrdticas pode ser efectuada pelo
seguinte procedimento:

1.° - Reducdo da inequacao a forma candnica.

2.° — Representacao grafica da fun¢ao f(x) = ax® + bx + ¢ . Para tal, é
util a determinagdo dos zeros da funcio e a andlise do coeficiente
do termo quadratico.

3.° - Estudo do sinal da fun¢ao quadrdtica por observagdo do seu gréfico.

4.° - Apresentag¢dao do conjunto-solu¢do da inequacdo.

EXEMPLOS:

1. Resolva graficamente as seguintes inequacdes quadréticas.

g2 2
X 8>x 4_3){

b) x*— <
) x*—4x+4<0 c) 3 5 3

a) x*=3x+2>0

2. Sejam as fungdes flx}=4x—8 e glx)=—3x*+2x.
a) Represente as fungdes dadas no mesmo referencial cartesiano.
b) Indigue o conjunto de valores reais de x tais que:

i) flx) = glx) i} glx) <0 iii) flx) > glx) iv) fix) x glx) >0

Resolugde
A
al xX'-3x+2>0
Zeros da fungdo flx)=x*—3x+2:

i‘()():U'~:::>,’(2—3x+2=04:};(:3_i\£_9¥—_8<:> 31

0 gréfico da funcdo intersecta o eixo das abcissas nos pontos P(2,0) e Q1,0).

0 valor do coeficiente do termo quadrético a é positivo, portanto a parabola que
representa graficamente a fungdo tem concavidade voltada para cima.

Resulta, portanto, a representacgéo grafica ao lado.
A solugdo da inequacéo do 2.° grau é obtida a partir da analise do grafico tracado.

Pretende-se estudar os valores de x para os quais f(x) >0, ou seja, onde
f admite valores positivos.

Assim, a solucdo da inequacdo x*—3x+2>0 é xEl-oco0, [ U 12, +oo[.

FLMM10-F06

5. INEQUAGAQ QUADRATICA

p OBSERVACAD:

Na representacao grafica de
uma fungao quadrdtica
flx) =ax* + bx + ¢, deve-se
ter em conta que:

°se a>0, apardbola tem
a concavidade voltada
para cima;

ese a<0, aparabolatem !

a concavidade voltada

para baixo;

®se A>0, afuncio qua-
drdatica tem dois zeros reais
e diferentes e o seu grafico
corta o eixo das abcissas
nesses dois valores;

°se A=0, afuncdo qua-
drdtica tem dois zeros reais
iguais (zero real duplo) e o
seu gréfico corta o eixo das
abcissas num tnico ponto;

*se A<O0, afungdo qua-
drética nao tera zeros reais,
consequentemente o gra-
fico da func¢ao ndo inter-
secta o eixo das abcissas.

t\_;r/m‘wﬁ




5. INEQUAGAD QUADRATICA
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bl x*—4x+4<0

Zeros da fungdo flx)=x*—4x+4:
fl=0 < xX*—4x+4=0 < (x-2"=0 <= x-2=0 < x=2

Representacdo gréaficade flx)=x*—4x+4, com a>0:

A
4

e

+ +

0

-

1 2 3 4 x

Estudam-se os valores reais de x que verificam flx) <0, ou seja, para os quais a
fungdo f(x)=x*—4x+4 éndo positiva (negativa ou nula).

Pela leitura do gréfico, conclui-se que flx) <0 < x=2.
Portanto, a solugdo para a inequagdo dada é xE1{2}.

3 2 3

Observe que a inequacao nao esta na forma candnica. E necessario, por isso, que
primeiro se reduza a forma candnica. Assim:

8. -4 2
>
3 2

f=—

—

ok & AxP-8)>3(x2—4)-4x

2x*— 16> 3x2— 12— 4x
—xX+dx—4>0

Zeros da fungdo flx)=—x*+4x—4 :
=0 & —X+4x-4=0 & —(x-2=0 & x-2=0 & x=2

A parabola é tangente ao eixo das abcissas no ponto P(2,0).

Representacéo gréfica de flx)=x*—4x+4, com a<0:~

¢ -
3

Pela observacdo do gréfico, conclui-se que ndo existem valores reais x tais que
flx) >0, portanto, o conjunto-solugéo da inequacdo é x€@.




5. INEQUAGAD DUADRATICA

2.

a} Com vista a representagdo gréfica das fungdes dadas, é necessario determinar
os pontos de intersec¢@o dos gréficos das fungGes com os eixos coordenados e
estudar as coordenadas do vértice da parabola y=glx).

= Pontos de intersecc¢ado das fungdes dadas com os eixos coordenados:
fiX=0 < 4x-8=0 & x=2
flo)=4x0-8=-8
0 grafico de f contém os pontos (2, 0) e (0, —8).
g =0 < —3x+2x=0 <> —x(3x-2)=0 & x=0 V x=§
gl0)=—3x0*+2x0=0
0 gréafico de g contém os pontos (0, 0) e ([], g).

3
¢ Coordenadas do vértice da parabola que representa a fungéo g :
b 2 1 A . 4 1
:——:}X:———-:—; V:——:> =
s guais a X 2a Y Y 4a d 4(-3) 3

o atd
de y= 1 a
0 vértice de y=g(x) & (3, 3)

Constate-se ainda que a parabola tem a concavidade voltada para baixo (a<0).

A
14 Rl i L [
fook
1530, que , < -
2 -1 : 3x
-4
-12
-16
—1+V
- b} i} fiX=g0 < 4x-8=-3x"+2x & K +2x-8=0 & x=%
s Tl —138 4
= V ox= & x=—2V x=—
& X 3 X 3 e X 3
4
e -2, -
X 3}

ii} Resolver a inequacdo g(x) <0 significa encontrar os valores reais de x para
os quais glx) =—3x*+2x é ndo positiva. Pela observag&o do gréfico anterior:
XEl-00, 0] U |:%+oo[

iii)Resolver a inequagédo 7{x) > g(x) significa encontrar os valores reais de x para

os quais flx) = 4x — 8 toma valores maiores do que os de g(x) =—3x* + 2x .
Pela leitura do gréfico pode-se concluir que:

fiX)>gl¥) & xEl-o0, -2[ U }%,Jro{

tais que iv) 0 produto flx) < g{x) toma valores positivos quando f(x) e g{x) tém o mesmo sinal.
Pela leitura do gréfico pode-se concluir que o conjunto-solugdo da inequacao é:
2

XEI—OO, DI U :|§, 2|:
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5. INEQUACAD QUADRATICA

Exercicio n.° 2

1. Considere a seguinte representacdo grafica de uma fung&o quadratica:

~

— b W s U

—217*3—2-10 1 2\ 3
-1
=P

Determine, sob a forma de intervalo, os valores de x para os quais:
a) afuncdo é positiva;

b) afuncéo é ndo positiva.

2. Resolva graficamente as seguintes inequacdes.

a) 3(x*+3)-43+xY)<x—6 b) 3x(x —5) < 2x*
2X—2 _ 3 +5 2. ]
c) 1 - 6 d)2—5x +5x+3>0

3. Sejamasfuncdes flx}=2-xe glx)=x"—4x+4.
a) Represente as fungdes dadas no mesmo referencial cartesiano.
b) Pela leitura do gréfico, indique o conjunto de valores reais de x tal que:
i) fix) = glx)
ii) glx) <0
iii) f{x} < g(x)

2.2.2. Resolucdo analitica de uma inequacao quadrét}ca

A resolucdo analitica de inequacgbes quadraticas pode ser efectuada
pelo seguinte procedimento:

1.° - Reduzir a inequacdo a forma candnica.
2.° - Resolver a equacdo quadratica correspondente: ax*+bx+¢=0;

3.° — Factorizar o trindmio quadrdtico ax* + bx + ¢, tendo em conta
que ax*+bx+c=alx-x) (x—x,), onde x, e x, sdo as rai-
zes do trindmio quadrético.

4.° - Construir uma tabela de variacdo de sinal do trinémio quadrdtico
correspondente.

5.° - Atendendo ao que se estuda, apresentar o conjunto-solugio.
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5. INEQUAGAQ QUADRATICA

EXEMPLO:
Resolva analiticamente as seguintes inequagdes quadraticas.
a) XX=Tx+12>0 b} —2x*+5x—-2>0
Ressolugéo

a) Determinagdo das raizes da equacdo x*—7x+12=0:

\,’ 2_
x"*—'ix+12:0x‘:}x:-"i 72 4Xlz~:'::>)(=“-1\./x=3.
A factorizagdo do trinémio quadratico é: x2— 7x + 12=(x—3)(x-4).

Numa tabela, estuda-se o sinal de cada um dos factores (x—3) e (x—4) e ainda

P OBSERVAGAG: |

do produto (x—3) (x —4), tendo em conta a regra dos sinais. Se um polinémio ax®+ bx+ ¢
admite os zeros x, e X, 8
X oo, 3 3 13, 4 4 14, +oof entdo pode escrever-se na
. seguinte forma factorizada
X—3 - 0 + + + ax’+ bx+c=alx—x) (x—x,) .
x—4 - - - 0 +
{(x—3) (x—4) - 0 - 0 +

Concluindo: (x—3) (x—4)>0 < ¥ —-Tx+12>0 & ox<3 Vx4
Solugdo: xE]-co, 3[ U J4, + oo

b) Resolvendo a equacao quadratica associada 3 inequagao vem:

—_— 2-_. — —
— 204 5x—2=0 & x="2FV 52><4(i<;) 2)x(-2)

& x=2 vV x=%

De onde resulta a factorizagdo: — 2x*+ 5x —2 = — 2( - —;—) (x—2).

X J—oo,%[ % };-2[ 2 12, + ool
1
= il S 0 = _ =
2( 2)
X2 = — - 0 +

—Z(X——;-)(X%ZJ = 0 + 0 -

—2(;(—%)()(—2);0 & —20+5x—230 < xe[%, 2}

Exercicion.® 3
'. Resolva analiticamente as inequacdes sequintes.

a) (x+1) (x=2) < (x+1) (2% 1] b) (4X2_5+%>(%x—1)>0

- Dada a equacdo x*—2(m+2)x+ (m+2m—3) =0, quadratica em x, determine os nimeros mE R de modo que a
equacao admita:

a) duas raizes reais diferentes e com 0 mesmo sinal;
b) duas raizes reais diferentes e de sinais contrarios;
c) duas raizes reais diferentes, de sinais contra rios, sendo a positiva a de maior valor absoluto.
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b) Hx)>195 = —x2+30x—5>195 < —x*+30x—200>0

" + 100
-x*+30x-200=0 & x:—fﬂ—:;‘/—m = x=10% x=20)
Pela analise do grafico de y=— x*+30x— 200 representado ao lado, conclui-se

que:
—x*+30x-200>0 < 10<x<20

Portanto, para que o lucro mensal seja, no minimo, de 195 milhares de
meticais, a quantidade mensal vendida deve ser entre 10 e 20, inclusive.

2 a) Com o desconto de x meticais, o preco de cada pega serd 90— x e a quantidade
vendida 200 + 10x . Portanto, o valor da facturagdo, em funcdo do desconto,
pode ser traduzido por:

flx) =(200+10x) (90 — x) < f(x) =—10x*+ 700x + 18 000

b} A funcdo que traduz a facturagao atinge o maximo no vértice V(— Zi - f‘—)

da parabola que-a define graficamente, pelo que: & 4
b 700
e 2 o e e
% f 2C-m)
Assim, para que se tenha facturagdo méaxima, o valor do desconto deve ser de
35,00 Mt por unidade.

XV:_ =35

¢} Aix)>20000 = — 10x*+700x + 18 000 > 20 000 <= — 10x>+ 700x — 2000 >0
—10x*+700x - 2000 =0 <> x=35+5V/41
Por observacdo do gréfico representado ao lado:

—10x%+700x — 2000 >0 <> 35--5V/41 < x < 35+5V/41
ou seja, 3<x <67.

Assim, a empresa terd condicdes de ter um fundo de reserva se os valores de
desconto x forem superiores a 3 Mt e inferiores a 67 Mt por unidade.

3. Adreadacalgadaé A(x)=(20+x) (30 +x) —20x 30 < A(x)=x"+50x.
Como o operério so dispde de 275 m? de ladrilho, entdo:
AlX <275 & X2 +60x< 275 < x*+50x—275<0
X2+ 50x-275=0 <> x=—25+ V900 < x=-55\ x=5

Pela obhservagao do grafico seguinte, x*+50x—275<0 < —55< x<5

Concluindo e uma vez que x representa um comprimento {e, portanto, ndo toma
valores negativos): x€1]10, 5].

Assim, a largura da calgada deve ser inferior ouiguala 5 m.

5. INEQUACAD QUADRATICA

30

| RN

10

1] X
o 15 90 ok

-20
=30

OBSERVACAQ:

—10x*+700x - 2000 =0

— 700 + \/410 000
— e ke
—20
i —700 +
o 709:;goxfﬂ

& x=35+5VH

10 000
6000

2000

O\ 25 50 Arsx
i 007 35-5v41 35+ 5441
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2. Um fabricante de brinquedos pode produzir um determinado brinquedo

5.INEQUACAQ QUADRATICA

Exercicion.” 4

1. Um hotel, com 100 apartamentos individuais, foi alugado por uma empresa para a realizac8o de um congresso. No
contrato de arrendamento aparece a seguinte clausula:
Cada hospede pagard 800,00 Mt mais 10,00 Mt por apartamento que n&o for ocupadao.

a) Determine a quantia méxima, em Mt, possivel de ser arrecadada pelo dono do hotel.

b) Qual o nimero maximo de apartamentos ndo ocupados para que a quantia arrecadada pelo dono do hotel ndo seja
inferior a 80 000,00 Mt?

a um custa de 10,00 Mt por unidade. Estima-se que, se o prego de
venda for x, o nimero de brinquedos vendidos por dia serd de 45— x.

a) Expresse o lucro diario em fungdo de x.

b) Se o prego de venda de cada brinquedo for de 30,00 Mt, qual serd
o lucro diario?

c) Determine qual dever4 ser o preco de venda de cada brinquedo
para se obter um lucro maximo.

d) Esboce o gréfico do lucro em fungdo de x.

e) Determine o preco de venda a praticar para que o lucro néo seja inferiora 200 Mt.

3. 0 Sr. Silva quer construir uma casa num terreno quadrado. A legislagdo do municipio s6 permite construir, nessa zona
do parcelamento, em, no maximo, 20% da area do terreno.

Determine as medidas de um terreno para construir a casa desejada, de tal modo que o quintal tenha uma 4rea de,
pelo menos, 500 m?.
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Dadas as fungbes flx)=2x-6 ¢ glx)=—a>+2.

a) Represente as fun¢des dadas no mesmo sistema cartesiano orto-
gonal.

b) Pela leitura do grifico, determine x € R tal que:

i) flx) = 0. i) gx) =0 :

ii) f(x) < g(x) iv) flx) x g(x) >0
Resolva graficamente as inequacdes seguintes.
a) x*—x-6<0
b) 3(x*—1)>15(x + 1)

L

c) —§+-5—x+—g—x2>x2+x

Resolva analiticamente cada uma das inequacoes:

) g e g%x—6

2x -1
4

bj 3= +5(x-1)<0
) 4x>+ (x + 1)< 1

Considere a equagao quadritica em x, x> — (m* —~ 1)x =0 .
Determine o valor real de m de modo que a equacio admita
uma raiz nula e uma negativa.

Para cada m € R, considere definida uma funcio g, de
dominio IR, pela seguinte expressio analitica:

glx) =4«

Determine o conjunto de valores de m de forma que:

= (2m + 3)x + 3m* + % m—2,

a) o gréfico de g intersecte o eixo das abcissas num tdnico ponto.
b) admita dois zeros de sinais contrarios.

c) admita dois zeros diferentes sendo o de maior valor absoluto
negativo.
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6.

9.

Para delimitar uma area rectangular a ser utilizada coma
deposito, um engenheiro esta a estudar as possiveis formas de
a cercar utilizando uma extensa parede ja existente. A empresa
dispoe de material para construir apenas 120 m da vedacio.
Determine que valores pode admitir a largura do depésita
para que a sua area seja superior a 1000 m* .

Lanca-se uma pedra de um ponto sittado a uma altura de 6 m do
solo. Durante 0 movimento da pedra, a altura a que esta se encon-
tra é dada pela expressao h(f) = 5¢#° + 29¢+ 6, onde # repre-
senta, em segundos, o tempo passado apos o langamento.

a) Indique ao fim de quanto tempo a pedra cai ao chio.

b) Determine o intervalo de tempo em que a pedra estd a uma
altura superior aquela a que foi langada.

¢) Determine qual a altura maxima atingida pela pedra.
d) Indique qual o instante de tempo que a pedra comega a descer.
Durante uma experiéncia foi registada a variacdo da temperas

tura de um liquido, em graus Celsius, que evoluiu, nas primeiras
8 horas, segundo a funcéo:

Hx) =~ —i—xl +3x4+7

onde x representa o tempo, em horas, decorridos apés o ini-
cio da experiéncia.

a) Represente graficamente a variagdo de temperatura do liquido
em fun¢do do tempo, durante toda a experiéncia.

b) Indique as temperaturas a que se encontrava o liquido no inicio
e no final da experiéncia.

c) Determine em que momentos da experiéncia o liquido obteve
uma temperatura superior a 10 °C .

Um estudo efectuado no ambito de um projecto social con-
cluiu que a populacio de uma determinada provincia cres-
cerd, nos proximos anos, de acordo com a férmula:

P(#) = 30 000 +2¢ + 157

onde ¢ representa o numero de anos decorridos a partir do
ano 2010.

Determine a partir de que ano se prevé que a populagao da
provincia em causa ultrapasse os 50 000 habitantes.
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