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IEDA

Introducao

O presente guido estd estruturado de forma a orientar claramente a sua aprendizagem dos
conteddos propostos para esta classe. Sdo apresentados neste guido os conteidos e os objectivos
gerais e especificos para esta classe bem como a estratégia de como abordar cada tema.

A estrutura sugerida é de agregar conteidos por seccdes podendo estas serem divididas por
partes.

Em cada secc¢do € proposta uma forma de abordagem dos temas incluindo alguns exemplos para
facilitar a compreensao dos contetidos. Para a consolidacdo, fazem parte deste guido tarefas

resolvidas e tarefas propostas com ou sem solu¢do apresentada.

A avaliagdo serd por seccgoes, por isso, o estudante serd submetido no minimo a trés testes ao
longo do ano.

A avaliacdo serd por seccoes, por isso serd submetido no minimo a trés testes ao longo do ano.

Objectivos da classe

Ao terminar a 10? classe, o aluno deve possu
Teoria de conjuntos;

Polindémios;

Func¢des quadriticas, exponenciais
Inequacao quadratica exponenci
Equacdes exponenciais € lo
Elementos de Trigonometria;
Estatistica;

Como operar com conceitos, procedimentos e métodos apropriados para o desenvolvimento de
processos de pensamento 16gico;

Desenvolver a capacidade de comunicagio:
Desenvolver capacidades para a busca de informacao em diferentes meios e usar tecnologias;

Desenvolver habilidades na resolucdo de problemas matemdticos que reflectem situacdes
quotidianas da vida econémica e social do pais € do mundo, no dominio Q (nimeros racionais);

Desenvolver habilidades de:

Utilizar correctamente instrumentos de medic¢ao;

Converter as unidades de medida;

Estimar quantidades;

Esbocar figuras, a partir de objectos reais;

Recolher e organizar dados, assim como representd-los em tabelas e gréaficos;

Interpretar fendmenos sociais, econdmicos, naturais, etc. a partir de tabelas e graficos;

Instituto de Educagdo Aberta e a Distdncia 1
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Identificar relagdes funcionais e suas propriedades partindo das suas representacoes, para usa-las
na modelacao de situagdes praticas;

Desenvolver a confianca em si préprio: exprimir e argumentar as suas opinides; formular juizos
elementares sobre situacdes concretas; enfrentar com confianga novas situacdes e mostrar
flexibilidade e criatividade.

Desenvolver habitos de trabalho, persisténcia e rigor: manifestar responsabilidade,
disponibilidade, autonomia e interesse para planificar, organizar e realizar os trabalhos de
matemadtica de forma organizada e revelar preocupacdo de qualidade na apresentacdo dos
trabalhos.

Desenvolver o espirito de tolerancia e cooperagdo: Colaborar nos trabalhos em grupo, partilhando
saberes e responsabilidades de maneira soliddria e socidvel, ouvindo e respeitando as opinides
dos outros, mostrando espirito critico e autocritica e participando na realizacdo de actividades e
na resolu¢do de problemas.

Amigo estudante! A matematica é, relativamente, facil e interessante. Mas, para que ela se
apresente assim para si, serd preciso observar os seguintes pontos:

Como estudar matematica

Em geral:

1. Ler os textos de matematica, tos, sempre que for necessario;

2. Realizar as tarefas, solici o ajuda do professor no CAA, sempre que precisar;

3. Corrigir os exercicios do livro aqueles adicionais que o Professor disponibilizar no CAA
ou por outra fonte, para que estejxtodos certos no seu caderno na hora de revé-los para a
prova;

4. Saber identificar no texto e rever os pré-requisitos basicos;

5. Usar rascunho para fazer as operacoes;

6. Organizar os calculos com capricho;

7. Nao tentar memorizar os conteidos, mas sim, compreendé-los, pois s6 desta maneira se
aprende a raciocinar;

8. Resolver as expressdes por partes e lembrar-se de substituir os resultados parciais;

Instituto de Educagdo Aberta e a Distdncia 2
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Problemas:

1. Leé-los, com atencao, até entendé-los perfeitamente;
2. Encontrar ligagcdo entre o que € dado e o que € pedido;

3. Buscar diferentes caminhos para resolvé-los, planeando sua solugdo através de esquemas,
perguntas, férmulas, etc;

4. Nao se dar por vencido até encontrar um caminho e, entdo, iniciar sua resolucao;

5. Conferir se os dados foram copiados correctamente;

6. Efectuar os cdlculos com a maxima atengao;

7. Fazer a revisdo dos cdlculos, pois a maioria dos erros nos problemas esta nas operagoes;

8. Reler a pergunta, para respondé-la adequadamente.

moroso mais vai ser certamente util.

1° Momento : Ler com muita ate
essencial o conhecimento das de
lado o texto lido ‘

er num papel as palavras, raciocinios, desenhos e/ou
sfor¢os ou percas de tempo. De momento, ndo é muito

2° Momento: Sem olhar para o t
defini¢des que te lembres, sem gra
importante ter lembrancas rigorosas.

3° Momento: Olhar criticamente para o que escreveste. Tem sentido? Falta alguma coisa? Qual é
a ordem logica das definicdes? Como explicarias a uma pessoa o que acabaste de ler? etc ... E
natural que agora te lembres de coisas que ndo te recordaste no momento anterior.

4° Momento: Voltar a ler o mesmo texto e fazer um resumo. Os conceitos mateméaticos ganham
maior clareza quando se resolvem problemas/exercicios. Resolve os exercicios disponiveis.

5° Momento: S6 depois de resolver correctamente os exercicios recomendados, continuar a
leitura das paginas seguintes a que se submete um tratamento semelhante.

Amigo estudante! Embora pareca um desperdicio de tempo, este procedimento apesar de lento
rende mais. Pois o conhecimento dos conceitos fundamentais possibilita um melhor dominio dos
assuntos estudados e dos que se irds estudar a seguir. Por isso, nos agradaria saber que vai seguir
0 nosso conselho.
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O que vocé ira estudar nesta classe.

Unidades tematicas

1. Teoria de conjunto;

2. Equagdes quadraticas paramétricas simples;
3. Equacdes biquadradas;
4. Funcgdes quadraticas

5. Inequagdes quadréticas;
6. Funcgdes exponenciais;
7. Logaritmo e Func¢des Logaritmicas;
8. Trigonometria;
9. Estatistica;
10. Geometria espacial.

Esquema por seccoes

Seccao I

1. Teoria de conjuntos;

2. Equagdes quadraticas paramétricas s
3. Equacdes biquadradas;

4. Fungdes quadriticas.

Seccao 11 ‘

1. Equacdes e Inequacdes drati

2. Fung¢des Exponencial e Logaritmica;
3. Equacdes e Inequagdes Expo?t'iais;
4. Equagoes e Inequacdes Logaritmicas.

Seccao III

1. Trigonometria;
2. Estatistica;
3. Geometria espacial.

IEDA
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SECCAOT
Parte 1

Teoria de conjunto

Amigo Estudante, seja bem vindo a primeira parte da primeira sec¢do. Nesta parte ird aprender
conteddos sobre teoria de conjunto, onde serd capaz por exemplo de saber o que € um conjunto,
conjuntos e suas representacoes .

Assim, vamos enumerar os objectivos especificos, que te vao orientar durante o seu estudo.

& Objectivos especificos

Os objectivos especificos para esta parte sao:

—

si e seus elementos;
sdo, através de diagramas de Venn,

Usar os simbolos para relacionar conjuntos en
2. Representar um conjunto por extensio e por co
chavetas e/ou intervalos e na recta graduada;

Efectuar as operacdes de reunido, 1nte cao e di

(98]

enca de conjuntos;
s propriedades das operagcdes sobre

conjuntos;
& Conteddos

Sim, como € do seu i do deverd avancar para os novos conteiidos sem antes
rever as matérias que v i teriores Porque estes conteﬁdos sﬁo pré requisito
para a assimilacdo dos
revisao dos conteudos abaix m casos de duv1das, para o seu esclare01ment0, pode
recorrer aos seus colegas, ao docente da disciplina e ou ao tutor no CAA.

% Contetdos para a revisiao

Conjunto e elemento de um conjunto;

Representacdo de conjunto;

Relacdo de pertenca;

Definicao de conjuntos por extensdo e por compressao;
Conjunto vazio e conjunto singular.

Muito bem, ja terminou com a revisdo, em seguida realiza o estudo de novos contetidos. Tendo
em conta os momentos que te propomos logo no inicio do estudo deste guido.

@ Novos contetiidos
e Relacdes entre conjuntos
e  Subconjunto . Relacdo de inclusdo (contém e estd contido)
e Jgualdade de conjuntos
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Conjunto universal;

Operacdes com conjuntos;

Reunido de conjuntos;

Interseccao de conjuntos;

Diferenca de conjuntos;

Complementar de conjunto;

Propriedades das operagdes de conjuntos;
Resolugdo de problemas concretos da vida real.

Abordagem dos contetidos
1- Relacdes entre conjuntos
Material necessario: Livro de Matematica

Assim, com o livro vocé deverd proceder de acordo
estudo do guido.

m o método que te propomos no inicio do

Ler com muita atengdo e concentracdo uma ] i as defini¢cdes sobre teorias de
conjunto, observando a sua importincia e o-§eu signifi tendo como referéncia a relag@o entre

caracteristicas especiais.

v

Conjunto vazio 7
Chama-se vazio ao conjunto que ndo tem nenhum elemento e representa-se por A={ } ou ..d.

Ex: Conjunto P dos nimeros pares, que terminam por 1, ¢ um conjunto vazio, pois nao
existe nimero par que termine por 1.

Entdo P={ } ou..@..

Conjunto singular
Chama-se singular ao conjunto constituido por um tnico elemento.

Ex: A= {sol } Sendo A o conjunto de estrelas do sistema solar.

Conjunto universo

Chama-se universo, ao conjunto definido de tal forma que inclua todos os objectos que
satisfacam seus critérios. Pode conter um ndmero finito ou infinito de objectos ou elementos, mas
deve conter necessariamente pelo menos um elemento. e é sempre representado pela letra U.
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Ex:
U= conjunto das estrelas € um conjunto universo infinito .Enquanto que;
U= Planetas do sistema solar € um conjunto universo finito.

U
\ B

Relacoes entre conjuntos ( inclusao e exclusiao)

Muito certo, vejamos agora,

Considera os conjuntos U de todos os animais quadripedes, M dos mamiferos
U= {cabrito, leao, gato, cao,cavalo, burro....}

M={Cabrito, Gato, Leao}
Amigo, verificas que:

Todos os elementos do conjunto M pertence unto
Assim, dissemos que:

M esta contido em U ‘

M estd incluso em U e
M ¢ subconjunto de U \

Simbolicamente : M c U, Ié-se M esta contido em U

Ou de outra forma 1é-se U contém M
UM
Assim:

Podemos dizer que um conjunto esta contido noutro, quando todos os elementos do primeiro
conjunto pertencem ao segundo.

Podemos dizer que um conjunto contém outro, quando todos os elementos do segundo conjunto
pertencem ao primeiro.

Observa agora em: P={Pdssaro, Peixe}

Serd que os elementos do conjunto P pertencem ao conjunto U?
Assim, dissemos que:

P ndo esta contido em U
P ndo esta incluso em U
P ndo é subconjunto de U
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Simbolicamente: P ¢ U , 1é-se P ndo estd contido em U

Amigo, saibas que na relacdo entre conjuntos, podemos ver também que um conjunto nio faz
parte de outro e a essa relagdo chamamos de Exclusao.

Assim, podemos dizer que um conjunto P ndo € subconjunto de outro conjunto U, desde que um
elemento de P ndo pertenga a P,U.

Caro amigo, agora preste atengao:

Para qualquer conjunto P, temos¢o <P ou P > ¢.Lemos assim:

Para qualquer conjunto P, temos o conjunto vazio que estd contido em P, ou P contém o conjunto
vazio. Logo:

- O conjunto vazio € subconjunto de qualquer conjunto.
- Qualquer conjunto é subconjunto de si proprio.

Igualdade entre conjuntos:
Observa os seguintes exemplos:
Se A={2,4,6,8,10.,....}

e B= {x:xé umndmeropar} dissemos qut igual a B)ou

Mas se A= {1,2,3,4,5} € B={1,2,3, i 3 (A e diferente de B).

As relagdes de inclusdo, exclusdo e ade sdo feitas entre conjuntos.

2. Operacoes com conjuntos.

Amigo, quando falamos de operacdo lembramos logo de adi¢do, subtracg¢do, divisdo,
multiplicagdo entre nimeros, saiba que também é possivel operar conjuntos. Essas operacdes
recebem nomes diferentes, como Unido de conjuntos, Interseccdo de conjuntos, Diferenca de
conjuntos, Conjunto complementar.

Todas estas operacdes sdo representadas por simbolos diferentes, veja a representacdo de cada
uma delas.

2.1- Reuniao ou Unido de conjuntos
Consideremos os dois conjuntos: A={b,l,0,gi,e}eB={b,v,i,1,c, h,e}

Podemos pensar num novo conjunto C, constituido por aqueles elementos que pertencem a A ou
que pertencem a B. No exemplo em questdo esse novo conjunto é:

C={b,l,0,gv,i,c,h, e}
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Amigo,repare que o conjunto C foi formado a partir dos conjuntos A e B, onde os elementos
repetidos (os que estdo em A e em B) foram escritos apenas uma vez, e dizemos que se trata da
reunido (ou uniao) do conjunto A com o conjunto B. A reunido (ou unido) de A e de B (ou de A
com B) é usualmente representada por A U B e logo teremos:

AUB={b,l,0,g,v,i,c, h, e}
Esse exemplo sugere-nos a seguinte defini¢dao geral para a reunido de conjuntos.
Definicao 1. Dados dois conjuntos quaisquer A e B, chama-se unido ou reunido de A ¢ B o
conjunto formado pelos elementos que pertencem a pelo menos um desses conjuntos (podendo,

evidentemente, pertencer aos dois), isto é, o conjunto formado pelos elementos que pertencem a
A ou a B.Assim simbolicamente teremos:

AubB={xell|xed ou xe b}

Exemplos: {1;2} U {3;4} ={1;2;3;4)

{n,e,w,t,o,n} U{h,o,r,t,a} ={a,e, h,n,

A definicao 1 nos diz que um elemento x per 1 A U B é equivalente a dizer que uma das
proposi¢cdes “x pertence A” ou “x pertence & dadeira. Desse fato decorre que:

AcAoBg ¢ BcCcAuB

Propriedades da Unido ‘

Ve

Sejam A, B e C trés conjuntos quaisquer. Entdo sdo verdadeiras as seguintes propriedades:
1-Idempoténcia: AUA=A->A un%de um conjunto qualquer A com ele mesmo ¢é igual a A;
2-Comutativa: AUB =B UA;

3- Elemento Neutro: 3 U A=A U @ = A -> O conjunto @ é o elemento neutro da unidode
conjuntos;

4-Associativa: AUB)UC=AUBUQOQ).

2.2. Interseccao de conjuntos

Seja A o conjunto dos eleitores que votaram em David Simango para Presidente do Municipio da
cidade de Maputo e B o conjunto dos eleitores que votaram Telmina Paixdao para Governadora
da Provincia de Maputo, nas eleicdes de 2004. E certo supor que houve eleitores que votaram
simultaneamente nos dois candidatos. Assim somos levados a definir um novo conjunto, cujos
elementos sdo aqueles que pertencem ao conjunto A e ao conjunto B. Esse novo conjunto nos
leva a seguinte defini¢do geral.
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Definicao 2. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chamaremos interseccao de A e de B (ou de
A com B) a um novo conjunto, assim definido:

AmB={xell|xed & xef}

Exemplos:

A1 3 =
Anew fontnihorta =10t}

Da defini¢ao de intersecgdo resulta que:

(xelllxednB=xe 4
(vxellxeAmB= x5

Os fatos acima nos diz que A intersec¢do B é um subconjunto de A e de B, ou seja:

A8 A
ArmBchB

Propriedades da Interseccao

Sejam A, B e C trés conjuntos quai ntao dadeiras as seguintes propriedades:

4
1. Idempoténcia: 4 A iﬂ*k

2. Comutativa; ~AnB=8nA

rd

3. Elemento Neutro — O conjunto universo U € o elemento neutro da interseccdo de conjuntos:
Arld = A

4. Associativa: “IBNC)={AnB)nC

Demonstracao da propriedade associativa:

O conjunto do primeiro membro da igualdade é constituido pelos elementos x pertencentes a U
tais que (por definicdo):
xed & xe(BmC=xed e (xeB8 & xe()

; RN ;
onde na segunda passagem foi utilizada, novamente, a defini¢cao de interseccdo entre os conjuntos
B e C. Tendo em vista que a proposi¢do p * (q ” r) tem o mesmo valor 16gico da proposi¢do (p "
q) A r vem que esse conjunto € constituido por elementos de U tais que:

(wed e xehB) & xeC=xeldmB & xel

[l
P g r
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Assim, fica demonstrado que o primeiro conjunto da igualdade esta contido no segundo. Para
concluir a demonstracao, isto é, provar que o segundo conjunto estd contido no primeiro, € s6
seguir o caminho inverso

Quando dois conjuntos quaisquer A e B ndo tém elemento comum, dizemos que A e B sdo
conjuntos disjuntos. Em outras palavras, dois conjuntos sio disjuntos quando a interseccao entre
eles € igual ao conjunto vazio.

Propriedades da Uniao e Interseccao
Sejam A, B e C trés conjuntos quaisquer, entdo valem as seguintes propriedades que inter-
relacionam a unido e intersec¢cao de conjuntos:

1T AUlANE)=4

2 ANAUB)=4
3 AUBAC)=(AUB)nlAol)
4 An(Bul)=[{AmBjulinC)

Note que a propriedade 3 € a distributiva da unido em relacao a intersec¢do e a 4 a distributiva da
interseccao em relagcdo a unido.

Diferenca entre conjunto

ngo para Presidente do Municipio da
Namburete para o mesmo

Seja A o conjunto dos eleitores que votara
cidade de Maputo e B o conjunto dos elei

elementos de B.

Definicao 3. Sejam A e B doi
conjunto dos elementos de A qu

A-B=ixelU|xeh e xeB

Exemplos:
{a,b,c} —{a,c,d, e, f} ={b}
{a,b}—{e,f, g, h,i} ={a, b}
{a,b}-{a,b,c,d, e} =0

Antes de prosseguirmos apresento, a titulo de ilustracdo, um diagrama de Euler-Venn com os
conceitos até aqui tratados, onde a diferenca corresponde a parte branca de A, a interseccao a
parte cinza claro e a unido a essas duas partes mais a cinza escuro.

Note que as propriedades 1. e 2. acima podem ser facilmente visualizadas nesse diagrama.
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Complementar de B em A

Definicao 4. Dados os conjuntos A e B quaisquer, com B contido em A, chama-se
complementar de B em relacdo a A o conjunto A — B, e indicamos como:

Exemplos:

e A={ab,c,d,e f} eB={a, b} =>complementar: A-B = {c, d, e, f}
e A=B={1}=>complementar: A-B=0

Observe que nos exemplos acima a condi¢@o para que o complementar de B em relacdo a A
esteja definido € cumprida (B contido em A).

Propriedades da Complementacao

Sendo B e C subconjuntos de A, valem as propriedad seguir:

1.C0mB=0i e COuB=A
2.0 =@ e CP=A
3.C% =8

4 CEO =i LCe

5. O = Cf ACS

PN
y
Vamos demonstrar apenas a pri pa propriedade 1. As demais deixo como exercicio,
me colocando a disposi¢@o para san tuais duvidas.

Da defini¢do de intersec¢ao de conjuntos e do complementar temos que:

CymB={xelU|xeC] & xeB}=
={xel|xeld e xe¢B e xef}=
—_—
b=

={xel|xed e @}=0

Tarefas resolvidas
» Relacdes entre conjuntos (inclusdo e exclusao)
1- Considera o conjunto:

A ={nimerosinteiros menoresque 8}

1.1-  Representa em extensdo, usando chavetas, o conjunto A:
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1.2- Usaum dos simbolos c,,ou D para obter afirmacdes verdadeiras:

{23}...A ... {01} {2,3.8}...a {8}..a {0.1,2,3,4,5,6,7}..a

2. Na figura ao lado estdo representados os conjuntos T e U por
meio dum diagrama de venn:

2.1 Representa por extensao, o conjunto T, usando chavetas:

2.2- Representa em compeensao o conjunto U:

2.3- Completa com um dos simblos <,z ou>:

{1,3}...T {1,9}

{1,3}....U fi9}....U
{59}...T {}o. T

P
{59}...U {1,3,5}....U

Resolucao
1.1-{0,1,2,3,4,5,6,7}
1.2- ¢;>;¢; falta um simbolo
2.1- T=1{1,3,5,7,9}
2.2- U= {ndmerosimpares menoresque 5}
22-C oG o C
e Operagdes com conjuntos:
1- Das representagdes seguintes, a representagao de um conjunto é:
A- # {4810} B. {8410} C. 48,10

2- A representacdo em extensao do conjunto dos nimeros inteiros maiores que 12 € menores
que 17 é:

A {12,13,14,1516} B-{13,14,1516} C- {13,14,15,16,17}
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3- A representacio em compreensio do conjunto {8,10,1214,16} é:
A- {numeros pares maiores que 6 emenores que18}
B- niimeros pares maioresque 10
C- {ndmeros pares menores que 17}
4- Das afirmagdes, a seguir indicadas, a verdadeira é:
A-9¢ (195) B-8=3x3  C-7e{6,8x3.2}
5- Considera os conjuntos:
E ={14,16,18,20,22,24}  H= {numeros pares maiores que 14 menores que 26}
A representacdo de ENMH é:
A-{numeros pares menores que 26} B- {numeros pares maiores que 16 e menores que 26}
C- {numeros pares maioresquel2 e menoresque 26}
6- Dados os conjuntos: M= {5,7,9} N= {2,3,4,5,7,9}
A representacdo de MU N é:
A-{2,3,4,5,7,9} B-{2,3,4.9} C-{2,9}
7- Em qual dos casos os conjuntos, J e L sdo disjuntos?
A- JNL=1J B- JNL=1{} C- JNL=L
8- Das afirmacgdes, indicadas, a falsa é:

A- 4 e{numerospares} B-{239}={2,39} C-43-14=2xl11

RESOLUCAO:
1 — A representacio de conjunto é B

2-¢B 3-¢A 4-é A 5-éB 6-éA 7-éB 8-¢ A
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Tarefas nao resolvidas
Resolve os exercicios:
1-Dados os conjuntos:
A= {3579} B={7911} C={11131517}
Determine:
a) AUB b)BuC b) AuC c)AuBUC d)Au(CuB)

2-observe 0s conjuntos:
D= {a,b,c,d,e, f,g.i,j} E= {a,c,e, g,i} F= {b,e,g.i, j,d} G=1b, f,e, j}
-Calcule e represente os através do diagrama de Venn.
ayDNE ; b)ENG ; OODNENF
3- Sendo A= {1,2,3,4,5} indique quais das seguintes afirmacdes sdo verdadeiras.
a)de A b)2¢ A ; c)le A; d)4cA; e)A D3, 7€ A
4- Escreva, nos parénteses, (V) para as afirmacoes verdadeiras e (F) para as falsas.
a)(){ab} # {ba} b) () {ae} = {a} ¢) ()10 = {10} d)()10e {10}
e) ()4 e {4} HO4c{4} g ()¢ ={0) hy()¢o=1{}
5- Considere os conjuntos:
G ={numeros naturais menoresque8} H= {4,6,8,10}
5.1 Represente por extensao, através de chavetas e do diagrama de venn, os conjuntos
GuUH.
6-Ddos os conjuntos: C={a,b,m,n,p}; B= { f,g,h,i,j,0,q,m,n }

A={a,b,c,d,e}; D= {f.i,j.q}

Calcule e faca os respectivos diagramas de:

a)A-B; b) B-A ; c) A-C; d) B-D

{a,b,c,d, m,n}

7-Dado o conjunto A= , escreva o conjunto de:

Instituto de Educagdo Aberta e a Distdncia
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a) B={a,b,c,d} emrelagioa A d)E= { Jemrelacdoa A
b) C= {a, m, n,}em relacioa A e) F= {1,2, a}em relacdo a A
c) D={a,b,c,d,m,n}em aA

8-O exercicio que se segue coloca entre parénteses a letra correspondentes, de modo que os
elementos da esquerda sejam associados aos da direita.

I-()AnB 2-()AUB

(A) Diferenca entre conjuntos (B) Interseccdo (C) conjunto complementar

(D) Reuniao ou Unido

4-( ) A-B

9-A empresa comercial Maputo Shoping Center tem um cofre forte, cujo o segredo s6 € de
conhecimento de alguns funciondrios . Para o ndo esquecerem recorrem a um codigo:

- Conjunto das letras comuns as palavras Sol e Lua.
-Conjunto reunido dos algarismos dos nimeros 152 e 615.
-Letra, seguida dos algarismos formando o menor nimero possivel.
Agora vamos descobrir o segredo!
Seja:
A= {Letras da palavra Sol} = { S, O,L} B={ Letras da palavra Lua} = { L,U,A}
AN B={ Letras da palavra Sol e Lua={ L} C = {Algarismos do nimero 152}= {1,2,5}
D = {Algarismos do nimero 615} = { 6,1,5}
C uD = {algarismos dos nimeros 152 ou 615} = {1,5,2,6}

Logo o segredo do cofre é: L1256
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Parte 11
Equacoes quadraticas, paramétricas simples e biquadradas

@ Objectivos especificos

Sdo objectivos especificos para esta parte os seguintes:

= Diferenciar uma equagdo paramétrica da ndo paramétrica;
= Resolver uma equacdo quadratica paramétricas simples;

®» Identificar equacdes biquadréticas;

= Resolver uma equacdo quadréatica simples;

e Resolver problemas préticos conducentes a uma equacao biquadrada.

& Conteddos

Sim. E isso mesmo ndo deverd avangar para n
aprendeu nas classes e ou li¢cdes anteriores. Po

eidos sem antes rever o que ja

e Equacdes quadritica
® Funcgdes quadriticas.

Pronto, agora pode avancar se ndo tiver duvida., Mas, ndo se esqueca como se estuda
Matemitica, nem dos momentos que te propomos logo no inicio deste guido.

Vamos de novo estudar as equacdes quadrdticas pois, voc€ ndo esgotou os vdrios tipos de
equagdes quadrdticas na 9* classe, além disso vai precisar bastante destas para aplicar na
resolucao dos problemas de outras matérias que vai aprender ao longo da sua formacdo na area
da matemética mesmo nas outras dreas como fisica, quimica e desenho etc.

@ Novos contetidos
e Equagdes quadraticas;
e Equacgdes paramétricas simples;
e Equagdes biquadradas.

Instituto de Educagdo Aberta e a Distdncia 17



IEDA

Equacoes quadraticas
Vocé deve resolver varios exercicios da matéria da 9* classe recomendada para sua revisao.
1) x* =3x=0

Resolucdo
x? =3x=0

Coloque em evidéncia o factor comum x

x(x=3)=0

Resulta um produto de factores igual a zero, é condi¢do necessdria que um deles seja igual a
zero, matematicamente escreve-se:

Portanto: x=0 ou x-3=0

Teremos duas solugdes a primeira x, =0 e asegunda x, =3

2) x> +5x+6=0

Resolugdo
Factorize o trinémio do segundo grau segundo a regra q

ax” +bx+c=a(x —x, )(x - x,)
x? +5x+6=(x +2)(X+3)

Logo teremos (x +2)(x+3)=0
Resulta um produto de fact,
zero.

Portanto: x+2=0 ou x+3=

ig condicdo necessaria que um deles seja igual a

rd

7.

Teremos duas solugdes uma x, =-3 ‘e aoutra x, =-2

Considerando os coeficientes do trindmio, a equacdo também pode ser resolvida aplicando a
férmula resolvente seguinte:

:—bi\/b2—4ac

2a

X

Onde a expressio sob o sinal de radical designa-se por A portanto, A =b* —4ac
Sabe-seque: a=1, b=5¢e c¢=06naequacio:

x*+5x4+6=0
—-b+4b*—dac -5-425-24 -5-1
Xl = = = :—3
2a 2 2
o —b+b? —4ac  —5++/25-24 -5+1 )
= _ - —
2a 2 2
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Vamos agora considerar as equagdes paramétricas e equacgdes biquadradas. Acompanhe com
atencdo a resolucdo, poderd descobrir que a resolugdo destas novas equagdes estd relacionada
com a resolucao das equacdes quadréticas que acabamos de ver.

3) Dada a equacdo, x> +3x + k=0, resolva a equacio dada de modo que k =0

Resolu¢do cdlculos

=x"+3x+0=0 para k=0

_ 2 -
se k=0 =x’+3x=0 = ¥ +3x=0 = x(x+3)=0

x, =0
sol: x=0 x=-3
x, ==3

4) x*-5x*+6=0

A resolucido deste tipo de equacdes € muito simples pois, elas se reduzem sempre a equacoes
quadraticas ja conhecidas.

x*=5x*+6=0
Vamos introduzir uma nova varidvel para reduzir a equ
seja t=x"> =t —5t+6=0

Agora podemos resolver a equagao, factoriza
Para que produto seja igual a zero um do
t-3)=0 v (t-3)=0 t=3v 2
Mas o nosso objectivo € determinar o val
primeiro passo, sabe-se que ‘

'[=X2 #
Assim: \
t=3vt=2 =>x>=3vx>=2 y

xzi\/gvx:i\/z

Temos deste modo a solugao da equagdo dada.

a equacgdo quadratica

satisfaz a igualdade, voltemos para o

Resumo tedrico

Definicao
Equacdo quadritica é toda equagio polinomial do tipo ax® +bx+c=0 onde a#0 a, b e ¢ sdo
nimeros reais e recebem o nome de coeficientes.

Lei de anulamento do produto
Um produto A.B de factores € nulo se e s6 se um deles, pelo menos , for zero. Se A=0 Ou B=0 ou
ambos iguais a zero.
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:—bi\/b2—4ac

A equagdo quadritica também pode ser resolvida aplicando X 5
a

a férmula resolvente que € :

Designa-se a expressdo sob o radical por A = b*-4ac e chama-se discriminante.

A=b*-4ac se A>0 teremos duas solucdes distintas
A =b*-4ac se A<O ndo teremos solucdes em R

A=b*-4ac seA=0 teremos duas solucdes iguais
Equacoes paramétricas simples
Definicao

Quando a equacdo quadrdtica , para além da incégnita considerada contém outra varidvel,
denominada parametro diz-se paramétrica.

Exemplo: kx* +kx —4 =0 de modo que a equagio se ,
indeterminada.

Equacoes biquadradas

O que sera equacio biquadrada

Bastante simples, vocé ja conh ito geral de uma equacdo, portanto a equagcdao ¢ uma
igualdade que envolve polj&mios. em que o polinémio envolvido € de grau 2

chamamos a equagdo de equag
de grau 4.portanto, teremos um t

Definicao y

Define-se equacdo biquadrada como a equagdo incompleta do quarto grau, que, apds efectuadas
todas as reducdes possiveis, contém apenas termos onde a incégnita estd submetida a expoentes
de grau par.

E desse modo, podemos escrever a forma geral da equagdo biquadrada como:
ax* +bx*+c=0onde a0, a, be c sdo ndmeros reais.

A resolucido deste tipo de equacdes € muito simples pois, elas se reduzem sempre a equacoes
quadraticas.

Exemplos: x* —5x>+6=0 4x* +3x* -1=0
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Como resolver a equacao biquadrada?
Para resolver equagdes biquadradas, recorre-se a introducdo de uma nova varidvel como por

exemplo:
Para ax’ +bx’ +c=0 substituindo X~ = t, teremos at’+bt+c=0 (equagdo quadritica)

(14

encontrados os valores de t, . t, ,volta-se a varidvel inicial “x” e consequentemente, as raizes

da equacdo.

Tarefas resolvidas ( Equacbes quadraticas )

Resolva as seguintes equacoes

1) x*- 6x+5=0 )X +2x+121=0 =
(x-5)(x-1)=0 = A=b"—dac = 22" —4.121 =484 —484=0
(x-5)=0v (x-1)=0 ignifica que temos duasraizes reaisiguais
X,=5 Vv x,=1 :_22"'“/6:2:_11
2 2

3)3x" +15x+7=0 =
= A=b"—dac = 15" -4.3.]

= A>0 significa que tem istintas
x1=_b_‘/K=_15_ < __30.52 ¢ a6
. 2a 2.3 6 6
—b+~A  —15+~241 -15+15,52 0,52
x2 = = = = = 0’086
2a 2.3 6

4) —3x? +x+i:0 =

= A=b’-dac =1’ - 4.(—3)% =1+3=4

= A >0 significa que temos duasraizes reais distintas

x_—b—x/K_—l—\/Z_—l—z__—_3_l

: 2a 2.(-3) -6 -6 2
=

I L e L S |

? 2a 2.(-3) —6 6
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5) X0 ) x(15-x)=36 & —x” +15x—36 =0
6 15-x
A =b* —4dac =225 -144 =81
—15-+/81 =-15-9
X, = = =12
-2 -2
—15+481 -15+9
xl: = :3
-2 -2
6) X + a N X—a :ﬁ
X—a X + a 15

15(x+a )2+ 15(x—a )2 <=>15(X2 + 2ax +a2)+ 15 (X2 — 2ax +a2)= 34(X2—a2)
15x*+ 30ax + 15a° + 15x*—30ax + 15a°-34x’+ 34a’= 0
30x*— 34x’+ 64a°=0 & 64a’— 4x*= 0
(8a+ 2x)(8a — 2x)=0 8a+ 2x=0 v 8a-2x=0

2x=8a v -2x=8a X,

Equacdes paramétricas

1).Determinar o valor de m para o da funcao:

=x’-5x+m seja 1
y Ryl
Neste caso temo: a =1, b\
Resolugdo: ‘7’

Calculando A
A=b’ -dac = A=(-5)"-4.1.m = A=25 —4m

Sabemos que o valor minimo é :l_a assim:
-A -1
4a 4
- (25 -4m) 1
4 T4
-25+4m = -1

“25+4m = -1
4m = -1 +25
4m = 24

m= 6
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2). 2x’+(m+3)x+m-1=0; é uma equagio quadritica em ordem a x tendo como
parametro m.
a) Indique os seus coeficientes .
b) determine o valor de m de modo que a equacdo tenha uma raiz
dupla.

Resolucdo

2. a)a=2 b=m+3 c=m-1
b) condi¢io A=0 =m’+6m+9-4.2(m—1)=0 nio h4 raizes reais
célculos:

A =0

(m+3)"-4.2(m-1)=0
m’+6m+9-8m+8=0

m>-2m+17=0 = A=4-4.17=-64

3. Dada a equacdo, x* +3x +k =0

Resolugdo
x> +3x+0=0 para k=0

a) se k=o :>x2+3x:()"‘ = x’+3x=0 = x(x+3)=0
\ {xl=0

y X, =-3

b) condicdo: A=0 k=9/4 calculos
A=0

sol: x=0 x=-3

3 -41k=0=9-4k=0 = k=%

¢) A >0 para que as raizes existam e p > (0 para que o produto seja positivo
calculos

A>0 9—-4k>0 9
= = ke |0;—
P>0 k>0 4
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4.Determinar o valor de m para o qual o valor minimo da funcgao:
. 1
y=x"-5x+m seja ——

Neste casotemo: a=1, b=-5 e c=m

Resolucio:
Calculando A

A=b® -dac = A=(-5)"-4.1.m = A=25 —4m

Sabemos que o valor minimo é T assim:
a

A - —(25-4
A -l o(2-dm) 1 s =
4a 4 4 4
= -25+44m =-1= 4dm=-1425= 4m =24 = m=6
Equacao biquadrada
Resolva as equagdes biquadradas
Dax* +3x2-1=0
sejax’=m =>4m’+3m-1=0
A=9+16=25

# 1
Solucio 1 /3 ;+4/2 . Solugfo 2 {+—
olugio { } OMO {2}
2) x*=3x* +2=0

x*-3x2 4220 seja x’=t & (x*) -3x>+ 2= 06 -3t +2=0

t) 1
A=9-8=1= 2
3+1
=" =2
2

set=1= 1=x> = x=zI
se t=2= 2=x> = x==£.2
x,==1; x,=1 x3=—\/5 e x4=\/5
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3) x*—5x"+4=0

x*-5x*+4 = 0 & (X2)2—5X2+4=0 seja x°=y

y?=5y+4 =0
5-3
ylszl
A=25-16=9 =
5+3
Y, :T:4

para y=1 = x’=1= x=%1
para y=4 = x°'=4 = x=%2

x,=-1 X,=1 Xy=-2 X,=2

4) x*+6x* ~16 =0
x'46x2 =16 = 0 o (x*) +6x7-16=0

= k?+6k-16 = 0= A =36+64=

para k=1 = x’=1= x=%
para k=-8 (Im possive R

X, =-1 X,=1

A seguir, resolva os exercicios que se seguem para medir o seu grau de compreensao dos

conteddos que acabamos de ver

Tarefas nao resolvidas ( Equacoes quadraticas )

1) 4x? +4x=5=0  2) —8x? +6x+9=0 3) 20-2x> =4x
55> +32x+2=0  5)—x +/5x-3+4/2 =0
6)3x+(x+1)* +x> =2(x* =1+ x(x +3)

6 9 X X _x2+6 ~0
15—-x Xx—2 X+2 x" -4

1 X
7 x=— 8) —=
) X )6

IEDA
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Equacdes paramétricas

1. Determinar os valores de m para que a funcio definida por y=—x”>+mx—7 tenha

Im(f)={ye R\y <2}
2.Determinar o valor de m para que a funcdo y=2x”-mx +6 seja crescente para {x € R \x >2}

3.Determinar o valor de m para que a funcdio y=x> -mx +5 seja decrescente

para.{x € R \x <3}
4. Determinar o valor de m para o qual o valor minimo da funcio y=x’ - 6x + m seja—4.

5. Determinar os valores de_m para que a funcio definid =x> -mx tenha:

a) Im(f)={ye R\y >-9} b) Im(f ;

Equacdes biquadradas AL

Hx*=16=0 2) 3X4xl )y x*—8x*+16=0 4) x*-6x*+10=0

x*=5 x’+5

5 x*+10)(x > —-10) +36 =0 )y x* - 7 3

7) x*—18x*+81=0
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Funcoes Quadraticas

& Objectivos especificos

Jdentificar a fun¢do quadrdtica.;

.Determinar dominio, contradominio, zeros da funcdo, vértice da pardbola,
variacdo da fun¢do (monotonia), variagdo do sinal da funcdo e equacdo da
simetria;

.Determinar expressao analitica de funcdo Quadratica a partir do grafico;
.Representar graficamente as fungdes Quadraticas

& Conteddos

Caro estudante, vocé ndo deverd avancar para novos conteidos sem antes rever o que ja
aprendeu nas classes e/ou li¢cdes anteriores. Pois estes conteddos sdo a base para a
compreensdo € dominio dos novos conteudos. Pa parte, faca a revisdo dos conteudos
abaixo. Em caso de dificuldades ja sabe, tem apoio

% Contetdos para revisiao

@ Novos contetido

As operagdes com polinén
Estudo completo da f
Resolucdo de equacdes quadratica

&

funcdo quadrati

Conceito de fun¢ao quadratica;
Estudo completo da f%ﬁo quadritica y=ax’;

fungio quadratica do tipo y=ax’+c;

Representagao gréfica da fungdo y= a( X-p )2 a partir de y=ax”;
Estudo completo da funcdo quadritica y=ax’+c;

Estudo completo da funcdo quadritica y=ax’+bx+ c

a) caso y=a(x-p)’;

2
b) caso y=a( x-p) +q;
c)caso y=ax’+bx+ c
Representacio grifica da funcdo quadritica y=ax’+bx+ c a partir da
determinac¢do do vértice e dos zeros da fungdo
Expressao analitica de uma fun¢do quadrética a partir do grafico;

Uso de tabelas trigonométricas;
Resolugdo de problemas praticos envolvendo funcdes quadraticas;
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1. Funcoes Quadraticas.

Materiais necessarios: Livro de Matematica, material de geometria como
régua, esquadro,...

Faca a revisao sobre algumas funcdes lineares do tipo y=ax e y=ax +b Como os que

1 .
se seguem como : y = 2x y=2x+43 y= 3 x —2 etc; de certeza que vai se recordar

de alguns conceitos como o dominio e contradominio da func¢do, o gréfico deste tipo de
fungdes bem como do significado da ordenada na origem.

Pronto, agora pode avancar se nao tiver davidas neste capitulo.

++ Ler com muita aten¢do e concentracdo uma ou duas vezes as defini¢des envolvidas no
texto sobre fun¢des Quadréticas.

¢ Aplicar o conhecimento adquirido sobre o significado dos coeficientes a e ¢ na
construgdo de graficos das funcdes quadraticas.

+» Segundo o mesmo processo das funcdes lineares, represente graficamente as fungdes
quadraticas.

+ Em seguida analise o comportamento do grafic
contradominio, varia¢do da fun¢do e do si

estude o dominio,

Resumo Teorico

No estudo de uma fun¢ao quadratic
Definir o dominio: o d
polinomiais.

funcdes quadraticas € R pois sdo funcdes

Neste capitulo estdc des’ do tipo: y=ax’ ,y=ax’+ ¢ y=ax’+bx,

y=a(x—p)2;y=a(x—p) oL y=ax’ +bx+ c.

=ax’+bx+¢ a,b,ec ertel)entes a R € a forma geral da funcao quadratica.
y p g ¢aoq

Estudar partindo do grifico de y=ax*+bx+ c, o significado dos coeficientes a e ¢
Segundo o mesmo processo das funcdes lineares, represente graficamente a funcio
quadritica por exemplo y=2x" , vocé j4 domina as operacdes com polinémios, de certeza
vai fazer os calculos e tragar o grafico correspondente sem dificuldades :

v=2x"
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Em seguida analise o comportamento do grafico obtido estude o dominio, contradominio,
variacdo da funcdo e do sinal da funcao.
a) Significado do coeficiente a

Se a_é positivo, a concavidade da pardbola estd voltada para cima.
Quanto maior for o valor de a, menor € o afastamento em relagdo ao eixo oy.

Se a é negativo a pardbola estd voltada para baixo.
O gréfico da fungdo y=ax” é simétrico ao grifico da fungio y=—ax’em relacdo ao eixo ox.

Significado do coeficiente ¢
£

’ y=ax?+bx+c

_ ~ . oo
O coeficiente ¢ na fungio y=ax’+bx+ c é a

ordenada do ponto de interseccdo da pardbola
com 0 €ixo oy.
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Zeros da fungio y=ax’+bx+ c ,sdo os

pontos de intersec¢do da pardbola com o eixo
oX, nestes pontos a funcdo anula-se isto &, o

valor de y é igual a zero ax”+bx+ ¢ =0,como

vocé ja sabe dos capitulos anteriores trata-se
de uma equacdo quadritica cuja solugdo
existe quando o discriminante A =b*- 4ac é
maior ou igual a zero, caso A seja menor
que zero, a equacdo niao tem solugdo, isto
significa que a pardbola ndo vai intersectar o
€ixo OX.

Vértice da pardbola € o ponto de intersec¢cao
da pardbola com o eixo de simetria que ¢é

dado por V(x,;y, )=V( —L;—Aj ou

V(XV;YV)=V

X, +X,

2
; + +
o a(x,) wblx)

v

Yy

e Vocé pode construir o grafico da fungcdo quadritica bastando conhecer os seguintes

elementos:
1.Zeros da fungao
2.Vértice da parabola
3.Eixo de simetria
4.0 ponto (0;c)

e A partir do grafico ( pardbola) € possivel determinar a expressao analitica da fun¢do que
originou a parabola ,bastando para isso observar e fazer a leitura do grafico baseando-se
nos elementos indicados no item anterior.

IEDA

x50 X

¥z 0)

. 4 ~ 2, L. ~ e
 Para construir o grafico da fun¢do y=a( x-p ) € necessdrio fazer a translagdo do grafico

da funcdo y=ax” a esquerda ao longo do eixo ox no valor p se p for um nimero positivo,

e a direita se p for um nimero negativo.

e Determinagdo da expressdo analitica duma func¢ao a partir do grafico
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Vocé precisa fazer a leitura do gréfico representado e dai descobrir os dados (valores
conhecidos) através das intercessdes com o0s eixos (zeros da funcdo) e o vértice da pardbola.
A seguir ird aplicar as expressoes que definem esses pontos com base na férmula resolvente.

v(xv;yv)=V('£*£j ou V(xay)=V | FTE G ax) +b(x,)+e
2a 4a 2
E a expressdo analitica geral do 2° grau

f(x)=ax? + bx +c, equivalente a f(x)=a(x —x,)(x —x,)

Tarefas resolvidas

1.Represente no mesmo S.C.O os graficos das seguintes funcdes e fagca o estudo completo de

cada uma delas.
Representacao grafica
v

yzlx2 cy=x" e y=2x"
2 _ oz
»=4x
AL )
y
2.Represente no mesmo S.C.O os graficos das seguintes funcdes e fagca o estudo completo de

cada uma delas

y=2x2 e y:2(x+2)2
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3.Represente no mesmo S.C.O os gréficos das seguintes fungdes y =2x> e y =2(x+2)2

4 Determine a expressdo analitica da seguinte fu
quadratica

Sdo dados os zeros da fungdo: x, =—1

E as coordenadas de um ponto da

f(x)=ax’ + bx +c, equival
entdo, f(x)=a(x+1)(x=3) e, su
(4;-5), temos -5=a(4+1)(4-3)

, equacao a partir da qual se calcula o valor do coeficiente a
—-5=5a & a=-1

Logo: f(x)=-(x+1)(x-3) & f(x)=—-x>+2x+3

f(x)=—x>+2x+3| éa expressao analitica do gréafico representado
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2.Determine a expressao analitica do gréfico representado

Na figura representada nao sao conhecidos os zeros da funcdo mas temos dados suficientes para
calcular a expressdo analitica, a saber:

Coordenadas do vértice: V( 1;2 ) e um ponto da pardbola bem visivel p( 0; -4),
Sabendo que a expressdo analitica para qualquer parabolaé f (x) =ax’ +bx+c

Que pode-se transformar em y=a( x-p )2 +qonde p= c,nestecasop=-2 e

q = -1, teremos:

fx)=a(x +2)* -1
Considerando p( 0; -4) e substitui

0 a ,obtemos:

-4=a(0+2)" -1 &-4a =3~

Logo: y

f(x):—%(x+2)2 -1 f(x)z—%(x2+4x+4)—l f(x)=-=x*-3x—4

3 . .
f(x)= 2 x* —3x—4 & aexpressio analitica do gréfico representado

Tarefas nao resolvidas

1. represente graficamente as seguintes funcodes

y=f(x)=-2x’ e y=f(k)= -2(Gx+3) +4
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2. Determine as expressdes analiticas das seguintes funcdes quadraticas

IEDA
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Seccao 11
Parte -1
Inequacées Quadraticas
@ Objectivos especificos
Sim. Sao objectivos especificos para este médulo os seguintes:
1. Identificar as Inequagdes quadriticas.;
2. Resolver graficamente as inequagdes Quadréticas

3. Resolver analiticamente as inequacdes Quadréticas

& Conteddos

Amigo Estudante. Nao deverd avancar para no onteidos sem antes rever o que ja
aprendeu nas classes e ou licdes anteriores. Pois onteidos sdo a base para o
compreensdo e dominio dos novos conteud ' ¢ faca a revis@o dos conteudos

e Resolver analiti
e Representar
notacdo de inter

. ~ & ya . ~
Pronto. Ja fez a revisdo, agora e estudar os conteidos abaixo. Mas nio se esqueca de
como se estuda Matematica, nem dos momentos que te propomos logo no inicio deste guido.

@ Novos contetidos

J Inequagdes quadréticas;
e  Conceito de inequagdo quadratica;
e Resolucido grifica de uma inequagdo quadrética;
e Resolucdo analitica de uma inequagdo quadratica;

Abordagem dos contetidos

Materiais necessarios : Livro de Matematica, material de geometria como
régua, esquadro
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Introducao

E importante Saber que a diferenca entre equagdes e inequacdes é apenas o sinal que liga os dois
membros, de igualdade para as equacgoes e desigualdade para as inequagdes.

Exemplos: x-5<2 , x+Jx +820 , L ooex® 2354250  —x’2-5 |
X

X —4x*=5x<0, x*-5x*+4<o

Numa inequacao, ao multiplicar-se ambos membros por — 1 ,0 sinal de desigualdade muda.
Por exemplo: -3x -6 > 2 multiplicando por — 1, tem-se 3x +6 <-2

Agora , vamos considerar apenas as inequacies quadraticas isto é, de grau 2.

Resumo Teorico

Inequacdes quadraticas:

e As inequagdes quadrdticas diferem das inequa
envolvidos que € 2 (dois), mantendo que:

ineares pelo grau dos polinémios

2. Numa inequacao, ao multiplicar-se arr
muda.

7

Exemplos de inequacdes quadratic
a)x*=3x+2>0  b) —x*2

x+1 x-1 X +6x—16
—<—— g)—FF7=2
x—1 x+1 —x"+3x-2 y

Definicao
inequaciio quadritica é toda a inequacdo do tipo ax’ +bx+c<0 ou ax’+bx+c >0
com a #0 e a, b e ¢ sdo nimeros reais.

Equivaléncia de inequacoes
Duas inequagdes dizem-se equivalentes quando o conjunto solu¢io de uma € também da outra e
vice-versa

Exemplos;
-x+2>0 &x<2

Sdo duas inequagdes equivalentes.
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Resolucao de inequacgoes quadraticas

e Ao multiplicar ou dividir uma inequag¢do por um ndmero negativo o sinal da desigualdade
muda.
e  Existem dois métodos para resolver uma inequagdo quadritica:

e As Inequagdes podem ser resolvidas pelo método analitico ou método grafico

e Ao conjunto de todos elementos do universo que transformam a inequa¢do numa proposi¢ao
verdadeira chama-se conjunto solucao ou solucio da inequacao.

1. Método grafico

A simples interpretacdo do gréafico da funcdo quadritica permite reconhecer propriedades que
simplificam muito a resolu¢do de determinadas inequacoes.

Nao iremos mostrar os diversos tipos de graficos repre
vocé ja domina esta matéria de certeza, mesmo assim
matéria sobre o estudo de fungdes quadrati A ir da andlise que se faz sobre o
comportamento destas fungdes que:

ntativos de fungdes quadraticas, mas

A funcio quadratica toma sempre

1.Método Grafico
-x’4+5x < 6 ,—‘

1°) passo: Reduzir a inequagNa
-X745x —6<0 4

Bastando para isso passar o 6 para (; 1° membro da inequacgdo trocando-lhe o sinal conforme a
propriedade de qualquer equagdo bem como de inequacao .

nica ax’ +bx+c <0

2°) passo: Como o a_é um valor negativo convém multiplicar a inequagio por (-1) o que implica
a mudancga (troca) do sinal de desigualdade de < para > .
Assim: x*=5x +6>0

3°) passo:_Construir o grafico da funcio y=x> —5x+6
a) Zeros da funcao :

x* =5x+6 =0 L_ob=A 5=V 5-1
A =b*-4ac ' 2a 2.1 2
=(-5)" -4.1.6=25-24=1

L _hA 541 5+l
> 2a 2.1 2
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b) Vértice da pardabola
b 5 A 1

X =-—=— ’ yV:__:__

Y 2a 2 da 4
¢) Eixo de simetria x :%

d) ponto de intersec¢do da pardbola com eixooy (0 ; 6)
e) tracar a parabola

24

f) Estudar o sinal da funcdo:

y toma valores positivos fora do interva zeros da fungdo e valores negativos no
intervalo entre os zeros da funcgdo.
g) Determinar a solugdo da inequago:

£

S={xeR\ x<2 ou x>3}

_ L T T/////

Z 410 1 X
No sob notagdo: xe |—oo;2[ U |3;+

NB: se vocé nio tivesse multiplicado a inequacdo por -1 no segundo passo podia trabalhar com a
negativo o que implicaria a pardbola voltada, mas a solu¢do seria a mesma pois seria y >0, veja a
seguir como seria:

-x*45x —6<0
Y AN

A=25-24=1 x,=2 x,=3
NI
22 v

v

xe]-o02[U |35+ 00
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Ja viu como a solucdo é a mesma? Mas € sempre bom evitar trabalhar com nimeros negativos
quando pode contornar a situagao.

2.Método analitico

Conhecendo os zeros da funcdo que as raizes da equagdo correspondente x,=2 e x,=3, entdo
s6 factorizar o trindmio:

a) Pela disjuncdo de condicdes
x*=5x +6>0
(x-2)(x-3)>0

x—2>0 x>2
1) =
x—=3>0 x>3
s, ={xeR\x >3}
x—2<0 x<2
—
24) (x—=3<0 x<3

s, ={xeR\x<2}

b) Usando o quadro de sinais:

— 0 2 3 + oo
X-2 _ 0 )
X-3 _ _ A 0 +
P + 0 _ 0 +

Tarefas resolvida
Neste caso, vamos estudar a variacdo do sinal de X =3x+2>0

Como a =1 € positivo , a funcdo serd positiva ( o sinal de a ) fora do intervalo dos zeros.
Determinemo-los, sabendo que:

A=b’-4ac=9-8=1

N 7 1 A funcdo é:
b-+/A 3+1 negativaem | 1.2|
a2 mulaem {12}
Xv:'£:§ 2}’v_'A:'l positivaem  [-on L[] 2500]
2a 2 4a 4 N [N PN
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Pelo método analitico teremos

sex=1 e x=2entdo , teremos:

x> =3x+2>0

(x-1)(x-2)>0

Como o produto € positivo temos duas condig¢des:

1. condigdo: (x—-1>0 e x-2>0)

x> 2
‘”’1?\\\\\=\=
_ U77RRRRNN

=

2. condigio ( x—-1 <0 e x-2<0)

x el

xr =l -+
" \\ [ S S / /D
0 1
Destas condi¢des resulta que

Solugdo 1 xe]2,+oo[ ‘

Solucdo 2 x e ]—oo,l [ -
Solugdo final S= S, Uszkf:o, 2,40

v

X —oo 1 2 +o0
x -1 - 0 + + +
x-2 - - - 0 +
(x-2).(x-1) + 0 - 0 +

Facilimo, mas nunca se esquega que sempre que multiplicar ou dividir uma inequagao por um
nimero negativo, o sinal de desigualdade muda

c)x’ —4x* =5x<0

o método analitico para as inequacdes polinomiais de grau superior a 2 € mais cémodo vejamos
os procedimentos:

comecgamos por achar as raizes da equacdo x’ —4x>-5x=0 sio x=0,x=5,x=-1
factorizar o polinémio envolvido: x’-4x”*-5x=x(x-5)(x+1)

construa agora a tabela de valores para o estudo do sinal dos factores ao do eixo real.
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Tabela

X —00 -1 0 5 +o0
X - - - 0 + + +
x°- 4x -5 + 0 - - - 0 +
P - 0 + 0 - 0 +

Solucdio : S=]-e0,—-1]U[0,5]

x+1 x-1
e)— <——
x=1 x+1
Bonito, estamos perante uma inequacdo fracciondria, ndo fique alarmado porque vocé possui

requisitos para resolver a inequagdo, siga os seguintes passos:

1° passo
determinar o dominio de existéncia

Dominio: x—-1#0 A x+1#0 = x# 1 A x# = xe R -{z1}

2 ° passo
Reduzir as frac¢des ao denominador comum
,depois de achar o m.m.c o denominador
(x-Dx+1)

2Nn¢do, nestes casos

x+1  x-1 (x+1)(x+1)
< =
x—=1 x+1 (x=1)(x+1

3 ° passo .
Reduzir os termos semelhantes do numerador

x° +2x+1 < x® =2x+1 - 4x
(x+1)(x—1) (x+1)(x—1) (x+1)(x—1)

<0

4 ° passo

Achar asraizes se 4x=0 entdo x=0 e -1< 0 < 1. pelacondi¢io de existéncia (
dominio ).

Muito bem, vocé esta a caminhar bem , construir a tabela de sinais

X —00 -1 0 1 +oo
4x - - - 0 + + +
x+1 - 0 + + + + +
x-1 - - - - - 0 +
P - 0 + 0 - 0 +

a solucdo serd S = ]—oo,—l[u ]0,1[
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Inequacoes produto do segundo grau

1. (x2—4)(x2—6x+5 ) >0

A resolucdo deste tipo de inequacdo pode ser facilitada aplicando o método analitico com a
utilizacdo de quadro de sinais.

Para o preenchimento deste quadro temos que em primeiro lugar, determinar os zeros de cada um
dos factores.

x’—4=0 &x,=2Vvx,=2

x> —6x+5=0 & x,=1 vx,=5

Quadro de sinais

Como preencher o quadro de sinais ? basta tomar como base a propriedade da fun¢do quadratica (
tomar sempre o sinal de a fora do intervalo dos zeros).

positivo (+)

X =2 1 2 5 | 4o
X'-4 + |0 - - - |0 + + +
X"-6X+5 + - 0
P + 0 - 0 + 0 +
Atendendo esta propriedade e preenchido o concluir que:
(X2—4)(X2—6X+5 ) >0
xe]—oo;—Z[u]l;Z[u]S;+oo[
2.Resolver a inequacao ‘
(x2 - 5x )(—x2 +7x-6 ) >0r\
Resolugdo: y’
Seja f(x)=x-5x e g(x)=x"+7x-6
F(X)=X2—5X <>x;1=1;x=5
g(x)=—x>+7x-6 & x,=1;x,=6
Montar um quadro de sinais para as duas fungdes f(x) , g(x) e f(x).g(x)
X —oo 0 1 5 6| +oo
X>-5x + (0] - |- o] + [+] +
X'+7x-6 - -1 - 1o +| + 0] -
P - O + |0 0] + |0 -

Solu¢ao:

xe 0;1[u]5;6]

Como queremos (x2 - 5x )(— x> +7x-6 ) >0, vamos tomar os intervalos marcados com sinal
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Agora realize as tarefas que se seguem para medir o grau de assimilacdo da matéria.

Tarefas nao resolvidas

1.Resolver a inequagdo -x* +x + 6 <0 asolucdo: x € [-oo;—2[U[3;4
2. .Resolver a inequacao pelo método analitico

x? =3x—-4>0 solugdo: x € ]—oo;—l [u]4;+oo [

3. Resolver a inequaciao

x> +4x+4>0  Solugdo: xe |-o0,—2]U 2,400

4.Resolver a inequacao

—2x*+5x-22>0 Solugﬁo:xe[%; 2}

AN

JEUA
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PARTE- 11
Equacoes, Inequacoes Exponenciais e Logaritmicas

Introducao
Amigo Estudante. Nesta parte ird estudar as equagdes e inequacdes exponenciais que estao

ligadas as fung¢des exponenciais com um papel de destaque na Matematica pois, sao instrumentos
eficazes na abordagem de problemas reais ou imaginados e por fornecerem formas eficientes de
estuda-las. Também ird estudar as equacdes e inequacdes logaritmicas que sao muito importantes
na resolu¢do de problemas de diferentes disciplinas como a quimica, Fisica e geografia entre
outras.

& Objectivos especificos
¢ Identificar equagdes exponenciais.;

e Identificar inequagdes exponenciais;

e _Resolver as inequagdes exponenci

e .Identificar equagdes logarltmlcas

e _Resolver equagdes logar

e _.Resolver inequagdes
Antes de avangar para novos co e rever o que ja aprendeu nas classes e /ou ligdes
anteriores. Pois estes conte para o compreensdo e dominio dos novos
conteddos. Para esta parte fac s.conteidos abaixo. Em caso de dificuldades ja

sabe tem apoio no CAA.~

@ Conteudos para revisa B
e Equacdes lineares e qﬁﬂréticas as operagdes com polinémios
¢ Estudo completo das fungdes linear ( 1°grau) e quadratica ( 2°grau).
Pronto. J4 fez a revisdo, agora pode estudar os conteidos abaixo. Mas ndo se esqueca de
como se estuda Matemaética, nem dos momentos que te propomos logo no inicio deste guido.

@ Novos conteudos

Funcido, Equagdes e Inequagdes exponenciais

¢  Funcdo exponencial
Conceito de equacdes exponenciais
Conceito de inequagdes exponenciais
Resolugdo de equacdes exponenciais
Resolucdo de inequacdes exponenciais
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Equacdes e inequacdes logaritmicas

e  Funcdo logaritmica
Conceito de equacdes logaritmicas;
Conceito de inequagdes logaritmicas;
Resolucdo de equacdes logaritmicas
Resolucdo de inequagdes logaritmicas

Resumo Teérico
Funciao exponencial

O que sera a funcao exponencial?

Definicao

Chama-se funcdo exponencial de base a a toda aplicacdo

f:R—> R":x—>a* (a=#1l, a>0) e escreve-se f(x)=2a" ou y=a"

a------- base da funcao exponencial
X------- varidvel independente
y------- varidvel dependente

representacao grafica da fungdo expone

consideremos os exemplos segui :
y=f(x) =2" ¢ f(x)=(%3‘
Podemos representar as duas Wo

1° passo y
Atribuir alguns valores ao x, em R seja: -4, -3,-2,-1,0,1,2,3,4

smo sistema cartesiano ortogonal

2° passo
Calcular os valores de y a partir das fungdes 2" e (1/2)" respectivamente

x |-3]2[1]0]1]2]3
1|1

y=2" | g 12|12 |1|2]4]s3s

N BNERE

y=(5) s |4 |2|1|35 1213
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Considerar um, S.C.O e marcar os pontos com as coordenadas x e y

AT

Y

Muito simples, basta aplicar a definicdo de poténcia para calcular os valores de y, a partir dos
valores atribuidos ao x.
Propriedades da funcao Exponencial

¢ Dominio de existéncia é sempre x € R

e Contradominio é sempre x € R”

¢ Em qualquer base a o grafico de
(0 1)

eixo dos y no

e (Quanto a monotonia ’i u
&

= crescente X, < X,= <f a>1

» decrescente x, < x,=f(x,)>£(X,) se O<a<l

observando os gréficos representados no S.C.O , podemos verificar as propriedades da fungdo
A representagdo grafica das fungdes dadas é um exemplo cldssico das propriedades que acabamos
de ver, mas vocé deve considerar mais fungdes exponenciais e verificar as propriedades.

Existe uma funcao cujas caracteristicas se relacionam com as da funcdo exponencial
Vocé ja estudou esta fungdo qual serd? E fungdo logaritmica

Funcao logaritmica

Definicao
Dadoa € R" ea # 1, chama-se fun¢io logaritmica a fun¢do em que a varidvel x € R estd
associada a um logaritmo, isto é, f(x) =log ,x; x>0 ou f:R" — R : f(x)=log, x com a

e R";a#lex>0

Consideremos alguns exemplos desta fungao;
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Y=1fx)=1log,x y=f(x)=1log, x y=f1(x)=1log,x

2
e Sea=1 = f(x)=logx diz-se logaritmo decimal
® No caso em que a base do logaritmo € 10 pode-se escrever: log x ou Igx

A funcdo logaritmica também pode ser representada graficamente
seguindo o mesmo processo da fung¢do exponencial

Consideremos os exemplos

Y =1(x)=1log,x y=1(x)=1log, x
2
X 4 2 11 1 1 2
8 | 4
y =log} 2 I {0 |-3]-2]-1
y= log’i -2 -1 0 3 2 1
2
NB: pela defini¢do de logaritmo x >0 , significa que s e tribuir ao x valores positivos

Lembre-se que :
Logx=y & a’=x com x>0,el<a<l oua>l

ok

' ¥=log}

Podemos observar as seguintes propriedades:

¢ Dominio de existéncia é¢ sempre X > 0 ( 0 mesmo que X € R")
¢ Contradominio é sempre y € R

e Para qualquer base, o grafico da funcao passa pelo ponto (1, 0)
e A funcdo é sempre crescente quando:

e crescente X, < Xx,=>f(x,)<f(x,)se a>1 ex:f(x)=log,x

e decrescente x, < x,=>f(x,)>f(x,) se O<a<l
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ex: f(x)=log, x
2
Fazendo o estudo comparativo duas funcdes podemos concluir que :

Dominio de f(x) =a”* € contradominio de f(x) = logx e vice-versa

2. Os gréficos da funcdo exponencial nio intersectam o eixo dos y, mas sim eixo dos X
no ponto p (0,1 ) enquanto os da funcdo logaritmica intersectam o eixo dos x mas nao
intersectam o dos y no ponto p ( 1,0)

3. os pontos p (0,1) e p(1,0) s@o pontos simétricos em relacdo a recta 'y = x
4. As duas fungdes sdo crescente para a >1 e decrescentes para 0 <a <1

Conclusao : As funcdes exponencial e logaritmicas sdo inversas.

Equacio exponencial.

O que sera entdo a equacao exponencial?

Definicao
Simples, toda a igualdade em que a incégnita aparece co xpoente € equacao exponencial ou
seja € a igualdade que envolve fun¢do expone

A resolucdo de equagdes que cont ponenciais  exige um bom dominio das
propriedades dessas fungdes.
Tais como :

1. Dominio da fung¢@o ex

2. A fungdo exponencial é odos os valores da base

3.0s valores da fung¢do exponenc = a’ sdo superiores a 1
se [a>] e x>O0einferioresse x<0e O<a< ||

Exemplos;
a)2* =16 b) 5 =25 ¢)2*"' +2* =48
F4cil, vocé ja conhece a definicao de equacdo exponencial como uma igualdade que contém
fun¢des exponenciais, e sabe que uma inequagdo qualquer é uma desigualdade.

m

a"=a’ & m=p

Equacao logaritmica

A resolucdo de equagdes que contém fungdes logaritmicas exige um bom
conhecimento das propriedades dessas fungdes.

Tais como :

Propriedades dos logaritmos,

e Jlog(ab)=Iloga +logb (a>0, b>0)
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e Log(a/b) =loga—Ilogb (a>0, b>0)
e Loga” =bloga

e (Cologaritmo cologa = -log

® Mudanca de base  log, b= iogc b ; a-base antiga e c-base nova
og.a

* log,a=1

e log,1=0

NOTA da defini¢ao do logaritmo segue que o nimero negativo nao tem logaritmo
Dominio da fun¢éo logaritmica e R*

Na resolucao de problemas com logaritmos as vezes € necessdrio a passagem da base do
logaritmo para outra

através da formula: log, b =
1) log y;x=2 = (03)°=x =x =009 ( pelad
2). log, °x = 4 — log,x Dominio :

log;x =y
teremos y’ +3y —4=0¢& s reso

Solucgdo: para y=1 =log,

Para y= -4 10;,@‘\—4L

Inequacio exponencial y
O que sera entdo a inequacio exponencial?
Facil, vocé ja conhece a definicdo de equacdo exponencial como uma igualdade que contém

fungdes exponenciais, e sabe que uma inequagdo qualquer é uma desigualdade, entdo poderd
entender a definicdo sem problemas

Definicao :Inequacdo exponencial € toda a desigualdade que contém fun¢do exponencial
As inequagdes exponenciais gozam da propriedade:

. . x>k se a>1
1)a® > a =
x< k se 0 <axl

Que também € propriedade da funcdo exponencial?
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Por isso ao compararmos as expressdes com fung¢do exponencial, mantemos o sinal de
desigualdade quando o valor de a ¢ maior que 1 e trocamos o sinal de desigualdade quando o
valorde aestientre O e 1.

2) Ao se multiplicar ou dividir uma inequagao qualquer por um nimero negativo o sentido
de desigualdade muda.

Consideremos os seguintes exemplos:

1) (—J >1 (comoa> 1 portanto a=3/2) teremos
3\ (3 _
—| > 5 = x >0 Solugdo x € ]0;+oo[

2°<16 = 2°<2' = x <4 pois a=2>1

Solugdo xe ]—oo ; 4]

5 (5] 2(3) @ xs2
3 3

Solucio x€ |-0,2] pois o valor dé

2)

O que sera entio, a inequacio
Facil, vocé ja conhece a defini
fungdes logaritmicas. e sab
definicdo sem problemas
As inequagdes logaritmicas gozam d%guintes propriedades:
log x,< k = {x<ak se a>1 Ax>a' se O<a <1
log, x >k :>{x>a “sea>1 A O<x<a® se O<ax<l

e A funcdo logaritmica e crescente se a>1 e decrescente se

0<acx<ll
® Ao se multiplicar ou dividir uma inequacao qualquer por um

® niimero negativo o sentido de desigualdade muda.
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Exemplo;
Resolva a inequacao

log,, (2x+1) = -1

Nao se esqueca que a semelhanca do que fizemos nas equacdes logaritmicas, temos que
determinar em primeiro lugar o dominio de existéncia de cada funcdo que faz parte da
desigualdade ( inequagdo) dada, e depois considerar como solu¢do ,apenas os valores de X que
pertencem a intersec¢do desses dominios .

log,, 2x+1)>2-1 =
2x+1<(0,1)" A (2x+1) >0
2x+1 <10 A 2x>-1 Solucdo x e}—

o

Agora vamos resolver as tarefas que lhe propomos pa sa consolidar os conhecimentos
que acaba de adquirir para 0 seu progresso.

N | =
SRV}

x< AXDS>S——

2 2

Tarefas resolvidas

Funcoes exponenciais e logarit
1. Faca o estudo das ful]&is qu

a) y=3" b) y=
2. a) y=log;x b))y = logyo'x

Equacoes exponenciais

1.resolva as equagoes
a)2'=16 = 2" =2* = x=4

b)5* 1 =25 =5 '=5 = X-1=2 X=3

c) 2% + 2% = 48 aplicandoa propriedade (a™. a’= a™"P)
2 ( 1+ % ) =48  (colocar em evidéncia ofactor comum 2* )

X 3 X 2 X

2 (5) =48 2 :48.5 s 2=16. 2

o2 =2"=x=5
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1
2X + —
d)4 2 + 42X—1 — 32X+1 _ 32X+1+32X+ 32X—2

(aplicar a propriedade a™ .a? = a™"")

1
42042 4 4% 470 = 3% 37 - 3% 3 4 37 437 .37
1

42 + 47"y = 37(9-3 +1+%)

42x. 2 — 32x ﬁ
4 9

4> 64 .4

3% 99

m

(aplicando a propriedadei—m = (%)mno primeiro membro)

4 2x _ 4 4
( 3) = ( 3)
(aplicando a propriedade( a ™ )” = a™” nosegundo

2x=4 = x=2 (igualar os expoentes

e) 4*- 2% = 2 (introduzir uma no =2")
teremos :
t> -t- 2=0 (equacdo quad

anulamento ou aplicar a for
.

(t-2)(t+1)=0 \
t—2=0 ou t+1=0 &
t=2 ou t=-1 y

Solucdo : ndo se esqueca, estamos a procura do valor de x que satisfaz a igualdade,
Entdo :
para t=2 = 2=2" = x=1

base na factorizagdo e depois a lei de

para t=-1 = -1 =2" = Nio tem solugdo

Logaritmos

1) Qual € o nimero cujo logaritmo na base 3 ¢ 4 ?
R:log,x=4 ©3'=x & x=81

2) Determine a base do logaritmo de 7 cujo valor é %4?
1 1

R: log, 7= i sat=Te@) =7 < a=7"

3 )Desenvolva cada logaritmo ,aplicando as propriedades
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la)log , a*.b.c’

Resolucao

1° passo: Aplicando a propriedade do logaritmo do produto:
log,a® + log,b + log,c’

2° passo: Aplicando a propriedade do logaritmo de uma poténcia:
2log,a + log,b + 3log,c

3° passo: Aplicando a propriedade log, a=1, teremos:
2 + log,b + log,c

v b

Aplicando a propriedade do logaritmo de um quociente

logu(\/mj - log(b.%)

Aplicando a propriedade do logaritmo do produto na parcela
loga( a’ b j —log, b —log, b
Aplicando a propriedade do logaritmo da p expoente fraccionério

Pois K/a_’“za%
log , (a3 \/E)% — log, bxoga

= Elogaa +% log, b—

2 3
Reduzir termos semelhantes e aplicar a propriedade |log, a=1
_3 + l—1 1 logab=§— Elogab
2 4 3 2 12

¢) log,

a® b

c.d’
Temos logaritmo de um quociente como na alinea b, vamos repetir com aten¢do o0s
passos “desta alinea.

log, (al2 \/E) —log,c.d’>=21log, a + % log ,b -log ,c -2log, d

=2+ %logab -log ,¢ -2log, d

d)

53
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log =log.3 + —logsla 3a™ |- Zlog ;33— = log, /3
4345
1 1 1 1
=1+ —log;a-——=log;a 373 §10g33= 1+ [———jlog3a -—= =
- + log. a
15 gz

2) calcule o valor de :
1

a) log, 25 _ %log2 2 :é (lembre-se que log,a=1 )

b) logs%/S—2 = %10g55=§

1 1
o) 10g216.log3\/ﬁ _ 4.5.10g3 27 ~ 4 .5.3_ )

log, 8 3

( atencdo, o logaritmo do produto e difere
achar valor do logaritmo de cada fa
obtidos)

o de logaritmos , porisso, temos que
depois efectuar a divisdo dos valores

Equacoes logaritmicas ,-‘

1) logz(x +2)+ 10g2(3m4’

Neste caso, temos que determinar aM de mais nada o dominio de existéncia para evitar erros
que possam surgir ao estendermos o dominio em todo o conjunto R .

o dominio deexisténcia e {xe R \ x+2A3x—4 }= {xeR \ x >%}

log,(x +2)+ log,(3x-4)= 4
log , (x+2)Bx -4) = log ,16  ( aplicando logaritmo do produto )
(x+2)(3x —=4)=16 ( aplicando a lei de anulamento do produto )

-1 £4713

Teremos as seguintes solucdes  x 3

destas duas solucdes s6 uma e que satisfaz a

igualdades porque considerando o
dominio de existéncia x > 4/3 logo a solugdo é:

_—1+73
3
2) logx + log 10=12,5 0domfnio D= { xe IR x>0 Ax#l }

X
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1
pondo y=logx temos y+ — =
log x y

log 10 =

|

=2y’ -5y+2=0 :>yl=% y,=2= xlzx/ﬁ x, =100

Estaclaro que x, ; x, € D
Solugdo : x= J10 N x = 100

3)lg(x2—x—6)+x =lg (x+2)+4
x> —x—6>0 - (x+2)(x=3)>0
Dominio |x+ 2>0 x+2> < x >0

lg (x> =x—-6) + Ig10* = Ig(x+2) +1gl0*
(X + 2)x -3)=( x +2)10* (vistoquex +2.>0)
(x-3)10*= 10"
Evidentemente x =4 ¢ raiz da equag@o. Porem prove ue nao ha mais raizes . teremos
x —3=10""
a)se X >4 entdio x—3 > 1 mas 10*"

b) se x< 4 entilo x -3 < 1 mas

S={-2,6}
Inequacoes exponenciais
£
1 Resolva as seguintes inequac

v

a) 7"'< 7° ‘7
Como a baseda poténcia 7 maiorl (7>1)

7'« 7P =>x-1<3 = x<4
xe]-oo34 |

2x-1 E—?)
b) @j z@js — 2x-1< 2%—3 = 10x-2x <2 =

= 8x<-10=>x< _—10:>xS—§
8 4
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c) (5”)2— 6.5"+5<0 seja 5=y ;logo (SX)2= y’

= y’-6y+5<0

Yoz
A=36-20=16 =
6+ 4
y, = > =5
ye [1:5]
50 <5¢ 5% > 5° x>0
59 <5 <5! = =
5 <5! 5 <5 x <1

solucdo:x € [0;1]

2.Calcule os intervalos de x que satisfazem as seguintes condi¢des:

1.)(% < 4= 4v< 4!
4
= —x<x—-1 =>-2x<-1=

1
= x>
2
3=
XE | —;+ o0
2
2) 577 <1
5x2—5x SSO
x*=5x<0
x(x—S )SO
S¢ = [0;5]
solugdo:xe[2;3]
4x 2 8 x2 s
4) 3x+1 < :>3 x+1< - — 3x+1<38x—3:>
27 3

= x+1<8x*-3=> -8x*+x+4< 0 8x’—-x-4>0

_1-+129

H 16
A=1+128 =
L _L1+129
? 16
1-+/129 1+ /129
solucao: =xe — 00 ,T U T, + oo

Instituto de Educagdo Aberta e a Distdncia 56



Inequacdes logaritmicos

1.Qual dos niimeros é maior ?
a)log,6 e log,,6 b)log, 6 e log,9

Resolucao
a) log, 6 >0, se log;,6 <0 = log,6 >log,,6

b) log,6<log,7 =1, se log,9 > log,8 = log,6<log,9

2.resolva as inequagdes

b) Ig(2x=5) +1g(3x +7 ) >41g2
dominio 2x-5>0 e3x + 7 >0 =x>5/2 x> -7/3

eixo real

. NN NT A
2 4 0 1 233 4 5 B X
i

D: x € |5/2;+0]
lg(2x—53Bx+7)) >1g2*
(2x-5)(3x+7)>16

6x> + 14x — 15x =35 > 16
6x> — x = 51>0
Agora, escolha o método mais faci esolver a inequacao quadratica

por exemplo a tabela de sinai
A=1-4.6.(-51) =1225

Lo_1£35
212 Y
x=3 Vv x2=—%

tabela de sinais

X — oo 17 3 + o0
6
x +17 _ _ _
5 + 0
Xx-3 _ _ _ 0 +
P _ 0 + 0 _

solugdo s=:|—°°;—%|: U J3:+e[

A solucdo da inequagdo logaritmica serd a intersec¢do do dominio da funcdo logaritmica

s,=s( D, =13 40 [

Atencdo: Represente as solu¢des num eixo real para confirmar a solucdo da inequacgao

IEDA
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¢)log,(3x —1) <log,x

Resolucdo

1°) Condicdes de existéncia

3x-1>0 = x >l
3 :>X>§

x>0

2° ) Resolvendo a inequagdo propriamente dita

log, (3x—1) < log sx 3x—I<x
3x—x<1
2x<1

3°) Verificar se as solu¢des encontradas satisf: i a terminando a intersecc¢ao entre

Eixo real
1 ol 1 2 X
3 1

‘V/

S= xeR\l<x<l ou xe€ —;l

3 2 32
d) log, (x+2)+2>log, (2x—1)
2 2

Resolucdo
x+2>0 = x>-=-2

1°) Condicdes de existéncia 1 L= x> 1
2x-1>0 = x > 5

2° ) Resolvendo a inequacdo propriamente dita

Instituto de Educagdo Aberta e a Distdncia 58



log, (x+2)+2 >log, (2x-1)&

2 2

=log, (x+2) + log ll > log
p 24

= logl[(x+2)&} > log, (2x-1)

2 2
= (x+2).i < 2x

= x+2<8x—-4

= x—-8x<-2-4

=-7x<-6
6
= x> —
7
3°) Verificando se as solu¢des encontradas satisfazem.a inequacio
Eixo real
N
/77777777771
-2 -1 u E; 2 3 t. 5 s 7 X
7
6
S=4 xeR\x > P ou xe |7;+00
e)logs(x—2)+; >log,2 y’
log(x_3)5
Resolugdo
1°) condigdes de existéncia
x=2>0 = x>2
x=-3>0=>x>3,=2>x>3 ¢ x# 4
x-3#1= x#4
2° ) Resolvendo a inequagdo propriamente dita
1 o 1
log,(x-2)+——— >1log,2 Substituindo ————  por
log(x_3) 5 log(x_3) 5

IEDA

log, ( x-3) Observagio
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lo x=3
1 _ g(x—3) ( ) — ]ogs (x_3)
log(x_3) 5 log(x_3) 5

logs(x—2)+; > log, 2 \
log(x73)5 \

e log,(x=2)+log,(x—3)>log,2
= log,(x—2)(x-3) > log,2
= (x-2)(x-3)>2 4

IEDA

= x*=5x+6 > 2 +—t N -/
— ¥ —5x+4 >0 \/
.y 5

S=xe |Foo;l[U]4;+ 00 |

3°) Verificando se as solu¢des encontradas satisfazem acao

Eixo real

I////{/ L,

-1 0 1 2 3

S={xeR\x>4} ou xe]‘-

Tarefas nio resolvidas
1.Resolva as equacoes #

a). 4'=64 b) 3":é ¢) N2 .3 =36 d) 70

3 3x+1 7 5x-9
&) 307 =342 f)(?j :(Ej ) 8 =642 )57 =0,2

1.Associe (V) verdadeiro ou (F) falso
a)log, 5° =6log ,5

1
b)log ,N3=—1log, 3
)log, 10 &2
c)log, 3°=3log, 8
d)log,8—log.3=log, 5

2. Resolva as equacoes seguintes logaritmicas
a) log,1 =x b)log,(2x-9) = log,3 .¢) log4(x2—2x) = log, (3x— 6)

5

Instituto de Educagdo Aberta e a Distdncia

60



JEUA

d) 3log, x +2 = e) log( x+3) +log4=log x’

log, x
3.resolva as inequagdes exponenciais
94)&z

a)(lj < 4" b)3"?-537"+4<0 c) 3 <
4 27
4. Associe (V) ou (F)
a) log, 5 > log, 25

6 6

b)log,50 > log,45
c)log, 27 <log, 81

3 3

5. Resolva as seguintes inequacoes
a) log, (2x —5) <log,6  b)log, (—x* +5x)<log, 4 ©o)log, (x-3) <1

5 2

d)logz(x2 — 6x) <log,7 e log(3x=5) <log(x

N

Instituto de Educacdo Aberta e a Distincia 61



IEDA

Seccao 111
Trigonometria, Estatistica e Geometria espacial

Parte I

Trigonometria

Amigo Estudante. Seja bem vindo ao quinto médulo. Aqui ird aprender muita trigonometria ou
seja muita medi¢do de triangulos que € o que significa trigonometria. Vamos entdo, enumerar os
objectivos especificos, que devera perseguir ao longo desta parte.

& Objectivos especificos

Sim. S@o objectivos especificos para esta parte os seguintes:
1. Calcular as razdes trigonométricas de um triangulo rectangulo;
2. Determinar um angulo agudo, conhecida uma das razdes trigonométricas;
3. Determinar as razdes trigonométricas de angulos especiais;

trigonometria;
6. Determinar elementos de u
trigonométricas;
7. Resolver problemas
8. Representar um angulo
9. Converter a medi e um

circulo trigonométrico;
graus em radianos e vice-versa.

& Conteddos .
Sim. E isso mesmo néo deveréﬁngar para novos conteidos sem antes rever o que ja
aprendeu nas classes e ou li¢cdes anteriores. Pois estes conteidos sdo a base para o seu
entendimento dos novos conteidos. Para este médulo terd de fazer uma bos revisdo dos trés
contedidos abaixo. Em caso de dificuldades ja sabe tem apoio no CAA.

i Conteidos para revisiao
e Teorema de Pitdgoras;
e Triangulos semelhantes;
e C(Critérios de semelhancga.

Pronto. J4 fez a revisdo agora pode estudar os conteidos abaixo. Mais ndo se esqueca de
como se estuda Matematica, nem dos momentos que te propomos logo no inicio deste guido.

@ Novos conteidos
& Razdes trigonométricas de um angulo agudo
L] Razoes trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotangente;
e Relacdes entre razdes trigonométricas;
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Razdes trigonométricas de angulos especiais;

Identidade fundamental da trigonometria;

Uso de tabelas trigonométricas;

Resolugdo de triangulos rectangulos e problemas envolvendo aspectos da
vida real;

e Resolucdo de equacdes trigonométricas simples;

J' Circunferéncia orientada
¢ Nocgao de circulo trigonométrico;
¢ Defini¢do de razdes trigonométricas no circulo;
e Variacao do sinal de seno, coseno, tangente e cotangente nos 4
quadrante;

e Reducdo ao primeiro quadrante;
e (dlculo de valores das razdes trigonométricas em qualquer quadrante;
¢ Nocdo de radiano;
e Relagdo entre sistema sexagesimal e circular;
e Resolucgao de equagdes trigonométricas do tipo
senx=a,cosx=a, tgx =a, cot gx = oae R em qualquer
quadrante.

Abordagem dos contetidos

Caro aluno! Vamos considerar o ex
conteudos
Exemplo . Razdes trigonométri

&

p ostrar uma possivel abordagem destes
no, coseno, tangente, co-tangente

Matarias necessérios : Livre de

régu
Sim. Com o livro vocé deverd proceder como reza o primeiro momento do método que te
apresentamos no inicio do guido.

matica, material de geometria como

++ Ler com muita atengdo e concentragdo uma ou duas paginas as defini¢des envolvidas no
texto sobre trigonometria, observar a sua importancia e o seu significado tendo como
ponto de referéncia as razdes trigonométricas.

¢ Desenhe tridngulos rectangulos como os que se seguem:
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¢ m seguida escolha um deles e denomine os seus vértices como por exemplo:

X/

* Recorde todos os elementos de um tridngulo ( lados, angulos, catetos, hipotenusa, catetos
adjacentes). Depois disso defina todas as relacdes trigonométricas. Faga isto muitas vezes
com vdrios tridngulos em posicdes diferentes mas antes se certifique de que sdo tridngulos
rectangulos.

Exemplo:

Sim. Nao pare por aqui faca comparagao
conseguir chegar a nenhuma conclusa
uma conclusdo também apresente

Agora leia o texto tedrico q‘se S
. ~ &

anterior. Ndo se engane por te apressar

tratado mostra como pode com se

Material tedrico J

Trigonometria (do grego trigonon "tridngulo”" + metron "medida") € um ramo da matematica que
estuda os triangulos, particularmente tridngulos em um plano onde um dos angulos do tridngulo
mede 90 graus (tridngulo rectangulo).

Também estuda especificamente as relagdes entre os lados e os angulos dos tridngulos; as
funcdes trigonométricas, e os célculos baseados nelas.

Circulo trigonométrico

E uma circunferéncia orientada de raio unitdrio, centrada na origem dos eixos de um plano
cartesiano ortogonal.

Existem dois sentidos de marcacdo dos arcos no ciclo: o sentido positivo, chamado de anti-
horério, que se da a partir da origem dos arcos até o lado terminal do angulo correspondente ao
arco; e o sentido negativo, ou hordrio, que se d4 no sentido contrario ao anterior.
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h
Eixo dos Eixo das A
Sanos Tangentes
>
- Eixo das
- Cotangentes
A
Eixo dos
Cosenos
¥
e
th—_—/

Seno

Seno é a projeccao no eixo vertical do segmento de recta que parte do centro do circulo
trigonométrico e vai até a circunferéncia.

Como o seno é uma projecgdo, e esta projeccao esta ciclo trigonométrico e este
possui raio unitdrio, segue que a imagem do sene lo fechado [ - 1,1].

hipotenusa.

Co-seno
Co-seno € a projec¢do no ei
trigonométrico e vai até a circu

7z . ~ rd . ~ , . . . . s, .
Como o co-seno € uma projecgdo, e projec¢do estd no interior do ciclo trigonométrico e este
possui raio unitdrio, segue que a imagem do cosseno € o intervalo fechado [ — 1,1].

O co-seno de um angulo agudo € a razdo (divisdo) entre a medida do cateto adjacente e a medida
da hipotenusa.

Tangente

Tangente € o segmento de recta formado entre
o ponto de cruzamento de seu eixo com a recta
definida pelo centro do circulo trigonométrico
e o angulo com sua origem.

Hipotenusa
b | Catecto
aposto

z

A tangente de um angulo agudo é a razdo
(divisdo) entre a medida do cateto oposto e a
medida do cateto adjacente.

a

Catecto adjacente
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Razoes trigonométricas de angulos especiais

0

30 45" | 60° 90
a [0 r T r r
6 4 3 2
Sena |0 I NREEEEE
2 - 2
2
Cosa 1 > | L 0
Pk
2
Tga 0 V3|1 J3 Nio
3 existe
Cotga |Ndo | .3 |1 N
existe 3

estas razdes trigonométricas.

ngulo genérico O , 0s pontos A, B e

AO 'y .
—:sz uma vez que o raio é
r

unitario.

Para seno podemos facilmente verificar que os seus valores sdo localizados ao longo do eixo dos
Y e variam de 0 a 1 no primeiro(IQ) e no segundo(IIQ) quadrantes, isto é quando o ponto P se

desloca ao longo do arco que cobre estes dois quadrantes. No I1IQ e IVQ o seno variade O a -1.

Em resumo podemos ter os seguintes quadros

Quadrante Seno Co-seno Tangente Cotangente
Primeiro + + + +
Segundo + _ _ _
Terceiro _ - + +
Quarto _ + _ _
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o Seno Co-seno Tangente Cotangente

0 radianos 0 1 0 Nao definida
T 1 0 Nao definida 0
—radianos

7t radianos 0 -1 0 Nao definida
3 . -1 0 Nao definida 0

E 7 radianos

27w radianos 0 1 0 Nao definida

Relacao entre as razoes trigonométricas de angulos simétricos

Observa a figura a seguir

m\/-c'p

Consideremos os pares de éwos S
em ambos , 0s pontos P e Q'sdo simé
Para o caso em que Orad <o <—

2 o
Seja A o ponto de intersec¢ao da recla que passa pelos pontos P e Q e o eixo das abcissas como
mostra a figura a seguir

Teremos a seguinte situacao OM =OM , OF=® =1 , angulos ZMOP = ~ZQOM = «a e por isso
pode se tirar a seguinte conclusio APOM = AQOM. Logo ZPMO = ZOMQ . Mas como a soma
das medidas destes dois angulos € igual a 180° entdo os angulos ZPMOe ZQMO sdo rectos.
Por essa via o ponto M € simultaneamente projec¢cdo dos pontos P e Q no eixo das abcissas.
Sendo assim, quando (x,y) € o par de coordenadas de P, (x,-y) € o para de coordenadas de Q e por

isso OM = OM =X e PM =QM =Y,
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Se (x,,y,) fosse o par de coordenadas de Q, terfamos sen(—a) = Ri. y, mas y, =-y, logo
r

Y

= —Ssena

sen(—a) =-y = %

X X
cos(-a) =—L=x, =x == =cosa
r r

Ou simplesmente sen(—a) = —sena  cos(—0,) = cosa
tg(—a) = —tga cotg(—a) = —cotga
sec(—a) =seca cosec(—a) = —coseca

Caro estudante para este caso foram apresentados todos os passos para mostrar as relagdes das
razdes trigonométricas mas para os outros casos apresentaremos apenas a ilustragdo no circulo
trigonométrico e as relagdes resultantes, esperando que sozinho faga uma demonstragdo.

Relacoes entre razoes trigonométricas de angulos s

cosp = —cosa
=—tga
cotgf = —cotga
secp = —seca
cosecf = coseca

Relacoes entre razoes trigonométricas de angulos generalizados, cujas medidas diferem de
n radianos

B = a+ mrad

B senf = —sena

( cosP = —cosa

tgp = tga

cotgf = cotga

a secP = —seca
cosecf = —coseca
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Reducio ao primeiro quadrante

Caro estudante sabe que as tabelas que temos visto em vdrios livros s6 nos permitem encontrar
razdes trigonométricas de um angulo agudo. Vamos a seguir analisar um método que nos
permitira ultrapassar este problema, o método de reducdo ao primeiro quadrante. Dai que se
considerarmos 0 um angulo generalizado qualquer podemos constatar que:

. A periodicidade das razdes trigonométricas permite-nos obter um angulo B, cuja medida
satisfaz a propriedade de —90° <B<270°, cujas razdes trigonométricas sdo iguais as
correspondentes do angulo dado a.

oL i o ) N ) e
o Quando B = —E, 0, E, nrad , ja sdo conhecidos os valores das razdes trigonométricas,

veja o circulo trigonométrico.

. Quando B pertence ao IVQ, sabe que ele se relaciona com um determinado angulo agudo
que pode ser por exemplo O tal que 6 =— . Determinar as razdes trigonométricas deste, resume-

se na determinacao de razdes trigonométricas de angu
. Quando B pertence ao IQ, entdo ja podemos inar directamente os valores das
razdes trigonométricas de 3 e assim de @.

Quando B pertence ao IIQ, temos que ¢ ini nrad-pB, pertence ao IQ. Tendo

determinado os valores das razoes t
férmulas das razdes trigonométric s suplementares, e assim os de d.

nce ao IIIQ, temos que & , definido por 6 =P - & rad,

o E para finalizar, qua@ B
[ ~ . ’ .
pertence ao IQ. Tendo determi 0s das razdes trigonométricas de 6 , podemos obter os
de B, e assim os de a , através das formulas de razdes trigonométricas de dngulos generalizados,
w4

cujas medidas diferem de © radianos y

Exemplos:

1. Calcular o seno de 135°
senl135° =2 a=135"=180" —45°
o=135° sen135” =sen(180° —45%) = sen45° = 0,707107
2. Calcular o cosseno de 200°.
c0s200° =2 a.=200° =180° +20°
a=200"° co0s200° =cos(180° +20°) = —cos20° = 0,939693

Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitdgoras € provavelmente o mais célebre dos teoremas da matematica, enunciado
pela primeira vez por filésofos gregos chamados de pitagdricos, estabelece uma relacdo simples
entre o comprimento dos lados de um tridngulo rectangulo:
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Em qualquer triangulo rectangulo, o quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos
catetos.

Se ¢ designar o comprimento da hipotenusa e a € b os comprimentos dos catetos, o teorema
afirma que: c¢>=a’+b’.

Relacao fundamental da trigonometria

A relacdo que se segue € de grande utilidade na trigonometria e por via disso recebe a designacao
de relacdo fundamental da trigonometria.

sen’o+ cos’a =1

A partir desta relacdo podem ser deduzidas outras relacoes equivalentes como por exemplo:

1+tg’o =

1+ cotg’a =

O grau e o Radiano

A unidade de medida de angulo no
radiano € o seguinte:
Tomamos um segmento de recta O passo centrado no ponto O e abertura OA,
ue B deve pertencer ao outro lado do angulo

Caro estudante uma forma prética de visualizar isto, é tomar uma recta horizontal passando pelo
centro de uma circunferéncia (ndo importa a medida do raio).Indicar o ponto A como uma das
interseccoes da circunferéncia com a recta horizontal.

Tomar um barbante com a mesma medida que o raio OA da circunferéncia. Fixar uma das
extremidades do barbante sobre o ponto A e esticar o barbante sobre a circunferéncia.

O ponto B coincidird com a outra extremidade do barbante. Tragcamos entdao o segmento de recta
OB, que representa o outro lado do angulo AOB. A medida do angulo AOB ¢ 1 radiano.

Uma outra unidade que é muito utilizada € o grau. Ela € obtida pela divisao da circunferéncia em
360 partes iguais, obtendo-se assim um angulo de um grau, sendo que a notacdo desta medida usa
um pequeno o colocado como expoente do nimero, como 1°.
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Agora observa a ilustragao do que foi descrito no texto anterior.

Barhante com
comprimenio
igual ao raio

Relacao entre radianos e graus

Radiano: Medida de um arco que tem o mesmo co
qual estamos medindo o arco. Assim o arco tomado ¢
comprimento do raio ou 1 radiano, que denotaremc

to que o raio da circunferéncia na
tem comprimento igual ao

Grau: Medida de um arco que correspos arco completo da circunferéncia na qual
estamos medindo o arco.

Grado: E a medida de um arco ig rco completo da circunferéncia na qual estamos

medindo o arco. e

Questdes possiveis »
1. Estabelecer todas relacdes triMométricas de um dado triangulo;
2. Dados alguns elementos do tridngulo encontrar os outros;
3. Desenhar um triangulo dados os seus elementos;
4. Resolugdo de problemas envolvendo razdes trigonométricas.
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Tarefas resolvidas

1. Quais as medidas dos catetos de um tridngulo rectangulo cuja hipotenusa mede 4cm e um
dos angulos mede 20°?
A Dados
dcin A(; =4cm
ACB=0= 20’
B c

AB AB BC BC

Seno =——=— Cosg = — =—=
AC 4 AC 4

AB =4Sen20 BC =4Cos20

Tarefas Propostas

Resolva, usando as relagdes trigonométricas no triangulo rectangulo, os seguintes problemas:

1.

Qual o comprimento da sombra de um poste o instante em que os raios solares
estdo formando um angulo de 60° com o solo?

Em uma hora ensolarada, u
mesma hora uma arvore
arvore?

Uma pessoa, cujos 9‘)5 dis
sua extremidade sob u

Solucio: A altura do poste é de 5,16m

4,

5.

Um técnico dispde de um teodolito de 1,5m de altura. Apontando esse teodolito contra o
topo de um edificio, registra um angulo de 60°. Afastando-se 100m, registra 20°. Qual € a
altura do edificio?

2
Sabendo quecosa = - obtenha sen o e tan O .

Solucao: senax =095 rga =3,35

6.

Classifique cada uma das proposi¢des seguintes como verdadeira (V) ou falsa (F):
( ) (a) Qualquer que seja o angulo agudo o, cos o > sen QL.

( ) (b) Para todo angulo agudo «, sen o > cos «.

() (c) Para todo angulo agudo «, tan o > cos Q.

( ) (d) Para todo angulo agudo «, tan o > sen Q.

( ) (e) Nao existe angulo agudo a,, tal que tan o =1000.

() (f) Existe angulo agudo o, tal que cos o = 5.

() (g) Se a0 =45° entdo sen oL = cos QL.
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7. Num triangulo AEC, rectangulo em A, sabe-se que sen D = 0,8 e que a altura relativa a
hipotenusa mede 4,8cm. Determine o perimetro desse tridngulo.

Solugio:

8. Uma escada estd encostada numa parede formando um angulo de 60° com o chdo. Se a
escada tem 20m de comprimento, que altura ela atinge?

9. Um poste telegréfico € fixado ao solo por um cabo que forma um angulo de 54° com o
chdo. A distancia entre as extremidades inferiores do poste e do cabo é de 20m.
Determine a medida da altura do poste.

Solugio:

10. Um homem com 1,80 m de altura estd de pé a 3 m de um candeeiro, que estd a 3,60m
do solo. O comprimento da sombra do homem, produzida pela luz do candeeiro, é:
(A) 6,48 m
(B) 5,4 m
(C)4,8m
(D) 3,0 m

12. Complete, indicando um ang
caso da ultima alinea.

a) senl49’ =sen = cosy
b) sen250° = —cos

c) sen(%t rad) = —cos

d) cos213°  sen92° cos511° cos—732° cotgll12’

Amigo estudante. Questdes como estas podem serem encontradas nos manuais de Matematica
da 10%classe e ou em outros tantos livros desta disciplina. Por isso depois de ler todo o texto sobre
trigonometria procure formula-los e tente chegar aos resultados, em caso de dificuldades diriga-se
ao CAA onde receberd apoio do Tutor e do Professor. Lembre-se serd submetido a um teste por
isso prepare-se bem para sejas bem sucedido no teste e poderes seguir para a outra parte.
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Parte 11

Estatistica

Amigo Estudante. Seja bem vindo ao sexto mddulo. Aqui ird aprender muita estatistica.
Certamente que ja deve ter ouvido falar desta palavra ‘“‘estatistica” pois aparece inumeras
vezes na imprensa falada e escrita na citacdo das palavras de economistas e politicos. Vamos
entdo, enumerar os objectivos especificos, que deverd perseguir ao longo desta parte.

@ Objectivos especificos

Sim. Sdo objectivos especificos para esta parte os seguintes:

Identificar populacdo e amostra;

Interpretar tabelas e gréficos;

Organizar e interpretar informacao estatistica em tabelas e graficos;

Identificar variaveis discretas e varidveis continuas;

Construir graficos circular, de barras, hist as e tabelas de frequéncia;
Determinar frequéncia absoluta, frequénci i ercentual e acumulada para
dados agrupados por classes e variaca
7. Resolver problemas praticos apli

AR

entos da estatistica.

& Conteddos

Sim. E isso mesmo ndo dev onteddos sem antes rever o que ja aprendeu
nas classes e ou li¢des %rior i conteidos sdo a base para o seu entendimento
dos novos contetidos. Para este m rd de fazer uma boa revisdo dos trés conteddos
abaixo. Em caso de dificuldades ja em apoio no CAA.

Populacdo e amostra; y

Frequéncia absoluta e relativa;

Tabelas de frequéncia absoluta, relativa, percentual e acumulativa;
Medidas de tendéncia central ( média, moda, e mediana);

Graficos circulares e de barras;

el

Pronto. Ja fez a revisdo agora pode estudar os conteidos abaixo. Mais ndo se esqueca de
como se estuda Matemaética, nem dos momentos que te propomos logo no inicio deste guido.

Varidveis discretas e continuas;

Tabelas e graficos para dados agrupados por classes;

Tabelas de dupla entrada e graficos de barras compostas;

Tabelas de frequéncia absoluta, relativa, percentual e acumulada para representar dados
agrupados por classes;

5. Medida de dispersao de uma amostra: variancia, intervalos de variacdo, desvio médio e
desvio padrao

b=
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Abordagem de contetdos

Caro aluno! Vamos considerar o exemplo abaixo para mostrar uma possivel abordagem destes
conteudos

Exemplo : Tabelas e graficos para dados agrupados por classes;
Considere os seguintes dados

14 21 23 21 16
19 22 25 16 16
2424 25 19 16
19 18 19 21 12
16 17 18 23 25
20 23 16 20 19
24 26 15 22 24
20 22 24 2220

Construa um histograma usando os seguintes limites de classe 12-14, 15-17, 18-20, 21-23,¢24-26.

texto sobre Histogramas
agrupados.

¢ Desenhe uma tabelap acili

Classes Frequéncia
12-14 i

15-17 Eraa N
18-20 = A S
21-23 HH AR
24-26 T

¢ Desenhe uma outra tabela para facilitar a visualizagdo dos dados ja conferidos como a

seguinte:
Classes Frequéncia
12-14 i 2
15-17 =M 8
18-20 HH A 11
21-23 HH A 10
24-26 HH 9
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¢ Desenhe agora o histograma pedido como se segue:

Histograma
12 1
10 + —
(1]
T 8+
o
S 6+
=2
2 44
T8
2 4
0 I_‘ } } ; ; '

12-14 517 18-20 2-23 24-28
classes

Agora leia o texto tedrico que se segue para consolidar os conhecimentos adquiridos na tarefa
anterior. Nao se engane por te apressares na leitura deste texto antes da tarefa do exemplo dado.
O exemplo acima tratado mostra como pode com se a realizar outras tarefas que te forem
colocadas.

Material tedrico

Tipos de variaveis

Caro estudante varidvel € a caracte
ou populacdo. Como o nome diz,
podem ter valores numérico’sA nao

que € medida em cada elemento da amostra
iam de elemento para elemento. As varidveis

Classificacao de variaveis

Variaveis Quantitativas: sdo as Jaracteristicas que podem ser medidas em uma escala
quantitativa, ou seja, apresentam valores numéricos que fazem sentido. Podem ser continuas ou
discretas.

Variaveis discretas: caracteristicas mensuraveis que podem assumir apenas um nimero
finito ou infinito contavel de valores e, assim, somente fazem sentido valores inteiros.
Geralmente sdo o resultado de contagens.

Exemplos: nimero de filhos, nimero de bactérias por litro de leite, nimero de cigarros
fumados por dia.

Varidveis continuas: caracteristicas mensurdaveis que assumem valores em uma escala
continua (na recta real), para as quais valores fraccionais fazem sentido. Usualmente
devem ser medidas através de algum instrumento. Exemplos: peso (balanca), altura
(régua), tempo (reldgio), pressao arterial, idade.
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Varidveis Qualitativas (ou categodricas): sdo as caracteristicas que ndo possuem valores
quantitativos, mas, ao contrdrio, sdo definidas por vdrias categorias, ou seja, representam uma
classificac@o dos individuos. Podem ser nominais ou ordinais.

Varidveis nominais: nio existe ordenag¢do dentre as categorias. Exemplos: sexo, cor dos
olhos, fumante/nao fumante, doente/sadio.

Variaveis ordinais: existe uma ordenacdo entre as categorias. Exemplos: escolaridade
(1o, 20, 30 graus), estagio da doenca (inicial, intermediério, terminal), més de observacao
(Janeiro, Fevereiro,..., Dezembro).

Organizacao de dados

A colecta de dados estatisticos tem crescido muito nos ultimos anos em todas as dreas de
pesquisa, especialmente com o advento dos computadores e surgimento de softwares cada vez
mais sofisticados.

Ao mesmo tempo, olhar uma extensa listagem de dados colectados ndo permite obter
praticamente nenhuma conclusdo, especialmente par ndes conjuntos de dados, com muitas
caracteristicas sendo investigadas.

Para facilitar utilizamos métodos de Estatisti iti ara organizar, resumir e descrever os
aspectos importantes de um conjunte R s observadas ou comparar tais

sintese como percentagens, iﬁces
&

Ao se condensar os dados, pe e in
Entretanto, esta perda de informaca quena se comparada ao ganho que se tem com a clareza
da interpretacdo proporcionada.

A descri¢do dos dados também tem como objectivo identificar anomalias, at€é mesmo resultantes
do registro incorrecto de valores, e dados dispersos, aqueles que nio seguem a tendéncia geral do
restante do conjunto.

Nao s6 nos artigos técnicos direccionados para pesquisadores, mas também nos artigos de jornais
e revistas escritos para o publico leigo, é cada vez mais frequente a utilizacdo destes recursos de
descricdo para complementar a apresentacao de um facto, justificar ou referendar um argumento.

Ao mesmo tempo que o uso das ferramentas estatisticas vem crescendo, aumenta também o
abuso de tais ferramentas. E muito comum ver em jornais e revistas, até mesmo em periédicos
cientificos, gréaficos voluntariamente ou intencionalmente enganosos e estatisticas obscuras para
justificar argumentos polémicos.

Frequéncia Absoluta ( fi ) - é o niimero de vezes que o valor de determinada varidvel é
observado.
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O simbolo de somatorio

Vamos parar um pouco para explicar o uso do simbolo de somatdrio pois ele vai aparecer em
muitas formulas que a seguir vamos apresentar.

Quando queremos abreviar a apresentacdo de uma soma de vérias parcelas, simplesmente usamos
este simbolo do alfabeto grego sigma z .

Nele podem ser apresentadas os limites que nos indicam a extensdo das parcelas como por
exemplo :

(=2}

DX =X Xy + Xy X+ X+ X
i=1

Como pode reparar que em baixo temos i=1 a indicar que as parcelas comecam de 1 e em cima
do simbolo temos 6 a indicar que as parcelas vao até 6. Por isso temos seis parcelas.

Em outras palavras como o simbolo Z no caso vert tem sobre si e no lugar de N o ndmero

6 ¢ i=1 em baixo, ele nos diz simplesmente para adicio valores de x, comegando do

X, até X .
Obs: Para melhor entender o uso deste simbol s explicacdes ao seu Professor no CAA.

Frequéncia Absoluta Acumul : das frequéncias absolutas anteriores com a
frequéncia absoluta deste valAK
1

F,.:ifl. ou =Y f=fitfHL+fit.+f,

Frequéncia Relativa ( f r, ) - € 0 quociente entre a frequéncia absoluta do valor da varidvel e

o numero total de observagdes.

Frequéncia Relativa Acumulada ( Fri )- é a soma das frequéncias relativas anteriores com a
frequéncia relativa desse valor.

F =Y, =f,+f. +t,
=1

Func¢iao Cumulativa - fun¢io que indica para cada valor real x a frequéncia absoluta (ou relativa)
de observagdes com intensidade menor ou igual a x. A representacdo grafica desta fung¢do € em
forma de escada.
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Griafico Circular - € representado por um circulo que esta dividido em sectores cujas amplitudes

sao proporcionais a frequéncia que lhe corresponde.

Grafico de Barras - é constituido por barras, horizontais ou verticais, de comprimento

proporcional a frequéncia.

Histograma - é um grafico de barras em que a drea destas € proporcional a frequéncia, ndo

havendo espago entre as mesmas. SO se utiliza em varidveis quantitativas continuas.

Pictogramas - sido gréificos onde se utilizam figuras ou simbolos alusivos ao problema em

estudo.

Medidas de Tendéncia Central

Média aritmética simples:

Dados ndo Dados agrupados
agrupados

observados ou ponto

i X, Z 7 : frequéncia absoluta
— =i : tamanho da popula¢do
=N H= k: n° de valores ou intervalos

Para uma amostra, a média aritm s € calculada por

Dados ndo Dados agrupaM onde xi: valores observados ou ponto
agrupados médio

n k fi: freqiiéncia absoluta
_ fo _ Zfi'xi n: tamanho da amostra
X = ':ln X= ':IT k : n° de valores ou intervalos
Propriedades:

1. A média de um conjunto de niimeros sempre pode ser calculada.
2. Para um dado conjunto de nimeros, a média € tnica.

3. Somando-se ou subtraindo-se uma constante a cada valor de um conjunto, a média ficara,

respectivamente, somada ou subtraida do valor da constante. Analogamente,

multiplicando-se ou dividindo-se por uma constante cada valor de um conjunto, a média

ficard multiplicada ou dividida, respectivamente, pela constante.

>

D (x-w)=0

A soma dos desvios dos nimeros de um conjunto em relagdo a média é zero, isto €,
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5. A média é sensivel a todos os valores de um conjunto. Assim, se um valor se modifica, a
média também se modifica.

Exemplol: Célculo da média para dados nao agrupados.

Se considerar-mos que numa turma de 20 alunos na disciplina de geografia os alunos tiveram
notas como : 6,7,8,9,9,9,10,10,10,10,11,11,11,11,12,13,14,16,18,19. A média aritmética para este
caso seria dada da seguinte forma:

Podemos considerar x, a primeira nota e € 6 € x,, a vigésima nota que seguindo a ordem
indicada € 19 e por sinal a mdxima nota..

Aplicando a férmula terifamos

20
Z X
i=1

X :;—O 0 que é 0 mesmo que
X = 6+7+8+9+9+9+10+10+10+10+11+11+11+11+12+13+14+16+18+19
20
x=22_112
20

Exemplo2: Célculo da média para dados agru

Considere a tabela a seguir.

Classes requéncia
10-14
15-19 .
20-24

25-29 72
30-34 3
Para calcular a média, primeiro tratamos de calcular o ponto médio de cada classe da seguinte
forma:

I5+19 20+24 25+29 30+34

0+14_ 4, 17 2 27 32
2 2 2 2 2
E logo:
Ponto Frequéncia x.f;
Classes médio(x,) (f)

10-14 12 4 48

15-19 17 8 136
20-24 22 5 110

25-29 27 2 54

30-34 32 3 96
20 444
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X — i=1
n
k
EDRES 48+136+110+54+96 444
X =1 = =——=222
n 20 20
Mediana:

E a medida que ocupa a posicao central num conjunto de dados ordenados, isto €,
OBS: Se N € par, a mediana € a média aritmética simples dos dois valores centrais.

Para dados agrupados numa distribuicao de frequéncia, localizamos
a posicao central através da frequéncia acumulada. Para distribui¢do [% -F, ]
de frequéncias por intervalo, aplicamos a férmula abaixo para Med =LT; + h,
calcular o valor aproximado da mediana.

Moda:
A moda € a observacdo mais frequente. Casona ja observacdo mais frequente, a distribuigdo €

,
N\

Moda Bruta: E o ponto médio do int!rvalo de maior frequéncia.

Medidas de Variabilidade:

Amplitude Total: E a diferenca entre o maior e o menor valor observado.
Variancia: A variancia, se os dados forem populacionais, é dada por

Dados nao Dados agrupados onde xi: valores observados ou ponto
agrupados médio
N ) k ) fi: freqiiéncia absoluta
e (i =) , & filxi —n) N: tamanho da populagio
N TN u: média populacional
k: n° de valores ou intervalos

Instituto de Educagdo Aberta e a Distdncia 81



Se o conjunto observado for uma amostra, entdo a variancia € dada por
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Dados nao Dados agrupados
agrupados
n
> b =Xf >l -XF
52 — il g2
n-1 n-1

onde xi: valores observados ou ponto
médio

fi: freqii€ncia absoluta
n: tamanho da amostra

X média amostral
k : n° de valores ou intervalos

Foérmulas abreviadas:

Dados ndo Dados agrupados
agrupados
Populagao N k
xt zfixiz
_i=l 2 2 _ =1 2
o = N H o N H
Amostra n _ k _
inz —nX° Zﬁ-xi2 —nX°
2 _ =l 2 i=1
5= n-1 s n-1
Desvio padrao:
Populacgdo Amostra
o =o? 5=ys?

Propriedades:

N\

O desvio padrao pode ser definido poy

32

onde a é uma medida qualquer. O desvio padrdao é minimo quando a=|L.

Somando-se ou subtraindo-se uma constante a cada valor de um conjunto de dados, o desvio
padrdo ndo se altera. Multiplicando-se ou dividindo-se por uma constante cada valor de um
conjunto, o desvio padrao também fica multiplicado ou dividido, respectivamente, pela

constante.

Questoes possiveis

1. Indicar ou avaliar varidveis discretas e continuas;

2. Construir ou analisar tabelas e graficos para dados agrupados por classes;
3. Construir tabelas de dupla entrada e graficos de barras compostas;

4. Construir ou analisar tabelas de frequéncia absoluta, relativa, percentual e acumulada

para representar dados agrupados por classes;
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5. Determinar ou calcular medidas de dispersdo de uma amostra tais como variancia,
intervalos de variacao, desvio médio e desvio padrdao

Tarefas resolvidas
1. Diga porque € que as seguintes situagdes representam mas amostras:

a) Para saber qual o candidato mais votado, para o Municipio de determinada Provincia,
auscultou-se a opinido dos clientes de determinado supermercado.
b) Para conhecer a situacao financeira das empresas téxteis Mocambicanas, verificou-
se a situagdo das empresas que tiveram maior volume de exportacdes, no ultimo ano.
Solucao: As situagdes apresentadas nao sao representativas das populagdes de onde foram
retiradas, pois sdo amostras enviesadas.

a) Diferentes tipos de pessoas frequentam diferentes tipos de supermercados. A amostra daria
unicamente indicagdes sobre a populacdo constituida pelos clientes desse supermercado.
Podemos, ainda, concluir que os precos e o tipo de produtos que estdo a venda nio sdao
iguais em todos os supermercados, pelo que a amostra ndo € representativa.

b) Verificou-se, certamente, que a situagdo financeir. resas téxteis
Mocgambicanas, € melhor do que € na realidade.

2. Num estudo feito numa escola, recolheral tes as seguintes variaveis:

(A) idade po gasto diariamente no estudo
(B) ano de escolaridade (F) distancia de casa 2 escola

(C) sexo G) local de estudo

(D) nota na disciplina atemadtica (H) nimero de irmaos

., . . . . e . . . ~ . .
a) Das varidveis indicadas, quais s30 as quantitativas e quais sdo as qualitativas?
b) Das varidveis quantitativas, diz quais sao continuas.

Solucao:
a) Quantitativas: A, D, E, F, H. Qualitativas: B, C, G.
b) Sdo varidveis quantitativas continuas: E, F ( e eventualmente A; a varidvel idade
também é continua, pois pode tomar qualquer valor num intervalo, embora seja
normalmente tratada como discreta).
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Tarefas Propostas

1. Para realizar um estudo sobre o tempo gasto, em minutos, por 60 elementos de um clube de
karting num circuito de 20 voltas, registou-se o tempo gasto por 16 desses elementos. Os
resultados foram os seguintes:

14,1 | 13,5 | 150 |16,2 | 17,6 |18,7 |13,1 |15,4
166 (17,2 | 14,8 | 159 [18,0 [163 | 14,9 | 143

Indique:
a) A populacio;
b) A amostra.
c) A varidvel estatistica do estudo e classifique-a.
d) Quatro valores que a varidvel estatistica pode assumir.

2. Numa cidade de 20000 habitantes fez-se um inquérito sobre o meios de transporte utilizado
diariamente para se deslocarem para o emprego. Foram interrogadas 2500 pessoas e os resultados
foram registados no seguinte grafico:

Butorncvel
Mero

Rugtocamo

Meio de transports

Moo

I T T T T 1
0 250 300 750 1000 1250
Pessoasz inquindas

7

Construa uma tabela com a frequéncia relativa de cada um dos transportes.

3. As alturas, em centimetros, dos alunos de uma turma do 10° ano sdo as seguintes:

150 165 174 155 165 170 172
152 158 163 158 166 158 166
170 171 162 171 161 154 168
161 164 166 164 162 156 167

a) Construa uma tabela de frequéncias, agrupando os dados em classes.

b) Represente graficamente os dados, utilizando o tipo de grafico que achar mais
conveniente.
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4. Considere os seguintes resultados de um exame de Matemadtica realizado a 213 alunos:

Nota 1121 3 5 6 7 8 911011 (12|13 (14|15 |16 |17 | 18 |19
Freq. | , ||| 5 2|3 lwe|1517]32]17]21]12]16|8 14| 7] 5]a4
Abs.

a) Calcule a média e o desvio padrao dos dados.

b) Represente graficamente os dados na forma de um histograma considerando as seguintes

classes: [1,3[, [3,5[, [5,7],

¢) Qual o aspecto apresentado pelo histograma?

[7.9[, [9,11[, [11,13[, [13,15[, [15,17[, [17,19],

[19,21].

d) Verifique quantas notas pertencem ao intervalo [ - 5, ¥ + 5], Corresponde a que percentagem?

Comente o valor obtido.

e) Verifique quantas notas pertencem ao intervalo. Corre

valor obtido.

Instituto de Educagdo Aberta e a Distdncia

85




IEDA

Parte 111

Geometria espacial
Amigo Estudante. Seja bem vindo ao sétimo moédulo. Aqui ird aprender muita geometria.

Certamente que ja deve ter ouvido falar desta palavra “geometria” pois ndo poucas vezes tem
ouvido falar de vérios conceitos que sdo tratados nesta drea. Vamos entdo, enumerar o0S
objectivos especificos, que devera perseguir ao longo desta parte.

& Objectivos especificos

Sim. Sao objectivos especificos para esta parte os seguintes:

1. Identificar e interpretar relacdes espaciais;

2. Desenvolver a visualizacdo e o raciocinio geométrico;

& Conteddos

0 pois este assunto € totalmente novo
tar-te logo os contetidos em causa.

enh
mos apre

Sim. E isso mesmo ndo precisa de faze
apesar de ser te ja familiar. Desta ve
e Nocgdes de ponto, recta, plano
Axioma de existéncia

Axioma de determinag
Axioma de inclusio .«
Axioma de interseccao

Teoremas sobre Posic¢ao relativasyrectas e planos
e C(Critérios de paralelismo de recta e plano
e C(Critério de perpendicularidade de recta e plano.

Teoremas sobre posicdo relativa de planos;
e C(Critérios de paralelismo de planos
e C(Critério de perpendicularidade de planos.

Abordagem de conteudos

Caro aluno! Vamos considerar o exemplo abaixo para mostrar uma possivel abordagem destes
contetidos
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Exemplo : Construir dois planos paralelos.
Materiais necessarios: Livro de Matematica, material de geometria como régua,....

Sim. Com o livro vocé deverd proceder como reza o primeiro momento do método que te
apresentamos no inicio do guido.

% Ler com muita atencdo e concentragdo uma ou duas paginas as defini¢des envolvidas no
texto sobre objectos espaciais, posicao relativa destes objectos.

De certeza que com esta leitura poderd chegar a conclusdo de que para que dois planos sejam
paralelos € necessario que a sua intercessao seja nula. Chegard também facilmente a conclusdo de
que € usual representar os planos com recurso a figura do paralelogramo. E assim poderd
representa-los com ajuda de material geométrico como a régua e outros como se segue:

Agora leia o texto tedrico que se s idar os conhecimentos adquiridos na tarefa
i este texto antes da tarefa do exemplo dado.
O exemplo acima tratado mo seguranca realizar outras tarefas que te forem

colocadas

Material tedrico y

Geometria espacial.

A Geometria espacial (euclidiana) funciona como uma ampliagdo da Geometria plana
(euclidiana) e trata dos métodos apropriados para o estudo de objectos espaciais assim como a
relacdo entre esses elementos. Os objectos primitivos do ponto de vista espacial, sao: pontos,
rectas, segmentos de rectas, planos, curvas, angulos e superficies.

Conceitos primitivos

Sao conceitos primitivos ( e, portanto, aceitos sem definicao) na Geometria espacial os conceitos
de ponto, recta e plano. Habitualmente, usamos a seguinte notagao:

Pontos: letras maitisculas do alfabeto por exemplo: A, B, S, T,.....

"

Retas: letras mindsculas do alfabeto por exemplo: a, b, r, S, t,.....

r
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Planos: letras minusculas do alfabeto grego por exemplo: A, B, 0, W,....

ay

Observacao: Espaco € o conjunto de todos os pontos.
Por exemplo, da figura a seguir, podemos escrever:

Fer
JE smr

S Ver Y

Axiomas

Axiomas, ou postulados (P), sdo pr

servem de base para o desenvolvi .

Temos como axioma fundamental: existem infinitos pontos, rectas e planos.
&

Postulados sobre pontos e r%
P;. A recta € infinita, ou seja, contéminfinitos pontos.

r
P,. Por um ponto podem ser tracadas infinitas rectas.
t r
3
a
P
Ps. Por dois pontos distintos passa uma unica recta.
P !
o >
P4. Um ponto qualquer de uma recta divide-a em duas semi-rectas.
P
>
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Postulado sobre o plano e o espaco
Ps. Por trés pontos nao-colineares passa um tnico plano.

[

Ps. O plano ¢€ infinito, isto €, ilimitado.

P7. Por uma recta pode ser tracada uma infinidade de planos.
r

Pg. Toda recta pertencente a um plano divide-
Py. Qualquer plano divide o espaco em duas

Posicoes relativas de duas rectas
No espaco, duas rectas distintas p

0.em duas regioes ’amadas semi-planos.

amadas semi-espacos

v
g //
£
Faralalas
Concorrenias
—
rig ={F}
FoiZ
o
o
fop
g
Eeversas
ey res={ )
. N xnde exste plano que copntenha

t ez strultanea mente

IEDA
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Rectas perpendiculares:

. P o

. g Sy 4

rlte rls=t/ls
rls

Postulado de Euclides ou das rectas paralelas

P19. Dados uma recta r e um ponto P £, existe uma tnica recta s, tracada por P, tal que r //
S:

Fes
r y

Determinaciao de um plano
Lembrando que, pelo postulado Ps,
plano também pode ser dete: ado

. p
. i ’"} 3 sifr

passa por trés pontos ndo-colineares, um

L uma recta € um ponto nao- ncente a essa recta:
h 4

T
/

e duas rectas distintas concorrentes:
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e duas rectas paralelas distintas:

r
=
[

Posicoes relativas de recta e plano

/

Se uma recta r tem dois pontos distintos num plano %, entdo r estd contida nesse plano:

Vamos considerar as seguintes situagoes:

a) recta contida no plano

B ‘.L":'LE aeBeE .

=P
A Ler eBer

b) recta concorrente ou incidente a

Dizemos que a recta r "fura” o plano % e “sdo
F ey
concorrentes em P quando L P
.{
j rs
e s
&

Observagio: A recta I' é reversa a todas as rectas do plano que ndo passam pelo ponto P.

c) recta paralela ao plano

Se uma recta r e um plano “#ndo tém ponto em comum,
entdo a recta I é paralela a uma recta t contida no plano r

& portanto, r // &

riftetca=r e /
Em Zexistem infinitas rectas paralelas, reversas ou t
/ 2

ortogonais a I’
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P;1. Se dois planos distintos t€m um ponto em comum, entao a sua intersec¢cao € dada por uma
Unica recta que passa por esse ponto.

Posicoes relativas de dois planos no espaco

Para falarmos das posi¢des relativas de dois planos no espago vamos comecar por recordar o
Axioma que nos diz que "a intersecg¢do de dois planos concorrentes é uma recta". Chamamos
entdo planos concorrentes a quaisquer dois planos que tenham uma, e uma s, recta em comum.

Os planos concorrentes dividem-se em dois grupos consoante o angulo que formam entre si:

Planos perpendiculares

Dois planos concorrentes dizem-se perpendiculares se formarem entre si um angulo de 90°, isto
€, se em cada um deles existir uma recta perpendicular ao outro. A intersec¢do de ambos dd uma
recta .

A

Ve

Desta forma se deduz o seguinte critério erpendicularidade:

Critério de perpendicularidade de XIS Planos.
Se um plano contém uma recta perpendicular a outro, entdo os dois planos siao perpendiculares.

Planos obliquos
Se os dois planos concorrentes ndo formam entre si um angulo recto, chamam-se obliquos, e

também a sua intersec¢ao dd uma recta I' como ilustra a figura abaixo.

Se os dois planos ndo sdo concorrentes dizemos que sdo paralelos e dividem-se em dois casos:
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Planos coincidentes ou paralelos no sentido lato
Dois planos dizem-se coincidentes ou paralelos em sentido lato se tiverem mais do que uma recta
em comum.

p=5

Planos paralelos no sentido estrito
Dois planos dizem-se estritamente paralelos se ndo existir nenhum ponto em comum aos dois
planos, e a intersec¢ao de ambos € nula.

Critério de paralelismo de dois planos
Se um plano contém duas rectas concorrentes a outro plano entdo os dois planos sdo paralelos.

)

r P @ rcp e scp entdo

'13./ / u//B

7
Vamos agora, enunciar alguns res os demonstrados por Euclides e que estdo associados aos
critérios de perpendicularidade e de p’alelismo, enunciados anteriormente.

Teorema 1: Dois planos distintos paralelos a um terceiro, sdo estritamente paralelos entre si.
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Teorema 2: Se dois planos s@o perpendiculares 2 mesma recta, entdo sdo paralelos.
)

4 07
A

Teorema 3: Um plano corta planos paralelos segundo rectas paralelas.

Posicoes relativas de rectas no espa

No espaco duas rectas podem ser cl planares ou ndo complanares.

Rectas complanares: Duas rrtas planares se e s6 se estdo contidas num mesmo

plano. e

A forma como estas se relacionam posicionalmente nesse plano ja foi abordada anteriormente em
"posicoes relativas de duas rectas nuMano".

Rectas nao complanares: Se nio existe nenhum plano que contenha as duas rectas entiao
dizemos que estas sdo ndo complanares.

Duas rectas r e § ndo complanares dizem-se perpendiculares se r for perpendicular a duas rectas
secantes complanares a §.

</
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Questdes possiveis

1.

SAINAIE

Definir conceitos e visualizar conceitos primitivos;

Construir objectos geométricos dadas as suas caracteristicas;

Indicar a relacao de objectos espaciais a luz dos postulados, teoremas, critérios;
Analisar afirma¢des dando o juizo de valor ;

Identificar objectos dada uma figura;

Julgar a relacdo de objectos espaciais.

Tarefas resolvidas

1. Observe o sélido geométrico:
. . E H
a) Qual a posicao relativa da recta FG e ~L
do plano ADB? Justifique, F ¢
utilizando um dos critérios estudados.
b) Justifica a afirmacdo: «Os planos BCH
e ADE sdo paralelos».
c) «A recta EF é paralela ao plano que
contém a recta S ». Justifica esta 0 C
. - - S
afirmacdo, usando um dos critér —
estudados A B
Solugio:
a) A recta FG ¢ paralel
¢ paralela a recta FG . S
entdo a recta FG € paralela arecta AB contida no plano ADB; portanto, FG // plano
ADB. y
b) Nos dois planos podemos encontrar as rectas AD e BC que sao paralelas logo os dois

c)

planos sdo paralelos.

Pela mesma razao da alinea a.

Tarefas Propostas

1- Diga o valor 16gico das proposicoes:

a) Se uma recta € paralela a um plano entdo € paralela a todas as rectas desse plano.
b) Se dois planos s@o paralelos entdo toda a recta de um deles € paralela ao outro.

c¢) Se dois planos sao paralelos, toda a recta de um deles € paralela a qualquer recta do
outro.

d) Se dois planos sao perpendiculares, toda a recta de um deles é perpendicular ao outro.
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2 — Quantas rectas € possivel fazer passar por um ponto? Que nome tem esse conjunto de rectas?
3 — Uma recta r estd contida num plano o.

a) Se uma recta for perpendicular a recta sr, ela serd perpendicular ao plano a?
b) Se uma recta for perpendicular ao plano fa, serd perpendicular a recta r?

4 - Na figura temos : ABrXP

B
. PA 1 x, sendo A o traco da rectano plano. y
. rcx e ABcx
o r L PAB

Justifique as seguintes afirmﬁes:

a) O plano do triﬁnguloNpe
b) PA Lr y,

4. Observe o relégio da mesinha de cabeceira do quarto do Daniel que tem a forma de um cubo.

; H

7

A B
Justifique cada uma das afirmagdes, usando os critérios
estudados:
a) () O plano EFG e o que contém o mostrador do rel6gio sdao
perpendiculares.
b) ( ) As faces laterais do relogio pertencem a planos paralelos.
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c¢) () Arectaque contém os nimeros 6 e 12 do mostrador é

perpendicular ao plano da base do reldgio.

d) () Arectaque contém os nimeros 3 e 9 do mostrador € paralela ao plano da face
superior do relégio.

5. Considera o so6lido da figura constituido pelo cubo [ABCDEFGH], o paralelepipedo
[EIJKLMNO] e o cone de revolucao de vértice V e diametro [QP].

v
} c
A ; D
- K
H om=fF---- ST T AR E T Y J
P Q€ - i
e R SR G
P H ’.foo """"""""""""""""""""""" N
Ef° 7 . I
L

a) Define, de trés formas dlStlIl Vface [IJMN].

b) Indica a posi¢do relativa
e dasrectas ABe CD

e dasrectas VQe VP
e dasrectas INe LM

¢) Indica a posi¢do relativa do plano que contém a face [ABCD] do cubo e do plano que contém a
base do cone.

d) Utilizando as letras da figura, d4 exemplo de dois planos concorrentes perpendiculares.
e) Indica a posigdo relativa:
e darecta VQ e do plano LMN

e darecta QP e do plano EIJ
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6 - Na figura abaixo estd representado um prisma triangular.

a) Quantos planos € possivel definir:

e com os vértices B, D e E?

e com os vértices D, Ee A?

e com a aresta FE e o vértice B?
e com as arestas FE e AC?

e com as arestas FE e BD?

e com as arestas ED , EC e CA ?

b) Quantos planos é possivel definir com os vértices A ,
contém faces do prisma ?

? Quantos desses planos

¢) Quantos planos € possivel definir com ¢

d) Indique, utilizando as letras da fi
* duas rectas paralelas;
* duas rectas nao comxlnar
* duas rectas concorrentes;
* dois planos paralelos;
* dois planos perpendiculare y

e) indique quatro formas diferentes de definir o plano que contém a face ABDF.

7. Na figura estd representado um so6lido constituido por uma pirdmide quadrangular regular
cuja base coincide com a base do prisma quadrangular ABCDEFGH

v a) Indique trés rectas perpendiculares a recta
BC.

b) Indique duas rectas perpendiculares a
recta EC.

¢) Indique a recta de interseccao :
* do plano ADG com o plano CDE
* do plano ABF com o plano DBH.

d) Qual € a posicao relativa do plano VBC e
Al & da recta EH?
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Tabelas trigonométricas

Para saber uma razao trigonométrica, por exemplo, do angulo de 35°, podemos recorrer a uma
tabela de razdes trigonométricas, e basta percorrer a linha que tem 35° para sabermos que sen

35°=0,5736 cos 35°=0,8192 tg35°=0,7002
ANGULO SEN CosS TG ANGULO SEN Cos TG

1 0,017452 | 0,999848 | 0,017455 18 0,309017 | 0,951057 | 0,32492
2 0,034899 | 0,999391 | 0,034921 19 0,325568 | 0,945519 | 0,344328
3 0,052336 | 0,99863 | 0,052408 20 0,34202 | 0,939693 | 0,36397
4 0,069756 | 0,997564 | 0,069927 21 0,358368 | 0,93358 | 0,383864
5 0,087156 | 0,996195 | 0,087489 22 0,374607 | 0,927184 | 0,404026
6 0,104528 | 0,994522 | 0,105104 0,390731 | 0,920505 | 0,424475
7 0,121869 | 0,992546 | 0,122785 2 7 10,913545 | 0,445229
8 0,139173 | 0,990268 | 0,1405 0,422618 | 0,906308 | 0,466308
9 0,156434 | 0,987688 | 0,1 4 0,438371 | 0,898794 | 0,487733
10 0,173648 | 0,984808 m‘7632 0,45399 | 0,891007 | 0,509525
11 0,190809 | 0,981 0, 8 28 0,469472 | 0,882948 | 0,531709
12 0,207912 | O, 48 255 29 0,48481 | 0,87462 | 0,554309
13 0,224951 | 0,97437 | 0,230868 30 0,5 0,866025 | 0,57735
14 0,241922 | 0,970296 m9328 31 0,515038 | 0,857167 | 0,600861
15 0,258819 | 0,965926 | 0,267949 32 0,529919 | 0,848048 | 0,624869
16 0,275637 | 0,961262 | 0,286745 33 0,544639 | 0,838671 | 0,649408
17 0,292372 | 0,956305 | 0,305731 34 0,559193 | 0,829038 | 0,674509
35 0,573576 | 0,819152 | 0,700208 63 0,891007 | 0,45399 | 1,962611
36 0,587785 | 0,809017 | 0,726543 64 0,898794 | 0,438371 | 2,050304
37 0,601815 | 0,798636 | 0,753554 65 0,906308 | 0,422618 | 2,144507
38 0,615661 | 0,788011 | 0,781286 66 0,913545 | 0,406737 | 2,246037
39 0,62932 | 0,777146 | 0,809784 67 0,920505 | 0,390731 | 2,355852
40 0,642788 | 0,766044 | 0,8391 68 0,927184 | 0,374607 | 2,475087
41 0,656059 | 0,75471 | 0,869287 69 0,93358 | 0,358368 | 2,605089
42 0,669131 | 0,743145 | 0,900404 70 0,939693 | 0,34202 | 2,747477
43 0,681998 | 0,731354 | 0,932515 71 0,945519 | 0,325568 | 2,904211
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44 0,694658 | 0,71934 | 0,965689 72 0,951057 | 0,309017 | 3,077684
45 0,707107 | 0,707107 1 73 0,956305 | 0,292372 | 3,270853
46 0,71934 | 0,694658 | 1,03553 74 0,961262 | 0,275637 | 3,487414
47 0,731354 | 0,681998 | 1,072369 75 0,965926 | 0,258819 | 3,732051
48 0,743145 | 0,669131 | 1,110613 76 0,970296 | 0,241922 | 4,010781
49 0,75471 | 0,656059 | 1,150368 77 0,97437 | 0,224951 | 4,331476
50 0,766044 | 0,642788 | 1,191754 78 0,978148 | 0,207912 | 4,70463
51 0,777146 | 0,62932 | 1,234897 79 0,981627 | 0,190809 | 5,144554
52 0,788011 | 0,615661 | 1,279942 80 0,984808 | 0,173648 | 5,671282
53 0,798636 | 0,601815 | 1,327045 81 0,987688 | 0,156434 | 6,313752
54 0,809017 | 0,587785 | 1,376382 82 0,990268 | 0,139173 | 7,11537
55 0,819152 | 0,573576 | 1,428148 83 0,992546 | 0,121869 | 8,144346
56 0,829038 | 0,559193 | 1,482561 994522 | 0,104528 | 9,514364
57 0,838671 | 0,544639 | 1,539865 0,996195 | 0,087156 | 11,43005
58 0,848048 | 0,529919 | 1,60 997564 | 0,069756 | 14,30067
59 0,857167 | 0,515038 0,99863 | 0,052336 | 19,08114
60 0,866025 0,5 0,999391 | 0,034899 | 28,63625
61 0,87462 O,%81 0,999848 | 0,017452 | 57,28996
62 0,882948 0,4@\1, 1 0 -
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Uso da calculadora

Utilizando a calculadora cientifica € facil saber as razdes trigonométricas de um angulo agudo.
Comeca por verificar se a calculadora estd a trabalhar em graus (aparece Deg no mostrador) Para
calculares, por exemplo, sen40° € s6 introduzir 40 e carregar na tecla sin(hd maquinas em que
primeiro tens de carregar na tecla sin e s6 depois introduzes o valor).O mesmo acontece para o
cO-seno e para a tangente

Por construcao

Se ndo tiveres tabela nem calculadora, podes sempre chegar ao valor de uma razdo
trigonométrica, construindo um tridngulo rectangulo.

Por exemplo, para saber o sen50° comecas por construir um angulo de 50° com a ajuda de um
transferidor e constréis em seguida um tridngulo em que o angulo de 50° seja um dos seus
angulos internos. Com a ajuda de uma régua medes o comprimento dos catetos e da hipotenusa
do triangulo e com esses valores podes calcular as razdes trigonométricas do angulo de 50°.
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