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Acerca deste Modulo

MODULO 9

Como esta estruturado este

Modulo

A viséo geral do curso

Este curso esta dividido por modulos autoinstrucionais, ou seja, que vao
ser o seu professor em casa, no trabalho, na machamba, enfim, onde quer
que vocé deseja estudar.

Este curso ¢ apropriado para vocé que ja concluiu a 10” classe mas vive
longe de uma escola onde possa frequentar a 11? classes, ou esta a
trabalhar e a noite ndo tem uma escola proxima onde possa continuar os
seus estudos, ou simplesmente gosta de ser auto didacta e é bom estudar a
distancia.

Neste curso a distancia ndo fazemos a distingdo entre a 11 ¢ 12° classes.
Por isso, logo que terminar os modulos da disciplina estara preparado
para realizar o exame nacional da 12° classe.

O tempo para concluir os modulos vai depender do seu empenho no auto
estudo, por isso esperamos que consiga concluir com todos os médulos o
mais rapido possivel, pois temos a certeza de que ndo vai necessitar de
um ano inteiro para conclui-los.

Ao longo do seu estudo vai encontrar as actividades que resolvemos em
conjunto consigo e seguidamente encontrara a avaliagdo que serve para
ver se percebeu bem a matéria que acaba de aprender. Porém, para saber
se resolveu ou respondeu correctamente as questdes colocadas, temos as
resposta no final do seu modulo para que possa avaliar o seu despenho.
Mas se apds comparar as suas respostas com as que encontrar no final do
modulo, tem sempre a possibilidade de consultar o seu tutor no Centro de
Apoio e Aprendizagem — CAA e discutir com ele as suas duvidas.

No Centro de Apoio e Aprendizagem, também podera contar com a
discussdo das suas diividas com outros colegas do seu nivel.

Contetudo do Modulo

Cada Modulo esta subdividido em Lig¢oes. Cada Ligao inclui:




Primitiva e Integral Indefinida

= Titulo da ligdo.
» Uma introducdo aos conteudos da licdo.
= Objectivos da ligao.

= Contetdo principal da ligdo com uma variedade de actividades de
aprendizagem.

= Resumo da li¢do.
= Actividades cujo objectivo ¢ a resolugdo conjuta consigo estimado
aluno, para que veja como deve aplicar os conhecimentos que acaba

de adquerir.

= Avaliagdes cujo objectivo € de avaliar o seu progresso durante o
estudo.

= Teste de preparagdo de Final de Modulo. Esta avaliagao serve para
vocé se preparar para realizar o Teste de Final de Modulo no CAA.
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Habilidades de aprendizagem

Estudar a distancia ¢ muito diferente de ir a escola pois quando vamos a
escola temos uma hora certa para assistir as aulas ou seja para estudar.
Mas no ensino a distancia, nos é que devemos planear o nosso tempo de
estudo porque o nosso professor é este modulo e ele esta sempre muito
bem disposto para nos ensinar a qualquer momento. Lembre-se sempre
que “ o livro é o0 melhor amigo do homem”. Por isso, sempre que achar
que a matéria esta a ser dificil de perceber, ndo desanime, tente parar um
pouco, reflectir melhor ou mesmo procurar a ajuda de um tutor ou colega
de estudo, que vai ver que ira superar toas as suas dificuldades.

Para estudar a distancia é muito importante que planeie o seu tempo de
estudo de acordo com a sua ocupagao didria € 0 meio ambiente em que
vive.

Necessita de ajuda?

Sempre que tiver dificuldades que mesmo apo6s discutir com colegas ou
amigos achar que ndo esta muito claro, ndo tenha receio de procurar o seu
tutor no CAA, que ele vai lhe ajudar a supera-las. No CAA também vai
dispor de outros meios como livros, gramaticas, mapas, etc., que lhe vao
auxiliar no seu estudo.
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Licao 1

Primitiva e Integral Indefinida

Introducao

No capitulo anterior, estudamos o problema seguinte: Dada uma fung¢ao
F(x), achar a sua derivada ou seja f(x) =F (x) . No presente capitulo
estudaremos o problema inverso portanto, quando a derivada de uma
fung@o ¢ conhecida ¢ possivel determinar a fungdo que a originou. Por
exemplo, se a taxa de crescimento de uma determinada populagao €
conhecida, pode-se desejar saber qual sera o tamanho da populagdo em
algum instante no futuro; conhecendo a velocidade de um corpo em
movimento, pode-se desejar calcular a sua posi¢do em qualquer
momento; conhecendo o indice de inflagdo, pode-se desejar estimar os
precos; etc

O processo de obter uma fungdo a partir da sua derivada é chamado
integragdo indefinida.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= calcular a fung@o primitiva.

= calcular o integral indefinida.

Objectivos

Primitiva e Integral Indefinida

Definicao 1

Diz-se que uma fung¢do F(x) é uma primitiva de f(x) num intervalo I, se
F (x) = f(x), vx eI

Exemplo:
Determine uma primitiva da fung¢io f(x) = x3.

Solucao:
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De acordo com a defini¢do da primitiva, podemos concluir que a
4 4y
primitiva é F(x) = XT , pois (XTJ - %3,

Facilmente podemos constatar que esta primitiva ndo € Ginica pois no
exemplo anterior podemos apresentar como primitivas as fungdes:

4
X
F(x)=2—+5
(x) 7t

4

X
F(x)=2>--9
(x) 2

Ou duma forma geral

4
F(x) = XT +C, onde C é uma constante real

AN
porquanto (XT + CJ =x3

Daqui se pode concluir que se uma fungdo f(x) tem uma primitiva F(x),
esta faz parte de um conjunto infinito de primitivas que se exprimem
através da expressao F(x) + C, onde C ¢ uma constante real.

Definicao 2:

Chama-se integral indefinida da fungdo f(x) ¢ escreve-se J.f(x)dx a toda

a expressdo da forma F(x) + C, onde F(x) ¢ uma primitiva de f(x), ou seja
If(x)dx —F(x)+C, seF(x)=Ff(x)

Nota:

d—y:y‘ :>dy:y‘dx

dx

dz(;) - f(x) = df(x) = f (x)dx

J. ¢ o sinal de integragdo, f(x) ¢é a fungfo a integrar ¢

f(x)dx ¢ a expressdo sob sinal de integral

O processo de determinagdo da primitiva de uma fun¢do f(x) chama-se
integracao da funcdo f(x).
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Exemplo.:1 - Seja f(x) = 2x, entdo a fun¢do F(x) = x* ¢ uma integral
indefinida de f'pois dF(x) =d (xz) =2x= f(x).

Observemos, no entanto, que as fungdes H(x) = x> + 3; G(x) = x* - 7;
M(x) = x*+ 2 1 sdo também primitivas da funcao f(x) = 2x, pois todas
satisfazem ao conceito de integral indefinida. Entdo dizemos que a fungdo

f(x) =x*+k, keR, ¢ a primitiva geral da fungdo f(x) = 2x.

Pelo que se disse até aqui, podemos concluir que a integragao indefinida é
a operagdo inversa da derivacdo, (ou da diferenciagdo) a menos de uma

constante.

x2 d(x
Exemplo.:2 - J.xdx:7+k, pois, d_ 7+k =x =1(x)
x

Exemplo.:3 j 3x—1.dx = %1/(3x—1;3 + k, pois d(%J(Sx—l)3)=
= 3x-1

Férmulas da integral indefinida:

Para melhor compreensio e facilidade de comparar, cobraremos as
formulas da diferencial (derivada x ou dx) e da sua inversa, a integral
indefinida em correspondéncia.

Diferencial Integral
1-d{k)=0.dx=0 1- [0 =k
= moy_ m-1 = n+l
2 i 2-|}<“‘dx=x +km= -1
- m+1
m £ m-i Z m+
3-dut)=mutTdu 3o fumdu- 2 ykm
E m+1
4 - d {efix)) = cd{fix)) 4 - feftodx = of fodx
5 - diftad £ glx)) = dfix) + da(x) 5 - | 00 2 apods = | oo £ [ oeod
6 -disenu ) =cosudu .
& - | cosu.du=senu+k
7 -di{cos u) =sen u du .
7 -|senu.du= -cosu+k
& - ditan u) =sec? u du . N
8- | sec “u.du=tanu +k
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Tabela de integrais imediatos

A Tabela a seguir apresentada pode ser facilmente obtida a partir da
definigdo 2 e das regras de derivagdo vistas no capitulo anterior.

[ r dx b
1y Jdx =x+C 8 | —-=arcsen—+0C
: et -t 3
i nd
dx - X c 7. [ o
2 Jx e L 1 ) | senxdx cos K +C
)] ‘d_x_||-.|x|+c 107 [cosxdx=senx+c
o = -
4)[ dx.=arctgx+c 11)[ d% =tgx+0C
L Joostx
31 [ .dx : =£arctg£+c 12 [ 125 =—cotgx+C
ac 4« a a = SENT X
6y [l SR 13) fe'dx=e" +C
J o 2a a-x
cdx 14y [a'dx=3_+c
T - = atrcseny + C ) | atdx =
I:"l—_x J Ina
e f (xdx
)] | ey =In ffix)|+C

Aplicagao das propriedades

Exemplos:

1. I(3x2 —7x+2)dx :j3x2dx—j7xdx+I2dx

= 3jx2dx—7jxdx+2jdx

3 2
=3.X 7% LoxscC
3 2

:x3—§x2+2x+c

3 2
2. (R et Jax = [xaax [x 3ax = 22 % L
. J. X+$ X—J.X X+J.X X—?‘F?‘F
2 3
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Resumo
@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:
e Diz-se que uma funcdo F(x) ¢ uma primitiva de f(x) num
intervalo I, se F (x) = f(x), Vx eI
Resumo

e Chama-se integral indefinida da fungdo f(x) e escreve-se J.f(x)dx

a toda a expressdo da forma F(x) + C, onde F(x) ¢ uma primitiva
de f(x), ou seja J.f(x)dx —F(x)+C, seF (x)=f(x)

e O processo de determinacdo da primitiva de uma fun¢ao f(x)
chama-se integracéao da funcao f(x).

e As propriedades para ocalculo de integrais ja estdo resumidas em
tabela bem como as formulas de integracdo imediatas, por isso
ndo se esqueca de consultar estas tabelas enquanto estiver a
efactuar os calculos.
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Actividades
1. Determine as primitivas das seguintes fungdes:
5 S 4
a)f(x)=7x2+4; b)g(x)=—-—+3t;
2t
x+1 _
Actividades Of (x)="75 d)u(x)=v(-2u+u”)

Resolucio
5 7
a)J.[7x2 +4de =2x2 +4x+c

5
b)j L, SO VY TSR SN PE B
2 12t 2

c)jxx—j;ldx = I(x“4 +x7 )dx = —lx_3 —%x“‘ +c
d)J‘u3 (—Zu +u™ )du = I(—2u4 +u )du = —%us —%—i—c

2. Determine aplicando as propriedades:

Resolucio

j(4 cosx —5senx)dx = 4I cos xdx — SJ. sen xdx

=4senx +5cosx +C
3. Determine aplicando as regras de integrais imediatos :

Resolucio

a)j dx =In|x-5/+C
X-5

b) jcos(3x+5)dx =%sen(3x+5)+c

10
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Avaliacao
@ 1. Determine:
a) j7x2 e)J.exdx
Avaliagao b) J' (2x+5) dx f) J' e dx
c)j%/;dx g)J' " _1'_ 3
2 8
d)j;dx h)jﬁdx

2. Determine as primitivas as fun¢des seguintes
) 2 e*
a)J.(—2+v ) dv C)I[?+X&de
x> +2x-7
b)|| ————— d t)— t).tan(t)dt
)I[ n ]dx )I(cos( )—sec(t). tan( ))d

11




Primitiva e Integral Indefinida

Licao 2

Primitiva e Integral Indefinida

Introducgao

Objectivos

Nesta ligdo vamos aplicar no calculo da primitiva, o método de
substitui¢do. Este ¢ um dos métodos mais importantes do calculo dos
integrais indefinidos e consiste na troca de variavel no integral indefinido,
através duma substituicdo.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= calcular integral indefinida pelo método de substituigdo.

Primitiva e Integral Indefinida

12

Método de substitui¢cao

Ha casos em que a fungdo integrada se “assemelha” a uma func¢do que se

sabe integrar. E o que acontece, por exemplo com o integral J-COS 3xdx

em relagdo a Icos 3udu

Entdo, a substituicdo da variavel x por um a nova variavel de integragio
u, criteriosamente relacionada com X, permite simplificar o calculo
integral.

. . du .
Assin,n o exemplo considerado, convém fazer u=3x, donde d_ =3 seja,
X

1 .
3dx = du. Donde, entdo segue que dx = Edu e, assim tem-se:

j cos3xdx= I cosu % du= % I cosudu= % senu+c= % sen3x-+c




MODULO 9

Deste modo p;odemos dizer que o método de integracdo com recurso a
mudanca de variavel consiste em:

e Definir uma nova variavel u = g(x), onde g(x) ¢ escolhida de tal
modo que, quando escrita em term os de u, o integrando ¢ mais
simples do que quando escrita em termos de X.

e Transformar o integralcom relacdo a x num integral com rela¢do
a u, através da substituicdo de g(x) onde quer que seja por u €
g’ (X)dx por du

e Integrar a fung@o resultante de u.

e Reescrever a resposta em termos de x, através de substitui¢ao de

u por g(x)
Exemplo
Calcular I = I 3x3Vx +1
Resolucao:

Aqui, a substitui¢do pode ser:
. du
u=x"+1; du =3x’dx ou seja, dx = p
X

e por tanto o integral calcula-se fazendo:

1:j3x2-\/;-3dTu2:J.u%du:§u%+C

2 3
que passando a variavel x fica, / = g(x3 + I)A +C

Este ¢ um dos métodos mais importantes do célculo dos integrais
indefinidas e consiste na troca de variavel na integral indefinida,

13
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Resumo
@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:
O método de integracdo com recurso a mudanca de varidvel ou seja
método de substitui¢do consiste em:
Resumo

e Definir uma nova variavel u = g(x), onde g(x) ¢ escolhida de tal
modo que, quando escrita em term os de u, o integrando ¢ mais
simples do que quando escrita em termos de X.

e Transformar o integralcom relagdo a x num integral com relagdo
a u, através da substitui¢do de g(x) onde quer que seja por u e
g’ (x)dx por du

e Integrar a fungdo resultante de u.

e Reescrever a resposta em termos de X, através de substituicao de
u por g(x)

14
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Actividades

MODULO 9

Calculemos os seguintes integrais recorrendo ao método de substituigdo:

1) j 242~ 3xdx

Seja u= 2-3x ‘logo du=-3dx, assim,

3

1 3
I2«/2—3xdx :—gjuzdu = —guz +c= —%(2—3){)5 +c

2) j 3xv2x% — 4dx

Sejau=2x?-4, logo du=-2xdx, assim,

34222

23

3

+c:\/§(x2—2)§+c

N | W

!
j3x 2x2—4dx=%j(2u)§ du= u

3 J. 1+x

Seja u= 1+x logo du=dx, assim,

L L
J.\/l)jrx _[ 7 du _I(#— 1/zjdu J.uzdu—J.u 2du =

= §u3/2 -2u"? +¢ =§(1+x)3/2 —2(14—)()1/2 +c

(x+l)
o [
x? -4x+8

Resolucio:

J-(x+1)dx=1J.2x.4+4+2 _ J- (2x-4) i
x*-4x+8 27 x’-4x+8 -4x+8

1J»(2x-4)dx+1 6dx

29 X2 ax+8 29 x2-4x+8

15
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16

Fazendo substitui¢do, no 1° integral temos
x’ —4x+8:t:>(2x—4)dx:dt.

No segundo integral transformemos o denominador numa soma de
quadrados

X —dx+8=x"—4x+4-4+8=(x-2) +4

= lln|t| +§arctgx—_2+C=
2 2 2

1 ¢dt +3J- dx
29t (X_

29t 2) 422

:lln‘x2 —4x+8‘+§arctgx—_2+c
2 2 2

5) Calcule j

dx
\/28-12x-x*

Resolucio

Fazendo a substituicdo x+6 =1 = dx =dt, logo

dx dx t X+6
J. = J. = arcsen —+C=arcsen ——+C
82 -(x+6)° 7 /8-t 8 8
6) J.esenx.cos xdx; [seja  t =senx = dt = cosxdx , entdo

J.etdt:et+C:ese”X+C

7) J.XZ\/X?’ +5dx;[seja t=vx’+5=>t?=x>+5

= 2tdt = 3x%dx < %tdt = x%dx; entdo
Ixz x> + 5dx = I\/x3 +5x2dx = It%tdt = %Itzdt = %t3 +C

:%(x3 +5)M+C
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Avaliacao

@ Calcule recorrendo ao método de substituicdo

Avaliagao

1+9x2

1) Isen(%xjdx ;0 2) J.3tcos(3t2)dt; 3) J.cosz tdt 4)I ! dx

17




Integracao por partes

Licao 3

Integracao por partes

Introducgao

Objectivos

O método de integracdo por partes ¢ usado geralmente em integrais cuja
expressdo ¢ um produto entre duas funcdes de natureza diferente, por
exemplo, potencial e trigonométrica ou potencial e exponencial ou
logaritmica.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= efectuar a integrac@o por partes.

Integracao por partes

18

Integragao por partes
Se f'e g sao fungoes diferenciaveis do produto,

d , ,
&[f(X)g(X)] =f(x)g (x)*f (x)g(x)
Intagrando ambos os memb ros obtemos
jdix[f(x)g(x)] dx:j f(x)g (x)dx+ j f'(x)g(x)dx ou
f(x)g(x)+c=j f(x)g (x)dx+ j g(x)f'(x)dx ou ainda
[ 008 ()dx=fx)g()- [ gf (x)dx+C

Uma vez que a integral a direita ird produzir uma outra constante de
integragdo, ndo ha a necessidade de manter C nesta tltima equag@o; assim
sendo obtemos:
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[f0g (dx=fx)g(x)-[ g(Of ()dx (1)

A qual é chamada de férmula de integracio por partes. Usando esta
formula, as vezes podemos tornar um problema de integracdo mais
simples.

Na pratica ¢ usual reescrever (1) fazendo:

u=f(x) = du=f (x)dx; v=g(x)=dv=g (x)dx (2)

Isso da lugar a seguinte forma alternativa para (1):

J.udv =uv- J‘ vdu

Exemplo:

Calcule: I xe*dx

Solugéo: Para aplicar (2), precisamos escrever a integral na forma J.udV

Uma maneira de fazer isso é colocar u =v e dv = e'dx para que, du = dx

ev= v:je"dxze"
Deste modo, a partir de (2)
j xe"dx=xe" -J e*dx=xe*-e*+C
De um modo geral:
1. A parte escolhida como dv tem de ser facilmente integravel.

2. J-vdu ndo pode ser mais complicada

Integragao contendo trindmio quadrado

dx

Considere o integral jz—
ax”+bx+c

Transformando o denominador numa soma ou diferengca de quadrados
podemos encontrar integrais de tabela.

19
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Integracao por partes

2 2
ax2+bx+c=a[x2+2x+£}=a x2+Ex+(£j _(Lj T .
a a a 2a 2a a

2 2 2
a (x+£j + E-b—z . Se consideraremos E-b——ik podemos ter
2a a 4a a 4a’

dx dx
I - :—I > . Fazendo substitui¢do
ax”+bx+c b )
x+— | £k
2a

b
x+—=t = dx=dt; logo

2a

=— —» que € integral da tabela.

J- dx 1 dt
ax’+bx+c a t’+k

Exemplo: Calcule Izd—x
3x°+12x+30
Resolucao:
J- dx _l dx _l dx B
3x2+12x+30 397 +4x+10 37 ¥ +4x+2° =27 +10

Fazendo substitui¢do x +2 =t = dx=dt, logo

dt

1
_I (x+2) +6 3 (Jg)z BN

arctg— arctg

¢ 2+C
N J’ J6
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Resumo

a3y,

Resumo

Nesta li¢do vocé aprendeu que:

[f0g (0 dx=fx)g(x)- [ 2(F (x)dx

A qual é chamada de féormula de integracido por partes. Usando esta
formula, as vezes podemos tornar um problema de integragdo mais
simples.

Na pratica ¢ usual reescrever esta expressdo fazendo:

u=f(x) = du=f (x)dx; v=g(x)= dv=g (x)dx

Isso da lugar a seguinte forma simplificada e pratica, facil de memorizar:

I udv= UV—I vdu

Em resumo é importante reter que:
1. A parte escolhida como dv tem de ser facilmente integravel.
2. jvdu nao pode ser mais complicada que a integral que nos foi

dada a calcular.

21
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Actividades

22

Actividades

Encontre o integral indefinido para cada uma das seguintes fungdes:

1)J' X dx

x+1

. 1 .
sejau =X edv=——=dx, du=dx ev=2+x+1, assim

N
J. X dx:IudVZuV—J‘Vdu:2XM—I2de:

x+1

=2x\/x+l—%(x+1)\/x+1+c=§\/x+l(x—2)+c

2) J.arcsenxdx

Se ja u =arcsenx, dv=du, logo du= dx, v=u assim:

1
V1+x2

X

1-x2

dx

J.arcsenxdx = Iudv =uv-— J. vdu = xarcsenx —J‘

Fazendo agora t=1-x”, temos que dt=-2x,

- _(1 —x? )% portanto:

X 11
———dx = I———du
j\/l—X2 2 \/H
J.arcsenxdx = xarcsenx +V1—x2 +¢

3) J.(Zx +1)senxdx

Seja 2x+1 e dv=sendx logo du=2dv , v=-cosx assim,

J.(2x+1)senxdx = —(2x+1)cosx+I2cosxdx =2(senx — X cosX)—COSX +C =
4)jx3senxdx

Seja u=x> e dv =senxdx, logodu = 3x*dx ev = —cos x




MODULO 9

Fazendo: J.xsenxdx =senx—xcosx+c¢ pode ver o exercicio anterior

numero 3 ,entdo

: J.x3senxdx =—x>cosx + 3J.x2 cosxdx (1)

Analisando a integral J.x2 cosdx , observamos que podemos calcula-la

também por partes, fazendo agora u = x” edv = cos xdx, logo du=2xdx e

v=senx, assim,

J. x% cos xdx = x’senx —2 J. xsenxdx e pela observagdo acima concluimos

que:

J.xz cos xdx = x°

senx —2(senx —xcosx) (2)

Substituindo (2) e (1) teremos:

J.x3senxdx =—x> coS X +3xsenx + 6Xcox — bsenx + ¢

Avaliagao

O

Avaliagao

1) J.ezxx3 2) J.cossecz x cot gxdx 3) J.sexsecz xdx

Como viu, vocé deve estar sempre preparado pois, sdo sempre cobrado
os conhecimentos sobre a matéria tratada nos modulos anteriores. A
resolugdo dos exercicios tornou-se muito facil porque vocé ja dominava
os polindmios e suas propriedades, as razdes trigométricas e as relagoes
entre elas, as fungdes , suas derivadas e as formulas para a derivagao das
fungdes,

23




Integracao de Fracgoes Racionais

Licao 4

Integragao de Fracgoes Racionais

Introducgao

Objectivos

Algumas fungdes sdo bastante complexas o que torna o processo de
determinagio das suas primitivas também complexo. E o caso de fungdes
com frac¢des racionais. Mas a matematica € o caminho certo para a
resolugdo dos problemas do dia a dia, por isso existem algoritmos para
facilitar a resolug@o desses problemas.Vocé vai determinar integrais com
frac¢des racionais sem sobressaltos.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Calcular Integrais de frac¢des racionais usando o Método dos
coeficientes indeterminados

Integracao de FracgOes Racionais

24

O método dos coeficientes indeterminados ¢ o método mais apropriado
para a resolugdo deste tipo de integrais.

(Ax+B)dx

Nax? +bx+c¢

Fazendo transformagdes algébricas e mudanga de variavel reduzimos este
integral a:

Consideremos o integral j

I (Ax+B)dx 4 (2ax+b) ( Abjj dx

B- 22—
ax’ +bx+c 2a \ax? +bx+c Jax* +bx+c¢

ou seja
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A Bd
J- - * —A dt (B Abjj dx paraa>0

Nax’ +bx+c 2a \/_ NS s

ij B)dx A dt( Abjj- dx

e — <0
o sbrre 2a3 4% Jozp poreashQue

sdo integrais de tabela.

Método dos coeficientes indeterminados

Uma fungdo F(x)= S )
g(x)

,onde f{x) e g(x) sdo polindomios, ¢ chamada

uma fracgao racional. Se o grau de f{x) ¢ menor que o grau de g(x), F(x) ¢
chamada propria; caso contrario F(x) é chamada improria.

X +1 x—1

Por exemplo: =X——
X +1 x +1

Toda a fragdo racional propria pode ser expressa como uma soma de
fracgOes mais simples (fracgOes parciais) cujos denominadores sdo da
forma (ax+b)" e (ax’+bx+c)" sendo n um niimero inteiro positivo.Vamos
apenas estudar os seguintes casos, dependendo da natureza dos factores
do denominador:

Factores lineares distintos

A cada factor linear ax+b ocorrendo uma vez no den ominador de uma
fraccdo racional propria, corresponde uma Unica fracgdo parcial da forma

5’ onde A é uma constante a ser determinada.
ax +

Factores lineares distintos repetidos

A cada factor ax+b ocorrendo n vezes no denominador de uma fraccdo
racional propria, corresponde uma soma de n fracgdes parciais da forma

25
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4 + 4 +---+—A"
2 n
ax+b (ax+b) (ax+b)

a serem determinadas.

,onde os Aj, A,,...A, sdo constantes

(3x+5 dx B dx
Ix —x’ —x+l__Ix+1__I jx 1) -

_i+c

x—1

x+1

x—1

:lln|x+1|—11n|x—1|—i+cz
2 2 x—1

1
2

Factores quadraticos distintos

A cada factor quadratico irredutivel ax’+bx+c ocorrendo uma vez no
denominador de uma frac¢do racional propria; corresponde uma Unica

) Ax+B .
fraccdo parcial da forma ——————,onde A e B sdo constantes a
ax” +bx+c

serem determinadas.
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Resumo

a3y,

Resumo

Nesta li¢do vocé aprendeu que:

f(x)

Uma fungdo F'(x) =
g(x

,onde f(x) e g(x) sdo polindmios, ¢ chamada

uma fracgdo racional. Se o grau de f{x) ¢ menor que o grau de g(x), F(x) é
chamada propria; caso contrario F(x) ¢ chamada improria.

Toda a fracdo racional propria pode ser expressa como uma soma de
fracgdes mais simples (fracgdes parciais) cujos denominadores sdo da
forma (ax+b)" ¢ (ax’+bx+c)" sendo n um nimero inteiro positivo.Vamos
apenas estudar os seguintes casos, dependendo da natureza dos factores
do denominador:

1. Factores lineares distintos

A cada factor linear ax+b ocorrendo uma vez no den ominador de uma
fracgdo racional propria, corresponde uma tnica frac¢do parcial da forma

,onde A é uma constante a ser determinada
ax+b

2. Factores lineares distintos repetidos

A cada factor ax+b ocorrendo n vezes no denominador de uma fracgao
racional propria, corresponde uma soma de n fracgdes parciais da forma

n

A LA .
2
axtb  (ax+b) (ax+b)

serem determinadas.

—, onde 0s Ai, A,,...An sdo constantes a

3. Factores quadraticos distintos

A cada factor quadratico irredutivel ax2+bx+c ocorrendo uma vez no
denominador de uma fracgdo racional propria; corresponde uma unica

fracgdo parcial da forma ,onde A e B sdo constantes a serem

ax’+bx+c

determinados.
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Integracao de Fracgoes Racionais

Actividades

Actividades

1. Calcule ng—i-—i)d)g
X +x —6x

Considere a fraccao propria

x+1 x+1 A B
3 > = =— + fazendo m.m.c
X —-x"—-6x x(x-2)(x+3) x x-2 x+3
teremos:

x+1=A(x-2)(x+3)+ Bx(x+3)+Cx(x—-2)
x+1=(A+B+C)x* +(A+3B-2C)x—64

O método geral, consiste na resolugao do sistema de equagdes:

4 1

A=——
A+B+C=0 6
A+3B-2C=1& B>
—64=1 102

c=-=

L 15

(3x+5)dx

2. Calcule jﬁ
X —x"—-x+

Consideremos a fracgao propria

3x+5 x+1 A B C

3 2 = T = + + 5, Entao:
x —x"—x+1 (x+1)(x—1) x+1 x-1 (x—l)

3x+5=A(x—1)" +B(x+1)(x-1)+C(x+1)
parax=—1=-3+5= A(-1-1)" + B(~1+1)(~1-1)+ C(-1+1) = x4
parax=1 = 3+5=A4(1-1) +B(1+1)(1-1)+C(1+1)=> C =4

Para determinar a outra constante usamos qualquer outro valor de x, por
exemplo x=0
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x=0=> 0+5=A(0-1)’ +B(0+1)(0+1)+C(0+1) = A-B+C Logo:

L prazsep=-l
2 2

Avaliagao

@ (x3+x2+x+3)dx
1. Calcule I (x2 +1)(x2 +3)

Avaliagao

Resolucio

. .. X+x+x+3 Ax+B Cx+D
Consideremos frac¢ao propria =

(x2+1)(x2+3) x> +1 i x*+3

Portanto: x°+x’+x+3 = (Ax+B)(x2+3)+(Cx+D)(x2+l), ou seja:

X +x’+x+3=(4+C)x’ +(B+D)x* +(34+C)x+3B+D,

. A+C=1 B+D=1
Entao: e Logo A=0, C=1, B=1 ¢ D=0.
34+ C =1 3B+D=3

(x3+)c2 +x+3)dx B
'[ (x2 +1)(x2 +3) B

J. —21 + ZX dx:_[—(z1X +I ><2dx = arctgx+Inv/x*+3+C
x'+1 x°43 x+1 < x°+3

Caro estudante, agora vai entrar numa outra drea bastante
interessante a logica Bivalente
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Nogoes bésicas da Logica Bivalente

Lico 5

Nocoes basicas da Logica

Bivalente

Introducgao

Objectivos

O Calculo Proposicional, capitulo da Logica Formal moderna, é uma
Ciéncia que trata das proposi¢des tomadas como um todo e consideradas
independentemente dos seus contetidos/matéria.

Cada proposigao ¢, por isso ¢ para efeitos de calculo, simbolizada
convencionalmente por uma letra minuscula (p, q, r, s, etc.), embora ao
nivel do nosso trabalho pessoal seja conveniente utilizarmos uma letra
que nos remeta directamente para o seu conteido. Estes simbolos
denominam-se variaveis proposicionais, porque podem simbolizar um
qualquer conteudo, por concretizar. Isto significa que, por exemplo,
querendo simbolizar a proposicao ‘O Jodo esta a estudar,” escolhendo
uma variavel que me remeta para o conteiido da proposi¢do, posso
simboliza-la por j (j: O Jodo esta a estudar.) ou, entdo, por uma letra
qualquer.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= Definir o que é um termo , designagao e proposicgoes.

= Simplificar expressoes e calcular o valor logico de uma expressao.

Nogoes basicas da Logica Bivalente

Designacoes e proposigoes

Vamos considerer a seguinte situagao:
Dadas as expressoes :

e 2000
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e  Maputo
e Cidade de Maputo e capital de Mogambique

e Cuba e um pais africano

Podemos afirmar que a terceira e verdadeira e a quarta e falsa . Acerca
das duas primeiras ndo faz sentido pronunciarmo-nos se sdo verdadeiras
ou falsas por isso sdo chamadas designacdes, as outras duas sdo
chamadas proposicdes.

portanto:

1. Designacdes, termos ou nomes sao expressoes que representam
0s seres existentes

2. Proposi¢cdes sao expressdes acerca das quais faz sentido afirmar
se sdo verdadeiras ou falsas.

Uma proposi¢cdo verdadeira tem o valor logico verdade que em
matematica simboliza-se por V ou 1(um).Uma proposi¢do falsa tem o
valor logico falsidade que se simboliza por F ou 0 (zero).

Observe que em algumas ocasioes podemos encontrar frases que nao sao
proposigoes.

As frases “O verde é uma cor bonita “ ou “ Maputo é uma cidade
grande”, nio sao consideradas proposicoes .

Para que sejam proposigdes devem satisfazer os seguintes principios:

e Principio da nio contradicio uma proposicdo nao pode ser
simultaneamente verdadeira e falsa

e Principio do terceiro excluido uma proposi¢do ou ¢ verdadeira
ou ¢ falsa.

Equivaléncia de designacoes e de proposicoes

Definicao
Designagoes equivalentes ou sinénimas sdo aquelas que designam o

mesmo SCr.

3
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Exemplo

1. 2+1 e 5-2
2. A Cidade de Maputo é Capital de Mogambique

Ou seja 2+1=3 e 5-2=3 por outro lado cidade de Maputo=Capital de
Moc.

Definicao:

Proposi¢coes equivalentes sdo as que tem o mesmo valor 1logico.

Exemplos de proposi¢des equivalente:
2>3 e 1+1=5 (ambas falsas)

2 <3 e 1+1=2 (ambas verdadeiras)




MODULO 9

Nesta li¢do vocé aprendeu que:
e Designacgdes, termos ou nomes sao expressoes que representam
0s seres existentes
Resumo

e Proposicdes sdo expressoes acerca das quais faz sentido afirmar
se sdo verdadeiras ou falsas.

e Principio da nio contradicio uma proposicdo ndo pode ser
simultaneamente verdadeira e falsa

e Principio do terceiro excluido uma proposi¢do ou ¢ verdadeira
ou ¢ falsa.

o Designacdes equivalentes ou sinénimas sio aquelas que
designam o mesmo ser.

e Proposicoes equivalentes sdo aquelas que t€m o mesmo valor
logico.

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.
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Actividades

34

Actividades

1. Classifique cada uma das expressdes seguintes em designagdo ou
proposi¢do e, no caso das proposi¢oes , indique o seu valor:

Michael Jacckson ¢ uma designagao

The Beatles era um grupo musical Escocés é uma proposicao falsa

Musica classica ¢ uma designacgao

Michael Jckson ¢ um cantor americano_é uma proposiciao verdadeira

Beethoven compds musica classica; americano_€ uma proposicao
verdadeira

Fanny Pfumo foi cantor rock; é uma proposicao falsa

Fado de Coimbra é uma designagdo

2. Indique, justificando ,o valor l6gico de cada uma das proposicdes :

b)

)

d)

Se 1kg de carne custa 120mts, 1,5kg de carne custa 180mts é
uma proposicio falsa

Se 10 litros de gasolina super custam 250mts , cada litro custa
25mts; é uma proposicao verdadeira

Se na compra de umas com o pre¢o de 770mts me fizeram um
desconto de 10%, entdo eu paguei pelas calcas 700mts; é uma
proposicao verdadeira

w_s,

definir uma proposi¢do verdadeira através da relagdo “=";
4=6-2

Uma proposi¢do pode ser simultancamente verdadeira e falsa €
uma proposicio falsa ( contradicio com o pringipio do
terceiro excluido)

>

Uma proposicao pode ser verdadeira para uns e falsa para outros;




€ uma proposicao verdadeira

Distinga nas eguintes expressoes, designagdes das proposicdes:

a) 6+ 24 ¢ uma designacao

b) 6 + 24 =30 € uma proposicio verdadeira

c) \/7 >7 € uma proposicio falsa

d) 6+ 24 =30 € uma proposicio verdadeira

e) {1, 2,3} ¢ uma designagio

f) 4 ¢ {1,2,3} € uma proposicio verdadeira

Sao verdadeiras ou falsas as seguintes proposi¢oes?

a) 3+2=2+3 € uma proposicao verdadeira

8
by 4 # E € uma proposicao falsa
c) \/7 <7 € uma proposicao verdadeira

MODULO 9
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Avaliacao
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O

Avaliagao

1. Escreva uma designagdo ou proposi¢do equivalente para cada uma
das expressdes dadas

a) 1147
b) -11+7
c) -11-7
d) (-2)4
e) 3+2=2+3
2. Qual é o valor logico das seguintes proposigoes
a) Uma designacdo pode ser verdadeira ou falsa;

b) Duas proposi¢des equivalentes sdo ambas verdadeiras ou ambas
falsas;

c) A partir de duas designagdes numéricas equivalentes podemos

w_2,

definir uma proposi¢do verdadeira através da relagdo “=";
d) Uma proposigdo pode ser simultancamente verdadeira e falsa;

e) Uma proposi¢do pode ser verdadeira para uns ¢ falsa

47&§
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f)

c) \/7<7

Agora compare as suas resolugoes com as constantes no fim do modulo
ou dirija-se ao centro de recursos para assisténcia. Sucessos!
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Licao 6

Operacgoes Logicas

Introducao

Objectivos

Segundo o principio do terceiro excluido toda a proposicdo simples pé
verdade ou falsa isto é, ’tem o valor 16gico v(verdade) ou valor l6gico
f(falso). Numa proposi¢cdo composta, a determinagdo do seu valor 16gico
¢ feito segundo o principio “o valor logico de qualquer proposicao
composta depende unicamente dos valores logicos das proposicdes
simples componentes” ficando por eles unicamente determinados.

Para aplicar este principio na pratica, recorre-se ao uso de um em fungéo
do dispositivo denominado tabela de verdade, que apresenta todos os
possiveis valores logicos da proposigdo composta correspondentes a
todos a todas possiveis atribuigdes de valores logicos as proposi¢des
simples correspondentes.

O numero de linhas da tabela de verdade de uma proposi¢do composta
esta em funcdo do nimero de proposigdes simples que a compoem.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Fazer as operagdes de Negacdo, conjuncao, disjungdo, mplicagdo e
equivaléncia com proposi¢des.

= Construir tabela de verdade.

Intrducao a Ldégica Bivalente

Operagoes logicas

Negagao (~)
p: Paulina Chiziane escreveu “O Sétimo Juramento”.

A negacao desta proposi¢ao ¢ uma nova proposicao que se representa por
“~p” e se lé: ndo é verdade que p ou simplesmente: ndo p.

Assim:

37




38

Operagoes Ldgicas

~ p : ndo ¢ verdadeque Paulina Chiziane escreveu “ O Sétimo
Juramento”.

EM linguagem corrente também se diz:
~ p : Paulina Chiziane ndo escreveu “O Sétimo Juramento”.
Definicio — A negacdo de uma proposicdo ¢ uma nova proposi¢ao ~p,

que se obtem da anterior antepondo-lhe as palavras “ndo é verdae que” e
que ¢ verdadeira se p ¢ falsa e falsa se p ¢ verdadeira.

Exemplo 1:

q : Eu estudo Matematica.

~ ( : Nao ¢ verdade que eu estudo Matematica.

Exemplo 2:

p:5+5x3=30.

~p : Nao ¢ verdade que 5 + 5x3 =30 ou ~p:5+5x3 % 30.
Quando p e q sdo simultdaneamente verdadeiras e ¢ falsa nos outros casos
Para determinar o valor l6gico da negagdo de uma proposi¢ao a partir do

valor l6gico desta, pode-se utilizar uma tabela que se chama tabela de
verdade:

p rop
W F
E y Assim,~V=F e ~F=V

Conjungao ()

Consideremos as proposi¢des que se segum:
p : A Iris veste calgas azdis.

q : A Iris veste blusa azul.

A conjuncdo destas proposicdes é a proposicado “p e q”, que
simbolicamente se representa por “p A q”.
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p A q: A Iris veste calcas azizis ¢ a Iris veste blusa azul.

Definicdo — A conjun¢do de duas proposicoes p e q, é uma nova
proposicao que resulta da ligacdo de p e q pelo simbolo N (Ié —se : e).

Esta nova proposi¢do (p A q) € verdadeira quando p e q sdo
simultaneamente verdadeiras e ¢ falsa nos outros casos.

Exemplo 1:
p:3+2=5 ,q:6+2>6
pAqQ:3+2=5A q:6+2>6

Como p e q sdo proposicoes verdadeiras também p A q também é uma
proposi¢do verdadeira.

Exemplo 2:

s : 3 € um niimero primo (V)

t : 3 ¢ um numero par (F)

s A t:3 ¢éum nimero primo A 3 é um numero par

Comt é falsa, também s A t ¢é falsa.

Pode-se definir a conjungdo entre valores logicos por uma tabela de
verdade:

p q P
W v v
W F F
F v F
F F F

Disjungéo (V)

Definicdo - A disjung¢do de duas proposi¢coes p e q, é uma nova
proposi¢do que resulta de ligar p e g pelo simbolo “~v ” (1é — se: ou com
sentido inclusivo).
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Esta nova proposicdo que resulta de ligar p e q pelosimbolo (pv q) €
verdadeira em todos os casos excepto quando p € q sdo simultineamente
falsas.

Exemplo 1:
p : vou comprar um casaco
q : vou comprar um blusdo

pV(q : vou comprar um casaco ou vou comprar um blusdo (ou as duas
coisas)

Exmplo 2:
p:2+1=3 V)
q:4+1=5 V)

pvq:2+1=3v4+1=5

A disjung@o pode ser definida por uma tabela de verdade:

P q PV g
Y Y Y
Y F Y
F Y Y
F F F

Implicagao (=)

Consideremos duas proposigdes:

p : Lucia é maior de 18 anos

q : Lucia tem direito a voto

Ligando estas duas proposi¢des pelas palavras “se ... entdo ...” , obtemos

uma proposi¢do se p entdo q e que se representa por “p =q” (I&é-se: p
implica q).
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A proposi¢io p chama-se antecedente e a proposi¢io q consequente.

Definicdo — Dadas as proposigdes p e q chama — se implicacio depeqa
uma nova proposi¢do que resulta de ligar as duas proposigdes pelo
simbolo = (1€ — se: implica ou se p entdo q) ¢ que so ¢é falsa se p ¢
verdadeira e q falsa.

A implicagdo pode definir-se por uma tabela de verdade:

p q P=q
v v v
v F F
F v v
F F F

Equivaléncia (<)

Definicdo — A equivaléncia de duas proposi¢des p ¢ q ¢ uma nova
proposi¢do que resulta de ligar p e q pelo simbolo <> (que se 1&: se e so
se ou ¢ equivalente a).

Esta nova proposicao “p < q” ¢ verdadeira se p e q t€ém o mesmo valor
logico e falsa se tém valores logicos diferentes.

Exemplo 1:

p:2+3x5=25 (F)
q:3x5=15 V)
p<q:2+3x5=25< 3x5=15 (F)

Como p ¢ falsa e q ¢ verdadeira, p <> q ¢ falsa.

Exemplo 2:
s:4+(2+3)=10 (F)
t:2+3=6 (F)
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p&q:4+(2+3)=10=2+3=6 V)
Apesar de s e t serem falsas, p < q ¢ verdadeira.

A equivaléncia pode definir — se por uma tabela de verdade.

p q p = q
v W W
W F F
F v F
F F W

Que passos a seguir para construir uma Tabela de Verdade?

1°. Abstraimos de todas as qualidades das proposi¢cdes menos a
propriedade de serem verdadeiras ou falsas.

2°, Averiguamos o numero de proposi¢des atomicas em que se
decompode o enunciado molecular.

3°. Calculamos o numero de linhas que vdo ser necessarias para
elaborar uma Tabela de Verdade.

Para fazer este calculo realiza-se a seguinte operagdo: na base coloca-se o
n°® de valores logicos possiveis: como aqui estamos a estudar a logica
bivalente, temos apenas dois valores logicos: Falsidade e Verdade; e
como expoente desse numero coloca-se o namero de proposigdes
consideradas isoladamente, isto é, sem contar as respectivas repetigoes.
Assim, se a proposicdo tiver dois atomos, temos 22 = 4 linhas.

A quantidade de valores légicos elevado ao nimero de proposicoes
atomicas (2") estabelece o niimero de linhas que possuira cada uma
das colunas da Tabela de Verdade.

Exemplo:

pAq € um enunciado com dois atomos: as proposi¢cdes atomicas p € (.

Logo 22 = 4 linhas em cada uma das colunas seguintes: a coluna do
enunciado atomico p; a coluna do enunciado atomico q; € a coluna da
proposicao total.

Exemplo:
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(pAq)vr éum enunciado molecular com trés atomos: p, q, r.

Logo 23 = 8 linhas em cada uma das colunas da respectiva Tabela de
Verdade

4° Apesar de ser usual outro processo, de caracter analitico, nos
preferimos um outro de caracter sintético.
Suponhamos que o nosso enunciado tem apenas dois atomos:

E como ordenar os valores 16gicos na situa¢do coluna-linha? A melhor
maneira de ordenar os valores Fe V em cada linha por coluna, cobrindo
todas as hipoteses, ¢, com simplicidade e eficcia, a seguinte:

Se houver dois enunciados atomicos (2% = 4):

<<
m<m<

Repare-se que a sequéncia de V e F ¢ a seguinte: na primeira coluna dois
a dois e na segunda coluna um a um.

Assim, no nosso exemplo, elaboramos a seguinte Tabela:

oo | | e

q
W
F
W
F

Agora, calculamos o resultado das operagdes logicas em jogo, neste caso
aplicamos a defini¢do da conjuncéo.

P q prg

2 T - =

W
F
W
F

T T T P

E se a expressao logica fosse mais complexa como, por exemplo, esta?
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0 (p/\D q)/\(r/\p)

Como ordenar os valores logicos na situacao coluna-linha? A melhor
maneira de ordenar os valores F ¢ V em cada linha por coluna, cobrindo
todas as hipoteses para trés enunciados atomicos o que significa (23 = 8),
¢ com simplicidade eficacia, ¢ a seguinte:

MH<<mm< <
TM<m<m<my<

Repare-se que a sequéncia de V ¢ F é a seguinte: na primeira coluna
quatro a quatro, na segunda dois a dois e na terceira um a um. Se
houvesse quatro enunciados atémicos ( 2*= 16), teriamos na primeira
coluna oito a oito, na segunda quatro a quatro, na terceira dois a dois e na
quarta um a um.

... € assim sucessivamente.

Elaboremos a Tabela e, para o efeito, considera-se o seguinte:

1. preencher a tabela cobrindo todas as hipéteses para trés enunciados
atomicos o que significa (23 = 8) e a seguir ira proceder conforme a
ordem de prioridade dos conectores

Pla|r |~9|PA~g |~(pA~q) | (rrp) |~ (PA~@)A(rAp)
VIV|V | F F V V v
V|IV|F | F F v F F
VIF |V [V W F v F
VI|IF|F [V v F F F
F| V|V | F F V F F
F|V|F | F F Vv F F
FIF|V |V F W F F
F|F|F |V F vV F F

2. Resolvem-se as proposi¢cdes negadas caso existam. No nosso caso,

temos ~ q

Se houver paréntesis - paréntesis curvos, rectos (ou duplos curvos),
etc. - temos que comecar pela resolucio de cada um dos
paréntesis curvos, um por um, ¢ s6 depois € que resolvemos os
paréntesis rectos (ou duplo curvos). No nosso exemplo, temos dois
paréntesis curvos a resolver:
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4,

Se houver paréntesis negados, deve fazer-se a respectiva operagdo
logica. A negacdo do paréntesis ¢ o resultado final desse
paréntesis.No nosso exemplo, o primeiro paréntesis esta negado:

Temos que descobrir o conectivo principal, pois ¢é sobre ele que ira
recair a ultima operagdo logica. No nosso caso, o conectivo principal
€ o conectivo que liga os paréntesis.

~(pA-—-gIAn(rAp)

( Neste caso o conectivo principal esta entre os parénteses € a conjungao).

Como o conectivo principal é aquele que, depois de resolvido todo o
género de paréntesis, 'sobra’, ¢ necessario:

a)

b)

Combinar o resultado obtido no paréntesis curvo com a outra parte do
enunciado se ndo houver mais nenhum paréntesis a resolver

Combinar o resultado obtido no paréntesis com o resultado do outro
paréntesis, se for o caso. No nosso exemplo, a solucdo estd na
combinacdo da coluna da negagdo do primeiro paréntesis com a
solugdo presente no segundo paréntesis.
Nota: Resolvem-se todos os paréntesis curvos, paréntesis rectos e
outros, em sequéncia igual a da matematica.

A solucio, combinando neste exemplo a a sexta coluna com a sétima,
esta na oitava coluna.
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Resumo
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Resumo

Nesta li¢do vocé aprendeu que:

1°.

2°,

3°.

A negacao de uma proposicao p ¢ um proposicao ~p , que se
obtém da anterior antepondo —lhe as palavras ndo é verdade que ¢
que ¢ falsa se p € verdadeira e verdadeira se p ¢ falsa

A conjuncdo de proposi¢des p € g, € uma nova proposi¢ao que
resulta da ligacdo p e q pelo simbolo A (1€-se “e”) e que s6 €
verdadeira quando p e q forem verdadeiras

Implicacdo de proposicdes p € g, € uma nova proposicao que
resulta da ligagdo p e q pelo simbolo = e que s6 é falsa se p for
verdadeira e q falsa.

Equivaléncia deduas proposi¢des p € q, € uma nova proposi¢cao
que resulta da ligagdo p e q pelo simbolo < e que s6 é
verdadeira quando ambas proposigoes tiverem o mesmo valor
logico

seguir para construir uma Tabela de Verdade

Abstraimos de todas as qualidades das proposicdes menos a
propriedade de serem verdadeiras ou falsas.

Averiguamos o numero de proposigdes atdmicas em que se
decompode o enunciado molecular.

Calculamos o numero de linhas que vdo ser necessarias para
elaborar uma Tabela de Verdade.

A quantidade de valores logicos elevado ao numero de
proposi¢des atdmicas (2") estabelece o nimero de linhas que
possuira cada uma das colunas da Tabela de Verdade.

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.




MODULO 9

Actividades
1. Escreva em linguagem corrente cada uma das proposi¢des seguintes e
indique o seu valor logico:
a) ~p; nio p
Actividades b) pA q conjuncioentrepeq

c) ~p A q conjuncio naopeq
d) p& q equivalénciadep eq
e) ~ p =>(q nao p implica q

f) p=>q pimplicaq

g) p & ~¢q equivaléncia de p e ndo q

2. Indique o valor logico e escreva a negacdo de cada uma das

proposigoes:
a)10-0,1=100 falsa; ~ [10-0.1)=100
b) -4<3 verdade,  ~(-4<3)
£) T<-1 falsa ~ [T<-1)
d) 100x0.1+10; falsa ~(100x0,1=10 )
€) 3=<0 falsa; ~(3=0)
520 verdade; ~ (520)
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Operagoes Ldgicas

3. Considere as proposi¢des seguintes:

P: o Bernardino foi ao futebol;

Q: a Mariamo foi ao cinema ;

R : 0 Dino foi ao cinema .

Traduza em linguagem corrente:

g)

~p nao ¢é verdade que Bernardino foi ao futebol

pA q O Bernardino e a Mariamo foram ao cinema e ao
cinema

pA r o Bernardino e o Dino foram ao futebol e ao cinema
gq A 1 o Bernardino e o Dino foram ao futebol e ao cinema

~p A q ndo ¢ verdade que o Bernardino ao futebol ¢ a
Mariamo foi ao cinema

~p A~r o Bernardino ¢ o Dino ndo foram ao futebol nem ao
cinema

~q A ~r O Dino e aMariamo ndo foram ao cinema

Sejam p,q e r as proposicdes seguintes:

P: o Filipe estuda Arquitectura;

Q: o Filipe estuda Economia;

R : o Filipe estuda o Matematica

Traduza em linguagem simbdlica

a)
b)
c)
d)

e)

o Filipe ndo estuda Matematica; ~r

ndo e verdade que o Filipe estuda Economia ~q

o Filipe estuda Arquitectura ¢ Economia; PA q

o Filipe estuda Economia mas ndo estuda Matematica q A~r

o Filipe ndo estuda Matematica nem Economia ~r A ~q




5. Considere as proposigoes :

Indique o valor 16gico de cada uma das proposigdes:
a) a; verdadeira
b) ~b verdadeira
c) an b falsa
d) ~aAnb falsa
e) a A~b verdade
f) ~a A~Dbfalsa

Use tabelas de verdade para demonstrar que sdo verdadeiras a

[13e2] [IP=i]

MODULO 9

proposigoes seguintes, em que “p” e “q” designam qualquer dos valores

logicos V, F.

a) pvg=qvp=p

P q poAq qap
u W W u
u F F F
F u F F
F F F F
bypra=anap
P q qv¥p | pvg
W W W W
W F W W
F W W W
F F F F
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Avaliacao
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O

Avaliagao

1. Sendo p uma proposigao falsa , indique o valor de:
a)prnq  b)~Fap ¢ ~FAa~p d pvgq
em que q ¢ uma proposi¢ao qualquer.

2. A Sr.Otilia foi ao supermercado onde comprou 2,5 kg de carne ao
preco de 130mts o kg e 18 ovos ao preco de 300mts a duzia .

Indique o valor logico da proposi¢do : “A Sr. Otilia gastou mais do que
3000 mts na compra de carne ¢ menos do que 400mts na compra dos

ovos.”

3. Indique o valor l6gico de cada uma das proposigoes :

a)2<3:>l>l
2 3

b)§<1:>g>1
2 3

c)§<1<:>g>1
2 3
d)3>2=-3>-2

e)(i>1/\z>1):>i+g>l
3 3 3 3

2 2 3
HNo (§>lj<:>(§>lv5>lj
4. Sejam p,q,r as proposi¢des seguintes:
p: 0 Jodo tem mais do que 18 anos ;
g : o Jodo tem carta de conducgéo;

r: oJodo e eleitor

Escreva em linguagem simbolica cada uma das afirmagoes :

Agora compare as suas resolugdes com as constantes no fim do modulo
ou dirija-se ao centro
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Licao 7

Propriedade das operagoes
l6gicas

Introducgao

Quando realizamos operagdes logicas precisamos de ter em conta as
propriedades que regem esssas operagdes.Nesta licdo vamo-nos deter a
identifica-las bem como a aplica-las.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= [dentificar as propriedaes das operagdes.

= Aplicar as propridades das operagdes logicas na resolucdo de
exercicios.

Objectivos

Propriedades das operagoes logicas

Propriedades da Conjungao e da Disjungao

Supondo que p, q e r designam qualquer dos valores logicos V e F, é
posssivel concluir directamente da defini¢do as seguintes propriedades:

Propriedades Conjungdo Disjuncdo
Cormutativa pag =0ap pvg =qQvp
Associativa (paglar =pa {gar) (pwqlwr =pwv (gvr)
Existéncia de elemento pavy=vwap=p pvf=Ffvp=p
ISR “v" & 0o elemento neutro "“f" & o elemento neutro
Existéncia de elemento paf=Ffap=p pYW Y=Y wp =y
SERTEne “f* & o elemento absorvente "w” & o elemento absorvente

Por exemplo: preencha a tabela
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Propriedade das operagdes légicas

p q pag qnp
W W W W
v F F F
F W F F
F F F F

Para facilitar o processo de determinacdo do valor logico de proposi¢des
existem propriedades das operagdes logicas que podem ser deduzidas
mas, nesta licdo vamos

apenas aplicar essas propriedades nas operagdes logicas que serdo o
nosso prato forte. a saber:

1?) propriedade
Negacio da negacio

~(~p)=p

2%)propriedade

leis de Morgan

12 Lei de Morgan | —(pAg)=—p¥v—q

22 Lei de Morgan | ~{pvg)=~pA—~q

3?)propriedade
Negacio de equivaléncia

~(pq)=(pA—-g vigh-—-p)

4%)propriedade

Implicacao

p=q=(p=>q)r(q=p)

Resumindo numa tabela para facilitar a fixacio
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Propriedades Implicacdo Megagio Equivaléncia

Dupla negacio e p=p

12 Lei de

Margan e b

= Lei de ~(pvgl=~pa~q
Morgan

equivalénda

Megacdo de ~(p=gHpr~gdvigs~g)

Imglicagd | pog=@=q)n @D

Existe uma relagdo entre conjuntos e condigdes na logica bivalente. O
factor importante de ligagdo ¢ a validade das propriedades para as
operacgdes. Sendo vejamos:

Expressoes designatorias e condigoes

Expressiao designatoria ¢ uma expressao com variaveis que se
transforma numa designag@o quando as variaveis sdo substituidas por
constante.

Expressao proposicional ou condi¢ao ¢ uma expressao com

variaveis que se transforma numa proposi¢do quando as variaveis sdo
substituidas por constante.

Dadas as expressoes
2x e 2x=5

Para x=3 teremos:

2x—x=3—06 (designagio) 2x=5—%=3—6=5 (proposicao)
l l
(exp.designatoria) ( condi¢do)

Como se pode ver a primeira expressao ¢ uma designacao pois para Xx=3
designa um numero.A segunda ¢ uma proposicao porque para Xx=3 a
expressdo tansforma- se numa condicao falsa.

Classificacoes das condi¢cdoes num dado universo
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Propriedade das operagdes légicas

naouniversais (2x = 6)
possiveis (2x = 6) ' L
condi¢coes = universais (x > 0)

impossiveis (x2 < O)

e Universal quando qualquer concretizagao das variaveis a
transforma numa proposicao verdadeira

e Impossivel quando qualquer concretizagdo das variaveis a
transforma numa proposicéao falsa.

e Possivel quando ndo e impossivel

Conjunto definido por uma condicao
e A condi¢do x+1=4 define em R, o conjunto { 4 }

e A condi¢do x =9 define , em R o conjunto {-3,3 }

e A condigdo x>3 define , em R, o conjunto ]3, +oo[

O conjunto definido pela condigdo p (x) ¢ o conjunto dos valores do

universo que sdo solucdo da condigdo.
e A condigio x* >0 define o conjunto []

e A condi¢do x° <0 define o conjunto &

Operagoes com condigdes e a sua tradugao em termos de conjuntos

No universo U ,dos alunos de uma Escola , considerem-se as condicdes :

p(x) : X estuda estatistica
q (x) : X estuda inglés

Seja p o conjunto dos alunos que verificam p(x) ¢ Q o conjunto dos

alunos que verificam g (x)

Conjuncao de condicdes e interseccao de conjunto




Condic¢des

Conjuntos

A conjuncio de condicoes e reunido de conjuntos

Condic¢oes

Conjuntos

MODULO 9
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Propriedade das operagoes logicas

Resumo

a3y,

Resumo
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Nesta li¢do vocé aprendeu que:
Para efectuar as operagdes logicas basta ser capaz de construir as tabelas
de verdade, aplicar as propriedades das proposigdes, bem como as das
operagdes logicas acima resumidas nas tabelas que estdo resumidas em
tabelas para facilitar a fixagdo. Desde ja fica sabendo que as leis de
Morgan serdo muito utilizadas na simplificagdo das expressdes na logica
bivalente:

1) Comutativa pAq =qAp € pvq=qVvp

2) Associativa (pA Q) AT =pA (QAT)

.. (pvqvr=pv (qvr)

3) Existéncia de elemento neutron
PAV=VADP=p *“V’¢o elemento neutro
pvf=fvp=p “f” é o elemento neutro

4) Existéncia de elemento absorvente

parf=Ffap=p “f"éoelemento absorvente
pvv=vvp=v "W’ éo elemento absorvente

5) leis de Morgan

Propriedades Impﬁcagju. Negacio Equivaléncia
Duplz negacis s
1 Lei de B
Margan L oA
= Lei de ~({pyg)=~pr~q
Muorgan
MNegacio de ~pgFph~gvigh~p)
equivalénda
Indicacd | psq=p=a)n @0




Conjuncao de condigdes e interseccao de conjunto

Condic¢des

p(x)

q(x)

Conjuntos

P

Q

A conjungao de condig6es e reuniao de conjuntos

Condic¢oes

Conjuntos

MODULO 9

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.
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Propriedade das operagoes logicas

Actividades
1. Use tabelas de verdade para demonstrar que s3o verdadeiras a
proposi¢des seguintes, em que “p” e “q” designam qualquer dos
valores logicos V, F.
~(pArg)e(~pyvra)
Actividades
resolucao
pla|~p |~aq |{pag) | ~fpaql |[({~pwve~aqg)
v ¥ F F ¥ F F
¥ F| F ¥ F ¥ ¥
F| ¥ ¥ F F ¥ ¥
F| F| ¥ ¥ F ¥ ¥
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Muito simples, vocé acertou pois:

1°. aplicou o principio de ndo excluido para preencher as primeiras duas
colunas e como tem 2 proposi¢des entdo tem 4 linhas porque

“A quantidade de valores logicos elevado ao numero de proposigdes

atomicas (27) estabelece o nimero de linhas que possuira cada uma das

colunas da Tabela de Verdade”.

2°, preencheu as proposicoes negadas ~ p e ~ q.

3° resolveu os paréntesis curvos, um por um

4°, resolveu a negacdo do paréntesis

5°. comparando as duas Uultimas concluiu que elas t€m o mesmo
resultado, o que significa esta demonstrada a equivaléncia pois o

conectivo principal é <,

2. Sendo p,q,r trés proposigdes , identifique a propriedade ou
propriedades que foram utilizadas:
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ayprg=qArp
b)y pvV =V
c)gnAV =q
d) (qu)vpzqv(rvp)
e) pv(gnar)=(pvg)a(pvr)
NpAg)AF=pA(gAF)=pAF=F
Resolucio
ajphg=ghp comutatvidade
B pwlV =V elemente absorvente da disjuncac
clgnl =g elemento neutro daconjuncac
d) {gvr)vp=gvirvp) associatividade
g) pv(gnr)=(pva)nr(pvr) distibuitividade da disjuncac em relacao aconjuncac

j){p ;\g] AF=p ;\(g ,f\F] =pnF=F assoctatividade e elementoabsorvente
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Propriedade das operagdes légicas

Avaliacao
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O

Avaliagao

1. Use tabelas de verdade para demonstrar que s3o verdadeiras a

[

proposi¢des seguintes, em que “p” e “q” designam qualquer dos
valores logicos V, F.

a) pvq=qvp=p b)paAv=vAap=p c)~(avb)(~an~Db)

2. Demosntre que a disjuncio ¢ distributiva em relacdo a conjungdo por
meio de uma tabela de verdade.

3. Determine o valor logico de p , sabendo que :

g)ep2p=¥F

o) l: r AF] =p=V

c) l:p vF} = ~p=F

d) [ pAp)=(pyF) =¥

£) [ MPAq] =ng=F

4. O Sr. Langa , que reside no B. da Liberdade ,tomava todos os dias o

chapa com destino a cidade de Maputo,onde iniciava o trabalho as 9
horas . Para tal, apanhava o chapa das 8h com chegada a cidade de

Maputo prevista para 8hors e 50mn.Depois de sair do chapa o Sr.
Langa ndo demora mais do que 10mn a chegar ao servico.

Verifique se e verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmagoes ;

a) se o chapa chega na cidade as 9 o, o Sr. langa chega atrasado ao
Servigo;

b) se o Sr.* Langa e pontual no servi¢o, o chapa chegou depois das
Sh.

5. Mostre, utilizando tabelas de verdade , que:

(PAQ vV PV ~Q=pq

Caro estudante, agora vai entrar numa outra drea bastante
interessante mas vai exigir de si cada vez mais responsabilidade. Vocé
terd que treinar muito a sua mente para maior capacidade de
abstragdo. Vamos falar da andlise combinatoria.
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Licao 8

Analise Combinatoria

Introducao

A necessidade de calcular o nimero de possibilidades existentes nos
chamados jogos de azar levou ao desenvolvimento da Analise
Combinatoria, parte da Matematica que estuda os métodos ou técnicas de
contagem. Esses estudos foram iniciados ja no século XVI, pelo
matematico italiano Niccollo Fontana (1500-1557), conhecido como
Tartaglia. Mais tarde por franceses Pierre de Fermat (1601-1665) ¢
Blaise Pascal (1623-1662).

A Analise Combinatoria visa desenvolver métodos que permitam contar -
de uma forma indirecta - o nimero de elementos de um conjunto, estando
esses elementos agrupados sob certas condigdes.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Resolver problemas aplicando o calculo do factorial de um numero
natural n

= Calcular o factorial de um numero natural

Objectivos * Calcular a permutagdo de n elementos

Analise Combinatoria

Factorial de um numero natural n

Para melhor compreender o conceito, vamos considerar o seguinte
problema

Problema
Numa prova de 100 metros onde participam cinco concorrentes. De

quantas maneiras diferentes pode ficar a classificacdo destes sem que haja
empate.
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Analise Combinatoria

Vocé ¢ muito inteligente, pode ver com facilidade que precisaria de muito
tempo para chegar a solugdo, pois a contagem ndo seria facil neste caso.

Portanto, e necessario ter alguma técnica especial
Qual serda?

Facil, como temos cinco concorrentes, existem 5 possibilidades para os
concorrentes ocuparem o primeiro lugar, 4 para o segundo lugar, 3 para o
terceiro lugar , duas para o segundo ¢ para o quinto lugar ja ndo ha
escolha.

Para obter o numero total de possibilidades de realizar a classificacdo,
sera o produto das p possibilidades de realizar a classificacdo sem que
haja empate.

Portanto 5.4.3.2.1=60

Estamos perante um produto de factores sucessivos desde o numero
cinco até a licdo.

A este produto chama -se factorial de 5 ou 5 factorial e designa se por 5!

Em geral definimos n! Como:
Definigao

Seja n um niimero inteiro ndo negativo. Definimos o factorial de n
(indicado pelo simbolo n! ) como sendo:

n!=n.(n-1).(-2)... .4.3.2.1 paran [] 2

Paran=0, teremos : 0! = 1.
Paran=1,teremos: 1! =1

Exemplos:

a)6!=6.54.3.2.1=720
b)4!=4321=24

c) observe que 6! = 6.5.4!
d) 10! =10.9.8.7.6.5.4.3.2.1
e) 10! =10.9.8.7.6.5!
£)10!=10.9.8!

para resolver o problema proposto acima temos que encontrar todas as
formas possiveis de ordenar os 5 elementos ou contar o niamero total de
sequéncias que se podem formar com 5 elementos trocando-se ou
permutando-se entre si. A este tipo de sequéncia chama-se permutacio
de S elementos e representa-se por:

P, - ntmero de permutagdes de 5

Logo pode se concluir que |P;= 5!
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generalizando:

Teremos na analise combinatorio o Principio fundamental da contagem —
PFC que mostra que:

Se um determinado acontecimento ocorre em n etapas diferentes, e se a
primeira etapa pode ocorrer de k; maneiras diferentes, a segunda de k
maneiras diferentes, ¢ assim sucessivamente, entao o numero total T de

maneiras de  ocorrer o  acontecimento € dado  por:
T:kl.kz.kz.. .kn

0 que nos permite definir a permutagdo de n elementos:
Definicao

O produto de n factores inteiros sucessivos desde um certo nimero até a
ligdo chama-se factorial de n e designa se por n! Ou permutac¢do de n

elementos e designa-se por p, .

E tem-se p,=n!

Note que por convengao
Exemplos:

a) Ps=6!=6.54.3.2.1="720
b) Calcule o nimero de formas distintas de 5 pessoas ocuparem o0s
lugares de um banco rectangular de cinco lugares.
P5=51=54321=120
Denomina-se ANAGRAMA o agrupamento formado pelas letras de uma
palavra, que podem ter ou nao significado na linguagem comum.
Exemplo:

Os possiveis anagramas da palavra REI sdo:
REIL RIE, ERI, EIR, IRE e IER.
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Analise Combinatoria

Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:
e O produto de n factores inteiros sucessivos desde um certo numero até a
Resumo licdo chama- se factorial de n Ou permutagio Pu Etem-se Pn=n!

e Seja n um numero inteiro ndo negativo. Definimos o factorial de
n (indicado pelo simbolo n! ) como sendo:

nl = n .(nl) . 2) . .. 4321 para n 0O 2.
Paran=0,teremos: 0! =1
Paran=1,teremos : 1! = 1.

e Se um determinado acontecimento ocorre em n etapas diferentes,
e se a primeira etapa pode ocorrer de k; maneiras diferentes, a
segunda de k, maneiras diferentes, e assim sucessivamente, entio
o numero total T de maneiras de ocorrer o acontecimento é dado
por:

T=ki.ka.ks....ky

e O produto de n factores inteiros sucessivos desde um certo

numero até a ligdo chama-se factorial de n e designa se por n! Ou
permutagdo de n elementos e designa-se por p, .

e Pu=n! ¢ 0!=1 por convengdo

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.
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Actividades

1. Calcule o valor de:

a) 7!

Actividades
Claro, que vocé vai achar os produtos sem qualquer duvida

7.6.5.4.3.2.1= 5040

b) P,=3!1=3.2.1=6

3!
2
c) 7! 5
! 1.3 131
7 .3.: 713! 7.6.513! 7.6.6 2252
5! 5! 5!

Isso mesmo, acertou pois, procurou desenvolver os factoriais por forma a
obter factoriais iguais para depois fazer a simplificagdo

(n+1)!
) (n—l)!_ >0
n-1)! n=1)
= A= 225

< n=7 v o n,=-8
neste caso, primeiro simplificamos factoriais iguais, o que nos conduziu a
equagao do segundo grau e, vocé ja domina a resolugdo deste tipo de
equagdes aplicando a féormula resolvente.

A equacdo tem duas solugdes, mas so6 ¢ valida a solugdo positiva n=7
porque € numero natural segundo a definigdo de n factorial.
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Avaliacao
@ 1. calcule o valor de:
3! +6!
a)
Avaliagdo 3!
|
b) 16!
2!.15!
c) ps—3!

2. compare as expressoes (use <,>ou= )
a) 3!---6
b) 5! +4!-—- 9!

3. Simplifique as seguintes expressoes:

n!
Y -2
b) pn+1 B pn
n!

4. resolva a equagdo

n!

5. De quantas maneiras podem-se ordenar 5 livros de matematica ¢
3 de biologia numa prateleira sem qualquer ordem especia

Agora compare as suas resolugdes com as constantes no fim do modulo
ou dirija-se ao centro de recursos para assisténcia. Sucessos!
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Arranjos simples e Combinac6es
simples

Introducgao

Caro estudante, o conceito n factorial que viu na ligdo anterior, serd o
nosso prato mais forte para este capitulo, daqui para frente iremos nos
basear neste conceito para definir os arranjos € combinagdes.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= Calcular o valor de arranjo simples.
= Calcular o valor de combinagdes simples.

Objectivos = Resolver problemas aplicando arranjo simples

" Resolver problemas aplicando combinagdes simples

Arranjos simples e combinag6es simples

l. Arranjos simples ou arranjos sem repeti¢ao

Consideremos o problema

Problema

Dado o conjunto A = {1,2,3 } Quantos grupos podem se formar com os

elementos do conjunto dado, todos distintos, que diferem pela ordem e
pela natureza.

Vamos desta vez, formar subconjuntos especiais com um elemento com
dois e com trés, portanto ja ndo se trata de permutagdo de todos

elementos duma so vez.

Para tal vamos aplicar os arranjos e escrevemos da seguinte forma:
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3
e  Primeiro tomando um a um elemento

3

e Segundo tomando dois a dois| *

3
e Terceiro trés a trés

Dizemos que temos arranjos de trés elementos tomados um a um,
arranjos de trés elementos tomados dois a dois e por Gltimo arranjos de
trés elementos tomados trés a trés:

Calculando:

A}

A; =32= Af.2
Ag =33= Az..2

Relacionando os trés arranjos

A A
Al =32=A]2 :Angf.@—l
Al =33=A3}.2 Al=A3(3-2)

Considerando um conjunto de n elementos vamos definir o arranjo de n
elementos tomados p a p.

Definicio
Arranjos simples de n elementos agrupados p a p € o nimero de grupos

que se podem formar com P dos n objectos dados diferindo uns dos
outros quer pela ordem quer pela natureza. E escreve-se

AE ou A ___ elé-searranjos simples de n elementos agrupados

n-p
pap.

Dado o conjunto A = {1,2,3,...,n}
Relacionando os arranjos

Teremos:
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Multiplicando membro a membro as igualdades

ATAJALLLAY =n AT (n-1) A} (n-2) A} (n-3)...Al_)(n-p+1)

Simplificando

Al = n(n—-1).(n-2).(n-3)...(n-p+1)

Portanto o numero de grupos que se podem formar com p dos n objectos
dados e igual ao produto de p factores inteiros sucessivos desde n ate
(n -p+ l).

Da defini¢do de n!, temos n!= n(n - 1)(11 - 2)(n - 3)...1

n!= n(n —1)(n - 2)(n —3)...(n -p+ l)

E tendo em conta que A = n(n - 1)(n - 2)(n - 3)...(n -p+ 1)

n(n - 1)(n - 2)(n - 3)...(n -p+ l)
(n—p)n-p-1)

Podemos escrever que A =

Ou seja

n!

(n—p)

Al = com0<p<n p,neN

Note que: [p=n = A =A] =p, =n!

Esta ¢ a formula para o calculo de arranjos simples
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Arranjos simples e Combinagdes simples

Exemplos

1.

Um cofre possui um disco marcado com os digitos 0,1,2,...,9. O
segredo do cofre € marcado por uma sequéncia de 3 digitos distintos.
Se uma pessoa tentar abrir o cofre, quantas tentativas devera fazer (no
maximo) para conseguir abri-lo?

Solucao:

As sequéncias serdo do tipo xyz. Para a primeira posi¢ao teremos 10
alternativas, para a segunda, 9 e para a terceira, 8. Podemos aplicar a
formula de arranjos, mas pelo principio fundamental de contagem,
chegaremos ao mesmo resultado:

10.9.8 = 720.

Observe que 720 = A10,3

Calcule simplificando os factoriais iguais

! !
) 2= 10 g6-4
5! 5!

b) 51460 51(6+1) 7
6! (Gﬂx 6X \
n! nin—Ifn—-2)n-3)

3 ey et

c) (
determine n de modo que (n-1)!n=24

n!=n(n—-1) por definigio
24 =4!

entdao n!=4! < n=4

resolva a equagao

Al =30

n! _n(n—l)(n—Z)!
(h-2) (-2
n(n—1)=30<n? -n-30=0
A =121

n,=-5v n, =6

Al =

Resposta: a solucdo € 6 pois ¢ nlimero natural segundo a defini¢do
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Il- Combinagées simples

Para definir as combinagdes simples, vamos nos basear na defini¢do de
arranjos em que formamos subconjuntos a partir dos elementos de um
dado conjunto, sem ter em consideracdo a ordem mas sim a natureza
desses elementos.

Consideremos o seguinte problema:
Problema

Numa turma de 20 alunos, pretende-se fazer uma lista de 3 alunos para
chefe de turma. Quantas listas diferentes ¢ possivel fazer?

Resolucao

Note que a lista pode ser feita de varias maneiras diferentes, mas sera
constituida pelos mesmos alunos, independentemente da ordem que os
nomes vao ocupar na lista. Partindo de principio de que temos vinte
nomes diferentes. Deste modo dizemos que estamos perante
combina¢des simples de 20 alunos tomados 3 a 3. E escreve-se

20 20
C; ou 7C;.

Neste caso, sabe-se que o numero de sequéncias dos trés nomes

. r 20 . A
considerando os 20 alunos ¢ A" e que cada subconjunto de trés nomes
da origem a 3! De sequéncias diferentes.

20

. 20 20 20
Assim podemos escrever que |A =C5; 3! < C = 33'

Calculando o valor teremos:

2 200 20.19.18.17!  20.19.18

: = =10.19.6=190.6 =1140
(20-3)3! 17!3! 3.2.1

Resposta: ¢ possivel fazer 1140 listas diferentes

Generalizando teremos:

n!
Cl=Apl=——— com 0<p<n, n,peN
T (n-p)p!
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ou simplesmente

!
c'=—"_ com 0<p<n, n,peN

" (n-p)p!

Exemplo:

Uma prova consta de 15 questdes das quais o aluno deve resolver 10. De
quantas formas ele podera escolher as 10 questdes?

Solucao:

Observe que a ordem das questdes ndo muda o teste. Logo, podemos
concluir que trata-se de um problema de combinagdo de 15 elementos
com taxa 10.

Aplicando simplesmente a formula chegaremos a:
Cis10=15!/[(15-10)! . 10!] = 15! /(5! . 10!) = 15.14.13.12.11.10! /
5.4.3.2.1.10! = 3003

O estudo das combinag¢des rege-se pelas seguintes propriedades:

Propriedades 1

O numero de combinagdes de m, 0 a 0, representa o numero de
subconjuntos com zero elementos escolhidos entre n, havendo apenas um
conjunto com zero elementos que € o conjunto vazio.

O numero de combinagdes de n, n a n, representa o niimero de
subconjuntos com n elementos escolhidos entre n, havendo apenas um
conjunto nessas condi¢des que ¢ o proprio conjunto.

ci=1 , C'=l

Vocé pode desenvolver as combinagdes dadas e comparar os resultados
segundo a definigdo, para verificar esta propriedade. veja a seguir:

| | | |
C8 = n = n :lzlzl c C:: = n = n :l :1
(n—o0)o! nlo! 0 1 (n—n)n! Om! 0
Propriedades 2

O namero total de subconjuntos dum conjunto de n elementos é 2"

C,+C+C) +..+ C, +C =2" ,VneN,




Verificando
Consideremos um conjunto com 5 elementos A4 = {a, Lu,n, 0}
Subconjunto vazio ¢ 1

O numero de subconjunto com 1 elemento é C; =5
O numero de subconjunto com 1 elemento ¢ C3 =10
O numero de subconjunto com 1 elemento ¢ C3 =10
O numero de subconjunto com 1 elemento ¢ C; =5

O numero de subconjunto com 1 elemento é C} =1

Adicionando as combinacdes :1+2+5+10+10+5+1=32=2°

Como pode ver 5 ¢ o cardinal do conjunto dado A.

Assim: C) +C; +C; +C] +C}=2°

Propriedades 3
para p<n , pe N, C, =C.,
Verificando:
n! n! n!
Cl=——— ¢ C_ = =
P (n-p)p! " (-(-p)n-p) pln-p)

logo: C) =C, |

CB = Cg—p

MODULO 9
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Exemplo

15_ 15 15! 15! 150 150 15! 15!
3012 (15-3)131 (15-12)112! 12131 31121 12131 123!

pela definicdo de combinacdes chegamos a igualdade

Vamos agora resumir a nossa ligdo
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Resumo

a3y,

Resumo

Nesta li¢do vocé aprendeu que:

!
Ar =T com0<p<n p,neN

" (n-p)

Note que:|[p=n = A  =A] =p, =n!

!
c'=—"_ com 0<p<n, n,peN

" (n-p)p!

Aprendeu ainda as seguintes propriedades:
Propriedades 1

O numero de combinagdes de n, 0 a 0, representa o numero de
subconjuntos com zero elementos escolhidos entre n, havendo apenas um
conjunto com zero elementos que € o conjunto vazio.

O namero de combinagdes de m, m a n, representa o numero de
subconjuntos com n elementos escolhidos entre n, havendo apenas um
conjunto nessas condi¢des que € o proprio conjunto.

cr=1 , C'=I

Propriedades 2

O numero total de subconjuntos dum conjunto de n elementos é 2"

C,+C+C) +...+ C, +C) =2" ,VneN,

Propriedades 3

para p<n, pe N, C, =C,,

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.
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Actividades

Actividades

1. determine:

recorde das defini¢des de arranjos e combinag¢des que acbamos de ver, o
resto vai ser pura aritmética

Aj
Ty
A; 5! 543 54
31 (5-3).3 2131 21
b) C]
| |
o 77651 76
(7-2)y20  s5120 2.1
2. resolva
a) Cy =10
n! _
(n-2)! 21
n(n-1)(n-2)! 10
(n—-2)12!
n(n-1) 10
2
n(n-1) = 20
n-n-20 =0 n=-4 v n=5
|
b) (n+1).:12
(n—1)

(n+1)n+1-1)fn-1) _

(n—1)
n(n+1)=12
n’+n-12=0 < n,=-4 vn, =3

12

3. Para acompanhar a selec¢do nacional no campeonato de Africa ¢
preciso formar-se uma equipa médica que integra dois médicos e trés
massagistas. Sabendo-se que estdo disponiveis quatro médicos e
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cinco massagistas, de quantas maneiras diferentes pode escolher-se a
constitui¢do da equipa médica?

4. A Sofia foi convidada para uma festa de aniversario para a qual quer
levar dois presentes. Na loja, pré-seleccionou, como hipdtese, quatro
brinquedos diferentes e trés livros também diferentes.

De quantas maneiras podera ela fazer a escolha dos dois presentes se
quiser levar:

a) Um brinquedo e um livro?

| 3! |
Caleulase CA4C3 =431 43 53 v6-12
L1 31721 2
b) Dois brinquedos?
! |
Calcula-se C 4.=i—ﬂ—gz6

27 101 2121 2
¢) Dois livros?

3 _321_

Calcula-se C23 = =
1121 21

d) Dois brinquedos ou dois livros

Calcula-se C24 + C23 = 6+3=9

e) Dois presentes quaisquer?

Calcula-se C27 =21

Agora tente resolver sozinho os exercicios que se seguem para melhor
avaliar o seu nivel de compreensdo.
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Avaliacao

Calcule o valor de:

2 12! by 1! C)AZ.C3
51.10! (n-3) 5!

Determine n sabendo que:
a) A} =3.A7

b)Ci" =21
¢)(n+2)=72.n!

Quantos niameros de 3 algarismos diferentes se podem escrever com
os algarismos 1, 2, 3,4 ¢ 57

De quantos modos diferentes se podem colocar dois anéis nos dedos
minimo, anelar e médio de ambas as maos, ndo ficando nunca os dois
anéis no mesmo dedo?

A ementa de um restaurante consta de duas variedades de sopa,
quatro pratos diferentes de peixe ou carne e trés sobremesas
possiveis. Quantas refei¢des distintas (uma sopa, um segundo prato e
uma sobremesa) podem ser servidas?

No campeonato Nacional de Futebol participam 16 equipas, devendo
cada uma delas jogar com cada uma das restantes duas vezes ( uma
como visitado e outra como visitante). Qual é o numero total de jogos
do campeonato?

A direccdo de uma Associacdo de Estudantes tem oito membros. De
quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos, entre eles, um
presidente, um vice presidente, um secretario e um tesoureiro,
sabendo-se que ndo ¢ permitida a acumulagdo de cargos?

Numa turma liceal ha 12 rapazes e 7 raparigas. De quantos modos
diferentes se pode organizar uma comissdo formada por 3 rapazes e 2
raparigas dessa turma?
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Agora compare as suas resolugoes com as constantes no fim do modulo
ou dirija-se ao centro de recursos para assisténcia. Sucessos!
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Licao 10

Introdugao as Probabilidades

Introducao

Objectivos

O calculo das probabilidades permite-nos estudar os fenémenos
aleatorios ou acontecimentos.

Por exemplo: A cura da doenga; o aparecimento da face ‘“cara” no
langamento duma moeda ao ar; o aparecimento de 5 no langamento dum
dado.

Estes fenomenos sdo o objecto de estudo do calculo das Probabilidades.

Vocé esta preparado para lidar com esta drea de matematica pois, ja ¢
capaz de fazer célculos com arranjos e combinagdes.

Mesmo assim,como na resolugao dos problemas sobre probabilidades que
lhe serdo colocados ira precisar de aplicar os arranjos e combinagdes.

Portanto faca uma revisdo dos exercicios das licoes anteriores sobre
arranjos e combinagoes.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Calcular a probabilidade de um acontecimento ocorrer dependendo de
condic¢des dadas.

Introdugdo as Probabilidades

Para o estudo de probabilidades vocé precisa de dominar a linguagem e
0s conceitos que sdo frequentemente usados tais como:

1. Fenémenos Aleatorios ou Acontecimentos S3o acontecimentos cujo
aparecimento depende inteiramente do acaso

Exemplo: o aparecimento da face “cara” no langamento duma moeda ao
ar
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2. Espaco dos Acontecimentos, Espaco Amostral ou Universo dos
resultados o conjunto de todos os casos possiveis relativos a uma
prova.

Exemplo:1) No lancamento duma moeda ao ar os casos possiveis sdo
“cara” ou “coroa” e o espaco de acontecimentos ¢

A = { cara, coroa}

Exemplo:2) No langamento do dado

B={1,2,3,4,5,6}

3. Acontecimento Unido Acontecimento unido dos acontecimentos A e
B consiste em se realizar pelo menos um dos acontecimentos A ¢ B.
Representa-se por AUB ou A+B.

Exemplo: No lancamento de um dado “Sair ponto impar” ¢ o
acontecimento unido de “sair ponto 17, “sair ponto 3”, “sair ponto 5”.

{1,3,5} ={1} U{3} U{5}

4. Acontecimento Intersec¢do Acontecimento interseccdo dos
acontecimentos A e B consiste em que A e B se realizem
mutuamente. representa-se por ANB ou A.B

Exemplo: A = {sair nimero par}
B = {sair nimero primo}
C=AnB ou C=AB={2}

5. Acontecimento Certo E aquele que se verifica sempre que se realiza
a prova. (Corresponde-lhe o conjunto universo)

Exemplos:

1) No langamento dum dado numerado de 1 a 6, ’sair um nimero
inferior a 77

2) No lancamento duma moeda “sair cara ou coroa”.
¢

6. Acontecimento Impossivel E aquele que nunca ocorre quando se
realiza a prova. (Corresponde-lhe o conjunto vazio)

Exemplos:
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1) No langamento de um dado “ sair o nimero 7”

2) No langamento duma moeda “sair cara e coroa”

7. Acontecimento Contrario Acontecimento contrario de um
acontecimento A ¢ aquele que consiste em ndo se realizar A.

Representa-se Aou C, (Complementar de A em relacdo ao
universo)

Exemplos:

1) No lancamento duma moeda: Acontecimento A ‘“sair coroa”.
Entdo “sair cara” sera o acontecimento contrario de A e exprime-

se por A .

2) No langamento de um dado numerado de 1 a 6.: “sair ponto par”
¢ 0 acontecimento contrario de “sair ponto impar”.

8. Acontecimentos Disjuntos (Incompativeis)- Dois acontecimentos
relativos a uma dada prova sdo disjuntos quando a sua intersec¢do €
um acontecimento impossivel.

Exemplo: Sair ponto 5 e sair ponto par simultaneamente ¢ impossivel
pois {5}"{2, 4, 6} = . Entdo diz-se que os acontecimentos {5} e {2, 4,
6} sdo disjuntos ou incompativeis

Nota: Acontecimentos contrarios sdo sempre disjuntos, mas
acontecimentos disjuntos nem sempre s30 contrarios.

81




Introdugdo as Probabilidades

Resumo

82

a3y,

Resumo

Nesta li¢do vocé aprendeu que:

Voce pode concluir que existem varios termos que nao sao novos ¢ que
tem usado para se comunicar com as outras pessoas. Mas agora, esses
termos tém um significado na linguagem matematica. Portanto
representam uma varidvel baste importante na linguagem de
probabilidades.

Sdo os seguintes:

1. Fendmenos Aleatorios ou Acontecimentos

2. Espaco dos Acontecimentos, Espaco Amostral ou Universo dos
resultados

3. Acontecimento Unido
4. Acontecimento Intersecg¢do
5. Acontecimento Certo
6. Acontecimento Impossivel
7. Acontecimento Contrario
8. Acontecimentos Disjuntos (Incompativeis)
Para calcular as as probalidades recorde-se das férmulas para o calculo

dos Arranjos ¢ das combinacdes bem como das propriedades das
combinacdes:

Arranjos
!
Ap = - com0<p<npneN ; sep=n=A)=A] =n!
(n-p)!
Combinacoes
R n!
C,=7——=— com 0<p<n, n,peN
(n—p)p!
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propriedades das combinacées

C,+C+C) +...+ C, +C) =2" ,VneN,

para p<n , pe N, C, =C.,

p

Actividades

Actividades

1. Uma moeda ¢é viciada, de forma que as caras sdo trés vezes mais
provaveis de aparecer do que as coroas. Determine a probabilidade de
num langamento sair coroa.

Solucao:

Seja k a probabilidade de sair coroa. Pelo enunciado, a probabilidade de
sair cara ¢ igual a 3k.

A soma destas probabilidades tem de ser igual a 1.

Logo, k+3k=1 .. k=1/4.

Portanto, a resposta ¢ 1/4 = 0,25 = 25%.

2. Um dado ¢ viciado, de modo que cada niimero par tem duas vezes
mais chances de aparecer num langamento, que qualquer nimero
impar. Determine a probabilidade de num langcamento aparecer um
nimero primo.

Solucdo:

Pelo enunciado, podemos escrever:

p(2) =p(4) =p(6) = 2.p(1) = 2.p(3) = 2.p(5).

Seja p(2) = k. Poderemos escrever:

p(2) + p(4) + p(6) + p(1) + p(3) + p(5) = 1, ou seja: a soma das
probabilidades dos eventos elementares é igual a 1.

Entéo, substituindo, vem:
k+k+k+k2+k2+k2=1. k=2/9.

Assim, temos:

p(2) =p(4) =p(6) =2/9
p(1)=p3)=p(5)=2/18=1/9.

O evento sair nimero primo corresponde a sair 0 2, ou o 3 ou 0 5. Logo,
p(2) +p(3) +p(5) =2/9 + 1/9 + 1/9 = 4/9.

3. Use o mesmo enunciado anterior e determine a probabilidade de
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numa Unica retirada, sair um cartdo com um numero divisivel por 5.

Resposta: 1/5.

4. Das 10 alunas de uma classe, 3 tem olhos azuis. Se duas delas sdo
escolhidas ao acaso, qual é a probabilidade de ambas terem os olhos
azuis?

Solucao:

Existem Cjo, possibilidades de se escolher duas pessoas entre 10 e,

existem Cs possibilidades de escolher duas alunas de olhos azuis entre as

trés. Logo, a probabilidade procurada sera igual a:

P=C;s,/Ci02=(3.2/2.1)/(10.9/2.1) = 6/90 = 3/45 = 1/15.

Comentarios sobre o calculo de Chp.

Como ja sabemos da Analise Combinatoria,

B #!
Pl p)!

Esta ¢ a forma tradicional de se calcular C,,.

npy

5. Na pratica, entretanto, podemos recorrer ao seguinte expediente: Cn,p
possui sempre p fatores no numerador a partir de n, decrescendo uma
unidade a cada fator ¢ p fatores no denominador a partir de p,
decrescendo uma unidade a cada fator.

Exemplos:
Ci04=1(10.9.8.7)/(4.3.2.1) = 210.
Cg3=(8.7.6)/(3.2.1) = 56.
Cie3=(16.15.14)/(3.2.1) = 560.
Ci24=(12.11.10.9)/(4.3.2.1) = 495.
Cio5=1(10.9.8.7.6)/(5.4.3.2.1) = 252.
Uma urna contém bolas numeradas de 1 a 9. Sorteiam-se, com reposigédo,

duas bolas. A probabilidade de que o niimero da segunda bola seja maior
do que o da primeira ¢:

a) 8/9
b) 5/9
c)7/9
d) 4/9
e) 1/3
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Solucao:

Suponha que em duas retiradas com reposigdo obtenhamos a primeira
bola com numero a e a segunda bola com

nimero b. O problema quer saber a probabilidade da segunda bola
possuir nimero maior do que a primeira,

ouseja,b>a.

Observe que no sorteio de duas bolas, obteremos pares ordenados da
forma (a, b) onde a ¢ o numero da primeira bola sorteada e b o ntimero da
segunda.

Vamos utilizar um raciocinio bem simples para a solugdo deste exercicio.
Inicialmente, vamos construir a tabela de dupla entrada a seguir, (onde a
primeira coluna indica a primeira bola sorteada e a primeira linha indica a
segunda bola sorteada). Isto ajuda a visualizar todos os pares ordenados
da forma (a,b) possiveis.

12 I3 ¥ |5 16 |7 B P9
1 x |[x [k Kk K |x [x [x
2 X X [k |x |x K [
3 X x [x |x |[x [x
4 X X |x |[x |[x
S X |x |x |x
6 X X [x
7 X [x
8 X
9

Verificamos que sdo 9.9 = 81 pares ordenados do tipo (a, b) e 36 deles
(marcados em vermelho na tabela acima) satisfazemab >a .
Verifique que 36 =8+7+6+5+4+3+2+ 1 (soma dos 8 primeiros
termos de uma PA decrescente de primeiro termo 8 e tltimo termo 1).

Observe que nenhum par do tipo (9, b) satisfaz ao enunciado pois neste
caso, se a primeira bola sorteada for a 9, a segunda ndo podera ter nimero
maior, ja que so existem bolas numeradas de 1 a 9.

Temos entdo, 36 possibilidades favoraveis ao evento “o numero da
segunda bola sorteada ¢ maior do que o numero da primeira bola” em 81
resultados possiveis, o que indica que a probabilidade procurada ¢é igual a
36/81, que simplificada fica 4/9, o que nos leva a alternativa D.
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O

Avaliagao

1. Considere o mesmo enunciado da questdo anterior e calcule a
probabilidade de na escolha de duas alunas, nenhuma ter olhos azuis.

2. Uma urna contém bolas numeradas de 1 a 99. Sorteiam-se, com
reposicao, duas bolas.
A probabilidade de que o nimero da segunda bola seja maior do que
o da primeira é:

a) 49/99
b) 39/99
¢) 69/99
d) 59/99
e) 27/99

3. uma urna contém bolas numeradas de 1 a n. Sorteiam-se, com
reposicao, duas bolas.
A probabilidade de que o nimero da segunda bola seja maior do que
o da primeira é:

a)n/2

b) (n—1)/2n
¢)(n—1)/3n
d) (n+1)/n
e) n/(n+1)

Resolucio
solucao 1

Podemos proceder da seguinte forma: como nenhuma das alunas deve ter
olhos azuis, restam 10 — 3 = 7 alunas. Portanto, ...

Resposta: 7/15.
Solucio:2

Raciocinando analogamente ao exercicio anterior, veremos facilmente
que existirdo

98 + 97+ 96 + ... + 1 possibilidades favoraveis, de um total de 99.99.
Logo, a probabilidade procurada sera igual ao quociente (98 + 97 + 96 +
..1t1)/99.99

A soma dos termos do numerador da fragdo acima, pode ser obtida
facilmente observando que trata-se de uma PA de 98 termos, primeiro
termo 98 e ultimo termo 1 . Usando a formula da soma dos n primeiros
termos de uma PA: S, =[(a; + a,).n] / 2, fica:




-m
L=
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98 +97 +96 + ... + 1 = [(98 + 1).98] / 2 = 99.49.

A probabilidade procurada sera igual entdo a 99.49 / 99.99 = 49/99 , o
que nos leva a alternativa A .
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Licao 11

Probabildade Frequencista

Introducgao

A teoria frenquecista afirma que a frequéncia relativa de um
acontecimento tende a estabilizar num determinado valor.

Ao ntimero a volta do qual estabiliza a frequéncia relativa de um
acontecimento, quando o nimero de repeti¢cdes da experiéncia cresce
consideravelmente, chama-se probabilidade do acontecimento.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Cacular a probabilidade frequncista.

Objectivos

Frequéncia Absoluta e Frequéncia Relativa de um acontecimento

Exemplo: Realizemos uma experiéncia que consiste em langar 20 vezes
uma moeda ao ar ¢ suponhamos que os resultados obtidos sdo os
seguintes:

e 5 vezes “saiu cara”

e 15 vezes “saiu coroa”.
Diremos entdo, que:

A frequéncia absoluta do acontecimento “sair cara” € 5

A frequéncia relativa do acontecimento “sair cara” ¢ 5/20 que ¢ Y4

A frequéncia absoluta do acontecimento “sair coroa” é 15.
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A frequéncia relativa do acontecimento “sair coroa” é 15/20 que € %.

Defini¢ao Frequéncia (Lei dos grandes niimeros)

Ao numero a volta do qual estabiliza a frequéncia relativa de um
acontecimento, quando o numero de repeticdes da experiéncia, cresce
consideravelmente, chama-se probabilidade do acontecimento.

Propriedades:

D)

2)

3)

4)

)

A frequéncia relativa de um acontecimento A ¢ um numero
compreendido entre O e 1.

0<f<l1

A frequéncia relativa de um acontecimento certo € 1.

f=n=fi=fn=1

A frequéncia relativa de um acontecimento impossivel ¢ 0.

f=0=>f=tn=0

Seja A (nio A) o acontecimento contrario do acontecimento A.
Entao

f.(A)=1-1f(A)

A frequéncia relativa de dois acontecimentos A e B
incompativeis ¢ igual a soma das suas frequéncias relativas, i ¢é,

fi(AUB) =1 (A) + 1 (B)
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Resumo

Nesta li¢do vocé aprendeu definir:

e Frequéncia Absoluta de um acontecimento.

e Frequéncia Relativa de um acontecimento.

e Definigdo Frequéncia (Lei dos grandes numeros).
Probabilidade do acontecimento- Como sendo o niimero a volta do qual
estabiliza a frequéncia relativa de um acontecimento, quando o nimero
de repeti¢oes da experiéncia, cresce consideravelmente.

Aprendeu ainda as seguintes propriedades:

1) A frequéncia relativa de um acontecimento A é um ndamero
compreendido entre 0 e 1.

0<f;<1

2) A frequéncia relativa de um acontecimento certo € 1.
f=n=f=fn=1

3) A frequéncia relativa de um acontecimento impossivel € 0.

f=0=1£f=1n=0

4) Seja A (ndo A) o acontecimento contrario do acontecimento A.
Entao:

f.(A)=1-1(A)

5) A frequéncia relativa de dois acontecimentos A e B
incompativeis € igual a soma das suas frequéncias relativas, i €,

i (AUB)=1; (A) + 1 (B)
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Actividades

Actividades

1. Numa cidade com 56 800 habitantes, 23 200 deles sdo homens € os
restantes sdo mulheres.

a) Qual ¢ a frequéncia absoluta de homens? E de mulheres?
b) Qual ¢ a frequéncia relativa dos homens? E das mulheres?

¢) Qual ¢ a frequéncia relativa dos homens, em percentagem? E a
das mulheres?

Sol: a) 23 200; 33 600; b)0.408; 0.591; c) 40.8%; 59.1%

Resolucio

2. um estudo sobre a durabilidade, em meses, de 204 lampadas, duma
certa marca, forneceu os seguintes dados:

Duracdo em 10,2] | 12,4] | 14,6] | 16,8] | 18, 10] 110,
meses 12]

f 2 10 80 60 50 2

a) Determine a frequéncia relativa de cada uma das observagdes.

b) Determine a frequéncia relativa do acontecimento ““ a duracdo de
uma lampada ¢ de menos de meio ano”.

c¢) Se, ao acaso, comprar uma destas lampadas, qual ¢é a
probabilidade de a mesma durar entre 6 ¢ 8 meses?

Resolucao:
a)
Duragéo em 10,2] | 12,4] | 14,6] | 16,8] | 18, 10] 110,
meses 12]
f 2 10 80 60 50 2
f; () 0.01 0.05 0.39 0.29 0.25 0.01

b) f; = 0.01 +0.05 + 0.39 = 0.45

¢)P=£=029
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Avaliagao

Num teste de Matematica, dado a uma turma de 20 alunos, 85%
tiveram nota positiva, 10% tiveram nota mediocre e 5% nota de mau.

a) Quais as respectivas frequéncias absolutas para as notas positiva,
de mediocre e de mau?

b) Quais as respectivas frequéncias relativas?

Uma dada prova P foi executada n vezes, o acontecimento A, relativo
a P, ocorreu x vezes e o acontecimento B, também relativo a P,
ocorreu y vezes.

a) Determine a frequéncia relativa, respectivamente, de A ¢ de B.

b) Qual é a frequéncia relativa do acontecimento contrario ao
acontecimento A?

¢) Sendo os acontecimentos X e y incompativeis, determine f; (A+B)
Num langcamento de uma moeda ao ar indique:

a) Um acontecimento certo.

b) Um acontecimento impossivel.

¢) A frequéncia relativa de um acontecimento certo

d) A frequéncia relativa de um acontecimento impossivel.

e) A frequéncia relativa do acontecimento “sair cara”.

f) A probabilidade de “sair coroa”.
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Licao 12

Axiomas

Introducao

Objectivos

Axiomas

As vezes nao ¢ facil demonstrar todas as afirmacdes verdadeiras em
relacdo a determinados assuntos tematicos na matematica mas tais
afirmac¢des ou conclusdes sdo aplicados na resolugdo de problemas
matematicos sem demonstracdo e permitem fazer dedugdes de certas
propriedades. Tais afirmagdes sdo chamadas axiomas.

E vao permitir-nos resolver varios problemas sobre probabilidades

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Calcular as probabilidades aplicando os axiomas.

Axiomas de probabilidades

Axioma 1-A probabilidade de um acontecimento A do espaco de
acontecimentos E ‘e um numero real compreendido entre 0 e 1

0<P(A)<1,AcE

Axioma 2- A probabilidade de um acontecimento certo ¢ 1

P(E) =1, E ¢ um acontecimento certo

Axioma 3- A probabilidade da reunido de dois acontecimentos
incompativeis (disjuntos) ¢ igual a soma das probabilidades desses
acontecimentos.

P(AUB)=P(A) +P(B),sce ANB=0Q
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Destes axiomas podemos deduzir as seguintes propriedades

Propriedades:

1) A probabilidade de um acontecimento A (ndo A) ¢ igual a diferenca
entre 1 e a probabilidade de A.

P(A)=1-P(A)

2) A probabilidade do acontecimento impossivel é zero.

P(D)=0

3) Se A, B e C sdo acontecimentos incompativeis dois a dois, entdo,

P(A UB U C)=P(A) + P(B) + P(C)

4) Sendo A e B dois acontecimentos quaisquer, tem-se:

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

Exemplos:

1) Numa experiéncia do langamento de um dado equilibrado de faces
numeradas de 1 a 6, os acontecimentos elementares {1}, {2}, {3},
{4}, {5}, {6} sdo equiprovaveis, incompativeis dois a dois ¢ a sua
unido € o universo E = {1, 2, 3,4, 5, 6}, entdo:

P{1}+ P{2}+ P{314+ P{4}+ P{5}+ P{6} = P{E} = |

P{1} =P{2} = ...=P{6}=%

2) A probabilidade do acontecimento A “sair nimero inferior a 3”, i
¢, A={1,2}={1}u{2} sera:

P(A)=P{1} +P{2}
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Se os acontecimentos elementares sdo equiprovaveis e incompativeis dois
a dois, a probabilidade de um acontecimento A ¢ igual ao quociente entre
o numero de casos favoraveis ao acontecimento ¢ o numero de casos
possiveis.

Ou seja

numero de casos favoraveis ao acontecimento A

P(A) = —
numero de casos possivels
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Resumo

Nesta li¢do vocé aprendeu que:

e A probabilidade de um acontecimento A do espago de
acontecimentos E ‘e um numero real compreendido entre 0 ¢ 1

0<PA)X1,AcCE

e A probabilidade de um acontecimento certo ¢ 1
P(E) =1, E ¢ um acontecimento certo

e A probabilidade da reunido de dois acontecimentos incompativeis
(disjuntos) ¢ igual & soma das probabilidades desses
acontecimentos.
P(AUB)=P(A)+P(B),se AnB=Y

Destes axiomas podemos deduzir as seguintes propriedades:

1) A probabilidade de um acontecimento A (ndo A) ¢ igual a diferenca
entre 1 e a probabilidade de A.

P(A)=1-P(A)
2) A probabilidade do acontecimento impossivel é zero.
P()=0
3) Se A, B e C s@o acontecimentos incompativeis dois a dois, entdo,
P(AuBuUC)=P(A)+P(B)+P(C)
4) Sendo A e B dois acontecimentos quaisquer, tem-se:
P(A UB)=P(A) +P(B) - P(A N B)
Se os acontecimentos elementares sdo equiprovaveis e incompativeis dois
a dois, a probabilidade de um acontecimento A ¢ igual ao quociente entre

o numero de casos favoraveis ao acontecimento € o numero de casos
possiveis

Actividades
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Actividades

Langa-se um dado equilibrado, de faces numeradas de 1 a 6. Calcule

a probabilidade de se verificar um dos seguintes acontecimentos:
(13 b L4 4 99

a) “sair numero impar”.

b) “sair multiplo de 3”

¢) ‘“‘sair numero par”.

d) “sair nimero inferior a 4”

Resolucio:
a) A = {sair numero impar} = {1, 3, 5}
O numero de casos favoraveis é 3.

O numero de casos possiveis € 6

301
P(A)= 2 =2
()62

b) B = { sair multiplode 3}={ 3, 6}
O nuamero de casos favoraveis € 2.

O numero de casos possiveis € 6

2 1
PB)= ==
()63

¢) C = {sair nimero par}= {2, 4, 6}

3 1
PCO)====
© 6 2
d) D = {sair numero inferior a 4}= {1, 2, 3}

3 1
PD)=2==
()62

2. Uma urna contém 20 bolas vermelhas e 30 bolas brancas. Extrai-se
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uma bola ao acaso. Qual ¢ a probabilidade de que saia:
a) Uma bola vermelha P (V) ?

b) Uma bola branca P (B) ?

¢) Uma bola vermelha ou branca P (V U B) ?

Resolucio:
a) nimero de C. P. : 20+ 30 =50

namero de C.F. : 20

20 2
P(V)= 2" -2
V) 50 5
30 3

cP(VuB)=P((V)+P B)= %+ =1, pois V ¢ B sdo conjuntos

Ul W

disjuntos

3. Uma urna contém 7 bolas pretas e 6 bolas brancas, retirando, ao
acaso e simultaneamente, 8 bolas, qual ¢ a probabilidade de se obter 4
e s0 4 bolas pretas?

Resolucio:
niimero de C. P: C¥; = 1287
numero de C. F

C5 xCqg =525

_CIxC¢{ 525

P 5 = ~
Cis 1287

0.4
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Avaliacao

O

Avaliagao

No langamento de dum dado perfeito ( em que as seis faces tém
possibilidades iguais) considere as situagdes:

a) le Il sdo eventos independentes?;
b) II e III sdo eventos independentes?;Obter pelo menos uma cara;

¢) considerando a), calcule a probalibilidade de um resultado par e
maior que 4

d) considerando b), calcule a probalibilidade de um resultado par e
maior que 4 ¢ multiplo de 3

Um arbitro de futebol possui trés cartdes no bolso . um amarelo, um
vermelho e outro é vermelho de um lado e amarelo do outro. Num
determinado Ince, o arbitro retira ao acaso, um cartdo do bolso e
mostra a um jogador. A probabilidade de a face que ele vé ser
vermelha e de a outra, mostrada ao jogador ser amarela é:

a)1/2 b)2/5 ¢)1/5 d)2/3 e) 1/3 qual ¢ a alternativa?

Num lote de 12 pecas, 4 sdo defeituosas sendo retirada uma peca,
calcule:

a) a probabilidade dessa peca ser defeituosa
b) aprobabilidade dessa peca ndoser defeituosa

Qual ¢ a probabilidade de sair um Reis quando retiramos uma carta
de um baralho de 52 cartas?

joga-se um dado honesto. O niimero que ocorreu ( isto é da face

voltada para cima) é o coeficiente b da equagao X2 +bx+1=0.
Determine:

a) a probabilidade de essa equagdo ter raizes reais.

b) a probabilidade de essa equagdo ter raizes reais sabendo que
ocorreu um nimero impar.

Ao lancar um dado muitas vezes, uma pessoa percebeu que a face 6
saia com o dobro de frequéncia da face 1, e que as outras faces saiam
com a frequéncia esperada em um dado ndo viciado. Qual ¢ a
frequéncia da face 1.

Trés estudantes A, B e C estdo em uma competi¢do de natagdo. A ¢ B
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tém as mesmas chances de vencer e, cada um, tem duas vezes mais
chances de vencer do que C. Pede-se calcular a probabilidades de A
ou C vencer.
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Solucoes Modulo 8

Solugoes do Modulo 8

Conseguiu resolver correctamente todos os exercicios? Entdo, confira
as suas respostas.

Licao 1
1. Determine as fungdes primitivas das fung¢des seguintes:

a) vf7x —7! x +c

b)j(2x+5)3dx: (2x +5)* +c:é(2x+5)4+c

&=

1
2

4
13,
3

C)I\/_dx —I 3dx =

X—2+1

d)j%dszI%dsz :2(—x’1)+c:—g+c
X X

-2+1 X
e)J-ede =e" +¢
f)jekxdx :lekx +c

k

1
g)jmzln|x+3|+c

3] LI j :_j = 2arcan(26°) e

6
J-x* 1+4x 1+(2¢)

aplicando os integrais imediatos verifique a tabela acima

2. Determine as primitivas das fun¢des seguintes:

a)J.(—Z +v? )2 dv= J.(4 —4v?iy V_4)dV = I4dv —I4V_2dv+jv_4dv =

Note que para chegar ao segundo passo desenvolvemos o quadrado do
binomio ( quadrado da diferenca de dois termos
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a)J.(—Z +v2 )2 dv= J.(4—4V72 +V74)dV = J.4dV—J.4V72dV+J.V4dV =

e” S e ZX%
C)I —+xJx x=I —+x? |dx =—+—+cC
2 2 2 5

d) J.(cos(t) —sec(t).tan(t))dt = sen(t)—sec(t)+c

Licao 2

| sen(%x}ix

Seja u= %x logo du=% dx, assim,

(3 }1 2 2 2 (3 j
J.sen =X X=J.—senudu=——cosu+c=——cos =X [+¢
2 3 3 3 2

2) J.3t cos (3t2 ) dt
Sejau=tx*-4, logo du=-6tdt, assim,

J.3tcos(3t2 )dt = I%cosudu: %senu +c= %senSt2 +c

3)J. cos’ tdt

1+ cos2t

Seja u= cos’ t = assim,

Icosz tdt = J'l+c—552tdt = I%dt +%Icos 2tdt = %t +%sen2t +c
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8| L ax

1+9x>

Sejau=3u ‘logo du=-3dx, assim,

J‘;zdx= 1 12du:larctanu+c:larctan(3x)+c
1+9x 31+u 3

Licao 3

Resoluc¢do

1
Sendo v=x> e du=e?*, temos quedv =3x’e u = Eezx

J‘ezxxs _Loxs _J‘lezxxs Lo _EJ‘ezxxz
2 2 2 2
Sejaagorav e du=2%":

J.eZXX — leZXX _J.lelx —
2 2

:leZXX_llelx =l
2 22 2

1
erX __eZX
4

Finalmente:

J‘ezxxs Lo _EJ‘ezxxz _Loaxs 3(1 ax e _J‘ezxx
2 2 2

:l€2XX3 —EGZXXZ-FE leZXX_leZX _
2 4 282

_1
2

2xx3_3 2x 2 3 2 2x

.3
€ —eC¢ X" +—€7"X——¢
4 4

2) J.cos sec” x cot gxdx

Seja u= cossecx e dv= cosecx cotgxdx, logo du=-cossecx cotgxdx e

V = -cos secx € assim:

J-cos sec’x.cot gxdx = —cossec’ x — I(— cossec x)(—cos sec x.cot gx)dx logo:

ZJ. cossec’x cot gxdx = cos sec” x

103




Solugées do Modulo 8

cosec’x
+c
2

Portanto, Icoseczx cot gxdx =—

3) jsenx sec” xdx

Seja u=senx e dv=sec’xdx, logodu =cosxdx e v=tgx assim:

J-senx sec’xdx = senx.tgx — j tg(cosxdx) =

= senxtgx + Isenxdx =senxtgx +cosx+c¢

Licao 4

: . X+x+x+3 Ax+B Cx+D
1. Consideremos frac¢do propria =

(x2+1)(x2+3) x> +1 i x*+3

Portanto: X’ +x’+x+3 = (Ax+B)(x2+3)+(Cx+D)(x2+1), ou seja:

X +x*+x+3=(A+C)x’ +(B+D)x* +(34+C)x+3B+D,

Entao: {A +C=1 {B +D=1 Logo A=0, C=1, B=1 ¢ D=0.

34+C =1 3B+D=3
(x3+x2+x+3)dx )
j (x2+1)(x2+3)
1 d d
J-(E‘i‘ X2X+3jdx = Ixz—)jﬂ+ I ;_f; = arctgx+lnﬁ+c

Licao 5
1. a) 11+7 < 9+9

b) -1147 < -4

) -11-7 © -18
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d) (-2)4 < 20-4

e)3+2=2+3<5

2. Qual € o valor logico das seguintes proposicdes

a)

b)

¢)

d)

e)

Uma designacdo pode ser verdadeira ou falsa; falsa,( pela
definicdo de designacdo)

Duas proposicdes equivalentes sdo ambas verdadeiras ou ambas
falsas;verdadeira

A partir de duas designagdes numéricas equivalentes podemos
definir uma proposigdo verdadeira através da relagdo

w_9,

;verdadeira

Uma proposicdo pode ser simultancamente verdadeira e falsa;
falsa , (pelo principio do terceiro excluido)

Uma proposicdo pode ser verdadeira para uns e falsa verdadeira

f) 4 7&% falsa ( 8/2 ¢ igual a 4)

g)ﬁ <7 verdadeira

Licao 6

l.a)yp A q falsa

2.

b) ~FA p) verdade
c¢) ~F A ~p verdade

d) p v qverdade

P: A sra Otilia gastou 260mts na compra de 2,5kg de carne o contrario
ndo ¢ verdade , a proposicao ¢ falsa

Q: A sra Otilia gastou 450mts mts na compra de 18 ovos o contrario nao
¢ verdade, a proposicao é falsa
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1.1

3 a) 2<3:>£>§ verdade, (porgue F=F)
3 2 )
b E<1::>§>1 verdade; (pargue F=F)
) %«:1@%% verdade, (porque F&F consulte & de equivalencia)
4y 3=2=3=2 falsa; (porque V="F)

el [%}1A§}1]:>%+§>1 verdade, (porque F=F)

f)l][%ﬂ]{:{%ﬂv%ﬂ] verdade, ( porgue D(F)«:::»(FvV)ouseja Vel

4. Sejam p,q,r as proposi¢oes seguintes:
p: o Jodo tem mais do que 18 anos ;
g : 0 Jodo tem carta de condugdo;
r: oJodo e eleitor

Escreva em linguagem simbdlica cada uma das afirmagdes :

Resposta

a) se o Jodo tem carta de conducdo , entdo ele tem mais do que 18 anos
sq=7p

b) o Jodoé eleitor se e sO se ele tem mais do que 18 anos; r< p
¢) se 0 Jodo e eleitor , entdo nao tem mais do que 18 anos; r = p

d.) se o Jodo tem carta de conducgdo , entdo ele tem mais do que 18 anos
e ¢ eleitor q= (pAr)

¢) o Jodo ndo tem carta de condugdo ou ¢ eleitor se e so se ele tem mais
doque 18 anos. (~gvr)e p

Licao 7

1. Use tabelas de verdade para demonstrar que sdo verdadeiras as
({4

proposi¢des seguintes, em que “p” e “q” designam qualquer dos
valores logicos V, F.

a)pvq=qvVvp=p
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q pvag qvp
W W W
F W W
W W W
F F F
b)paAv=vap=p
W poAaw v oA D
W W W
W W W
v F F
v F F
2. a)(anb)=(avhb)
faab)|favb) |[{aanb)= {avh)
W W i
F W W
F W W
F F F
b) b= (a=Db)
b fa= h) b= (a= b}
W W W
F F F
W W W
F F F

MODULO 9
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A~(avb)e (~aa~b)

a b ~a |~b [ {awvh) ~faw b {~aa~b)
vo|w | F F F W F
v | F |F W W F F
Flw |w F W F F
F F W W W F W

d) Demosntre que a disjungdo ¢ distributiva em relagdo a
conjuncdo por meio de uma tabela de verdade.

pfa |r L gar) (pval (pvr) pviga | (pvalaipyvrl
volw | W W W W W
volw | F F W W W W
vl F oW F W W W W
v | F | F F W W W W
Flw | v W W W W W
Flw |F F W F F F
F|F |w F F W F F
F|F |F F F F F F

3. Determine o valor loégico de p , sabendo que

g ~-p=>p Vendade
&) (pnF)ﬁp falso
c) [va}Z:' P falsa
d)( . pAp)<(pvF) fdsa
&) (H pnq):}~ g falsa

4. O Sr. Langa , que reside no B. da Liberdade ,tomava todos os dias o
chapa com destino a cidade de Maputo,onde iniciava o trabalho as 9
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horas . Para tal, apanhava o chapa das 8h com chegada a cidade de
Maputo prevista para 8hors e 50mn.Depois de sair do chapa o Sr.
Langa nao demora mais do que 10mn a chegar ao servigo.

Verifique se e verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmacgdes ;

a) se o chapa chega na cidade as 9 o, o Sr. langa chega atrasado ao
servico; V (verdade)

b) se o Sr.” Langa e pontual no servico, o chapa chegou depois das
9h.

F (falso)

5. Mostre , utilizando tabelas de verdade , que:

Pla [~P|~9|prq) |(~pv~ )| phg) v (P v~g)
W W F F W F W
W F F W F W W
F W W F F W W
F F W W F W W

Licao 8

1. calcule o valor de:

3 +6! 3465431 31(1+6.5.4)
3 !

=1+120=121

16! 16.15! 16

) - = = =

20150 215! 2

c) ps —3!=3!-3!=0

2. compare as expressoes (use <> ou= )
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a) 31=6
b) 5! +4!< 9!
3. Simplifique as seguintes expressoes:

n! _n(n—l)(n—2)! _n(n—l)

21n-2)  2!(n-2) 2

a)

o Puo = Py _(0+1)-n!_(n+lntn! _nifn+1-1)
) n! a n! B n! - n! =n

resolva a equacgio

( n!z);=uo© Wzll‘)@n(n—nﬂlo@nz—n—110=0
n—2) n—2zj

<A =441

<n, =—10v n, =11

De quantas maneiras podem-se ordenar 5 livros de matematica e
3 de biologia numa prateleira sem qualquer ordem especial?

R:p, =8.7.6.5.4.3.2.1=56.30.12.2 =1680.24 = 40320

Licao 9
1) calcule o valor de:

g 12 121110 1201 1
5,100 51100 54321 10

b) n! :n.(n—l)(n—2)(n—3)!:n‘(n_l)(n_z)

(n-3)! (n-3)!

110




MODULO 9

5! 7!
Agcz_(5ay(7<»5!_ 5! 701 ST
5! 5! (5-2)1°(7-3)!13!'5!  31.41.315!

©)

71 _76541_7.6431_7.64_

T413130 413131 3130 6.6

@nM(n—Z)=3.nM<:> nZ —2n=3n<n(n-5)=0
Sol: n=5

(n+1)!
(n+1—2)'2'

©212.(p~ = (n+1)(n) (-1 =

s2=n*+ne-n’-n+42=0

VA =169 =13

<n=6

by Ci"'=2 & =21 21(n-1)12!=(n+1)!

Sol: n=6
0) (n+2)!= 72nle (n+2)(n+1) (M)=724 < 0’ +3n+2=72n> +3n-70=0

JA=+289=17 =>n=7

Sol: n=7

5_5! 5432
3) Ay 21 21

=60

Resposta: com os algarismos 1, 2, 3, 4 e Spodem ser escritos 60 nlimeros
de trés algarismos
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Solucdes do Modulo 8

6_6! 654!
4 4

30

4) A2

Resposta: sdo 30 modos diferentes para colocar dois anéis nos dedos
minimo, anelar e médio sem repeticao

14131
5) A %A 4 A3 2148 oy

1 11.31,2!
Resposta: podem ser servidas 24 refei¢cdes distintas

| |
6 A 16_l6!_16.15.141_
2 14 14

Resposta: sdo 240 jogos do campeonato

7 A,

|
8 :8-7'2-'5-4- —8.7.6.5=1680

Resposta: sao 1680 maneiras para escolher um presidente, um vice
presidente, um secretario € um tesoureiro

8) Calcula-se C312.C72 =4620 =60  Sol: 4620

Licao 10

112

Solucao:3

Trata-se de uma generalizagdo dos problemas anteriores. Vamos
novamente recorrer a tabela de dupla entrada para ajudar na visualizagdo
e entendimento da questao.




MODULO 9

1 |2 ER 5 [3 78 |. n-1
1 ¥ O ¥ X O O O O ) ¥
2 X X ko X X X X X b ¥
3 bt bt X o K bt
4 X X X X X X X X
5 X o e e X
6 A O P A 4 X
7 X kY X X ¥
8 b4 X b ¥
X K X
: ¥ ¥
n-1 X
n

A primeira coluna indica a primeira bola sorteada e a primeira linha
indica a segunda bola sorteada). Isto ajuda a visualizar todos os pares
ordenados da forma (a,b) possiveis.

Verificamos que o nimero de casos favoraveis ao evento “o nimero da
segunda bola sorteada ¢ maior do que o numero da primeira bola”
indicados na tabela acima por X, ¢ igual a soma dos (n— 1) termos : (n —
D+mn-2)+(n-3)+...+1.

Reconhecemos imediatamente tratar-se da soma dos termos de uma PA
de primeiro termo (n — 1), nimero de termos (n — 1) e ultimo termo igual
a 1. Aplicando a conhecida férmula da soma dos termos de uma PA, vem:
m-D+m-2)+(m-3)+...+1=[n-1D+1](n-1)/2=n.(n-1)/2

Ora, o total de possibilidades possiveis (total de pares ordenados) é
obviamente igual a n? .

Logo, a probabilidade procurada sera igual ao quociente:
p=[n.(n—1)/2]/n?>=(n-1)/2n, o que nos leva tranqiiilamente a
alternativa B.

Uma observagdo importante relativa a este problema € que, sendo a
probabilidade

p=(n—1)/2n, podemos escrevé-la na forma:

p=10/2n—1/2n=1/2 - 1/2n, sendo n o niimero de bolas na urna.

Para valores muito grandes de n, o valor 1/(2n) vai se aproximar de zero
(ja que n esta no denominador) e p, no limite, sera igual a 1/2. Portanto,
quanto maior o numero de bolas contidas na urna, maior a probabilidade,
a qual entretanto, nunca serd maior ou igual a 1 /2 = 0,50 = 50%.

Licao 11

1) Sol:a)17;2;1; b)0.85;0.10;0.05.

2) Sol:a)fi(A)=x/n; §;(B)=y/mn; b)fi(A)=1-x/n; c)f;(A+B)=
(x+y)/n.
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Solucdes do Modulo 8

3) Sol: a) sair cara ou coroa; b) sair cara e coroa simultaneamente; c) 1;
d) 0;e)0.5; 1) 0.5

Licao 12

114

1) considere A={1,2,3,4,5,6} espago amostral

1={2,4,6} 1={56} 1I={3,6} Inll={6}  INII={6}

Teremos as probabilidades

3

P)=2=2 P(M)=2-2 P()=2-1 P(Inl)= P(IAI)-

1
3

N

U)|»—
N —

a) Como P(ImH):P(I) entdo os eventos I e II sdo independentes
entre si.

b) Como P(HK\IH) # P (II).P(III) os eventos ndo sao

independentes entre si

¢) P(INII)=P(I).P(1I)=

AN =

11
23

d) P(IIAIIT) = P(1r) P (IMI/11) =

N -

1
2

W | —

2) a)l/2 b)2/5 c)1/5 d)2/3 e) 1/3 qual ¢ a alternativa?

Sejam: A= evento cartdo com as duas cores ¢ B= evento face vermelha
para o arbitro, tendo ocorrido o cartdo de duas cores:

P (A) = :1)) e P (B / A) = ; ¢ a probabilidade condicional
(ocorre B se ocorrer A)

P(Am B) = ll 1 a alternative solugéo € €)
32 6

3. a) a probabilidade dessa peca ser defeituosa

p-t_1
12 3

b) a probabilidade dessa pega naoser defeituosa

| —



MODULO 9

1 2 . .
P= 1—5 = 3 porque o evento ¢ complementar ao anterior

4) Como ha 4 Reis, o nimero de elementos do evento ¢ 4. Logo

5. a) a probabilidade de essa equagao ter raizes reais.

Para que x2 +bx+1=0, com be{1,2,3,4,5,6} tenha raizes reais, A>0,

entdo os valores possiveis para b sdo 2,3,4,5,¢ 6 ou seja existem 5
possibilidades para b. Logo: a probabilidades de essa equagao ter ra’zes
reais € 5/6

a) a probabilidade de essa equacdo ter raizes reais sabendo que ocorreu
um numero impar.

Sabendo que ocorreu um nimero impar ( 1,3,ou 5), a probabilidade sera
2/3

6. P(1)=x P(16)=2x P(2)=P(3)=P(4):P(5)=é
P(1)+P(2)+P(3)+P(4)+P(5)+P(6)=1

x+—+l+l+—+2x=1

Sejam p(A), p(B) e p(C), as probabilidades individuais de A, B, C,
vencerem. Pelos dados do enunciado, temos:
p(A) =p(B) =2.p(C).

Seja p(A) = k. Entdo, p(B) =k e p(C) =k/2.
Temos: p(A) + p(B) + p(C) = 1.

Isto ¢ explicado pelo fato de que a probabilidade de A vencer ou B vencer
ou C vencer ¢ igual a 1. (evento certo).
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Assim, substituindo, vem:

k+k+k2=1 .. k=2/5.
Portanto, p(A) =k =2/5, p(B) =2/5 e p(C) =2/10 = 1/5.

A probabilidade de A ou C vencer sera a soma dessas probabilidades, ou
seja2/5 +1/5=13/5.




MODULO 9

Modulo 9 de Matematica

Teste Preparacao de Final de
Moédulo

Introducgao

Este teste, querido estudante, seve para vocé se preparar para realizar o
Teste de Final de Mdodulo no CAA. Bom trabalho!

Integrais indefinidas

Determine as primitivas das seguintes fung¢oes
1)!(2){3 —4x? +5x—1)dx

dx
N =2

)J- N7X +3

3)J. x* cos (x5 )dx

1 2
4) I(—3 +x° - Sdex

X

5) j% dx

Légica Bivalente

Utilize a tabela de verdades para mostrar que qualquer que sejam os valores logicos de

“a” e “b” as expressdes seguintes sdo verdadeiras (tautologicas).

a)(@arb)=(avbb)~(avb)<(~anr~b)

Analise combinatoria

1. Calcule o valor de:
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Teste Preparacao de Final de Modulo

6!
a);

by ALAS
4!
c) AS.P,

1. Resolva as equagdes:

a)Cl =10  b) Al =30.A"

3.Numa turma de 10 raparigas, quantos grupos de 5 podem-se
formar?

4. determine o numero de palavras diferentes com ordem e sentido
que podem ser escritas com as letras da palavra combinatoéria?

5. numa turma de 10 raparigas e 8 rapazes, quantas comissdes
diferentes de 5 elementos ¢ possivel formar:

a) sem qualquer restrigdo.
b) se em cada uma figurarem 3 raparigas e 2 rapazes.
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MODULO 9

Probabilidades

1) Sabendo que a probabilidade do acontecimento A, relativo a prova P,
‘e 0.16 ¢ que a probabilidade do acontecimento B, relativo a mesma
prova, ¢ igual 0.24, determine a probabilidade:

a) do acontecimento unido dos acontecimentos A e B, sabendo que AnB
=0

b) do acontecimento contrario ao acontecimento A.

2). Uma moeda ¢ viciada, de maneira que as CARAS sdo trés vezes mais
provaveis de aparecer do que as COROAS. Calcule as probabilidades de
num lancamento sair COROA.

3) Num langamento de um dado perfeito ocorre o acontecimento A “sair
um ponto impar” e o acontecimento B “sair um ponto inferior a 3”.
Calcule a probabilidade dos acontecimentos:

a)A

b)B

c)ANB

dAUB

e) AnB

4) Um saco contém 12 bolas, sendo 3 brancas, 5 azuis e 4 pretas. Tirando
uma bola ao acaso, diga qual a probabilidade de sair:

a) bola branca;
b)bola preta;

¢) bola branca ou azul;

5) No langamento de um dado, consideremos o acontecimento A “‘sair
numero impar” e o acontecimento B “sair nimero inferior a 3”. Indique:

a) O acontecimento unido dos acontecimentos A e B.
b) O acontecimento intersec¢cdo dos acontecimentos A e B.
¢) O acontecimento contrario ao acontecimento A

d) Dois acontecimentos disjuntos
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120  Teste Preparagéo de Final de Médulo

6) Na prova que consiste em lancar um dado e tomar nota do nimero da
face superior, considere os acontecimentos:

A- sair multiplo de 3

B- sair nimero primo

C- sair nimero par

a) Sao compativeis os acontecimentos A e B? EB e C?
b) Indique o acontecimento A

¢) Qual o acontecimento A U B

d) Caracterize o acontecimento A M B

120




(NN ;
O O MODULO 9
Solucoes do teste de preparacao
do Modulo 9
Integrais indefinidos
a)
3 2
I(2X3 —4x? +5x—1)dx = 2J.x3dx —4Ix2dx+5jxdx—jldx :lx4 —4i+ SX
2 3 2
dx
b =
)J- N7X+3
podemos considerar u = 7x +3 donde du = 7dx < % =dx e
substituindo no integral acima
1 1
_lpdu_1r Hg,1ur o2 _2
_7IJG_7IU du=37 +C=ZVu+C= 23 +C
2
c)J-x4 cos(xs)dx
sejau=x"=du= 5x*dx = x*dx = d?u
substituindo teremos :
J-X4 COS(X5 )dX = J. COSSUdu = %J.cosudu Z%J.SCHU +Cc= %J.SCH(XS)-%C
d) I(x% +x% - Sdex
-1 x> sx?
Resposta: ?JFT_TJFC
e) j%/;dx
R ta: 3
esposta: 4xT/3+ c

Légica Bivalente
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122  Solugdes do teste de preparagdo do Mddulo 9

Utilize a tabela de verdades para mostrar que qualquer que sejam os

331

valores logicos de “a” e “b” as expressdes seguintes sao verdadeiras

a)(anb)=(avb)

a|b |[(anb) (avb) (anb)y=>(avb)
V|V A% v
F | F A% \%
V | F A% A%

F|F |F F F

A resposta final esta na tltima coluna

b)~pvade(~par~q)

P |9 |~P |~q |(pve |~(Vg | (~pAr~Q)
v |[VI|F |F |V F F
v |F|F |V |V F F
F V|V |F |V F F
F |[F |V |V |[F \Y% \%

RESPOSTA : basta comparar as duas ultimas colunas para dar a resposta

Analise combinatoria

1. Calcule o valor de:

| |
98 6543 14 0o
31 3
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MODULO 9
ASA] ! ! 170 5.417.6.5.4!
pAy S L SWE SATESA S0, 5 350
41 (5=2)(7-3) "4 344 314141
13! 13!
&) AP, = 613! _ 654131 .0
41 41
2.Resolva as equagoes:
! — -2} 2 _
901210 &L _jg e 2lo=n=2) o non o
(n—2)2! (n—2)2! 2
< n’-n-20
<A =81
<n, =—4v n, =5
R: n=5

n

(n=5)n-6)n-7) _

A ' (n-5)
b) Al =30.A1 & 1 =30 — 0=5) 3.

Al (n-7) n!

(n — 7)!

< (n-5)n-6)=30=n’-5n-6n+30-30=0<n’-11n=0

<n, =0 vn, =11

R: n=11
3.

Resposta : C.’

Resposta: p, =9!
5. a) sem qualquer restri¢do.
Resposta: C.°
b)se em cada uma figurarem 3 raparigas e 2 rapazes.

Resposta: C,".C}
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124  Solugdes do teste de preparagdo do Modulo 9

probabilidades

1)

Sol: a) 0.40; b) 0.84

2).

sol: 1/4

3)

Sol: a) 0.5; b) 1/3; ¢) 1/6; d) 2/3; e) 1/6
4)

Sol: a) ¥4 b) 1/3 ¢)2/3

5)

Sol: a) {1,2,3,5,}; b) {1} c)sair n’par; d) “sair n° par” e “sair
nO 5”

6)

Sol: a)Sdo; b) A ={1,2,4,5}; ) AUB=1{2,3,5,6,}; d){6}-
sair n° 6
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