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MODULO 4

Acerca deste Modulo

Como esta estruturado este

Modulo

A visao geral do curso

Este curso estd dividido por médulos autoinstrucionais, ou seja, que vao
ser o seu professor em casa, no trabalho, na machamba, enfim, onde quer
que voceé deseja estudar.

Este curso € apropriado para vocé que ja concluiu a 10* classe mas vive
longe de uma escola onde possa frequentar a 11* e 12° classe, ou estd a
trabalhar e a noite ndo tem uma escola préxima onde possa continuar os
seus estudos, ou simplesmente gosta de ser auto didacta e é bom estudar a
distancia.

Neste curso a distancia ndo fazemos a distin¢gdo entre a 11* e 12* classe.
Por isso, logo que terminar os médulos da disciplina estard preparado
para realizar o exame nacional da 12* classe.

O tempo para concluir os médulos vai depender do seu empenho no auto
estudo, por isso esperamos que consiga concluir com todos os médulos o
mais rdpido possivel, pois temos a certeza de que ndo vai necessitar de
um ano inteiro para conclui-los.

Ao longo do seu estudo vai encontrar as actividades que resolvemos em
conjunto consigo e seguidamente encontrard a avaliacdo que serve para
ver se percebeu bem a matéria que acaba de aprender. Porém, para saber
se resolveu ou respondeu correctamente as questdes colocadas, temos as
respostas no final do seu médulo para que possa avaliar o seu despenho.
Mas se apds comparar as suas respostas com as que encontrar no final do
modulo, tem sempre a possibilidade de consultar o seu tutor no Centro de
Apoio e Aprendizagem — CAA e discutir com ele as suas dividas.

No Centro de Apoio e Aprendizagem, também poderd contar com a
discussdo das suas didvidas com outros colegas de estudo que possam ter
as mesmas ddvidas que as suas ou mesmo ddvidas bem diferentes que
ndo tenha achado durante o seu estudo mas que também ainda tem.

Conteudo do Mddulo




Cada Mdédulo esta subdividido em Li¢des. Cada Ligao inclui:

Titulo da licdo.
Uma introdugfo aos contetddos da licao.
Objectivos da li¢ao.

Contetdo principal da licio com uma variedade de actividades de
aprendizagem.

Resumo da lig¢do.
Actividades cujo objectivo € a resolucdo conjuta consigo estimado
aluno, para que veja como deve aplicar os conhecimentos que acaba

de adquerir.

Avaliagdes cujo objectivo é de avaliar o seu progresso durante o
estudo.

Teste de preparacdo de Final de Mddulo. Esta avaliacdo serve para
vocé se preparar para realizar o Teste de Final de Mdédulo no CAA.



MODULO 4

Habilidades de aprendizagem

Estudar a distancia € muito diferente de ir a escola pois quando vamos a
escola temos uma hora certa para assistir as aulas ou seja para estudar.
Mas no ensino a distancia, nés é que devemos planear o nosso tempo de
estudo porque o nosso professor € este médulo e ele estd sempre muito
bem-disposto para nos ensinar a qualquer momento. Lembre-se sempre
que “ o livro é o melhor amigo do homem”. Por isso, sempre que achar
que a matéria esta a ser dificil de perceber, nao desanime, tente parar um
pouco, reflectir melhor ou mesmo procurar a ajuda de um tutor ou colega
de estudo, que vai ver que ird superar toas as suas dificuldades.

Para estudar a distancia é muito importante que planeie o seu tempo de
estudo de acordo com a sua ocupagdo didria e o meio ambiente em que
vive.

Necessita de ajuda?

Ve

Ajuda

Sempre que tiver dificuldades que mesmo ap6s discutir com colegas ou
amigos achar que ndo estd muito claro, nio tenha receio de procurar o seu
tutor no CAA, que ele vai lhe ajudar a supera-las. No CAA também vai
dispor de outros meios como livros, gramaticas, mapas, etc., que lhe vdo
auxiliar no seu estudo.
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v MODULO 4

Licao 1

Conceitos Basicos de Geometria
Analitica

Introducao
Caro estudante, os conceitos basicos da geometria plana, sdo do seu
dominio. Porém nesta licdo vamos fazer uma revisdo de modo a prepara-
lo melhor para a matéria que serd tratada nas préximas li¢des.
Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:
= Definir os conceitos primitivos e bdsicos da geometria plana e suas
designacdes.
Objectivos

Conceito Basicos de Geometria Analitica

Damos o nome de conceitos primitivos a todos aqueles que na geometria
plana, ndo tem defini¢do, como os conceitos de ponto, recta e plano.

Para comecar vamos falar dos conceitos “ponto, recta e plano” para

melhor entender a abordagem destes conceitos ao longo do texto,
iremos apenas procurar clarifica-os e ndo defini-los.

Ponto: designa-se pelas letras madsculas do alfabeto habitual (A, B, C,

....... X,7Z)

Recta: designa-se pelas letras minidsculas do alfabeto habitual (a, b, c,
...... X, Z)

Plano: designa-se pelas letras do alfabeto grego (&> B, V... , semi-

rectas e segmentos de recta




O que sera?

Se numa dada recta r, marcarmos um ponto qualquer P sobre ela,
dividimo-la em duas partes que comecam em P chamadas semi-rectas

Ex:

O ponto P define duas semi- rectas
p narectar

Seja dada uma rect 1, se marcarmos nela dois pontos determina-se um

Conjunto de pontos entre os pontos A e B que formam um segmento de
recta

A

B —
| | Onde AB ¢ um segmento de recta.

Optimo, vocé ainda se recorda destes conceitos, prossigamos

Certas grandezas ficam determinadas apenas por um numero real,
acompanhado pela medicao correspondente.

Por exemplo: 5kg de massa, 8 m’de area, 70C° de temperatura etc.
Tais grandezas sdo chamadas de grandezas escalares.

Outras grandezas precisam para além do nimero real e a unidade de
medi¢do, uma direcc¢ao e sentido.

Por ex: a forca, a aceleracdo, o campo magnético, etc. Estas sdo
chamadas grandezas vectoriais

O que ¢ afinal um vector?

Um vector é um ente matematico que representa um movimento ou uma
forca e caracteriza-se por ter:

¢  Uma direcgio;
e Um sentido;
e  Um comprimento.

Ou seja:



z i 1 .
Vector é . uma grandeza que se define
> ; completamente por uma direc¢do, um
sentido e um ponto de aplicacdo para além do

valor numérico (médulo).

O moédulo do vector é o valor numérico que d4d o comprimento do

segmento do vector e designa-se por ‘AB ‘ onde A € a Origem do vector

e B € a extremidade do vector,

‘AB ‘ - Médulo do vector AB

Os vectores designam-se também pelas letras mindsculas com uma seta

porcima U

Portanto as caracteristicas de um vector sao:

Isso mesmo, Voce ja sabe caracterizar um vector mas como é que
podemos classificar estes vectores?

Classificacao de vectores

Vector livre - Vector em que ndo se conhece o seu ponto de aplicacio
podendo ser deslocado para qualquer direccio

Vector nulo — aquele em que a extremidade coincide com a origem [A,
—
A] e representa-se por )

Vector unitario — todo o vector de médulo igual a unidade de medigdo

Vector aplicado fixo ou ligado - todo o vector em que se conhece o
ponto de aplicagdo

Vector deslizante — todo vector que se pode deslizar ao longo da sua
linha de accdo ou de um suporte

{T . >
- _,/

- -
i

Versor — é um vector unitdrio que tem direccdo e sentido de um outro
vector. Os versores que tém a direccao dos eixos das coordensdas

cartesianas ox e oy denotam-se por I € J



Relacao entre vectores

Vectores opostos (simétricos) - sdo vectores que tém o mesmo ponto de
aplicagdoa mesma direccdo, mesmo modulo e sentidos contrarios
i P q
-+ !

Por exemplo:

-0 ¢ vector oposto de U

. —_— ~ ~
Vectores paralelos — Para dois vectores a eb que ndo sio nulos, se as
direccdes sdo mesmas e 0s sentidos sd0 mesmos ou inversos, podemos

. —_— — —
dizer que a ¢ paralelo ao b ,e escrevemos @ / b

s

Vectores colineares- Diz-se que dois vectores sdo k #0talqueu =k XV

colineares se e s se existe um ndmero real.

Podemos dizer também que Vectores colineares sdo vectores com a

mesma direc¢do, independentemente do sentido € do comprimento.

u \ T g

Vectores coplanares- Sao vectores que estdo sobre o0 mesmo plano ou
em planos paralelos

. BE/'
a/// b




Resumo
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Resumo

Nesta licdo vocé aprendeu que:

Ponto: designa-se pelas madsculas do nosso alfabeto (A, B, C,
....... X,7Z)

Recta: designa-se lelas letras mindsculas do nosso alfabeto (a, b,

As grandezas que sdo determinadas apenas por um ndmero real,
acompanhado pela unidade de medi¢do correspondente, sdo
chamadas de grandezas escalares,

As grandezas que precisam para além do valor numerico, uma
direccdo e de sentido, sdo Chamadas grandezas vectoriais

Vector ¢ um segmento definido por uma direccio um sentido e
um ponto de aplicag@o para além do valor numérico (médulo)

Vector designa-se por AB  ondeAéa Origem do vector e B é

a extremidade do vector, ‘AB ‘ ou |u| - médulo do vector.

Os vectores designam-se também pelas letras mintisculas com

uma seta por cima U

Portanto as caracteristicas de um vector sao: Ponto de aplicacao,
Direccao, Sentido e Modulo.

Classificacao de vectores

Vector livre - todo vector em que ndo se conhece o seu ponto de
aplicacdo podendo ser deslocado para qualquer direccao.

Vector nulo — todo vector de direc¢do e sentidos indeterminados e

comprimento nulo (igual a zero) e representa-se por 0

Vector unitario — todo o vector de médulo igual a unidade de medigéo.

Vector aplicado fixo ou ligado - todo o vector em que se conhece o
ponto de aplicacio.

Vector deslizante — todo vector que se pode deslizar ao longo da sua



linha de accdo ou de um suporte.

Versor — é um vector unitdrio que tem direc¢do e sentido de um outro
vector. Os versores que tém a direccao dos eixos das coordenadas

cartesianas ox e oy denotam-se por [ € Jj

Relacao entre vectores

Vectores opostos (simétricos) - sdo vectores que t€ém o mesmo ponto de
aplicacdo a mesma direc¢do, mesmo mdédulo e sentidos contrarios.

—_— — ~ ~
Vectores paralelos Para os 2 vectores a eb que ndo sdo nulos, se as
direccdes sdo mesmas e 0s sentidos sdo mesmos ou inversos, podemos

. — g — g
dizer que a € paraleloao b , eescrevemos a / b

Vectores colineares- sio vectores que estio sobre a mesma linha de
accio (os vectores paralelos s@o colineares).

Vectores coplanares- S3o vectores estdo sobre o mesmo plano ou em
planos paralelos

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem
para que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de
adquirir.



Actividades

Actividades

1. Defina por suas palavras: vectores colineares e vectores simétricos
Resposta:

Simples!

Vectores colineares sdo vectores que estdo na mesma linha de acgdo e
também sdo paralelos, vectores simétricos t€ém a mesma direc¢do, o
mesmo modulo e sentidos opostos.

2. Como podem ser classificados os vectores?

Resposta

Vector livre - todo vector em que nao se conhece o seu ponto de
aplicagdo podendo ser deslocado para qualquer direcgdo.

Vector nulo — todo vector de direc¢do e sentidos indeterminados e

comprimento nulo (igual a zero) e representa-se por 0
Vector unitario — todo o vector de médulo igual a unidade de medigao.

Vector aplicado fixo ou ligado - todo o vector em que se conhece o
ponto de aplicagao.

Vector deslizante — todo vector que se pode deslizar ao longo da sua
linha de accdo ou de um suporte.

Versor — é um vector unitdrio que tem direc¢do e sentido de um outro

Agora resolva no seu caderno as actividades que lhe propomos para
que possa avaliar o seu progresso.



Avaliacao

1. Defina grandezas escalares e grandezas vectoriais e d€ dois exemplos
em cada caso.

.. 2. Que relagdes podem ser estabelecidas entre os vectores?
Avaliacao

De certeza que vocé ja estd preparado para as proximas licoes sobre a
geometria plana, mas antes, responda as seguintes questoes para sua
recapitulagdo



Licao 2

Coordenadas de um Vector

Introducao

Um vector pode ser representado no plano cartesiano, quando falamos do
plano cartesiano estamos nos referindo ao plano definido pelos dois eixos
cartesianos como bem sabe duas rectas definem um plano.

Sabemos que voce ainda se recorda da definicao de vector, podemos
deduzir a partir dai, que este € tambem um conjunto de pontos. dos quais ,
iremos considerar dois que sdo basicos na definicdo. A origem e a
extremidade do vector.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:

= Determinar as coordenadas de um vector no SCO.

= Representar as coordenadas de um vector na forma matricial.

. = Determinar o modulo de um vector.
Objectivos

Coordenadas de um vector

Como € representado o vector no SCO?




Para um dado vector v temos: :/ (X2— X153 2= ¥1)
Exemplos: u (1-0; 2-0) = ﬁ(l; 2)
K (-1-2;-2,5-(-1,5) = Kk (-3;-1)
r(3-1;2-1) = r (25 1)
W (-2,5+1;0,5-2) = w(-1,5;-1,5)

Ao par ordenado de niimeros reais dd-se o nome de coordenadas de um
vector, e para a sua determinagdo, basta projecta-los sobre os eixos das
abscissas e das ordenadas.

Por outro lado qualquer vector nao nulo pertencente ao plano pode ser

representado por meio das suas projeccdes na forma:

=Y

Os nimeros a, € a, chamam-se Coordenadas do vector cuja representacao

na forma matricial € A (ax; a,)

:E.r.il

-+

4

a=6i+4j; 61 e4] sdo componentes do vector a no sistema Cartesiano
Ortogonal 6 e 4 Sdo coordenadas do vector no mesmo S.C.O



Se o vector for designado por AB, onde A (xA-ya) € B (xB-yB) entao

as coordenadas de E serao: E = (Xp—Xa ; YB—YA)

———— gk

B
|
g

e e ———

P

E

; —

Nestecasoa=(4-1;3-4)0ua=(3;-1)

Outros exemplos

PR | — a=(5,3)

M (2, 1) e N (-3, 4) ~wmmemmeeev MN = (-5, 3)
v=3] v=(0,3)
K =-7i K (-7,0)

Quando € que dizemos que dois vectores sdo iguais?
Simples, dados dois vectores u (a,b)e v (c,d) sao iguais se e sé se
a=ce b=d

Exemplo: determiner x e y de modo que os vectores a = (1;5)e

b =(2-x; y) sejam iguais

Resolugao: condi¢io 1 = 2-x e -5 =y entdo resolvendo a primeira
equacdo teremos o valor de x, 1 =2-x

x=1

Resposta: os vectores serdo iguais se x for 1 e y for -5



Avancemos

A relagﬁo entre um vector e seus componentes

Y

ol

M
Aplicando a definicdo de razdes trigonométricas no tridngulo rectingulo
pintado teremos: AOB

o

y — —

SeNng == |a,/= |a,| sena
4
ax . -

CcoSs O = ‘a = ax = ‘a‘.COSa
a

Facil, pode-se concluir que a projec¢cdo de um vector é um escalar

Assim podemos deduzir a férmula para o cdlculo do médulo de um
vector

Vocé ja sabe o que é, o médulo de um vector mas vamos de novo
recordar

Chama-se mddulo ou norma de um vector v e representa — se M ou

H v H Ao nimero que exprime a medida do comprimento do vector ou

simplesmente, é a distincia mais curta entre a origem e a extremidade
desse vector.



Resumo

Nesta licdo vocé aprendeu que:
Um par ordenado de niimeros reais define um vector. O este par di-se o
nome de coordenadas de um vector, para a sua determinacdo, basta

Resumo projecta-los sobre os eixos das abscissas e das ordenadas.

e O vector pode ser representado pela forma:

a=6i+4]

e Dois vectores U (a,b)e v (c,d) saoiguais see sé se
a=ceb=d

e Chama-se médulo ou norma de um vector v e representa —se |/
Ao nimero que exprime a medida do comprimento do vector

ou simplesmente, é a distdncia mais curta entre a origem e a
extremidade desse vector

\E\ = JAY + A

A8 = (%) +(v,0,)

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem
para que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de
adquirir.



Actividades

A(XI;YI) S B(Xz; YZ)

‘E‘ = JAX + Ay’ fy

Actividades

L
= o

I 2 2
‘AB‘: \/(xz—xl) +(¥.-y,) e
Este valor é sempre positivo

Para:

a(X1;Y1) € b(Xz; Y2)

Dados os vectores:

a(3;4)  b(-3-4)

o] = J3*+4? =25 =5
b= {(-3)" +(4)" =25 =5

Agora resolva no seu caderno as actividades que lhe propomos para que
possa avaliar o seu progresso.



Avaliacao

@ 1. Determine o médulo dos seguintes vectores

Q) a=3i-3j b)b=i+3j c)c=8j
Avaliaca .
vallagao d) Vector AB se A (3, -1) e B (-2; 3)

2. Determine as restantes coordenadas de A e B sabendo que no vector

AB (5; 2) a abcissa de A e a ordenada de B sdo respectivamente -2 e
3.

Agora compare as suas solugdes com as que lhe apresentamos no final do
médulo. Sucessos!



Licao 3

Operacdo com vectores

Introducao

Nesta licdo vocé vai aprender as diferentes opera¢des que podem ser
feitas com vectores. Ao definir o vector vimos que este pode ser
representado geometricamente porque possui uma direc¢ao, um sentido,
moddulo, origem e extremidade, isto significa que podemos efectuar
operagdes pelo processo geométrico, por outro lado o vector tem a sua
representag¢do na forma matricial o que nos permite efectuar operagdes
pelo processo analitico.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:
= Adicionar geometricamente vectores.
= Adicionar analiticamente vectores.

Objectivos = Multiplicar um vector por um escalar.

= Multiplicar dois vectores

Adicao geométrica de vectores

Para adicdo geométrica de vectores vocé sé precisa de ser capaz de
construir um paralelogramo ou um tridngulo. Caro estudante, essa matéria
vocé ja vem tratando desde o ensino primdrio, desta vez vai associar a
este conhecimento o vector que também é uma figura geométrica simples
semelhante ao segmento de recta, acrescentando apenas uma
caracteristica especifica que € o sentido do vector.

Portanto, na adi¢cdo de vectores vamos ter em conta as suas caracteristicas
sobretudo o seu sentido pois, este determina o sentido do vector
resultante que € construido com base na lei do paralelogramo ou lei do
tridngulo que consiste exactamente na constru¢do destas mesmas figuras
geométricas a partir de condi¢des definidas para os vectores por
adicionar.



Como voce j4 sabe construir o paralelogramo e o tridngulovamos a nossa
li¢do.

Considere o exemplo:

Dados

v

»
|

q

=
h
OJ

a) Os vectores aeb tém, o mesmo ponto de aplicagdo.Aplica-se a
lei do paralelogramo. A saber:

b) Os vectores a e b ndo tém o mesmo ponto de aplicacdo.Aplica-se
a lei do triangulo. A saber

Neste caso, basta unir a origem do primeiro vector com a
extremidade do Segundo.

NB: Na adi¢do de um nimero arbitrario de vectores, aplicard o0 mesmo
principio, e neste caso chama-se lei do poligono

Exemplo




w= a+b+c+d+e+f

c) Os vectores a € b tém a mesma direccdo e esmo sentido

- g

—b—

d) Os vectores a € b tém a mesma direccio e sentidos opostos

o p Ry
o
ol

Pl
<«

A resultante € um ponto

e) Adicao de um ponto com vector livre.

] ] A resultante € um vector fixo.

f) Subtraccao de vectores _]:

b

Pois’ a _b = Zl +(_b)
Propriedades das operacoes com vectores

b) a + 0 =0+a O vector nulo é elemento neutro da adi¢io de vectores

c)a+0=0+ (—a) =0 Existéncia do vector simétrico



d) a +( b+c )= (a +b) + € A adicdo de vectores é associativa

e)a+0=0+ (—a) =0 Produto de um vector por um escalar
(ntimero real)

f) k( a+b )= ka +kb Distributividade do escalar (nimero real) k,

em relacdo a adi¢ao de vectores

Adicao Analitica de vectores

—

Dados os vectores a=X,1 +Y, ] e b=x,1 +y,]

a +b=(xi+yj)+( x,0 +y,j )
=X,1+y,] +X,1 +Y,]
=X,1+ X,1+Yy,]J+Y,]

Colocando em evidénciao 1 € ] temos:

—_— -

a +b:(xl +xz)ia+(y1 + yz)]

Observacao: a base do conjunto de valores de um plano € o par ordenado

(13 J) de vectores ndo-colineares.e X, y as coordenadas dos vectores

Multiplicacio ( produto ) de vectores Kk por escalar

Dado um niimero real k e £=X1T+Y1J? ,keR com k#0
Formula k.a =k (xi +yj)=kxi +kyj = (kx)i +(ky)]
a) se k=0 A a#0 = ka Diferente de vector nulo

b) k>0 A az0 = ka Terdo mesmo sentido que a

¢c) k<0 A a#0 = ka Ters sentido contririo do vector a



Multiplicacao ( produto) de dois vectores

— — —

Dados dois vectores a=X,1 +Y,] e b=x,1 +y,]

Fomula

a. b= (x,i+ .7 )-(xi+y.])

a.b= X, XL+ Yy,Y,]]

a.b= X, X ,+ Yy,

a.b= X, X ,+ Y,Y,

Para uma base ortonormada




Resumo
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Resumo

Nesta licdo vocé aprendeu que:

A operag@o com vectores respeita as seguintes propriedades
a)y atb=>b+a Propriedade comutativa da adi¢do de vectores.

b) a + 0 =0+a Elemento neutro da adi¢io de vectores

c)a+0=0+ (—a) =0 Existéncia do vector simétrico

d) a +( b+c )= (a +b ) * € Propriedade associativa da adi¢do de
vectores.

— —

e)a+0 :0+(—a) =a Elemento neutro
f) k( a+b )=k a+ kb Distributividade do escalar, em relagcdo a
adicao de vectores

Adicao analitica de vectores

Darosvectoresalei"‘ylj ; b=X2i+y2j

;1 +3:(x1 +x2)f +( y, + yz) ]
Produto de dois vectores

E.B: XX 2+ Y.y,

Produto de um vector por um escalar

a) se k=0 A a#0 = ka Diferente de vector nulo

b) k>0 A a#0 = ka terd o mesmo sentido que a

c) k<0 A a#0 = ka terd sentido contririo do vector a



Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.



Actividades

Actividades

1. Dados os vectores @ =3i +3j b=i+3j c=—1i —3]
Determine:
a) a+c =31-3j-1-3) =21 -6]
bya—b+c=3i —3j—i —3j —i =3j=i-9]
2. Determine k para que os valores de u e v sejam iguais,Sendo:

u=6i +5j e b=6i +(k+3)j
u=v sse 6i=6i A 5j=(k+3)]
k+3=5
k=2

3. Dados os vectores a e b calcule geometricamente

L. a b
a)v=a+b - *
2om
4cm

Resolugio:
Resolugio:

] B

7 )

k__\:__-) \_Y_-)
b b



4. Determine m e n de modo que os vectores U € 3V sejam iguais sendo

—_—

u=6i +8j e v=(m+4)i +(8+n)j

Resolucao:

u=6i +8j = 3v= 3(m+4)i -3(8+n)]j

= 3v = ((3m+12))i +(-24-3n )]

u =3y sse =3m+12=6 A —24-3n=18

m=-2 A n:—g

Facil, bastou aplicar a defini¢ao de vectores iguais.

Agora , passemos para a fase de avaliacdo onde ird medir o seu nivel
de compreensdo da matéria



Avaliacao

Agora resolva no seu caderno as actividades que lhe propomos para que
@ possa avaliar o seu progresso.
Avaliagdo I.dados os vectores @ =3i +3j b=i+3j c=-1i-3j ,
Calcule
a) a+b
b)b—c

2. Determine o produto do nimero real \/5 pelo vector V (_ 2; \/g )

3. Dados os vectores U4 (=3:4) e v (3;4 ) Determine
a) 3u —(5u —2v) b) u +3v
De certeza, resolveu correctamente todos os exercicios pois, vocé é

inteligente, mesmo assim é necessdrio conferir as suas respostas para
ficar seguro



Licao 4

Produto interno de dois vectores
(ou produto escalar)

Introducao

J4 falamos de produto de vectores numa base ortonormada, vocé se

Recorda desta defini¢ao?

- —

U.V=X,X,+Y,Y, Para dois vectores ndo nulos. Agora vamos

Definir o produto interno de vectores que depende do angulo por eles
formado.

Muito simples. Preste atencdo a definicao

Ao concluir esta licdo voce serd capaz de:

= (Calcular o produto interno ou produto escalar de dois vectores .

Objectivos

Produto interno de dois vectores

Definicao

Dados dois vectores ndo nulos, chama-se produto interno ou escalar
Destes vectores, a um nimero real definido por:

u.v=‘uHV‘.cos (ll ,V) Ou u.v=‘uHV‘.cos a

u Onde a € o angulo formado pelos dois vectores
pd
v



Desta defini¢do podemos deduzir que:

-

R epare que gquando u.=0 ou w=0.,° produto u.w =0

(lei de ammlamento do produto’)

Para realizar a operagado precisamos de certas regras ou propriedades.

Vamos defini-las com aten¢@o, nio se esqueca dos valores de co-senos de
alguns angulos notdveis

Propriedades

1.7 € R ( oproduto interno é um escalar)

o+ T + =+ L.
se Dc:|u,v|c:? fu,v| =0 [ positiva)
se iilﬁ,;u::;f fu,wsn (tiegativo )
2
- =+ I - + _ Lll
s |y v |= — fu,vi=10 (nula)
2
s M & V sano colineares, entda:
3=l
a5= il

Percebeu como é que o produto interno varia de sinal? Claro, vocé
sabe muito bem da 10° classe que:

Cos0°=1,c0s90° =0, cos 180° = -

Estes angulos determinam o sinal do produto interno.

se ll.:V llV llll H H

u.v=v.u (comutatividade)



(GV ); = a.(u.w) (associatividade )

w(u+ v)=uw+ vw (distributividade)



Resumo

Nesta licdo vocé aprendeu que:
Definicao

Resumo Dados dois vectores ndo nulos, chama-se produto interno ou escalar
destes vectores, a um nimero real definido por:

1.1.1?=|1.1||1F|.EDS T,y ou U vV= |1.1||‘F.F|.CI:IS Ct

Onde a € o angulo formado pelos dois vectores

yuwv € R (oproduto interno ¢ um escalar)

-+ =+ i IL!,VI -
Dze Dz jw,wl< 7 ; =0 [ pozitiv o)
7 - - + _
30 se E-::Iu,VIf:ﬂ : b vl =0 (te gativo )
-+ =+ T - -+ 1_;|,1
fse 0,V = — . fu,vi=0 (ouldg
2
S1se w2 v sio colineares, entdo:
io=filf| e - - filf
6 se u=v uv=uu=|u
T u.v=v.1 [ comutatividade)
B luw Lbw = v luw /| [ associatividade )

Pywin+ vi=uw+ vw [ distributividade)

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.



Actividades

Actividades

1. a) Dertminar o produto interno de dois vectores a ,b

—

a

=3 [p[=4 a=30"
Resolucao:

a.b= ‘a‘ ‘b‘ €OS & (Por definigdo de produto interno)

Substituindo os valores dados na expressao anterior

N

teremos: a.b=3.4.cos 30° Como cos 30" =7 Entio

5.6:3.4.? =63

Resposta: o produto interno € igual a 6\/5 Voceé pode confirmar que o
valor € positivo pois o angulo entre os vectores € positivo e menor que
90° conforme a propriedade (2) do niimero (I).

by |a[ =10 [B[=6 a=135"
72

mas cos135° =—cos45° =

porque o angulo pertence ao segundo quadrante, os valores do co-seno

sdo negativos e leém-se no eixo dos x ( abcissas)

NG

a.b=-10.6 = 3042

Figura
Deste modo:

Resposta: o produto interno de é a b igual a como -3042
pode ver é um nimero negativo porque a medida do angulo estd entre 90°

e 180° pela propriedade (4) do nimero (I)

o =3 f|=ovF ii-iE



£.B=|5||B|.cos a= J18=3.63cosa =

V2 V2 _ 6
3683 63 18

N3o se atrapalhe, use a mesma expressao da defini¢cdo do produto interno,
basta isolar a incognita, que neste caso € coseno do angulo entre os
vectores. Substituindo os valores dados na equacio teremos:

= cosa=

Logo

a.B=‘£HB‘.COS a= \/ﬁz 3.6\/§cosa =

V2 _V2 Ve
3683 643 18

= cosa=

2. Considere os vectores

Determine

- =+

u.v=|a||1:|.cos o 5[2;1} ;{2;1)

Resolucao

uv :‘UHV‘ COS(U,V) =

(21)(21) =22 41222 412 cos(u,v)
EDED 5 G50
\/22+12.\/22+12 V25 ( ’ )

cos(u,v)z

Logo: UV= ‘GHG‘ cos0° =5.5.1=25

Agora resolva no seu caderno as actividades que lhe propomos para que
possa avaliar o seu progresso.



Avaliacao

-

@ 1. Determine o produto interno dos vectores se a & &

—+

a) |a|:3 |b|:5 a =180"

Avaliacao
) |.§£|:? bl=2 a:%ﬁ
o) Jo| =3 |&=6 &:%T
dy || =3 |5=6 a:"—; 2 b=Af18

2. Determine o angulo entre 0s vectores i {2; 1 ]I W {2; 4 ) sabendo

que uow=48

3. Determine o angulo de cada par de vectores

a)(-2;2)e(2;2)

b) (0; 1) e (1; 3)

Agora compare as suas solucdes com as que lhe apresentamos no final do
médulo. Sucessos!



Licao 5

Colinearidade e
perpendicularidade de vectores

Introducao

Caro estudante, nesta licdo voc€ vai estudar as relagdes entre dois
vectores. Dois vectores no plano podem ter um ponto de intersec¢do,
assim como podem nio ter. No caso de existir um ponto de interseccao,
estes vectores naturalmente formam um angulo entre eles, esta é uma
situagdo de relacdo entre vectores.

Para esta licdo reservamos o estudo mais aprofundado sobre as relacdes
entre os vectores. A colinearidade e perpendicularidade de vectores.

Ao concluir esta licdo voce serd capaz de:

= Aplicar as condi¢des de colinearidade de vectores na resolucéo de
exercicios sobre o calculo das coordenadas e modulo de vectores.

= Aplicar as condi¢des de perpendicularidade de vectores na resolugdo de

. exercicios sobre o calculo das coordenadas e modulo de vectores.
Objectivos

Colinearidade e perpendicularidade de vectores

Caro estudante, nesta licdo, vocé vai estudar as relacdes entre dois
vectores.

Y 4
Yo [-=====2o=5
u |
i
}r'v - 5 :
V. ﬁr |
Observe bem a figura ao lado i | o
0 oy P



Consideremos os vectores

Os vectores V. € U v e w como pode observar no plano S.C.O pertecem a
mesma recta por isso dizem-se vectores colineares.

Que relacao poderd existir entre V. € W ?

Muito simples, olhando para as suas coordenadas podemos estabelecer o
seguinte:

V(Xv;yv) ¢ W(Xw Yw )
A que conclusdo se pode chegar?

E claro, dois vectores V € W dizem-se colineares se existir um nimero
real k, tal que:

Hrginy oK W(xy vy, )

Deste modo se:
K> 0 os vectores terdo o mesmo sentido.
K <0 os vectores terdo sentidos opostos (contrarios).

Dai, a condicdo de colinearidade, a saber: Sdo colineares os vectores que
formam entre si um angulo 0° ou 180°

Exemplo: U (-3:4), v (3:4)

Determinar um vector colinear ao vector V+ U de comprimento igual a
5.

Resolugdo: v eu

1° Passo: seja W o vector collinear ao vectorV € u, e

‘W‘ =5 Pela condi¢do de colinearidade temos w = k ({’+ ﬁ) e ‘W‘ =5

u+v

consequentemente ‘ W‘ =

2° Passo Pela adi¢ao de vectores temos que;



—

U (3:4)+ V (3:4) = (0:8)

3° Passo Assim: ‘W‘ =k ‘(OQS )‘ como ‘W‘ =5 pelos dados, teremos:

5=kJ§2:>k=§
— 5 —
Logo W =§(O;8) ——————— w(0;5)

Note que: se os vectores sao colineares, entdo formam entre si angulos de
0° oul80°,consequentemente os produtos internos para cada caso serdo
definidos como:

Se o angulo for de 0° a.b:‘a Hb‘

Se o angulo for de 180° a.b=— ‘a Hb‘

Estas duas condicdes sdo chamadas condi¢des de colinearidade dos dois
vectores.

IT Perpendicularidade entre dois vectores

P m—

B L T YT T Ty

PG SRR
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|
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Observe os vectores considerados nos planos cartesianos,




repare que em ambos 0s casos, os vectores sdo perpendiculares.
Qual serd o produto interno nestes casos?

Recorde-se que os vectores perpendiculares formam entre si um angulo
0
recto (90" )

Férmula Q_LB Sse 55=0 |

Esta € uma das propriedades do produto interno. Podemos verificar para
0s vectores a seguir:

- —

u.v= =(-3;2).(2;3)=-6+6=0

m.n= =(5;2).(-2;5)=-10+10==

Claro que foi facil porque vocé sabe como efectuar a multiplicagdo de

- —

vectores por isso aplicou a definicdo U.V=X,X,+Yy,y,

Que conclusdo se pode tirar?

Fadcil, vocé pode sem rodeios chegar a concluséo:

para obter um vector perpendicular a um vector dado ndo nulo, basta
trocar as coordenadas e multiplicar uma delas por -1

Resumo

/G7

Resumo

Nesta licdo vocé aprendeu que:

Dois vectores w e v s@o colineares se existir um numero real k tal que:
w=kly
Dois vectores a e b sdo perpendiculares sse :

alb=o0




Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.



Actividades

Actividades

1.Encontre vectores perpendiculars aos seguintes

Vocé precisa de procurar vectores cujo produto com o vector seja igual a
zero segundo a definicdo, vocé calcular mentalmente pois € bastante
simples descobrir esses vectores. Primeiro os nimeros procurados t€ém o
mesmo valor absoluto das coordenadas do vector dado. Entdo e sé
procurar o sinal para estes, que vai tornar o produto nulo.Veja s6:

a) (4;0) solucdo (0;4)e (0;-4)
b) (0;-3) solugdo (-3;0)e(3;0)
c) (4;,3) solucdo 3;-4)e(-3:;4)

d) (-1;1) solugdo (1 ;1)e(-1;-1)

Optimo, vocé acertou, mas antes deve verificar esse produto se de facto
dd zero ou ndo com base na definicdo analitica do produto de

vectoresDados os vectores ﬁ(2 ; 1), 2( -1;2), v 2;-1e w (24

)

Indique justificando pares de vectores perpendiculares.

Resolucao

P17 sse u7=0 |
Como (2; 1). (-1; 2) = -2 + 2 = 0 entdo os dois vectores sido
perpendiculares

viw  osse v.w=0 :| V é perpendicular w

Porque v.w =0

Como (2; -1) (2; 4) =4 - 4= 0 entdo v e w sdo perpendiculares
1. Para que valores de a, (2a - 1; a + 5) € perpendicular a

2. (6-6a;2a+6)?

Resolucio:

1° Passo



(2a-1;a+5) (6 —6a;2a+ 6) =0 (pela
Defini¢do de perpendicularidade)

2° Passo

(2a-1). (6-6a) + (a+ 5). 2a+6) =0
[(2a-1)(6-6a ) |+[(a+5)(22+6)]=0
12a-12a’-6+6a+2a’+6a+10a+30=0

-10a° +34a+24=0 /(-2)
5a’-17a-12=0

3° Passo

Resolver a equagdo quadrdtica obtida com base na fémula resolvente

A=289-4.5.(~12) =52

17-23 3
al = =——
10 5
17+23
a, = =4
10
Vamos agora verificar qual das

3
a; ou a, portanto —g ou 4obtidas, satisfaz a

perpendicularidade.
para a=-3/5 temos:
Condicao de perpendicularidade:

EEEREIN R
k)
SYEHEEE

para a=4 temos:

solugdes

condicdo de



(2a-1;a+5) (6 —6a;2a+6)=0

(2.4-1;4+5)(6-6.4;2.4+6) =(7:9) (~18:14) =126 +126 =0

Resposta: o valor de a é 4

Isso mesmo, é preciso muita concentracdo durante os cdlculos para ndo
Jalhar, vocé conseguiu isso. Estd de parabéns.

Agora resolva no seu caderno as actividades que lhe propomos para que
possa avaliar o seu progresso.



Avaliacao

O

Avaliacao

1. Que condi¢des se devem impor aos vectores a ¢ b de modo que
alb?

-~ - — 4
2. Considere os vectores % (_32 4) V(3; 4) e W(—l;gj
a) Selecione dois vectores que sejam colineares.

b) Determine um vector colinear a # cujo comprimento é 10.

¢) Determine um vector colinear com ¥+ vV de comprimento igual
as.

—

3. Determine as coordenadas de um vector Vv colinear com

ﬁ(—4;3) cujo \7|: 12

4. Determine um vector de mdédulo igual a 10 e perpendicular a

v(3;-4)

Agora compare as suas solugdes com as que lhe apresentamos no final do
médulo. Sucessos!



Licao 6

Divisao de segmentos numa razao
dada ou em partes proporcionais

Introducao

Nas aulas de geometria analitica das classes anteriores aprendeu a dividir
geometricamente, um segmento de recta em partes iguais usando a regua
e compasso. Chegou o momento de usar um processo analitico para
dividir o segmento numa dada razdo:

E um processo ndo complicado, vamos deduzir as equacdes que nos
permitem calcular as coordenadas do ponto que vai dividir o segmento
numa razio dada. Fique atento, vocé vai entender com muita facilidade.
Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:

= Determinar as coordenadadas de um ponto que divide um segmento
numa razio dada.

Objectivos

Divisao de segmentos numa razao dada

Observe a figura

Ya

¥r

¥p

Ya
. >
Xa AfxLpd) Pisoy ) E s 0] x




Depois de observar a figura o nosso objectivo é determinar as

coordenadas do ponto P(Xp Y, ) que divide o segmento AB em duas
partes:

P(Xp;yp) A(XA;yA) e B(XB;YB)

1°. Passo Calcular as distancias

Por outro lado

adex s ()

ICD|=x, -, (2) IDQ|=y, -y, (3)
QB|=y; -y, (4)

AC ¢ colinear a CD logo ‘E‘=r‘@‘ (5)

DQ é colinear a QB logo ‘D—Q‘ =f‘@‘ (6)

Considerando as equacgdes (5) e (6) e substituindo

Das equagoes (1) (2) (3)e (4) teremos :

AC] ;|cD| ;|PQ| ;[QB]
De
|AC|=r|CD| (5)

Xp=Xp\=T (XB'XP)

Xp-X, =IXp-TXp

Xp+ IXp= IXp +X,

Xp (14r)=1x, +X,
_IXy X,

? 1+r

Abcissas do ponto P

De



sl (@
Yp-Ya=r (Y5-¥e)
Yp-YA=TYs-TYp
Yp+TYp=TYp+Y,

Yp (1+r):rYB +Ya

+r
yp= YatIyp
1+4r
Ordenada do ponto P

Portanto as coordenadas do ponto P que divide o segmento AB em duas
partes sdo dadas por:

X, +IX, y,+Ty
P X; <:> P A B; A B
( P y") [ 1+r 1+r

Exemplo

Dados os pontos A (3; -4), B (12; 8). Determinar as coordenadas do do P
que dividem AB na razdo |AP| = 6|P B|

Resolucgio:
Sabe-se que r=6

Substituindo as coordenadas de P teremos:

X, +IX; _—6+62 6
L+r 7 7
_ yA+ryB 4’+6(_3)

= :—2
14r 7

6
Logo: P(7 T 2)

XP:

P

5 |ac| |4B|

x4 0-2 _Kytxy 043 3
= 4T e -1 x, = = =3

T3 2 o 2
=F1+F¢=j+3= 4 yP=y3+y3=5+5= 5

e 5 5 o
Mpq(_‘q;_l ) MMBl(;;S ]



[BC

_oxptx 243 1
¥ 2 2 2

Ypty, 345
ke

i 34)

Resumo

@ Nesta licdo vocé aprendeu que:

As coordenadas do ponto P que divide o segmento AB em duas partes

sdo dadas por:
Resumo P

X, TIXg . Yo tTIY5

b

P(Xp;yp) i P{ 1+r 1+4r

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.



Actividades

1. Dados os pontos A (3; -4) e B (12; 8) ‘calcule as coordenadas do
ponto P tais que:

o=

Actividades

Como r = 3 entido

X, +rxy; 34312 39

Xp = =
1+r 1+3 4
_yatryg —4+338 _5
’ 141 1+3
Logo P (39/4,5)
— 1ljz= 1
b) ‘PB‘:Z‘PA‘ r—Z
3+l 12
X, +IXg 4° 24
XP: 1 = 1 :?
+r 141
4
—4+1.8
y _Yatryg _ 4= _ 8
p = = =
1+r 141 5
4

Logo: P (24/5; -8/5)

2. Dados os pontos U (-5; 18) e V (15; 6). Determinae as coordenadas
dos pontos A, B e C que dividem o segmento UV em partes iguais.

Resolucao: U A%

E necessario achar a razao r em cada caso



1° caso férmula ‘UA‘ =r ‘AV‘ =r=

u A B C \
U VvV
X +TX —5+l.15
B
+r L
3
+r 18+—-.6
L= YAI Y _ -15
41 s

Logo: A(0;15)

2° caso: formula ‘UB‘:Y‘B—V‘ =2=r2=r=1
U A B V
_ : 2
U Vv
X, = X, +IXy :—5+15 _s
14r 2
y, =t Ve _I86 1y
1+r 2

Logo: B (5; 12)

3° caso: férmula ‘ﬁé‘:r‘é\?‘ = 3=r.] =>r=3




_ Xyt+rxg —5+3.15

X 10
F 1+r 4
+r 18+3.6
yP — YA yB — :9
1+4r 4

Logo: C (10; 9)

3. Marque no sistema cartesiano Ortogonal (S.C.O) os seguintes
Pontos: A (-3; 2): B(@6;2)e C(-3;-4)

Classifique o tridngulo obtido quanto aos lados e quanto aos angulos.

Resolucio:

Resposta: Quanto aos lados é tridngulo escaleno

Pois, |AB| # |BC| # |AC| Como chegou a esta resposta

Quanto aos angulos € tridngulo rectangulo pois AC L AB

Se M € ponto médio do segmento BC , determine AM .
Resolucao:
1° Passo

Calcular as coordenadas do ponto M pelas expressdes dadas para o efeito,
considerando a razdo igual a 1 porque M ¢ ponto médio do segmento

Assim:



X,+rXy, -3+6 3
XP: = = —
1+r 2 2
_yatryy  —4+2 —

’ 1+r 2

Logo: M (3/2;-1)

2° Passo

Achar AM através da formula

d = \/(Xz'X1 )2 +(Y2‘Y1 )2

Distancia entre dois pontos no plano S.C.O

AM] = (3%, )" +(v,5,)’

|AM| = \/((-3)-%}2 +(2+1)°

|AM| = %+9
AM] = gzx/m
4 2

Agora resolva no seu caderno as actividades que lhe propomos para que
possa avaliar o seu progresso.



Avaliacao
1. Dados os pontos A (3; -4) e B (12; 8), determine (xp; y,), tal que;

N
Avaliacao 4
2. Sendo A (-6; 14) e B (m; n) determine m, n para que o ponto
P (-1; 4) divida E na propor¢ao |J'LD|: 2 |PB|

3. Determine as coordenadas do ponto médio de

AB  se A(;3)  B(-1;7)

4. M € o ponto médio de AB.Determine as coordenadas do ponto A, se

M(-L1)e B(2;3)
5. Sdo dados os pontos A (0;5) B(3;5) e C(-2; 3).

Determine as coordenadas do ponto médio de cada um dos segmentos
que se seguem:

AB; AC;CB

Agora compare as suas solucoes com as que lhe apresentamos no
final do médulo. Sucessos!



Licao 7

Equacao geral da recta

Introducao
Nesta licdo, vocé vai relaxar pois, a matéria € facilima.
Naio se atrapalhe porque ja possui bons requisitos para entender com
facilidade os contetddos da licao.
Fez o estudo da fung¢@o linear ou funcdo do primeiro grau, mesmo assim
vamos resolver alguns exercicios para que se recorde.
Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:
= Expliar o significado dos coeficientes a , b e ¢ na expressao analitica
da recta.
= Determinar a equagdo geral da recta.
Objectivos

= Determinar equagdo reduzida da recta.

Equacao geral a recta,

Caro estudante, sabe que o grafico da fun¢@o € uma recta cuja inclinagio
e os pontos de interseccio com os eixos coordenados (SCO) depende dos
coeficientes da expressao que representa a funcao.

Por exemplo:



Sabendo que a forma geral da fun¢do linear é f(x)= y= ax+b reflicta e
responda as questdes para o grafico representado:

a) Quais sdo os coeficientes na expressao anlitica do grafico

1
representado? 3

b) Qual é o valor b? b é igual a 2

c) Porqué é que a recta ndo passa pela origem? Porque b é diferente
de zero

d) Quais os valores de x que anulam a fun¢do? x é igual a 6

f(x) = - = +2
e) Qual é expressao analitica? 3

Isso mesmo, vocé estd recordado sobre a matéria, podemos a partir
daqui falar da equacdo da recta:

A equagdo geral da recta é uma expressao do tipo:

1
ax +by + ¢ =0 ||Onde a, bec perctencemaR

Exemplo: ~4x+y—2=0 = a=-4;b=1c=-2

y=3 (‘arecta é paralela ao eixo dos x )

x =-2 (‘arecta é paralela ao eixo dos y )

Se b =1 a equagdo geral da recta reduz-se a forma:



y= ax + ¢ chama-se forma reduzida da recta

Significado dos coeficientes a e ¢

Vocé ja conhece o significado destes coeficientes na equacio, apenas
para recordar, faca a representacdo grifica das fungdes que se seguem no
mesmo S.C.O

y=X, y=2x, y=2x+
3 y=-2x e y=2x-3

Pela leitura dos gréaficos

c=0
c=0
c=3
c=0
c=3
c=-3

¢ chama-se ordenada na origem

Os angulos de inclinacdo variam conforme o valor e sinal de a



Sea>0 -------mmmmmmm- aelQ (alfa pertence ao primeiro quadrante)
e f(x) € crescente

Sea<0---—-mmmmmmmmmeeeo a€IIQ (alfa pertence ao Segundo quadrante) e
f(x) decrescente

a_chama-se declive ou coeficiente angular e representa-se pela letra m

também é definido como tg &

o a_&:h—)ﬁ
m=a=tg S A ox,—x

Exemplo;: Determinar m da recta que forma com o eixo ox um angulo de
30°.

Ficil, m = tg & = tg30°
Supondo que o dngulo é de 120° ( pertence ao II quadrante )

Teremos que fazer as transformagdes trigonométricas que ja sao do seu
v dominio.

|
[
y

m = tg120°= tg ( 180° = 60° ) =-tg60° = —~/3
E pronto.

Vamos fazer o resumo da matéria que acabamos de ver, para resolver
mais exemplos.



Resumo

@ Nesta licdo vocé aprendeu que:
A equacdo geral da recta é dada pela expressao:
Resumo

aX+by+C:O com a:Oeb:Om:_E n

equacdo geral da recta reduz-se para b=1 a forma:

y=ax +b equacio reduzida da recta

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.



Actividades

1. Indicar o declive e a ordenada na origem nas seguintes rectas

a)y=8x-5 b) 2x =4y +1

Resolucao
Actividades a)y=8x-—1
8 1=0 > m=-2="02
X-y- = b -1
b)2x =4y +1
nody-1=0 S m=-2=22-1
X-WoRE b —4 2

2. Qual é o valor de k para que o declive darecta-3x + ky—5=0

ia— 9
Se]a4.

Resolucao:
3x+ky-5=0

= ky=3x+5
3x+5 3 5 3
=

Resposta K = 12

Agora resolva no seu caderno as actividades que lhe propomos para que
possa avaliar o seu progresso.



Avaliacao

O

Avaliacao

Determine m da recta que forma com o eixo ox o angulo de:
a) 45°

b) 120°

Indique o declive e a ordenada na origem das rectas:

a) y=8x-1 b)2x=4y-10 c) -3x+5-2y=0

Determine o declive da recta que passa pelos pontos:

a) A(0;0)e B(1;3)

b) A(2;0) e B(5:6)

Qual € o declive da recta que divide o terceiro quadrante em dois
angulos iguais?

Qual € o angulo que a recta forma com o eixo OX passando pelos
pontos

a)A(B;1)eB(5;3)

b)A(=2v3:5)eB (-3 : 4)

6. Determine a equagdo reduzida da recta que passa pelo ponto:

a)(5;0) e temdeclive 3.

b) (-3; 1) etem inclinagdo de 45°

7. Escreva a equacdo reduzida e geral da recta cujo coeficiente angular e

a inclinacdo sdo -2 e 60°.

Agora compare as suas solucdes com as que lhe apresentamos no final do
moédulo. Sucessos!



Licao 8

Equaca da recta dados um ponto
e o seu declive

Introducao
Vocé ja domina o conceito de declive de uma recta, vamos deduzir a
partir deste, a equagado da recta sendo dados um ponto e o seu declive
Ao concluir esta licdo voce serd capaz de:
= Determinar a equagdo da recta dados um ponto, e o seu declive.
Objectivos

Equacao da recta dados um ponto e seu declive

Vocé ja domina o conceito de declive de uma recta vamos deduzir a partir
deste, a equacdo da recta sendo dados um ponto e o seu declive:

Vi

oy

Consideremos qualquer recta no plano e nela € dado o ponto A (X¢; yo)



Se o tridngulo AOB ¢ rectangulo entdo t az&z&:m D
e o tridngulo é rectangulo entdo tg AB X%, a

equacdo anterior se pode deduzir que:

1
y-yo=m(x-x,) |
|

Conclusao: Esta é equacdo da recta que passa por um ponto sendo dado o
seu declive m.

Prossigamos

Consideremos agora alguns exemplos:

Escreva a equacgdo da recta que passa por A (1;5) com declive igual a 2.
Muito simples, na equacio y —yy = m(x —xy) (1)

Vamos substituir os valores conhecidos

Dados xg=1, y=5 m=2

Entao: da expressao (1) teremos: y—5=2 (x—1)

Reduzir a equagdo a forma canénica da equacao geral da recta

y-5=2x-2— y-5-2x4+2=0—-y-2x-3=0—-2x-y+3=0

2x—-y+2=0

Forma canénica da equacio geral da recta

No caso em que sio dados dois pontos da recta, teremos uma nova
equacio, a saber:

Equacao da recta que passa por dois pontos dados

Considere a figura



3
2 S ,
i
|
i
| IS, 9
i i
i i
i i
i i
i i
A | |
i i
I I .
Afxaye) x

Sdo dados dois pontos da recta Ag(Xo; Yo) € Ai(Xy; y1) da recta
considerada.

O declive desta recta sera dada pela expressao:

AB  y-y
tgu=—:—°=m (1)
AB X-X,

Na equagdo Y- Yo = m(x-x,)
Podemos substituir o declive m pela expressao (1) tera:

Y-Yo

0

Y1'YO=m(X1'X0)<Z>Y1'YO= (X1'X0)

Que também pode ser escrita na forma mais cémoda como:

Y-Yo _¥i-Yo

X-X, X;-X, ?)

Esta é a forma mais usual de escrever a equagdo da recta que passa por
dois pontos dados.



Resumo

@ Nesta licdo vocé aprendeu que:
[ ]

O declive ou coeficiente angular representa-se por
A -
Resumo m=a=tga = — "N
X =X

¢ A Equacdo da recta que passa por um ponto k (xo ; yO) sendo
dado o seu declive € dada pela expressdo: y -y, = m(x — xp) .

A equacdo da recta que passa por dois pontos é dada pela
Y=o _ =X
X=X, X=X,

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem
para que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de
adquirir.



Actividades

Qual € a equacdo da recta que passa pelos pontos A (2; 0) e B (0;6)

Resolucio:

Muito simples, basta identificar as coordenadas dos pontos dados xy = 2
Actividades

yo=0, x;=0 y,=6 e substitui-las na expressdo (2) teremos:

Equacao

y=Yo ¥V 0 6-
0_"1°0,, ¥70_6°0  » _4(x_2)e —2y-6x+12=0
X=Xy X[ 7Xq x=2 0-2

Lindo, mais um exemplo
Determinar o dngulo que a recta que pssa pelos pontos A (-3; 2)
B (7; -3) forma com o eixo ox.

Facilimo, Aplicamos imediatamente a expressao que nos dé a definicao
do declive da recta. Assim:

g=YYo_3-2_ 5 _ 1
X-X, 7+3 10 2
m=1igo
1 X . «
Se tge =— 5 estamos a procura da medida do angulo alfa, este

1
Serda @=arctg [—5]

Logo o = 150° e 30

Agora chegou o momento de medir o seu grau de compreensdo da
material. De certeza, leu com atencao os conteddos da licdo a seguir
resolva os exercicios que se seguem:



Avaliacao

@ 1. Escreva a equagdes das rectas que passam pelos pontos A e B sendo:

a)A(O;zj e B(l;éj
Avaliacao 3 2

b)A(l;—3) e B(4;O)
c)A(1,-3)eB4,0)
2. Determine o declive da recta definida pelas equagdes:

x=1-3t e y=2+t

3. Escreva a equacio reduzida da recta que contém o ponto P(2;3) e tem
declive igual a 3.

4. Determine a equacio reduzida de cada uma das rectas:
a) 2x -3y+7=0
b)Tem declive 3 e passa por Q (-2; 1)
5. Determinar as equagdes gerais das rectas que:
a) Passa por A (-2; 5) e tem a direcgdo de ;[—2; 1}

b) Passa por (5; -1) e (3; 2)

Agora compare as suas solucdes com as que lhe apresentamos no final do
moédulo. Sucessos!



Licao 9

Posicao relativa de duas rectas no
plano

Introducao

O nosso tema nesta licdo vai ser sobre posi¢des que as rectas podem
tomar no plano. Mais tarde, vocé vai estudar a posicdo de rectas no
espaco por isso nao pare po aqui para saber mais.

As rectas no plano podem ser perpendiculares, paralelos, coincidentes,
concorrentes. Vamos primeiro recordar lhe estes conceitos. Depois
iremos avangar para outras novidades sobre a posi¢do de duas rectas no
plano.

O objectivo da nossa licdo, € estudar as relagdes entre os declives das
rectas, considerando as diferentes posicdes que elas podem tomar no
plano.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:

= Determinar declive duma recta a partir da sua expressao analitica.

= Determinar o angulo formado por duas rectas aplicando as condi¢des
definidas para diferentes posi¢des que as rectas podem tomar.
Objectivos = Determinar equagdo duma recta dada a expressdo analitica de uma
outra que € perpendicular ou paralela a recta dada. .

Posicao relativa de rectas no plano

conceitos elementares sobre a posicao de rectas no plano:

Rectas perpendiculares — sio aquelas que se intersectam formando
angulos rectos.

)



' Rectas paralelas — sdo aquelas que nao se intersectam e

4 mantem a distincia entre elas.

I=%#  Rectas coincidentes — so aquelas que se sobrepdem.

Rectas concorrentes — sdo aquelas que se intersectam formando dngulos
diferentes.

Vamos primeiro definir o angulo entre elas

Definicao

Chama-se angulo entre duas rectas ao menor angulo ndo negativo que
elas determinam no plano.

E como se determinar a medida do dangulo formado por estas rectas e
qual serd a relagdo entre os seus declives considerando as diferentes
posigdes no plano?

Consideremos a figura e observe as rectas: r; e r, que formam entre si o
angulo alfa.




&

)

!

ty 0
Fl 3\'5:

a, e a sdo angulos formados pelas rectas e o eixo ox

o é angulo entre as duas rectas ry e 1,
o, € o angulo externo no tridngulo ABC ,logo a sua medida € igual a

soma dos dis dngulos internos ndo adjacentes,este teorema vocé ja
demonstrou nas classes anteriores.

ocl +ACB:oc2

Donde se pode deduzir que a=ACB porque sdo opostos pelo vértice,

assim: &=y ~04

Aplicando a razdo trigonométrica tangente nos dois membros teremos:

tgoc:tg(oc2 -0y )
A tangente da diferenca de dois angulos € dada pela férmula

_ tgo, —tgoy

tg(o, —0y )=
g(o—ay) 1+ tgo, .tgor,

Ou simplesmente

tgol, —tgo
tgo, = g0, — 180y
1+tgay, .tgor,

Esta férmula trigonométrica também que ja é do seu dominio permite-nos
determinar a medida do angulo entre duas rectas quaisquer no plano.

Por outro lado, sabe-se que: (g 0, =m; € 120, =M, fazendoa
substituicdo na férmula acima teremos:



m, —m,

tgal =
I+m;.m,

Consideremos agora as diferentes posi¢des para estudar a relag@o entre os
seus declives

Dadas duas rectas quaisquer dadas pelas equagdes:
yl : alx +b1y+cl =0 ou Y™ alx + bl (equacao reduzida)

y2 : a2X +b2y +C2 =0 ou Y™ 32X + b2 (equacdo reduzida)

1. Rectas paralelas

O angulo entre as rectas paralelas é de 0°

Y4 y,=2z+2 ¥,=2%

Consideremos os grificos de Y1=2X 3 ¥,=2X+2 4 relacio entre os

Declives serd: 2x — ¥,=0 ¢ 2x - y,-2=0
ml=2em,=2

Conclusao:

1
m,=m, L1 :
=m, | Chama-se condicdo de paralelismo de duas rectas

Por outro lado, os vectores associados as direc¢des destas rectas serdo



colineares isto €, se

- a—

afa;a,) e b{b:by)

e se tiverem a direc¢do da recta b e elas sao paralelas se e s6 se :

a, a a b
L-—2 on “L=—L

b_1 b_z a, b,

2. Rectas coincidentes
O angulo entre as rectas coincidentes ¢ um angulo nulo.
Trata-se de um caso particular de rectas paralelas logo terdo declives

iguais e coeficientes angulares iguais.

m;=m, € CG=C

3. Rectas perpendiculares

O angulo entre duas rectas
" o perpendiculares, € igual a 90
o
o
o+
T 1
-1 V.= —ljx
. l .
Observe os graficos de Y1 =2xe Yo= —Ex Os seus declives sao
-a -2
m=—=—=2  para 2x—y, =0

b -1
A que conclusdo se pode chegar?

A relagdo entre os declives pode ser dada por:



1
m,=- Oulmy m, —_]
m,

Chama-se condicao (critério) de perpendicularidade das duas rectas

Isto €, duas rectas sdo perpendiculares se e s6 se o produto dos seus
declives igual a menos um (-1).

Por outro lado, os vectores associados as direc¢des destas

rectas terdo o
produto interno nulo
(igual a Zero).

—+ —

Isto €, se a{al;ag} = b{bl;bg} entao:

Aplicando a defini¢do do produto de vectores

(a;;a,).(b;b,)=0 < a.b,+a,b,=0 ou a b =a,b,

4. Rectas concorrentes
As rectas concorrentes pela definicdo formam angulos diferentes entre si
Consequentemente terdo declives diferentes

Portanto: m; # m,



Resumo

Nesta licdo vocé aprendeu que:

Duas rectas le 2 sdo coincidentes se M; =M, A ¢, =C,

Resumo
Duas rectas 1 e 2 sdo concorrentes se M 71,

Duas rectas 1 e 2 s@o paralelas se m1=m2 (condig¢ado de paralelismo)
Duas rectas a e b sdo paralelas sse os vectores associados as suas

4, 4
direc¢des forem colineares 7 —7
bl b2

Duas rectas 1 e 2 sdo perpendiculares se M;.M, = -1 (condigdo de
perpendicularidade)

Duas rectas a e b sdo perpendiculares sse os vectores associados as suas

direcgdes tém o produto interno igual a zero. 3;-b; +2,.b, =0

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.



Actividades

1. Determinar a equagio da recta s perpendicular a recta r , cuja equagio
€ 2x + 3y =5 que passa pelo ponto A( 1;-2).

Resolucio:
Actividades 1. Passo: Calcular o declive mr da recta cuja equagéo € conhecida.
Ser:2x+3y-5=0 m, = 2= é
ErizZX+23y—J= 1 b 9

2. Passo: s e r sdo rectas perpendiculares logo

— 1 —
m=-— ou m.m=-1

3. Passo: Ja temos m e o ponto por onde passa a recta s A (1;-2)

y-Yo=m(x-X,)
3
+2=—(x-1
y+2=-(x-1)
2y+4=3x-3
3x-2y-7=0
Esta é a equacdo da recta s.

2. Determinar k na equagao 3x — (2k + 1) y + 2k = 0 de modo que a
recta representada:

a) Passe pelo ponto (3; - 1)
b) Seja paralela a recta 3x + S5y =0

Resolucio:

a) Basta substituir x e y na equacao pelas coordenadas do ponto dado
teremos:



3-2k+1).(-1)+2k=0
9+2k+1+2k=0
4k =-10

K=-512

b) M; =M,  Pela condi¢io de paralelismo, logo:

a
3x +5y=0 m,=- =
a 3
- (Qk+ Dy+2k=0  my=-o=o+]
Entao:
B33 = k3215
5 2
~6k=15+3
k=§=—3
-6

Agora resolva no seu caderno as actividades que lhe propomos para que
possa avaliar o seu progresso.



Avaliacao

O

Avaliacao

1. Determine k na equagdo 3kx + y — 2ky + k + 2= 0 de modo que a
recta

Representada:
a) Sejaparalelaarecta3x—y=-5
b) Contenha a origem

2. Umarectal passa por (2; -3) e é paralelaarectam: y=-2x+10=0
Determina a expressao analitica da recta 1.

3. Encontre a equacio da recta que passa por (2; 3) e é perpendicular a
rectay =2/3x + 1

4. Diga qual € a posicdo das rectas definidas pelas equacdes abaixo.
a)y=2x-1 b)3x+y-1=0

4x -2y +8=0 2x+3y-12=0

5. Umarecta | passa por (2;-3) e € paralela a recta m tal que y=-2x+10.
Determine a expressao analitica da recta 1.

6. Encontre a equacdo da recta que passa por (2;3) e é perpendicular a
recta y=2/3x+1.

7. Obter a equagdo da recta | perpendicular que passa por (4;1) e é
perpendicular a recta m que passa pelos pontos (-1;0) e (3;- 2).

8. Determine m e n para que sejam coincidentes as rectas 2x-3y-6=0 e
mx+ny+18=0.

9. Determine caso exista o ponto de interseccao das rectas

a) -3x+y-1=0 b) x-y+5=0 c) x-y-2=0
2x-y+3=0 3x-2y+10 X+y=8

Agora compare as suas solucdes com as que lhe apresentamos no final do
moédulo. Sucessos!



Liciio 10

Equacao da Bissectriz

Introducao

Nas classes anteriores ou mesmo nas aulas da disciplina de Desenho
aprendemos a construir a bissectriz sem no entanto nos preocupar com a
equacdo que produz essa bissectriz, nesta licio vamos determinar a
equacdo da bissectriz de um angulo qualquer, espero que ainda se recorde
como se define uma bissectriz de um angulo, se ndo vamos recordar.

Ao concluir esta licdo voce serd capaz de:

= Determinar a equagdo da bissectriz de um angulo.

Objectivos

Equacao da Bissetriz
Antes de mais nada vamos definir a bissectriz de um angulo
Definicao

Chama-se bissectriz de um angulo ao segmento que devide um angulo
dado em duas partes iguais. Veja a figura a baixo:

A

A nossa tarefa € encontrar a equagdo da bissectriz de um dngulo formado
por duas rectas.

Sdo dadas duas rectas cujas as equagdes:



R: ax +by+c=0

S: ax+b’y+c’=0

Como determiner as bissectrizes dos dngulos que elas formam entre si?

Como conhecemos a equag@o que nos permite calcular a distdncia de um
ponto a uma recta dada

(1) d=yJ(x,%, ) +(y,-y,)

Mas quando a recta é dada na forma geral ax + by + ¢ = 0 a distancia de
um ponto a uma recta serd dada por:

e |ax1+by1+c|
Ja’+b?

Simples, preste atencdo, bastard que um ponto p (X; y) pertencente a
bissctriz do angulo esteja a mesma distancia em relagdo as duas rectas,
portanto:

d,=d,

|ax1+by1+c| B |ax1+byl+c| 3
Ja’+b’ Ja’+b’

Esta equacdo pode se desdobrar em duas:

d,=

|axo+byo+c| ‘a X,+b yl+c‘
= ou
\/212+b2 Jai+b?
|ax0+by0+c| ‘aX0+bYI+C‘

Ja’+b® B Jai+b?

Correspondendo cada uma a sua bissectriz

Pronto, vamos fazer um pequeno resumo



Resumo

/G7

Resumo

Nesta licdo vocé aprendeu que:

e A definir a bissectriz de um dngulo como o segmento que devide
um angulo dado em duas partes iguais.

® A equagdo para determinacio da equacdo da bissectriz de um
angulo desdobra-se em duas partes:

|ax0+by0+c| ‘a X,+b y1+c‘

\/az+b2 - Ja*+b’ o

|ax, +by,+c| ~ ‘a X,+b y1+0\

Jai+b? - Jai+b?

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.



Actividades

1. Defina analiticamente as rectas que bissectam os dngulos
determinados pelas rectas 3x -4y =2 e 4x + 3y =11

Actividades Resolucio:

d=d,

[Fx-dy-2|  |[4=+3y-11]
O+ 16 JI+16

[3x-4y-2| = |[4x+3y-11|

Esta igualdade implica que se estabelece a que
|3x —4y—2|=|4x +3y-1]|
Assim: 3x —4y -2=4x+3y-11

3x-4y-2-4x-3y+11=0

Xx-7y+9=0
x+7y-9=0
Ou:
[ix-4y-2 | B |-4z+3y-11 |
A3+ 16 AO+16

Donde se concluir que: 3x —4y -2 =-(4x +3y-11)
3x-4y-2=4x -3y + 11
3x-4y-2+4x+3y-11=0

Tx-y-13=0



Vamos verificar a nossa solu¢ao

Como as duas bissectrizes devem ser perpendiculares e o ponto de
nterseccdo pretence as duas rectas.

b :x+7y-9=0 e b, :7x-y-13=0

-1
Logo: m,.m, 27'7 =—1 ¢ c.q.d) pela condigcdo de

Perpendicularidade

Calculemos o ponto de intersec¢do resolvendo o sistema:

x+7y-9=0 N x=9—7y:>9 7 _13+y
Tx—y—13=0 x:li;l Y7y
63-49y=13+y =—49y—y=13—-63 =—50=—50

y=1
=
x=9-7=2

Conclusio: o ponto de intersecc¢éo tem como coordenadas P (2; 1)

2. Achar as equacdes das bissctrizes dos dngulos formados pelas rectas
I:3x+4y=0et: x=0

Resolucao:

[zt 4y | [Fz+4y-11]
— =% ¥ ———=—x
I+146 ~I+ 16
3x+4y=5x V 3x + 4y =-5x

2x+4y=0/ : (-2) V 8x+4y=0/:4

X—-2y=0o0u2x+yb=0



Agora resolva no seu caderno as actividades que lhe propomos para
que possa avaliar o seu progresso.

Avaliacao

O

Avaliacao

1. Determinar as equagdes das bissectrizes dos angulos formados pelas
rectast: 3x+4y+3=0 es:4x+3y=-5.

2. Achar as equagdes das bissectrizes dos angulos formados pelas rectas

r:3x—4y y=-1 es:4x-3y=1

Agora compare as suas solucdes com as que lhe apresentamos no final do
médulo. Sucessos!



Licao 11

Mediatriz de um segmeto

Introducao

Objectivos

Caro estudante, deve se recordar de certeza da definicdo da mediatriz de
um segmento

E claro, que ja definiu vdrias vezes da seguinte maneira:

Dado um segmento AB chama-se mediatriz do segmento AB a recta
perpendicular a este segmento e que passa pelo seu ponto médio.

Ao concluir esta licdo vocé serd capaz de:

= Determinar a equagdo da mediatriz de um segmento.

Mediatriz de um segmento

Vocé deve se recordar da defini¢do da mediatriz de um segmento
Definicao
Mediatriz de um segmento

E claro, que j4 definiu vérias vezes da seguinte maneira:

Dado um segmento AB chama-se mediatriz do segmento AB a recta
perpendicular a este segmento e que passa pelo seu ponto médio.



Agora a nossa tarefa é deduzir a equagdo para esta m, ediatriz siga co
atengdo os passos seguintes

Considerando o tridngulo ABP temos que P w)
‘Kﬁ‘ :‘ETD" v 79 M Blxg y1)
P-Al=[p-B

‘(X'Xo);(Y'YO)‘:‘(X'XJ;(Y‘%)‘

Jxex,) +(y-30) =y (x-x,) +(y-y,)

o oy = v |

E a equacio que nos permite calcular a equacio da mediatriz de um
segmento.



Resumo

@ Nesta licdo vocé aprendeu que:

E claro, que ja definiu varias vezes da seguinte maneira:

Resumo Dado um segmento AB chama-se mediatriz do segmento AB a recta
perpendicular a este segmento eque passa pelo seu ponto médio.

\/(X'Xo)z+(Y‘Y0)2=\/(X'X1)2+(Y‘Y1)2

E a equagiio que nos permite calcular a equacdo da mediatriz de um
segmento.

Agora vamos realizar conjuntamente as actividades que se seguem para
que possa aprender como usar o conhecimento que acaba de adquirir.



Actividades

1. Determine analiticamente a mediatriz do segmento AB sendo
A(-2;1)eB (4;-5)

Actividades Resolugdo

JeEx ) +H 5 Y =f=x ) +Hy v, )

Jer2) ) = Jx-4) + (g +5)

(z+2) +(y-1)" =(x -4} +{y+5)’

2 Adr4d4yt —2y+1=2 — Sx 1645 +103p+ 25
dx—2y+5=—8x+10p+41

12x-12y—-36=0 /.12

[E-y-3-10

Outro procedimento:

1. Passo: Encontrar a recta que passa por A e B

M, 1
2

M-S
2

M(1;-2)

2. Passo: Determinar a recta perpendicular ao segmento passando pelo
ponto médio do segmento;



y-l 2_5_1 =_—6<:> y-l =—1 =>x+2=-y+l
x+2 4+2 6 x+2

rr x+y+1=0
slr passando porM(l;—Z) = m,=1
y+2=1(x-1)

y=x-1-2
y=x-3 ou x-y-3=0

1.

JE=3) +(3-1) = {(x-2) +(y-5)’

X 4+6x+9+y —2y+1=x"—4x+4+y* —-10y+25
—2x+8y+19=0
2x—8y—19=0

R:2x-8y+19=0

2.

Jor+a ) +(y=3) = J(x=2) +(y-3)"

2+ 8x+16+ > —6x +9=x> —4x+4+ y> —6x+9
12x+12=0
x+1=0

Agora resolva no seu caderno as actividades que lhe propomos para que



possa avaliar o seu progresso.

Avaliacao

1. Determine uma equagio da mediatriz do segmento AB sendo
@ A(3;1) eB(2;5)

Avaliacao

2. Determine uma equcio da mediatriz do segmento PQ, sendo
P(-4:3) e Q(2:3).

Agora compare as suas solucies com as que lhe apresentamos no final
do modulo. Sucessos!



Solucoes Modulo 1

Solucoes do Modulo 1

Conseguiu resolver correctamente todos os exercicios? Entdo, confira
as suas respostas.

Licao 1
1.Definicoes

v Vectores colineares sdo vectores que estdo na mesma linha de acg¢do e
também sdo paralelas, vectores simétricos t€ém a mesma direc¢ao, o
mesmo modulo e sentidos opostos.

v' Grandezas escalares sdo dadas por um nimero associado a unidade
de medig¢do correspondente ex: Skg de arroz

v' Grandezas vectoriais sdo grandezas que se apresentam um sentido,
direc¢do e médulo. Ex: o campo magnético na fisica, velocidade, e
forga.

2.Relacao entre vectores

v Vectores opostos (simétricos) - sdo vectores que tém 0 mesmo
ponto de aplicacdo a mesma direc¢cdo, mesmo moédulo e sentidos
contrarios.

— T ~ ~
v Vectores paralelos Para os 2 vectores a eb que ndo sdo nulos,
se as direccoes sdo mesmas e os sentidos sdo mesmos ou

. . — —
inversos, podemos dizer que a ¢ paralelo ao b e escrevemos
—_— —
a /b

v Vectores colineares- sio vectores que estdo sobre a mesma linha
de acgdo (os vectores paralelos sdo colineares).

v Vectores coplanares- Sdo vectores estdo sobre 0 mesmo plano
ou em planos paralelos



Licao 2
1a) [b|=y32+(-3)% =\0+9 =18 =342
b) [o|]=v12+3% =149 =10

. 2
ofRB|(xy-x, ) +{y,-3,)

2 =\/(—2—3)2 +(3+1)% =v/41

2 A(-2;1) eB(3;3)

Licdo3

a=3 +3] b=i+3] c=-i-3]
b-¢=1+3]-(-1-3))= 1 +3j+i+3i=2i +6]

2. \/5(—2;x/§)=(—2\/§;4)

3.a)(3;12) b)(12;0)



Licao 4
| a) \5| -9 ‘E;T|=5 @ =180
. b=l|a| |B|cosa =8.5(-1)=—40
By |££‘=? |E§‘=2 a:%ﬁ

a@ b= ‘5| ‘5| Cos e =?.2c053—ﬂ—. =14c053—ﬂ—
2 2

e) o] =3 |5|=6 cx:%

@ b= |E;:‘ |5‘ Cos & =3.6cos£=3.6.l=9
3 2

d) |a| =3 |B|=6 cc:i; a b=418

a kb= |E| |g|coscr =18 = 3 6\5{3—&05&:‘»

\'Iﬁ = Bﬁ = a= a::r"cosﬁ
3 6.3 3 63 3

= .COs =

7o (21)(2:4)=2° +1 2 +47 cosa

; 8 _8

4
Cosd = =_ =
5

JZ AR Fea oo 100

=a = arcos% = g=37"

3.8 (—2;2}[2;2}=1‘/[—2}:ﬁj+22 .\1{22+2:" CoS e

32

32 32
COSCE = = =" -4 =
Jiiat e a4 B

=g = aroosd = g =20"7




ab) (0,1)(13)=4f0* +1 P47 cosa

s 9 _ 9 3 :3J1_0
Jr? Jies o G0 10

310 = a=18"45

= & = arcos

Licaos

1. Para que os dois vectores @ € b seja perpendiculares , o produto

interno @ . b deve ser nulo (igual a zeroa .b =0)
2. ay k=3 bk=2-- v(6;-8)

c)k=5/8--- w(0;5)

L=

—— 3w = ui-3.4 .=-3[1;-_]= 3u = k=-3

e w Sio colineares

=i}

v=ku =V =k|u| = 12=k(-4)+3 = 12=k5

_
12

:7:2(—4;3 )= —ﬁ;ﬁ ou ﬁ;—3—6
5 5 5 5 5

=k



wek(usy) [ =k(uv)

9 =1 =5=kv8& =

| w|=s W |=K|(08)
kzé mas

8

u(-3;4)+v(3:4 _ _

E - )+v( ) logo w =k(0;8)= W=§(O;8)

u+v=(0;8) 8
= w (0;5)

3 wv=ku :>|v|=k|u|

= 12=k f{4) +3 = 12=k5 :k:%

4 (4:3)perpendicular a [ 3,—4) porque
(4:3).(3:-4)=12-12=0 ¢ k{4:3) =(4k;3k)

para k# (0 trata-se defamilia de vectores perpendiculares a(3;—4]

como | 1 |=10 entas 165%+0&% =10 < [ f25¢° ’ =10
H Y (V25# )

= 25k =100

_ g2 100
25

= k=+2
parak=2 = u=2{3,-4)=(6,-8)
para k=—2 = u=-2(3;-4 )= (-6,8)

-+

Sdo0 tamhbem vectores perpendiculares a v



Pode ser usado um outro caminho para resolver o
mesmo problema tambem bastante simples:

(3:-4) (a:b)=0 3a—4b=0 3q =4b
= = =
Ja*+b* =10 |a*+b*=100

(a:b)| =10
a—ib
3
2
16b +b* =100
9
= 2 = =< =
25b =100 b2:9_00 {:4_—6
25
a:i6 a—i(—6)
= 3 ou 3 =
b=6 b=-06
a=-38
= -8;—-6
L8 (e

Existem dois vectores possiveis perpendiculares a

(3;—4) que sao (-8;-6) e (-8;-6)

Licao 6

P(xp ;yp)(:)P(xAJrka-yAJ’kyB j

1+k ~ 1+k



a) \ﬁ\ =3\E\
Xy Hrxy 3+3.12 _ 39

’ I+r 1+3 4

_yatrys, 4+38 _@ _s
1+r 1+3 4

(32
4

P

o 75 -4 7
3 112
. = Xy +rx, +Z' _ ﬁ
’ I+r 1+4 5
1
—4+- 8
=yA+I’yB _ +4 :_§
P 1+r 1+l 5
4
e
5 5
2.
r=2
o= Tadr o TOFIM 5 om—m=d
r 1+r 142 2
., Y g A4 4son = 2n=—2 =0 =—1
1+r 1+2
(3
2
3.
+ 1-1
x, = xAsz - —0
V,+y 3+7



Xyt Xz xgt2
Lon = =A== 5 =4
YatVg Yat3
= 1= = =-1
i 5 5 Fa
j—‘L(—4;—1 }
o |aC] |E|
_ xgtx _0-2 1 %, xj-;x,
d 2 2 .
FitF»
+ P —_
y? =y—"q'2y¢ = 5+3 = 4 2
3
I —_—
Mmq{—-ﬂl -1) |u1[2
[BC]
_ Xt —243 1
4 2 2 2
Pz)JBT-I-)Jc 3+5_ 4

Licao7
1. a) m = tg45°=1

by m=tg 120° =- \/3

a
2.a)8x-y-1=0 m=—g=_1 ;




Riy=8x-1

m=8 e c¢’=-1

a 2.1 ¢ 105
b)2x-4y+10=0 m=—g=_4 > c=-E=_4 >
R:2x-4y+10=0 m=% e ¢c’=2,5
c)-3x-2y+5= m_-b =", C__b 5
R:-3x-2y+5=0 m=-3/2 e ¢c’=5/2
Ay =y _ 3-0
_t o —— = :3
3.aym= 18 “Ax- %1 1-0
Ay Y-y _6-0_6
b) m= tgaz_yz 2 1: :—:2
AX X, —Xx 5-2 3
4. m=1tg225" =tgd5' =1
y =N _~_
- tgo—— _ = =—=1 . ao_ — 45°
5.a) m= 8 e R— 53, ; Y =arctgl= 45
3 3
b) m=tg? = —£ ; & = arctg —£=150°
3 3
a. ﬂ.:] F'Fu =m|X-XuI
v-0=3(2-5|
v=3xz-15
R: y=ax+b y=3x-15

Bl ¥y, =M E-E )
v-l=1z45" {2+5
F-l=x+3
vy=x+4



Riy=x+4
7‘m: tg600 = g_z :\/g

Equagdo reduzida y= x-2

Equacao geral \/gx—y—2=0
Licao 8
L2 5.2
1 oa) Y=V N7l i_4 3 -
I—x Mox =10 1-10 ix

i3 12 11 2
=— = oouy=—x+ o
18 18 ] 3
252
o 2Th =% 273 273 3y-2 154
X=X, X —X, x=0 1-0 3x 6

- - 2+1 -y+1
b) Y= Yo _ N =Y :>y+1: AL I PN
X=X, X —X x—1 -1 x—1

= -3x+3=y+1 = y=—3x+2
R: y=-3x+2



Y=Y N =Y _ y+3 0+3 N y+3

c) = =1 =
X=X, X —X, x=1 4-1 x-1
=>y+3=x-1= y=x +4
R: y=x +4
x-1
2.a)se y=2+t entdo t=y-2 e x=1-3t entdo t=— logo
teremos:
x—1 x—1
=y-2 = y=—+2 =
-3 -3

=>-3y=x-1-6= 3y+x -7=0

R:a=1;b=3 e m:—%

3.F-F,=mix—- %, = p-3i=3x-2 | =

= p=3r-f6+3 = p=3x-3

R:y=3x-3
4.a)-3y=-2x-7

2 7
R:y= 3x+3
b) y—1=3(x+2)

Riy=3x+7



3a) (x.p I=(=2;5 1+ki{-2;:1) r=—2-2k k=—2—x
= =1 2
(X, F I=1—2=-2k,5+k | F=5+k

=y-5 = ily-ll=-2-1=

FE . rxr+2p-8=10

— 2+1
b)y—yoz—y1 Yo (x—x,) = y+1=
X, —X, 3-5

(x—S):

N _%(x_5)2y+1:> 2y+2=-3x+15=

R: 3x+2y—13=0

Licao 9

1.a) 3kx+y-2ky +k+2=0

Bk +{1-2k Yy+k+2=0 (1)
{3;{—}::5 {2]

a3k

m —=——— & m _g
Yob 1-2k SRS

m; =, condicas de paralelismo

=—=3

Kl
1

K 3 S 3k %= k=3 = k=
1-2k

b)3.k.0 +0-2k.0 +k+2=0
k+2=0
k=-2



3) m;.m, =—1 condicao de perpendicularidade

sendo 1 :2x+1 = m, _2
3 3
2
mas m,.m, =—1 :>§,m2 =—1 > m,=—=
3
y-yo=m,(x-x,) = y—3:—5(x—2)

3 o
= y=-—x+3 Expressaoanaliticadarecta r,
2

F=2r-1 r=1r-1
4. ) = = m,=tm, & & =,
dx-2p+8=10 F=2r+4

As rectas sdo paralelas porque M; =M, ¢, #C,

5 {3x+y—1=[l _ {—Dx—3y=—3

dr+3p-12=10 dr+3p=114
-7x +0 =8
g 2
-7
-9
E(T]+y=1 = —-——+y=l= p=—
v 2
! = P —E;E
_3 7
=3

As rectas sdo concorrentes porque existe ponto de intersec¢do que é
9 34
Pl ——; —
77

5. Condicao de paralelismo:



m,=m, =-2
I y-y,=-2(x-%X,) = y+3=-2x+2 = y=-2x-1

Expressdo darectal: y =-2x - 1

1 A i3+1 —4

. L m = m =—1—=——=—————=—= 2
m Ay Ay (-2-0) -2
AT
! =—l m =12
2
y-l=dirx-4 = p=2x-8+1l= p=12xr-7
Equacdodarectal: 2x —y—-7=0
7.
. o : m, =m,
condicao de coincidencia
¢ =c
2
c__In 2m -
m,=m, 3 n m=-— =0 m=-6
{ e 3 = 3 :>{ 9
a7 2==2|-2n=—18 |n=9 n=
n
m 2
logo: m=m,=-—=—
n 3
T Condigio de coincidéncia {ml ~
£ =0y
M, =t = m= 2m _-2d m=-
{1 2o 3 I;B:*» 3 = :;{ o
R =22 |-2a=-18 |n=9 0=
1
m_ 2
logo: m,=m,=-—==
n 3



y-3x-1=0 y=3x+1
8. a) = = 143z=3+2x=x=2 ; y=1+32=7
2x—y+3=0 y=2x4+3

¥v=3xz+5

x—y+o=0
= 3 =x+5——x-3=10
Ax—2y+10=0 2y=§x+5 2

2x -fx=0=xz=0, =0+5=5

x—y—=2=0 x—y—=2=0 y=x—2
c) = = =x—2+x—-8=0
x+y=8 y=—x+8 y=—x+38

=2x-10=0 = x=5

y=5-2 = y=3
Resposta:

aA)AQ2;7)

b) B (0;5)

c)B (5;3)

Licdo 10

3x—-4p+3  4x+3yp -5 y 3x—4p+3  —(dx+3y -5

5 5 5 5

3r—4rp+3-4x-3p+5=0 v ir+4r+3+4x+3p-5=10
—x=Ty-8=0 v Tx-Tp-2=1

Rix+7y-8=0 ou Tx-Ty—-2=0



Ix-4p+1 4y -3y -1 v Jr—4y +1 =—(d4xr-3y -1

.\/41+|—3|: .\/42+|—3|: '\J',9+16
3r—-d4p+l=4r-3p-1 wir-4p+1=-4r+3p+1

—x—y+2=0 v Tx-Tp =10
r+yp-—-2=0 v x-p=10

Rix+y-2=0 ou x-y=0

Licao 11

1. _\Jtux—3|2+|_}f—1|2=‘\/|x—2|2+|_}:—5|2
2 2 2 2
rrhx+ 9+ ¥y - dy+l=x"-4x+ 4+ ¥y -10y+ 25

—2x+8y+19=10
dx—-3y-19=10

R:2x-8y+19=0

2 \/lx+4 -3y =\/[|x—2 T3¢

4B+l p  —fr 4+ 0=x ' —dx+ 44 p —fix+0
12x+12=1
t+1=10

R:x=-1



Modulo 4 de Matematica

Teste Preparacao de Final de
Modulo

Este teste, querido estudante, seve para voc€ se preparar para realizar o
Teste de Final de Mdédulo no CAA. Bom trabalho!

1. Determine o médulo dos seguintes vectores.

aa=i-2j b MN se M(3,1) e N(2:3)

—

b

2. Dados os vectores: 5(3;4) € B(-3;-4) calcule ‘z‘ €
3. Dados: U(4:2) ,v(4:-2) ,w(4:8) e z(-2:4)

a) uy

E —
b) Determine (U’W) se W =28

JE—

4. Determine o produto interno dos vectores @ € b se:
2) [a]=3 [p=2 a=60'

b) ‘5‘:6 \B\:s a=30°



u.w=8

5. Determine o angulo entre os vectores

<

(2;1) w(2:4)

Sabendo que

6. Determine o dngulo de cada par de vectores.
a)(-2;2)e(2:2)

b) (0; 1) e (15 3)

7. Paraquevaloresdea,(a-1; 2a+10) ¢ perpendiculara (
3—-3a ;4a+12).

—~ - — 4
8. Considere os vectores " (—324)2 V(3;4) e W(—ng Determine
um vector colinear com #+ v de comprimento igual a 5.
9. Determine um vector de médulo igual a 10 e perpendicular a

v(3;—4)

10. Dados os pontos U (-5; 18) e V (15; 6). Determine as coordenadas
dos pontos A, B e C que dividem o segmento UV em partes iguais.

11. Determine m da recta que forma com o eixo ox o dngulo de:
a) 45°
b) 120°

12. Qual € o dngulo que a recta forma com o eixo OX passando pelos
pontos.

13. Determine a equagdo reduzida da recta que passa pelo ponto:
a) (5; 0) e tem declive 3.
b) (-3; 1) e tem inclinagdo de 45°

14. Escreva as equagdes das rectas que passam pelos pontos A e B sendo:



a)A(O;gj e B(l;gj
3 2

b)A(1;-3) e B(40)
c)A(1,-3)eB (4,0)

15. Defina analiticamente as rectas que bissectam os angulos
determinados pelas rectas

3x-4y=2 e 4x+3y=11

16. Determinar as equagdes das bissectrizes dos angulos formados pelas
rectas

r:3x+4y+3=0 es:4x+3y=-5.

Solugoes do teste de preparacao
do Modulo 4

1. Determine o mddulo dos seguintes vectores

aa=i-2j b) MN se M(3,-1) e N(-2;3)

Resolucao

a) Ja| =y1? +(=2)" =\1+4 =5
b)[MN| =(3+1)" +(-2-3)" =16 +25 =41

—

b

2. Dados os vectores: 5(3;4) € B(-3;-4) calcule Fl‘ €

Resolucio

o] = |32 +4? =25 =5
b= (-3 +(4)" =25 =5

3. Dados; U(4:2) ,v(4:-2) ,w(4:8) e z(-2:4)

a) uy



Resolucao

3 =[i[f] cos @
- - 2
Wy =4/2% +17.4/2* +(—1)".cos a=5cosa.

H— .
b) Determine (U’W) se uw =28

Resolucao

u.w Z‘MHW‘ COS (Ll; W)

(2:1)(2:4) =J2> +12 /2> +4% cosax

8 4
CcoSa = =—
5420 5
4
Oo=arcos —
5
a=37°

4. Determine o produto interno dos vectores @ € b se:
2) [a]=3 [p]=2 a=60"
b)fa[=6 [p[=3 a=30"

Resolucio

a) a.b= \EH B‘.cos600 =3.2%:3

b) a.b= \QH B‘.cos300 =6.3.§ =93

5. Determine o dngulo entre os vectores u-v =8, sabendo que:

w(2;1) w(2:4)



Resolucio

.0 [i] ] coso

ww 8 _ 8 _8_
ul[o] 2y 2rea 520 10
4

a=arcos—

cosa=

|

6. Determine o dngulo de cada par de vectores
a)(-2;2)e(2:2)

b) (0; 1) e (15 3)

Resolucao
- 2-2
a)tga:Mz—zO =a=0"
X,-X, 2+2
Y-y 3-1
btga=""""="=2 —=a= arctg?
X,-X, 1=

7. Para que valores de a, (a - 1; 2a + 10) € perpendicular a
(3 —3a;4a + 12).
Resolugdo:
1° Passo
(2a-1;a+5) (6 —6a; 2a + 6) = 0 (pela

Definicado de perpendicularidade)

2° Passo

(2a-1).(a+5) + (6-6a). 2a+6)=0



[(2a-1)(6-6a ) ][ (a+5)(2a-6)]=0
12a-12a*-6+6a+2a’+6a+10a-30=0
-10a” +34a+24=0 /(-2)
5a’-17a-12=0
3° Passo
Resolver a equacdo quadratica obtida com base na fomula

resolvente

A=289-4.5.(-12) =52

17-23 3
al = —_———
10 5
17+23
a, = =4
10

, B, (4
8. Considere os vectores 4(—3;4); v(3;4) e W(—l;g)

Determine um vector colinear com % + vV de comprimento igual a 5.

Vok(iey)  [wek(a)
_ = . =5= k{8 =
| w|=s | w|=K](0;8)

k:é mas

8
- w (0;5)

9. Determine um vector de médulo igual a 10 e perpendicular a v (32 —4)

Resolucao



(4;3 ) perpendicular a ( 3;—4 ) porque
(4:3).(3:-4)=12-12=0¢

k(4:3) =(4k:3k)

para k# 0 trata-se de familiade vectores

perpendiculares a (3;—4) como ‘ H‘le

entao \[16k> +9k> =10 < («/251{2 )2 —10?

= 25k* =100

o 2= 10
25

= k=22
parak=2 = u=2(3;-4)=(6;-8)
para k=2 = u=-2(3;—4)=(-6:8)
Sdo também vectores perpendiculares ao vector v.
10. Dados os pontos U (-5; 18) e V (15; 6).

Determine as coordenadas dos pontos A, B e C que dividem o
segmento UV em partes iguais.

Resolucao:

U A%

E necessario achar a razdo r em cada caso

1° caso: formula ‘ﬁ‘q‘ﬁ‘ 31»:%

U A"
 trx —5+1.15
Xp: A1 B 3 :0
+r 141
—.6
— yA+rYB — 3 :15
" 1+r



Logo: A (0; 15)

2° caso: formula ‘@Fr‘ﬁ/‘ =2=r.2=r=1
U \Y
X, = X, +IXg :—5+15 _s
1+4r 2
y, =t Ve _I8t6 1y
1+4r 2

Logo: B (5; 12)

3° caso formula ‘TC‘=T‘CT‘ =3=r1 =r=3

U A%
X, = X, +TIXg :—5+3.15 ~10
1+4r 4
yatryg 18+3.6
P = =9
1+4r 4

Logo: C (10;9)
11 . Determine m da recta que forma com o eixo ox o angulo de:
a) 45°
Resolucio
tg45°’ =1
a) 120°
Resolucao
tg120° = _/3
12. Qual € o angulo que a recta forma com o eixo OX passando pelos

Pontos.

Resolucao



a)A(3;1) e B(5;3)

_YZ_YI — 3-1 =1

X,-X, 5-3
b)A(-23/3:5) e B(—=3 :4)

Y= _ 4-5 -1 V3

X, =X - 3+2\/§ _ﬁ__T

13. Determine a equagao reduzida da recta que passa pelo ponto:

tga =

a) (5; 0) e tem declive 3.
b) (-3; 1) e tem inclinacdo de 45°
Resolucao
a) y-y, = m(x-x,)
y-0=3(x-5)
y=3x-15
Como,y=ax+bentdoy=3x-15
b)
y-Yo = m(x-x,)
y-1=1g45° (x+5)

y—1=x+3
y=x+4

14. Escreva as equacdes das rectas que passam pelos pontos A e B

Sendo:

a)A(O;gj e B l;éj
3 2

b)A(l;—3) e B(4;O)

c)A(1,-3)eB4,0)

Resolucao



a)
p252 .2
3.23.,°3_6_,,2 1,
x-0 1-0 ~x-0 1 36
=6y-4=11x = 11x-6y+4=0

b)

y+3 _0+3 = y+3:1:>y+3=x—1:>
x—1 4-1 x-1

=>y+3-x+1=0 = y-x+4=0
c)A(1,-3)eB4,0)

Y3 0% 3(y+3)=3(x—1) = 3y+9-3x+3=0
x—1 4-1
= 3y-3x+12=0

15. Defina analiticamente as rectas que bissectam os angulos

Determinados pelas rectas

3x-4y=2 e 4x+3y=11

[iz-4y-2|  |4=+ 3y-11]
Jovls 0 Jo+ls

[3x-4y-2| = |[4x+3y-11|
Esta igualdade implica que se estabelece a que |3X -4y - 2| :|4X -3y-11

Assim: 3x —4y -2 =4x + 3y - 11
3x—-4y-2-4x-3y+11=0



X-7y+9=0

X+7y-9=0

3x-4y-2|  [4x-3y-1]]
Jo+16  \Jo+16

Donde se concluir que: 3x —4y -2 =- (4x + 3y - 11)

3x-4y-2=4x-3y+ 11
3x-4y-2+4x+3y-11=0
Tx-y-13=0
Vamos verificar a nossa solucgao:

Como as duas bissectrizes devem ser perpendiculares e o ponto de
nterseccdo pretence as duas rectas:

bl:x+7y-9=0 e b2 :7x-y-13=0

-1
Logo: m,.m, =7-7 =—-2(c.qd) pelacondicio de

Perpendicularidade

Calculemos o ponto de intersec¢ao resolvendo o sistema:

x+7y-9=0 ¥=9-T7y 9_7 13+y

= —9-Ty=
Tx—y—13=0 x:ligl Y7y
63—49y=13+ y =—49y— y=13—63 =—50=—50

y=1
=
x=9-7=2

Conclusao: o ponto de intersec¢io tem como coordenadas P (2; 1)

16. Determinar as equagdes das bissectrizes dos angulos formados pelas
rectas



r:3x+4y+3=0es:4x+3y=-5.

Resolucao

3x-—4y+3 _4x+3y-5  3u—d4y+3 _ —(4x+3y-5)
5 5 5 5

3x—=4y+3-4x-3y+5=0 v 3x+4y+3+4x+3y-5=0
—x=T7y=8=0 v Tx=T7y-2=0

Rix+7y-8=00u7x-7y—-2=0
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