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Baixar Livros & Exames em PDF

Somos o portal MozEstuda.com, um espago dedicado a educagdo e ao conhecimento. Fornecemos links para o

download gratuito de materiais de acesso livre, incluindo exames anteriores, livros e diversos PDFs

educacionais. Nosso objetivo é facilitar o aprendizado e a pesquisa, sempre respeitando os direitos autorais e

promovendo o acesso legitimo ao conhecimento. Se vocé apreciou este conteudo, considere apoiar os autores e

editoras adquirindo versées oficiais sempre que possivel. Todos os direitos autorais pertencem aos respectivos

criadores e detentores de direitos. Ndo vendemos nem lucramos com as obras disponibilizadas. Aproveite e

compartilhe com outros estudantes!

Para baixar livros em PDF, acesse biblioteca.mozestuda.com e pesquise o titulo desejado
na barra de pesquisa. Ou, se preferir, siga/ Clica os links abaixo:

BAIXAR TobDoOs LIVROS ESCOLARES — MocaMmeiquE
Toque no para Baixar todos livros em PDF
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Este manual foi
como o aluno é avaliado.

0 programa da 12.° classe tem oito capitulos. Em ca

promove-se 0 desenvo

1. Utilizar e interpretar simbologia especifica
de Matemaética. —
2. Usar liﬁguagem especifica QQE_gt_enl:_é_t_ii B
3. Ler e interpretar textos da vida real e adaptar modelos
mateméticos que descrevam as situagoes apresentadas.
4 Aplicar difeféﬁteé est;éiégias de resolugdo
de problemas.

5. Interpretar e cn't.igér resultados obtidos analiticamente

ou com tecnologia grafica.

Maria Auguni Ferreira Neves

Doedor sda em [ due acho Matematica. Lecc
contifica de Matemstcs ¢ da
Poltecrsco da Porto @ fid Uit
Didictica da Matematica @ aor

elaborado de maneira a respeitar a forma como o aluno apr

6. Resolver problemas em contextos cientificos de areas dife-
rentes da Matematica, aplicando métodos matematicos.

7. Estabelecer conexdes entre diferentes conceitos
matematicos.

8. Prever resultados para situagoes problematicas
e verificar a adequabilidade desses resultados.

(idactica da Matematica no insttigy
sidade do Minho. Investigadors em
a do manuas escolares, e )

Site ww . DURUSIa neves narl

Jorge Nuno Silva

Doutorado em Matematica por Berkeley.
Professor de Historia da Matematica da Universidade de Lishoa.

Especialista em Historia de Jogos de Tabuleiro. Autor de kvros de
Matematica, de Histéria da Matematica, de jogos e de dvidgacdo.

ende, como o aluno pode ser ensinado e

da capitulo do programa, que @ apresentado no manual,
lvimento de competéncias e capacidades gerais, das quais se destacam:

9. Descrever raciocinios demonstrativos usando diferentes
métodos de demonstragdo.

10. Descrever com clareza e rigor raciocinios que suportam

estratégias de resolugdo de problemas.

11. Formular conjecturas para regularidades observadas
com e sem experimentacao.

12. Usar tecnologia grafica em diferentes contextos,
nomeadamente para:

e efectuar calculos;

e prever resultados;

o confirmar respostas;

= acompanhar o trabalho analitico;
* obter graficos;

* resolver problemas;

¢ modelar situagoes reais.

Organiza¢ao do manual

: _05 @Pit}!los_estéo divididos por temas e em cada capitulo encontra:

* Abertura de capitulo

Um olhar sobre a Histdria para
er_1qua_drar o estudo do capitulo na
hxstén_a da Matematica e promover a
pesquisa historica.©

Os temas em que o capitulo
se desenvolve.

Funcdo médulo

O Material necessario a0
: estudo do capitulo.

t--O Actividades de investi.fia‘r'da

ISBN 978-989-611-253-0

para despertar 0 interessé
pelo estudo do capitulo.
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Fara motivar e tormar agradivel do ponto de vista gtdlico, o tema |
abee com uma Inagem arompanhada doy seus objectivay especificos . i
que indicam a forma como o wequingla das maténas ¢ desenvolvida ;
¢ tambdm ajudam o Aluno a orgqanizar o ey estudo,

, IO a——

i !
ME 8 A
. - L] i : :
« Desenvolvimento da matéria
‘ = T » Exemplos

6 Partindo de contextos reais e exemplos com
significado para os alunos, procurou-se :
estimular a descoberta guiada. 0s conceitos tornam-se mais claros quando sao apli- @

cados em contextos diversificados da Matematica,
da vida real ou de outras ciéncias.

 Verificacao sistematica 0s exemplos enriquecem o desenvolvimento da

. matéria procurando dar-lhe sentido através da
da aprend]zagem aplicacdo em novas situagbes.

=

s
<
e

\\\\\

e Problemas Propostos

No final de cada tema encontra um conjunto alar-
gado de problemas propostos com questdes de
escolha mdltipla e questdes de resposta aberta.

Com estes problemas pretende-se a consolidagao
das aprendizagens.

=

6 Serd que o estudante estd a compreender
o desenvolvimento da matéria? A expe-
riéncia diz-nos que nao se deve avangar
sem saber os conteldos anteriores. Esta é
a razdo porque encontra aqui uma questdo
estratégica para verificar passo-a-passo a
sua aprendizagem.

» Simbologia
( - Verifique a sua aprendizagem @ - Tome em consideragao

® Podera encontrar no site www.pluraleditores.co.mz resolu¢des detalhadas de todos os exercicios propostos neste manual.
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FUNCAO MODULO
1.4 Grifico da funcdo ||

1. Estudo da funglio médulo

8 1.5 Grafico da fungao f{| x])
1.1 Madulo ou valor absoluto p
1.2 Médulo ou valor absoluto de um numero real 9 Problemas Proposto
1.3 Funcdo mddulo. Definicdo e grafico 10

CALCULO COMBINATORIO E PROBABILIDADES

1. AnAlise combinatdria 2. Calculo de probabilidades

- : ‘ancias aleatorias e experiéncias deterministas
}% ;:«;:::utaalc%ee: e ig g; Eggggs?dc;a:e:ueltados. A{:on?ecimentos g‘; :
18 Mt com repetii 2 2 e et do onaidade 4
i; ém%igg?s ;eepnﬁ“r%ic;ticéo 24 2:5 Definicdo classica ou de Laplace de probabilidade
1.6 Triangulo de Pascal 26  problemas Propostos
1.7 Bindmio de Newton : 28
Problemas Propostos 30

FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

3. Funcao racional

1. Generalidades sobre fungdes

1.1 Nogao de funcdo 44 3.1 Definigao de fungao rgc{onai
1.2 Formas de representar uma fungao 45 3.2 Conceito intuitivo de limite
1.3 Zeros de uma fungé@o 46 3.3 Assimptotas do grafico de uma fungao racional
1.4 Extremos absolutos e extremos relativos de 3.4 Determinacao das assimptotas verticais
uma funcao ‘ 46 3.5 Determinacao das assimptotas horizontais
1.5 Monotonia de uma funcao 47 3.6 Determinagdo das assimptotas obliquas
1.6 Funcdes reais de variavel real. Probl P
Conceito intuitivo de continuidade 48 rolemas Propostos ;
1.7 Funcao injectiva 49 4. Operacoes com funcdes i
1.8 Inject_ividade e mqnolonia 52 4.1 Igualdade de duas funcoes 72 it
llllg Eﬂ:-cgg E?E;;J:ad"’a gg 4.2 Soma, diferenca, produto e quociente de fungdes 73 ¢
: e ‘ 4.3 Funcao composta de duas funges 75
Problemas Propostos 54 4.4 Definigao de funcia inversa 79 o
2. Fungio afim. Funcéo quadratica ~ 4.5 Determinacao da fung3o inversa de uma funco injectiva 80 2
2.1 Definicdo de fungdo afim 56 Problemas Propostos 82
2.2 Propriedades da fungio afim 57 5. Funcoes ex iai 6 itmi '
i v > ai L . C ponenciais. Funcé as.
2.3 Fun¢o quadratica. Definigio e aplicagdes 57 Func¢des trigonométricas (r i e_s)logarltmtc
2.4 Resolugdo de problemas envolvendo a funcio . . Evisao 2
quadratica 59 gé E““CUES exponenciais : 3;
-2 Funcdes logaritmicas 83 .
Problemas Proposto ~ ;
: Pagios 60 5.3 Funcades trigonométricas (revisio) %

Problemas Propostos

FUNCOES REAIS DE VARIAVEL NATURAL

1. Progressies aritméticas e progressdes geométricas 2. Calculo d limites
} ; gsggfsaﬁzginiunﬁziaaz : : | }}(1) 2.1 Nogao intuitiva de limite de uma sucessao
e

| 1.5 Soma de n termos :::sewﬁvos de uma 117 gi Isnlf‘;l?tsésﬁes inﬁni_tam_ente grandes e sucessdes mrutadas
}g E:gg:zzzaﬁgsaggg;héc;icas _ }3[1) : gg georerz;n:;bfelltrziagggeci?vr;(:ZZntes _
18 sm%%;’ :L:’:‘::W;epéggressao geométrica 123 27 Rggit:{:ggéeg com sucessdes convergentes

; Pprogressao geomeétrica 124

- Problemas Propostos .. S

2.8 Operagdes com limites infin
ites inf
2.9 ndeterminacges -
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FUNCOES REAIS DE VARIAVEL NATURAL

Pag
10 Sucessdo n,_. o, a€ N 146
11 Soma dos termos de uma progressdo geomdtnea 147

2.12 O rumero de Neper 148
Problemas Propostos 150

2.
2,

LIMITE E CONTINUIDADE DE FUNGCOES

) PRIMITIVA'DE UMATFUNCAO S

Pag Pag.
1. Limites 2. Continuidade
1.1 Nocdo mtutiva de lnute 154 2.1 Continudade de uma fungdo num ponto 180
1.2 Lumites lateras 155 2.2 Continudade lateral 181
1.3 Dehnuc 3o de imite segundo Heine 158 2.3 Continudade de uma funcda num intervalo 185
1.4 Regras operatnas com himites 160 2.4 Operagoes com funcoes continuas 187
1.5 Limites e mhinitos. Calculo de limites 161 2.5 Teorema de Bolzano-Cauchy 188
1.6 Indeternunacoes 167 2.6 Determinacao das assimptolas do gréfico de uma
1.7 Limites de funcdes envolvendo exponenciais e logaritmos 173 funcao 189
1.8 Limites de funcoes envolvendo funcdes trigonométricas 176 problemas Propostos 194
Problemas Propostos 178
CALCULO'DIFERENCIALY APLICACAO!DAS'DERIVADAS
c Pag. Pag
=<5 1. Derivadas 1.16 Derivada de fungdes exponenciais e logaritmicas 214
1.1 Definicio de derivada de uma funcao num ponto. 1.17 Derivada de funcdes trigonometricas 217
Significado geomeétrico 198 1.18 Fungao segunda derivada 219
1.2 Derivadas laterais 199 Problemas Propostos 220
1.3 Referéncias a pontos nos quais uma funcao nao é . .
derivavel 201  2- Aplicagdes das derivadas
1.4 Derivabilidade e continuidade 203 2.1 Funcio estritamente crescente e funcéo estritamente
1.5 Funcao derivada 204 decrescente (revisao) 222
1.6 Derivada de uma funcdo constante 205 2.2 Extremos de uma fungao (revisao) 223
1.7 Derivada de uma fung@o afim 206 2.3 Intervalos de monotonia e primeira derivada de uma
1.8 Derivada do produto de uma constante por fungéo 225
uma fungao 206 2.4 Maximos e minimos absolutos e primeira derivada
1.9 Derivada da soma e da diferenca de duas funcdes 207 de uma fungao 227
1.10 Derivada de uma poténcia 208 2.5 Extremos relativos e primeira derivada de uma funcao 229
1.11 Derivada de funces polinomiais 209 2.6 Concavidade e segunda derivada de uma funcao 232
1.12 Derivada do produto de funcdes 210 2.7 Teste da segunda derivada 236
1.13 Derivada do quociente de funcées 211 2.8 Estudo de fungdes 238
1.14 Derivada da fungao composta 212 2.9 Problemas de optimizagao 244
1.15 Derivada da fungo inversa 213 Pproblemas Propostos 262

1. Calculo integral 1.3 Integrais imediatos 259
1.1 Nocao de primitiva de uma fungo. Integral indefinido 256 1.4 Integracdo por partes 260
1.2 Propriedades do integral indefinido 257 Problemas Propostos 262

NUMEROS COMPLEXOS

Pag. Pag.
1. Estudo dos nimeros complexos 1.6 M6dulo e argumento de um nimero complexo 276
1.1 Evolucdo do conceito de nimero. 1.7 Forma trigonométrica de um nimero complexo 277
0 conjunto dos nimeros complexos 266 1.8 Operacﬁes com nimeros complexos na forma
1.2 Representagio geométrica de um nimero complexo. trigonométrica 279
Complexos conjugados e complexos simétricos 267 1.9 Construgéo geométrica das raizes de uma equagao
1.3 Operagdes com nimeros complexos 269 em C 285
1.4 0 nimero i como operador da rotagao de 90° 273 1.10 Translaggo e rotacéo no plano de Argand 286
1.5 Raiz quadrada de um nimero real negativo 275  Problemas Propostos 288
Solugdes* - 290

* Poders encontrar no site www.pluraleditores.co.mz resoluces detalhadas de todos os exercicios propostos neste manual.
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Um olbhar sobre a Historia

abemos, uma

recursos para medir e contar, g
¥

iros exemplos em que podemgg i

abelas de niimeros positivos e Tic

/%
.
B

4 criavam tabelas, como mbuadas :
Observe-se, a seguir, 3 mui"
babilonica cunelforme’ isto

i Jonga e ilustre histér
O conceito de fungio tem, como ja 8 i 4
primeiro como

Os nimeros, que surgiram :
iim, os prime

faziam sentido sendo positivos. Ass
. = g H . ,.) '.. t-
lumbrar o conceito de fungio sio mulitas vezes

uma classe depende de uma outra.

Os Babilénios, hd mais de quatro milénios, Ja ¢f
soes primitivas de fungoces.

inha de barro com escrita
«ilio de objectos em formato de cunha:

que se podem considerar ver
tiplicagdo por 9 numa tabu
é, escrita produzida com o au

Ptolomeu, no século 1, tabelou os comprimentos das cordas de uma circunferén-
cia, no que essencialmente consiste numa tabela de senos. Nio se pode ainda falar
de funcdes no sentido moderno, mas estudar a variagao de uma grandeza relativa- E
mente 3 amplitude de um dngulo contém a qualidade fundamental deste conceito.

S6 no século XIV, nas principais universidades, comegou a ganhar consisténcia a
ideia de que as leis da Natureza se exprimem com dependéncias funcionais. Um
tema de estudo era o movimento dos sélidos.

Galileu, no século XVII, determinando a lei da queda dos

E/ corpos, que estabelece que as distdncias percorridas sdo propor
c Aq cionais aos quadrados dos tempos gastos, aprofundou este |
E conhecimento. E
/ A
A Matemitica expandiu-se cada vez mais e, no século XVIL,
o cilculo infinitesimal desenvolve-se, investigando, por exemplo,
curvas que podem ser entendidas como graficos de funges-
F A G D G B

Cliudio Prolomeu —
(B5-165) Galileu Galilei
(1564-1642)
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[I Funcao modulo

B Estudo da funcao maédulo

Actividades de investigagido

Elabore um jogo de cartas com grificos de algumas fungées e dos seus
médulos. Por exemplo, as duas imagens ao lado constituem um par.

Quando as cartas se encontrarem distribuidas por todos, um jogador coloca
uma carta na mesa e quem tiver o seu par levanta-a, colocando de lado o
par, e ganha um ponto. Quem tiver o par e ndo o reconhecer perde um
ponto. O mesmo jogador pode ter as duas cartas de um par.




1 Estudo da fungdo médulo

ficar as pmprhdadu de
funglo modutar na resolugdo.
"‘do problemas ptltlcos da
“vida real,
'3. ,ldentlﬁcar fung¢des modula-
S T T N RN
3. Determinar ¢ domtnio, o
- _contradominio, os zeros da
~ fungdo, a monotonia e a
- varlagdo do sinal da fungdo
- mdduto.

4. Construir gréficos da fungio
- médulo. _
. 5, Resolver analitica e grafica-
. mente equagdes e inequa-
© ¢oes modulares.

=

- 1lha de Mogambique

1.1 Mddulo ou valor absoluto
Sejam os pontos A e B de abcissas —2 e 2, respectivamente.
A_s-2 ¢ B_A2.

A distancia de qualquer dos pontos, A ou B, aorigemé 2.

Escreve-se |- 2| =[2| =2 e le-se:
“Mobdulo ou valor absoluto de menos dois € igual ao
moédulo ou valor absoluto de dois e € igual a dois.”

:Exmem_ﬁl:om!.w; Calcular modulos

Calcule:

11[(-2)-3); 12-]-(1]|-|-(-2); 1

13 [-1-2]"+]|0]; 14 (~1-224|-(=3) +| 1P +|- =)

Resolucao
11 |(-2)-(-3)| =|-2+3| =|1] =1

1.2 -~ 1| -[--2)| =-|1]| -|2| =~ 1-2==-3
13 |-1- 2|2+|o|—|—3|2+0 3240=9 '
14 (-1-272+|- (= 3)[>+] - 1|2+|—(—1)|~‘,;_
,_"_'=(—3)2+733+‘ L+[1]7'=9427+1+1=38

13 i~1 3!’—! = 4)|=.',__.
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Q
=
g
-0
g

(o
=

LT
el

o
=
=

| i

fResolva em- IR

24 -1 2x|=—1- e
2.5 IZX‘—1'>07, 3 A' T
26 |25r'—'1[<3- s

= 2

2.8 |- +ll>7;
o 2|~ °

29 [-2x+3|<=5;
210|-3x+1]>-8.

21|x 1|=3 :
j 1-,,
| 2.2 |- 2x-1=2;
{ }2") l 3
'23‘ 2x+%x 6;"‘;5:‘:

1, Estudo da fungio madulo

1.2 Médulo ou valor absoluto de um numero real

Para qualquer nimero real a, o valor absoluto ou médulo de a repre-

senta-se por ldl ¢ tem-se:

l [_ a scazxl
= —a se a<(

Propriedades

1. Para k>0, |a|=k se e s6 se d,.=k'\/ —-a=k -,
Exemplo:

|x|=3 & x=3 VvV -x=3 & x=3 Vx=-3

2 Para k>0

k<a<k » : W@

Exemplos:

-3<x<3

3. |a|=0 scesose a=0.

‘Egcemkplg__? Resolucdo de equagdes e inequagdes com médulos

Por processos exclusivamente analiticos resolva, em IR, as seguintes
condigdes:

24 |x¥~1]=5; 2.2‘—3x—%|=—
23 |x-2|<5; 2.4 |-x+3|>1.
Resolugao

21 |x-1]=5 & x-1=5V -x+1=35
& x=5+1V -x=5-1
& x=6 Vx=-4
S={-4, 6)

2.2 ‘- 3x—%‘ =-1 Equagdo impossivel, pois Ial > 0 para qualquer

valor de a.
S=0

23 |x-2|<S5& -5<x-2<5
& -5+2<x<5+2 & —3<x<7

S=]_33 7[
24 |-x+3[216 -x+321V -x+3<

& -x31-3V —x<—1- 3<:>5c<2v:c>4

S=]-o0, 2]U[4, +o9]
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10

1.3 Fun¢io modulo. Definigdo e grafico

Como ji se referin, o valor absoluto ou médulo de x representa-se por
| x| ¢é definido do seguinte modo:

]I"{ x se x 20
¥l = -x se x<0

- Fungdo modulo

xsexz20
A fungio f definida por f(x) =
: -x se x<0

é chamada funcao médulo ou fungio valor absoluto.
- O seu dominio ¢ o conjunto dos niimeros reais.

A fun¢do médulo é definida por dois ramos.

Representacio grafica da funcio médulo, y = | x|

O grafico da funcdo médulo, y = |x|, é formado por duas semi-rectas
perpendiculares com origem no ponto de coordenadas (0, 0).

@ bservacao |
Para representar analiticamente
uma fun¢do definida por ramos é

utilizada mais do que uma
expressao analitica.

=19

3.1 Cons1dere a funt;ao f de L E?F@'mp!? 3 | Estudo de uma fungdo médulo
":dormmo [— 4, 4] deﬁ
~“nida por:~ - = ;

 fW=- Ix—1|+3 _ flx)=|x+1]-3
.-~ a) Exprima f(x) sem-usar o : N
simbolo de valor absoluto, 3.1 Represente graficamente a fungio f sem recurso a calculadora gra- . |
~ b) Represente graﬁcamente fica. : g
- afungao f. = .
~ ¢) Indique o contradomlmo 3.2 Indique para a fungio f:
da funcao f. : 3.2.1 o contradominio;
d) Indique para a funcdo f

0s zeros e 0s intervalos
_de monotonia. 3.2.3 osintervalos de monotonia.

I FRRTN D]

Considere a fungio f, de dominio R, definida por:

3.2.2 os zeros;
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3.2 .Consid.ere a fungdo g, de
. dominio IR, definida gra-
- ficamente por;

RIS R T g
-ri.: PN by
tabfe ks iUM

;éi,..‘i\"

a) Mostre que g(x) é dada

por:

|x=1]-1se —3gxg5
3 se x>5Vx<-3

Explique como procedeu,
apresentando todos os
calculos.

-~ b) Para a funcdo g indi-
~que 0s zeros e 0s inter-
* " valos de monotonia.

Resolugdo ${¥ab o i
3.1 ‘ -2 ae x3=i
. x+1-3 sexp-1 % X se X 2~
X)) = X)= .
) | ~x=1=~3s5 x<-1 = fix) ~x-4s x<-1
T b s : TR R Y ¥ ™1 N
X y=x-2 | A B | e i
E AR el DGR | { i | = ! -3 |
] =3 | <T ’ﬁx?llﬂ] -
2 0 8 T fosodicid
RZENN
X |y=-x-4 ! T
S IR AT T T 11
S B I S ma
-4 0 Vg bt

3.2.1 Dy=[-3, +oo[;
3.2.2 Zeros: -4 e 2,

3.2.3 Decrescente em ]- o0, —1]; crescenteem (-1, +oo[.

Z.

Use papel quadriculado para ‘repr'e;v
“sentar graficamente as seguintes
funges: - - - - -

I &1 ==

|x =4 |+5 ,
42 g(9)=-

1
=X
2"

—2lx|-+3':'

43 h(x)=
44 i(x)=—|2x-3|+1.

Confirme com a calculadora gra-
fica os seus graficos. :

=37 TR

' Exemplo 4 ' ‘Identificar funcdes

A fungio {é definida por f(x)= |x]. -

Escreva uma expressio algébrica que defina cada uma das outras fun-

¢oes representadas.

Resolucao
g(x)=|x—4|+3;
i) =—|x+6]-2;

b (x)

2
=x

3

b

jl==]2x-7]-2.
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1.4 Grafico da fungio |f(x)|
0 njur acontecerd ao prafico de uma fungdo

ixi 2

I

{ se substituinmos f(x) por

y
} Y
‘ 1
L} 2 Y“ill 2
2 ¥ -
N
i 4 i
i T
-1
=)

Na funcdo y =|x| as imagens sio sempre positivas ou rmlas: A parte do A
grifico da fungio y =x que estava “abaixo” do cixo das abcissas aparece = |
simetricamente colocada relativamente ao eixo das abcissas.

1.5 Grafico da fungdo f(|x])

Quando se substitui x por |x| , na expressio designatéria de uma fun-
¢do, obtém-se uma nova fun¢do que é necessariamente uma fungao par.

M N .»A’i' " fel Gt
1

et Tl k=t
o el b

R 2
s

Seja: ' y1\

.Tmpriédadcsdomédulo f: x\j\/a_c
i jxl<lal & od<ato —
2 fel<la] & #<d 1
3 Jx|>la] & 232
A |z|3]al & 258
: |a] : » Seja: A 3

Hbl " g: x Vx|

O dominio da fungio f é Ry .

) Ui b s i 495 O dominio da fungio g é R.

&~ bservacao : . Exemplo 5 ' Escrever uma funcio par

Uma funcdo f & uma fungdo| (Cgnsi = ”
onsidere a fun ini
par se Vx € b, se tem: ¢ao f, real de variavel real, definida por:

f=x)=fx) flx) = (x* - 1) (x — 4)

Uma funcio f & uma fungio| 5.1 Quantos zeros tem a fungio?
impar se Vx € D; se tem: '

f=x)=-f(x)

5.2 Quantos zeros tem a fungio g, sendo glx)=f (| xl); Verifiqué
com a calculadora grafica que a funcio é par. ‘ v B
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=5 gt mon
5.1 Considere a fungdo: =
frxaoax®=3x
- Use a sua calculadora e obte-

" pha as representagdes grafi-
cas das fungoes definidas por:

a) |f(0]:
b) f(|x|) -

‘Descreva o que observou.

5.2 'Uma fungdo pode ter trés

- zeros e ser uma funcao par?

- Justifique procurando um
. exemplo. '

Resolugao :
5.1 Seja flx)=(x*-1)(x-4)

Esta fungio tem trés zeros:
1,-1¢c4.

‘I.Btu_&d da fﬁnci‘o‘mh-im.n 13 2% :

5.2 A fungio g, definida por g(x)= (|x‘l = 1) “xl - 4) , tem quatro

zeros: 1, -1, 4 ¢ —4.

A fungio g & par tal como se pode veri-

ficar na calculadora.

Sugestio: Verifique, por exemplo, que

)

Resolva; em -IR . “cada uma das.
s_eguintes___equagées:_ S
j 6.1 [x-3|=x=1]i = =
 ezafesl=oalxetl

Exe[nploﬁ Resolu¢do de uma equagao com modulos

Resolva, em R, aequagdo [—2x+1| =2|1-x|.

Resolugao

|-2x+1|=2|1-%| & |- 2+ 1|=]2 - 2x|

11070

—9x4+1=2-2x V=-2x+1=-2+2x
Cx+2x=2-1V -2x-2x=-2-1
Ox=1V —4x=-3

—4x=-3 & x=

|

_Exémplo 7 " Resolugdo de uma inequagao

Resolva, em R, ainequagdo |x—3l <2|x—1[ .

Resolugao

|x-3|<2]x-1] & |x-3|<|2x-2| & |x-3]-|2x-2] <0

Seja flx) = |x—3|-|2%-2]

Lo R : (—x+3)—(—2x+2) se x<1
| flx)=1(-x+3)—(2x—2) se 1<x<3 4

Yy
£ 2
=1

Resolva, em IR, cada uma das

(x-3)—-(2x-2) se x>3 '/\/
AP
x+1 se x<1 / L \3 .

f(x)= —3x+5 se 1<x<3
|l-x-1se x>3

‘1 0} 1
-1
-2

-~

ememe - ————— ]

sequintes inequagoes: Representa-se graficamente a fungio: N

| 7Y MR
74 2|x-3| 3 3|x+1f; 5
Y I I I S____]_oo,_l]u_g,_*_oo _Sr ____________

LR T BT N B
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g ,ii']:’r_o_b'lema_s Propostos

No sistema cartesiano Oxy estd representado o
ponto A de coordenadas (2, 3).

p
y
3y ven-- .-“
o1 2 X

Qual das afirmagées seguintes é verdadeira?
(A) O ponto A pertence ao grafico da fungao f,
de dominio IR, definida por f(x)=|x—-1] .
(B) O ponto A pertence ao grafico da funcio g,
de dominio IR, definida por g(x)=x+1.
(€) Ha uma dnica funcdo crescente, cujo gra-
fico contém o ponto A.
(D) Sendo f a funcéo definida por:
fi¥)=|1-x| -4
o ponto A pertence ao gréfico da fun¢do g,
definida por g(x) =|f(x)]
10 pontos

H Dada a funcdo f, cujo grafico é o seguinte:

s ] B l T
HEER | S
ey i/ Ay
R I I AR
—— | ral B e
BER <] &
i | | : i l ; “: ]
S . ' 1] b

pode afirmar-se que: :
(A) o=[0,2]; (B) B=[-1,2];
10 pontos

EJ Considere as funcdes f e g, de dominio R,
definidas por:

f=lx-1] e g()=|2x-3] .
Pode afirmar-se que o conjunto-solucio da
equacao f(x)=g(x) é:

Wi @2
©f. 2 @

10 pontos

TQUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

Considere a funcdo real de varidvel real, de domi.

—ia T

nio [-2, 3], definida por f(x) =—2x+1.
0 grifico da fungdo g definida por <UL
g(x) =|f ()] e

(A) | | RN .
{ ! 1 ! | g
| | fs i =i %
| NN
: — 3w f 3

| ; )
e e S &
LN
N I S
S |0 [ 3 ix
| \ \ | v
;
= ._._lp_ﬂ;w‘ 3

h | !
i\ -] i g
) N i
AR RE 3
B T TLATTTT] 1
A\ |/
N E
EERWN//EEE
! | ' :
510 1 3 o~
LT T T 3
4

(D)

10 pontas 8
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QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA i

[l Considere a fungdo f, de dominio [-9, 9],
representada graficamente por:

A

Tl

[}
||

1 ] '
SEEEN
i |}; ! II
i/‘ ;{
N
—t—t— !1_55 l ||L|
| -9 ,‘,5-3[-," ERN 3
{ | i 1

i
i e () (et ‘ Ijlilr

k
‘ ‘ i
O 0 25 N S I Lo
Escreva uma expressao analitica para a fungdo f.

v
¢
i
i
i

T
|
|

13. pontos

A Represente graficamente a funcdo g definida por:
21 g(x) =

2.2 g |x—3|—1 se x>1
: XJ'=
g X se —2<x<K1

|x+1| dedominio [-3, 2];

13 (5 + 8) pontos

H Considere a fungdo h, de dominio [-5, + oof ,
definida por h(x) =2|x+ 3]

3.1 Represente graficamente a funcdo h .

3.2 Determine uma expressdo analitica para
cada uma das seguintes funcdes e repre-
sente-as graficamente:

) ) =hlxr=1);
b) 900 =h(%)

21 (5+ 2 x 8) pontos

[ Para as funcdes definidas em 3., indique o
dominio, o contradominio, 0s zeros & 05 inter-

valos de monotonia.
14 pontos

H Considere a fungdo f .
nida por:

de domi_nio R, defi-

—x+1 se x>0
fix)=1-1 se —2<x<0
- se x<—2

~ Problemas Proposto

5.1 Faca um esbogo do grafico da funcdo f.
5.2 Indique o contradominio de f.
5.3 Determine os zeros de f.

5.4 Determine o contradominio da fungdo g .

sendo g (x) =|f(x)|.

5.5 Determine os pontos de intersecgdo do gra-
fico de f com o grafico da funcdo h defi-
nida por:

= —| 3|

45 (12 + 6 + 6 + 6 + 15) pontos

A A Associagdo de Transportadores Rodoviarios de
Nampula (ASTRA) faz carreiras entre Nampula e
Pemba, num percurso de 404 km . A tabela de
precos praticados pela empresa é a seguinte:

Pregos por cada 1000 kg de mercadoria

Primeiros 100 km 1,00 Mt por km

Entre 100 km e 250 km 0,80 Mt por km

Entre 250 km e 330 km 0,50 Mt por km

Entre 330 km e 400 km 0,20 Mt por km

Entre 400 km e 430 km 0 Mt por km

6.1 Defina analiticamente e represente grafica-
mente a funcio f em que a variavel inde-
pendente & a distancia a percorrer € 3
variavel dependente é o custo do trans-
porte de 1000 kg de mercadoria, em meti-
cais.

6.2 Ao cliente Martins & C.2, de Nampula, foi
entregue uma carga de 3000 kg a 300 km
de Nampula. Determine qual o valor pago
por este cliente.

6.3 Uma empresa mista luso-mogambicana tem 0s
seus armazéns a 175 km de Nampula.
Defina analiticamente uma fungdo que per-
mita determinar o custo do transporte de x
toneladas de Nampula para a empresa.

54 (26 + 13 + 15) pontos
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Carolamo Cardano

Um olhar sobre a Historia

ar aos dados ¢ uma acovidade oilenar, mas a compreens
CTudo comegou com Jogos.

Jog do dos fenomengg
propros dos jogos de azar nido ¢ tio velha..

2=y

No século NV o grande matemanco staliano Cardano, que cra um jogador

mveteradin, escreven um hivio sobre jogos de dados, Liber de ludo aleae.

Im 1684, o Cavaleiro de Méré comactou Fermat ¢ Ifascal pedindo ajuda num

assunto dehicado, A sua pergunta era a seguinte:
Langando 24 vezes um par de dados, qual ¢ mais provivel,
que surja pelo menos um par de 6 ou que nao surja nenhum?

Da resposta a esta pergunta dependia a sua estratégia de apostas.

Da correspondéncia entre os matemdticos nasce a drea das probabilidades, que
hoje tem aplicacdes diversificadas ¢ importantes em muitos aspectos das nossas
vidas.

Durante vérios séculos tentou-se obter uma formalizagdo das probabilidades que
permitisse aplicar a este campo o grande arsenal matematico. Isso s6 aconteceu no
século XX, quando o matemitico russo Kolmogorov propds uma base tedrica ele- 5
gante que foi universalmente aceite.

Pierre de Fermat Blaise Pascal Andrey Kolmogore
(1601-1665) (1623-1662) (19031987 i



24 Andlise combinatoria

74l Calculo de probabilidades

Actividades de investigagao
Registe a data de nascimento (dia e més) de todos os elementos da sua

turma. Quantos alunos fazem anos no mesmo dia?
Proceda a um estudo semelhante para outras turmas.
Escolha 30 matemiticos famosos e proceda da mesma forma.

A partir de quantas pessoas é mais provavel haver duas com o mesmo aniver-
sario do que todas com aniversarios diferentes?

PLMM 202
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-Objectivos

1. Aplicar férmulas de factorial,
arranjos, combinagdes e per-
mutagdes para resolver pro-
blemas,

2. Distinguir arranjos, permuta-
¢des e combinagdes.

3, Aplicar a formula de Newton
para efectuar o desenvolvi-
mento de (x + y)*, sendo
n natural,

1. Analise combinatoria

1.1 Factorial de um numero natural

- Factorial de um namero natural :

Chama-se factorial de um nimero natural 7, e representa-se por n!,
ao produto:

i

ml=nX(n-1)x(n-2)x..x3x2x1

Assim:

S!1=5%x4x3x2x1
8!1=8Xx7Xx6Xx5x4x3x2x1
10'=10x9 x 8!

1'=1

Convencionou-se que:
0'=1

Em alguns cilculos da andlise combinatéria usa-se o factorial, por isso
devemos familiarizar-nos com esta escrita.

A calculadora também permite o cilculo
rapido do factorial de um nimero natural.

T

mScanner
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1. Andlise combinatérda 19

1.2 Permutacoes

Suponhamos que cinco amigas se queriam sentar num banco de jardim,

De quantas formas diferentes o podiam fazer?

A cada uma das pessoas vamos atribuir um dos nameros:
1 2 3 4 S

A esta sequéncia chama-se permutagio principal.

Para obtermos outras permutagdes basta trocar a ordem de pelo menos
dois elementos.

Sdo permutagdes destes cinco elementos:

1 2 4 3 5 ou 2 3 4 5 1

Mas para a resolugdo do problema nio nos interessa escrever as permuta-
¢Oes, mas sim saber quantas existem.

O numero total de permutagdes representa-se por Ps (ler: “permutagdes
de 57) e pode calcular-se atendendo ao seguinte esquema:

Lugares no banco: 1.0 2° 3° 4° 5°
N.° de possibilidades por lugar: 5 x 4 x 3 x 2 x 1

-I; —[- 1 possibilidade
2 possibilidades

3 possibilidades
4 possibilidades

— 5 possibilidades

Hi cinco possibilidades para ocupar o primeiro lugar do banco, quatro
para o segundo e assim sucessivamente.

Pi=5x4x3x2x1;
P; =15,
P5=120.
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Z1

1.1

1.2

1.3

Calcule:
P+ P
3!
Escreva todas as permuta-
¢oes diferentes que é possi-
vel obter com as letras:

a, b, c.

Utilizando todas as letras
da palavra “BONITA” quan-
tas palavras diferentes, com
ou sem significado, se
podem formar?

De um modo geral:

Permutagoes de n cdlementos

Chamam-se pemutagoes de o element

os a todas as sequéncias diferentey |
que ¢ pomivel obter com o # clementos, S

a-se por I, (lers “permutagoes de n”),

O mimero dessas sequencias represent

P,=n!

Assim:

’,7'——7! ;

sz 10' H !
P=11=1.

Exemplo 1  Numa competicao

Numa competigdo participam oito equipas.

Nio havendo cquipas empatadas, de quantas formas diferentes se pode
apresentar a classificacio final?

Resolugao ]
Temos oito equipas.

Para o 1.° lugar temos oito possibilidades.

Para o 2.° lugar temos sete possibilidades.

1%° Aty 3.° 4.° S°e 6.° Vi 8.0
8 X 7 x 6 x 5§ x 4 x 3 x 2 x 1

46320

Logo, temos:
Pg=8!=40 320

possibilidades diferentes de classificagio final.
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=1

2.1

2.2

Calcule:
a) A,;
b) *4;;
c) YA, .
Com os algarismos 1, 2,
3 e 4, escreva todos os

nGmeros possiveis de dois
algarismos diferentes.

1, Anélise combinatéria 2 1

1.3 Arranjos sem repeticédo

Consideremos o seguinte problema:
Numa turma com scis meninas, vai ser elcita uma para chefe de turma e

outra para subchefe. Quantas formas diferentes ha de fazer a eleicao?

Se representarmos as meninas pelos numeros 1, 2, 3, 4, 5 e 6, cada
forma de eleigdo seré representada por um nimero de dois algarismos.

Algumas dessas possibilidades serio:

12; 21; 13; 31; 45;

A cada uma destas sequéncias chama-se arranjo sem repeticao de seis dois
a dois.

Como temos de ocupar dois lugares diferentes e temos seis pessoas, h4 seis
possibilidades para o 1.° lugar e cinco possibilidades para o 2.° lugar:

Chefe de turma Subchefe
6 5

Logo, hd 6 x 5 =30 formas diferentes de fazer a eleicio.

De um modo geral, temos:

Arranjos sem repeticao

‘Dados 7 elementos quaisquer, chama-se arranjos sem repeticao dos
n elementos p a p atodas as sequéncias que é possivel obter com
p elementos escolhidos arbitrariamente entre os n dados.

O niimero de todas as sequéncias designa-se por "A, (ler “arranjos de # ,

p a P”)'

Exemplo 2  Para calcular

Calcule: *A,, "A; e A, .

Resolugao

Ay =5 x4 =20

A;=7x6%5=210

A, =10x9x8x7x6x5=151200

De um modo geral:

"A,=n(n-1) (n—2)x'...x(n—p+1). :
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Logo:
"‘411 = [)ll

Exemplo 3  peterminar n
Determine 7, sabendo que "A, = 420 .
Resolugao

" n!

= "A =420
Ap (" __p)' > 2

420=—1__ oy 4902 1) (p=2)!

(n—=2) (m=2)! o
S A20=r"-n < ¥ -n-420=0
+V
% <=>n=1+ 1+4X420.C0mo n>0, vem n=21.,
Determine n, sabendo que: 2
42°A, = "A, Verificagdo: 2'A,=21x20 =420 .

Exemplo 4 A distribuicdo das medalhas

Numa prova final de natagdo vio paricipar sete nadadores, que dispu-
tam as medalhas de ouro, prata ¢ bronge, De quantas formas diferentes

s¢ podem repartir estes trés prémios? (Nido se admicem empates.)
=1

Resolucao
Quantos ndmeros de quatro alga-  Treq g de calcular o nimero de arranjosde 7, 3 a 3.
nsmos diferentes existem, no 5
sistema de numerago decimal, A;=7x6x5=210
que ndo tenham nenhum zero?

Logo, ha 210 formas diferentes de distribuir 0Ss trés prémios.
—_—
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Repare que;
g, a, a, e o, 0, 4, sdo
sequéncias diferentes de trés
elementos.

1. Anélise combinatéria 23

1.4 Arranjos com repeticao

Na linguagem dos computadores usa-se o codigo bindrio que ¢ caracterizado
pela utilizagio de apenas dois algarismos, 0 e 1, na escrita dos nimeros.

* Quantas mensagens diferentes podemos escrever com os dois algarismos?

00; 01; 10; 11
Com dois algarismos pode-se escrever quatro mensagens diferentes.

* Quantas mensagens diferentes podemos escrever com trés algarismos?

0 — 000 0 — 010
00/ 01<
1 — 001 1 — 011

0 — 100 0 — 110

10
\1—101 \1——111

Portanto, com trés algarismos podemos escrever oito mensagens:
000, 001, 100, 101, o010, 011, 110 e 111.

e Quantas mensagens podemos escrever com cinco algarismos?

Observando que quando acrescentamos um algarismo podemos escrever
o dobro das mensagens que escrevemos antes, tem-se:

2x2x2x%x2x%x2=25=32

Logo, com cinco algarismos podemos escrever 32 mensagens.

e Quantas mensagens podemos escrever com p algarismos?

Por analogia com os casos anteriores conclui-se que, em geral, com p
algarismos podemos escrever 2” mensagens.

Ao niimero 2" chama-se arranjos com repeti¢do de 2 elementos p a p
e representa-se por A, .

Arranjos com repeticao

Dados # elementos quaisquer, @, , 4,, ..., 4,, chama-se arranjos
com repeti¢io de # elementos p a p a todas as sequéncias de p ele-
mentos, sendo estes diferentes ou nao, que se podem formar com os
n elementos dados.

De um modo geral, temos:

A, =n’
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=13

5.1 C(alcule:
6.
) (0);
b) 30 >
C) lm(--n:m;'
d) nC‘lDXPZB
¥, x BC,x P,
8 10 15
5.2 Verifique que, para todo
neEiN;
a) "G=1;
b) "C,=1;
¢) C,=n.

|
|

Joaquina corresponde & mesma situagio que levar a Joaquina e o Anténio.

De um modo geral, tem-se: "C,=—%, n

Como "A,=————, vem:

- Exemplo 5  Para calcular

1.5 Combinacées sem repeticdo

* Definigio _
A diferenga entre as combinaghes sem repetigio ¢ 0s arranjos sem repetj. -
¢io esti em que nas combinagoes nio interessa a ordem,

A travessia de um rio ¢é feita através de um pequeno barco onde, além do
remador, s6 podem ser transportadas duas pessoas. Ha um grupo de seis -
pessoas para transportar. De quantas manciras diferentes se pode fazer o

Consideremos o seguinte problema: e
‘l

transporte?

Na resolugdo deste problema a ordem nio interessa. Levar o Antonio e a

Assim, o nimero de formas diferentes de transportar os seis elementos
corresponde ao nimero de subconjuntos de dois elementos que ¢ possivel
definir num conjunto com seis elementos. Sabemos calcular o numero de
sequéncias ordenadas de dois elementos. Mas, cada subconjunto de dois
elementos da origem a duas sequéncias.
Logo, temos de dividir A, por 2 :

6

A, 6x5
—2_0%2 g5

2! 2
A este nimero chama-se combinagdes sem repeticao de 6, 2 a 2 e
representa-se por: p
A,

21

Nimero de subconjuntos:

%C, ou por (g) , sendo °C, =

HA

\Y%

i >

Combinagdes sem repeticio

n
"C, ou (p) € igual ao nimero de subconjuntos, com p elementos, que

se podem formar num conjunto com 7 elementos.

!
n. 1

(n=p)°

n 2—”!_ n i n!
ATPEr TS (p) U1l

Calcule °C;.

Resolugdo

Ay Sx4x3

) _
G=g = 357 - 10
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6.1 Uma aposta de totoloto
consiste em assinalar seis
numeros escolhendo-os de
1 a 49.

Quantas apostas diferentes
se podem fazer?

6.2 De 10 operédrios vio ser
escolhidos 5 parairem tra-
balhar numa obra.

Quantos grupos diferentes
se podem formar?

1. Andlise combinatéria

Exemplo 6  Escolher uma comissio

De quantas formas diferentes se pode escolher uma comissio de cinco
professores de entre os 200 professores de mma escola?

Resolugao

Na escolha dos cinco professores nio interessa a ordem. E indiferente
escolher os professores A, B, C, D e Eou B, A, C, D ¢ E.

Logo, trata-se de calcular:
2.
w0~ _ 200! 2 ’."?Eszsssaaw

5= 51 g5 = 2 535 650 040

Podemos escolher de 2 535 650 040 for-
mas diferentes cinco professores de entre os
200 de uma escola.

Num parque de campismo ha
varias tendas.

Cada tenda esti ligada a cada
uma das outras por um caminho.

Sabendo que ha 120 caminhos
diferentes, quantas tendas ha no
parque?

Exemplo 7 Escolher representantes

Numa turma de 20 alunos sendo 8 rapazes e 12 raparigas vao ser

-

escolhidos 3 para representar a turma numa reuniio com o Conselho
Pedagogico.

Quantos grupos diferentes podem ser formados, sabendo que:
7.1 o grupo ¢ formado s6 por raparigas?
7.2 a chefe de turma terd de fazer parte do grupo?

Resolucao

Atendendo a que nio hd cargos distribuidos, a ordem da escolha nio
interessa.

7.1 Pretende-se escolher o grupo de 3 entre as 12 raparigas:

12 x 11 x 10

3xz o

IZCJ -

7.2 Uma vez que a chefe da turma faz parte do grupo, trata-se de esco-
lher dois alunos entre os restantes 19 .

Logo, trata-se de calcular:
12 nCr 3°
19 x 18

PG, =—5===171 ;19;nn:r- e

[}
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1.6 Triangulo de Pascal
6 ' Ox valores resultantes de *C, (v, pEMN, ¢ n 2 p) podem ser dlsp‘m"s
bsérvagio

em forma de tringulo, duupmnu maodo:

0 esquema trianqular a0 lado !uii 5|

apresentado por Pascal, matemd. | i nw0
tico francés, e por 1.1-:.1qlia.. v
matemditico italiano. ! I U Pl
0 a
1 ) =2 I
S G 2
|(“ 1(_‘,1 ‘( . |(4 TER
= 4
Q ‘o ‘o ‘o G "
Lo R R~ T T el
Tartaglia Pascal
(1500-1557) (1623-1662)
Calculando os respectivos valores, obtemos
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

A esta representagio dos valores de "C, chama-se Triangulo de Pascal.

Propriedades das combinacoes

Da observag¢ao do Tridngulo de Pascal resulta que:

1.° Em cada linha o primeiro e o altimo elementos sao 1.
"Co="C,=1
2.° Em cada linha os elementos equidistantes dos extremos sdo iguais.

rfcp = "Cn-—p
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8.1

Observe o esquema seguinte:

@ —+linhan=0
@—-linha n=1

@

@ @ @—»Iinhan:

@

8.2

8.3

8415

® G (D) —linhan=4

Construa a 7.7 linha do
Triangulo de Pascal (n = 6)
e calcule a soma dos elemen-
tos da 8.% linha.

0 quarto ndmero de uma
certa linha do Tridngulo de
Pascal é 22 100 .

A soma dos quatro primei-
ros nGmeros dessa linha é
23 479 .

Qual é o terceiro elemento
da linha seguinte?

Um conjunto tem exacta-
mente 128 subconjuntos.
Justifique que este con-
junto tem tantos subcon-
juntos de trés elementos
como de quatro elementos.

Determine 1, sabendo

que:
Z/AC _5)‘:" ?Cz

1. Andlise combinatéria

3." Cada elemento (com excepgio dos extremos) ¢ igual a soma dos dois
clementos que estao por cima, na linha anterior.

|
I+

N\
1 4

/
E N /l
4 1

N
/'1

!
“Fr
bt
o
6
—n+i
"Cp+ll P+I __H‘ C’,+l

4.° A soma dos elementos da linha correspondente a determinado valor de
n€IN, éiguala 2".

n=0 1 = 1=0°
n=1 1 + 1 = 2=2%
n=2 1 + 2 + 1 = 4=2*
n=3 1 + 3 + 3 + 1___=8=2
n=4 1 + 4 + 6 + 4 + 1_=16=2"
"Co+"Ci + ... +"C,=2"

Um conjunto com # elementos tem exactamente 2" subconjuntos.

Exemplo 8 Questio de escolha multipla

27

A soma dos trés tltimos elementos de uma linha do Tridngulo de Pascal é

172.

Qual é o terceiro elemento da linha seguinte?

(A) 153 (8) 171 (€) 19 (D) 969

Resolugao

A soma dos trés dltimos elementos de uma linha do Tridngulo de Pascal

é igual 2 soma dos trés primeiros: 1, a € b.

1 a b
NN

1 a+1a+b

. — Trés primeiros elementos

1+a+b=172 & a+b=171
O terceiro elemento da linha seguinte &€ 171 .

Resposta: (B)
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@‘bserw(éo

(a+b) =a®+2ab+ b

(a +6) = (a+b)x(a+b)
=a'+ 3a’b + 3ab® + b
(@+b)=(a+0b)(a+b)
=a"+4a'b + 6a°b* + 4ab’ + b*

—

=13

Desenvolva e simplifique:

9.1 (2a+b)°;

9.2 (3 +§)5:
9.3 (Vx+Vy),

x>0ey>0).

1.7 Binomio de Newton

Observemos o seguinte padrio:

[PRY ] | ———

Notemos que no desenvolvimento de (a + b)" se tem:
* o grau do polinémio do desenvolvimento de (a + b)" é n;

* os coeficientes sdo os nimeros de uma linha do Tridngulo de Pascal.

De um modo geral, tem-se:

(@+b)'="Coa"+"Cia" 'b+"Ca" 2 b*+...+"C,_,ab" "' +"C, b"
Formula do binémio de Newton

Ou seja:

(@+by'=> "C,a" " b

p=0

Exemplo 9  Desenvolvimento da poténcia de um binémio

Desenvolva (x — 3)°.

Resolucgao

(x = 3)¢=°Cy x° + °C, x° x (- 3) + °C, x* x (=3P +°C; x> x (- 3)° +
+6Cy 2% X (= 3)* +5C; x X (= 3)° +5C, x (- 3)¢

(x — 3)°=x°—18x" + 135x% — 5402 + 1215x2 — 1458x + 729

Propriedades do bindmio de Newton

Observando a férmula e atendendo s propriedades das combinacdes

estudadas, podemos concluir que:

® o desenvolvimento de (a+b)" tem n+ 1 termos;

* no desenvolvimento de (a + b)" os coeficientes dos termos igualmente
afastados dos extremos sio iguais. Se # é par haverd um termo médio

e, portanto, terdo de se calcular os coeficientes até esse termo, inclusive.
® o termo de ordem p+1 é T,,,, sendo:

Tpo1="C,a" P ¥ ou T,="C,_, a" P+ b1

Estas expressdes permitem calcular qualquer termo, conhecida a sua

ordem, sem que seja necessério escrever todo o desenvolvimento.
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10.1 Indique quantos termos
tem o desenvolvimento do
binémio:

(2 + )

10.2 Determine o oitavo termo

do desenvolvimento de:

29

1. Anilise combinatéria

Exemplo 10

Escrever termos
EFscreva o termo médio do desenvolvimento de:

Va V2
& i

r

(

O desenvolvimento do binémio tem nove termos.

N
) ,sendo az0 ¢ b#0.

Resolugao

D , 8
(\/3; +1)” (x>0) O termo médio é o 5.° termo que se obtém para p = AT 4,
10.3 Determine o termo médio B-p I
do desenvolvimento de: T .=%C ﬁ ﬁ
6 P+l P\ 2 b
(3x+y)
10.4 Determine n sabendo g \/; ' \/i ’
que no desenvolvimento  1s = Cq -5\ h
de (x +y)" ha um termo
cuja parte literal é: 2 2
a 4  35a
10 = 900 % X — =
X0y 8 16 b* 2b°
Sintese
m
ordem dos elementos?
Sim \/ Nio

Si

Si

-Os elementos
podem repetir-se?

-~ Os elementos ™
‘podem repetir-se?

Nao

. Entram
todos os elementos
na sequéncia?

0 "A;=n (n-—:'.‘lr)x...“)‘( (n—ﬁ+i)

!
"(n p) s T Pl

."CU
.”CI’+" p¢]=

s(a+b)"="Cya"+"Cya""'b

"C,=1;

n+1

p+l;

ncp = "C,,_p ;

1Cy+"Cy+ e+ "C,=2"

+"Cz an-z b2+ ...+”C,,,,1ab"" +"C,, bn
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QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

) Dispomos de nave cores diferentes ¢ pretende-
mos pintar trds quadrades congruentes de cones

diforentes,
De quantas formas diferentes o podemos fazer?

(A) 504; (B) 42: (C)27: (D) 729.

7 pontos

H Com os simbolos das operagoes x , + e -
completam-se os espagos em branco na expres-
sdo seguinte, sem repetir os simbolos.

e Mla]allls

Quantos valores numéricos diferentes & possivel
obter para a expressao?

(A) 10; (B) 9;: (C) 8; (D)__ 6.

7 pontos

EJ Com os algarismos de 1 a 9, quantos ndme-
ros de trés algarismos podemos formar que
sejam maiores que 777 ?

(A) 70;
(€) 3! x3!x2!;

(B) Ay ;
(D) 182.

10 pontos

Com as letras da palavra ANALISE, quantas pala-
vras, com ou sem sentido, se podem formar de
modo que tenham as trés consoantes juntas?

(A) 288; (B) 360; (C) 720; (D) 576.

11 pontos

H Um jardim é for-
mado por 5 can-
teiros, como se
mostra na figura.

0 canteiro A tem
ligagdo com B e
C.

¢ tem ligagho com A, B ¢ 0. D temligg.
¢docom @ £. .
Dispomos de seis esped ies de Hores diferentes,

De quantas formas dilerentes pml.temus decoryy
o jardim de modo que catda canteiro que tenhy
ligagdo com o gutro fique com flores de tipos

diferentes?

(A) 720 ; (D) 480,

(B) 3600 ; (C) 3000 ;

10 puntes

@ 0 Mosse ndo se recorda do telefone da Ana,
Sabe que o0s dois primeiros algarismos sao 82 ,
por esta ordem, e, dos outros sete algarismos,
sabe que tem trés 2, dois 5 e dois 9.
Quantas chamadas, no maximo, tem de fazer
para conseguir telefonar a Ana?

(A) 210; (B) 15120; (C)5040; (D) 420.

8 pontos

Numa reuni3o encontram-se sete pessoas que se
cumprimentaram umas as outras.

Quantos cumprimentos foram trocados?

(A) 42 ; (B) 14; (C) 7; (D) 21.

7 pontos

Bl 0s primeiros-ministros de sete paises, incluindo
Mocambique, Portugal, Angola e Cabo Verde,
sentaram-se numa mesa em fila.

De quantas formas diferentes se podem sentar se
o mogambicano e o portugués querem ficar jun-
tos e o cabo-verdiano e o angolano querem ficar
nos extremos?

(A) 72; (B)120; (C)96; (D)48.

8 pontos

El Considere todos os nameros impares com quatro
algarismos. Quantos desses ndmeros tém exac-
tamente dois algarismos pares?

(A) 1625; (B)1875; (C)625; (D) 1040.

10 pontos
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Problemas Propostos

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

Kl Dados sete pontos, cor-
respondentes ao centro e
a0s vértices de um hexa-

* . gono reqular, determine o
nimero de tridngulos que
se podem desenhar com
vértices nesses pontos.

1
}

i
|

[

. IS TR

g
[N

8 pontos

[ Numa caixa ha oito bolas numeradas de 1 a 8.
Retiramos uma bola da
caixa, registamos o
numero e colocamos de
novo a bola na caixa.

Repetimos o procedi-
mento quatro vezes.

Quantos resultados diferentes é possivel obter?

7 pontos

Um restaurante seleccionou trés entradas, cinco
pratos e seis sobremesas.

0 dono do restaurante pretende ordenar a
ementa colocando primeiro as entradas, depois
os pratos e finalmente as sobremesas.

B 0as permutacies que é possivel fazer com as
letras da palayra AMORES, quantas comegam por
S 2 € por voyal?

9 pontos

B uma turma da 12.° classe tem 17 alunos dos
quais 10 sdo rapazes.
0 professor de Matemética pretende indicar
cinco alunos para fazerem um trabalho sobre
historia das probabilidades.

Determine de quantas formas o pode fazer se o
grupo dos cinco alunos:

6.1 tem so rapazes;
6 pontos

6.2 tem sd raparigas;
6 pontos

6.3 tem pelo menos dois rapazes e pelo menos
duas raparigas;
9 pontos

6.4 tem pelo menos duas raparigas.
12 pontos

[ Na figura, ABC & um angulo agudo.

Ol

De quantas formas diferentes pode ordenar a

ementa? A

/r &*
7 pontos”

Numa sorvetaria servem-se gelados. 3y & <t D)
Estdo disponiveis seis sabores diferentes. '

N\ Secungbt®
\\{'l’_ﬁf.iﬂilgﬁ./.;"

4.1 0 Ramos vai pedir um “=(uantos angulos agudos pode observar na figura?

gelado com trés bolas como
se mostra na figura.

Quantos gelados diferentes pode pedir se:
a) as bolas sdo todas diferentes;

9 pontos

B Calcule o 7.° termo do desenvolvimento de:

7 pontos (ﬁ _ _2_)”‘
b) pelo menos uma bola é diferente das P K

outras duas. 10 pontos

9 pontos "

4.2 Resolva o problema 4.1 conside- () El A soma dos trés dltimos elementos de uma

rando agora que o gelado & idén-

tico ao da figura. ’?

13 pontos

linha do Triangulo de Pascal & 106 .

Qual é a soma dos dois primeiros elementos
dessa linha?
10 pontos
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Objectivos

1. Reconhecer reqularidades em
fendmenos aleatérios.

2. Aplicar probabilidades para
resolugdo de problemas pra-
ticos da vida.

w
.

Calcular frequéncias absolu-
tas e relativas de um aconte-
cimento.

4. Aplicar as propriedades de
frequéncia relativa para o
calculo de probabilidades.

5. Calcular probabilidades de
acontecimentos incompati-
veis e equiprovaveis.

(=]
.

Resolver problemas de deter-
minagdo da probabilidade de
um acontecimento em casos
simples.

@bservaqéo

1. Uma experiéncia é um pro-
cesso, ou conjunto de circuns-
tancias, capaz de produzir resul-
tados observaveis.

2. A palavra aleatério deriva da
palavra latina alea que significa
sorte, risco ou acaso.

«Alea jacta esty»
(«A sorte esta langadan)

3. Acaso significa auséncia de
causa.

4. Sequndo Moore (1996), “alea-
torioc” no vocabulario da
Estatistica ndo significa “aciden-
tal”, mas refere-se a uma espécie
de ordem que emerge s6 ao fim
de um grande nimero de repeti-
G0es (in the long run...).

2. Calculo de probabilidades

2.1 Experiéncias aleatorias e experiéncias deterministas |

Considerem-se as duas experiéncias seguintes:

1.7 experiéncia 2.” experiéncia

Atirar uma pedra a um lago. Langar uma moeda ao ar.

Y i ¥ e
Ty R

Na primeira experiéncia, ji conhecemos o resultado mesmo antes de a:

efectuarmos. A pedra vai ao fundo.

Na segunda experiéncia, nio podemos afirmar qual das faces fica voltada

para cima antes de termos efectuado a experiéncia.

A primeira experiéncia chamamos determinista ou causal.

A segunda experiéncia chamamos aleatéria ou casual,

Experiéncia determinista (ou causal)

As experiéncias deterministas ou causais caracterizam-se por produzirem 0.

mesmo resultado, desde que sejam repetidas sob as mesmas condigoes.

. Experiéncia aleatéria (ou fenémeno aleatério)

- As experiéncias aleatérias sdo experiéncias cujo resultado, apesar de s¢ |

encontrar entre um conjunto de resultados conhecidos i partida, nio se

conhece antes de se realizar a experiéncia, ainda que esta seja realizada sobz
as mesmas condigdes. '
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2. Cileulo de probabilidades

Observe-se que esta incerteza depende da intervengio do acaso. Contudo,
apesar de se tratarem de fenomenos incertos, admite-se que se pode encontrar

. ® ()
. .. Sl B 6 ° ° e
i L] e 8 ie e 0

6bservaq§o

1. Ao conjunto de resultados
também se pode chamar espago
de resultados, espago amostral
ou universo amostral.

2. 0 espaco de resultados pode
ser discreto ou continuo.

Neste capitulo s6 estudaremos
espacos de resultados discretos e
finitos, ou seja, aqueles que tém
um namero finito de elementos.

PLMM12-03

um padrio de comportamento.

A teoria das probabilidades ocupa-se do estudo das leis que regem os
fenomenos cujo resultado depende do acaso, Por isso, s6 as experiéncias
aleatdrias interessam ao estudo das probabilidades.

2.2 Espaco de resultados. Acontecimentos

Relativamente a experiéncia aleatoria que consiste em observar o resul-
tado do langamento de um dado, tem-se:
-4

S={1,2,3,4,5,6)

S ¢é o espaco de resultados, conjunto de resultados ou espago amostral.

Espago amostral § ¢é o conjunto de todos os resultados possiveis, asso-
ciados a uma experiéncia aleatoria.

Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em lancar um dado e
observar se sai um nimero impar, temos:

A=[1,3,5); ACS. A éum acontecimento.

Acontecimento de uma experiéncia aleatoria € qualquer subconjunto do
espago amostral.

Alguns acontecimentos tém nomes especificos:

e Acontecimento elementar

Se o resultado de uma experiéncia consta de um s6 elemento do espago
de resultados, dizemos que se trata de um acontecimento elementar.

No espaco amostral S, B={2} ¢um acontecimento elementar.
¢ Acontecimento cOmposto

Se o resultado de uma experiéncia consta de dois ou mais elementos do
espaco de resultados, dizemos que se trata de um acontecimento composto.

No espaco de resultados S, A={1, 3, S} éum acontecimento cOMposto.
e Acontecimento certo

Se o resultado de uma experiéncia consta de todos os elementos do
espaco de resultados, dizemos que se trata de um acontecimento certo. |

Na experiéncia anterior, S ¢ um acontecimento certo.
e Acontecimento impossivel

Se o resultado de uma experiéncia ndo tem qualquer elemento do espago.
de resultados, dizemos que se trata de um acontecimento impossivel.
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2.3 Operacoes com acontecimentos

I xiate jrae alelivmo cotre 4y Operagoes Com Cconjuntos ¢ s Operagoes mm_‘.
acontestmentos, Nooentanto, unliza-se uma hinguagem propria para m‘

AvOnEeC e nios,

Reuniio de dois acontecimentos

Reuniio ou uniio dos acontecimentos A ¢ B € o acontecimento qucg? d
realizascesose A ou B se realizam.

Representa-se por AU B ou por (A ou B).

Sendo: S=(1, 2, 3,4, 5, 6}
A=(l, 2, 3}
B=1(2, 4, 6}
AUB=(1,2, 3, 4, 6]

Interseccao de dois acontecimentos

Interseccao dos acontecimentos A e B é o acontecimento que se rcahza :
secsOse A e B serealizam simultaneamente. 4

Representa-se por AN B ou por (A e B).

Sendo: §={1, 2, 3, 4, 5, 6
A=(1, 2, 3)
=2, 4, 6)
ANB={2)
Se AN B & um acontecimento impossivel, os acontecimentos A e B |

dizem-se acontecimentos disjuntos, acontecimentos incompativeis OU ,
acontecimentos mutuamente exclusivos.

Acontecimentos incompativeis ou disjuntos

Acontecimentos disjuntos, incompativeis ou mutuamente exclusivos sao .-
acontecimentos em que a realizagio de um deles implica a nio realiza:,
¢do do outro.

Sendo: §={1, 2, 3,4, 5, 6)
=(1, 3
={2, 4, 6)
ANB=QJ
A e B sio disjuntos, mutuamente exclusivos ou incompativeis.

.
Se dois acontecimentos A e B sdo d151untos entio ANB=3, ouse n:
AN B é um acontecimento 1mposs:vel

WA M e
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1. Chieuln de probatiidades 35

Acontecimentos contrdrios ou complementares

O acontecimento contrano do acontecimento A representa-se por A ¢ é
o acontecimento constituido por todos os resultados de § que nio per-
tencem a A,

Sendo: S=(1,2,3,4,5, 6)
A=(1,2, 3
A=[4,5, 6

ANA=0O
AUA=S

Acontecimento A implica B

O acontecimento A implica a realizagio do acontecimento B quando
todo o resultado de A é um resultado de B.

Escreve-se ACB.

Acontecimento diferenca entre A e B

Acontecimento diferenca entre A e B éo acontecimento que se realiza
se ¢ 56 se A se realiza sem que B se realize.

Representa-se por A—B ou A\B.

Sendo: S={1,2,3,4,5, 6 ; : s
A={1, 2, 3}
B={2, 5)
'Gbiefvétao" A-B=A\B=(1, 3]

Repare que o acontecimento
diferenca entre os acontecimen-
tos A e B também pode repre-

sentar-se por AN B sde A retiram-se os elementos de B.

Aos elemento
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A experiéncia do conde de
Buffon e o nimero =«

Buffon, século XVIII, estudou a
probabilidade de ao langar uma
agulha, de 2 cm de comprimento,
sobre uma folha de papel com
linhas separadas de 4 cm, a agu-
lha intersectar uma das linhas.

|4 em
.

Prova-se que a probabilidade de a
aqulha intersectar a linha é %

Assim, esta experiéncia & mais
um método de determinar um
valor aproximado de = .

representa por P(A),

2.4 Definicio frequencista de probabilidade

Experiéncia
Lfectuou-se a seguinte experiéncia com um pequeno prego: |
“Atirar o prego para uma mesa diversas vezes ¢ registar 0 numero de vezes

”
.

que o prego ficou com o bico para cima

Construiu-se a seguinte tabela:

Ndmero de langamentos

20 | 40 | 60 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200
N.° de
vezes que
oprego | .o | 5 197 | 21| 18 | 32 | 25 | 40 | 47 | 54
ficou com
o bico
para cima
Frequéncia | 13 | 5 | 17| 2L |18 | 32 | 25 | 40 | 47 | 54
= Lativa 20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200
(f) 0,75|0,13 (0,28 0,26 /0,18 {0,27 (0,18 | 0,25 | 0,26 | 0,27 y

Com os dados da tabela construiu-se o seguinte gréfico:

A

i

Freq. relartiva (f)

0 T T

20 40 60 80

A 4

100 120 140 16r0 1;30 ZE)O

N.° de lancamentos

Definicdo frequencista de probabilidade

Seja A um acontecimento associado a uUma experiéncia aleatdria quc

gc:ldaen:iepcm-s'e, as vezes que quisermos, sempre nas mesmas condiqﬁ’es‘ ;

Juan ((:e:dnumcrq de Feallzagoes c.iesfa experiéncia aleatéria aumcliﬁ'k
¢ para infinito), a frequéncia relativa do aconteci A

fi(A) - tende a estabilizar em torno de um certo valor e

Por outras palavras, a frequéncia relativa do acontcc;menlo A converge.

Para um valor, que ¢ a probabilidade do acontecimento A ::]‘:::@

' ,
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0 conceito cldssico de probabi-
lidade contrasta com o conceito
frequencista de probabilidade,
baseado na frequéncia relativa,
em dois aspectos essenciais:

1.° no conceito classico, as pro-
babilidades sdo estabelecidas
a priori a partir da suposicao da
equiprobabilidade dos aconteci-
mentos; no caso do conceito fre-
quencista, as probabilidades sao
estabelecidas a posteriori com
base nos resultados observados
na realizagdo da experiéncia;

2.° o conceito classico aplica-se
apenas a acontecimentos equipro-
véaveis; o conceito frequencista
aplica-se a acontecimentos equi-
provéveis e nao equiprovaveis.

Na interpretagdo frequencista de
probabilidade associam-se proba-
bilidades aos acontecimentos a
partir da frequéncia com gue esses
acontecimentos sio observados,
ou seja, se observdmos n aconte-
cimentos, dos quais n, possuem
um certo atributo A , entdo a
probabilidade de Anseré aproxi-
madamente a razio —ni

0 conceito frequencista rela-
ciona-se com o conceito classico
através da chamada lei dos
grandes nimeros, abordada pela
primeira vez por Bernoulli, no
séc. XVIII, que afirma:

Para um grande ndmero de expe-
riéncias, tendo cada uma um
resultado aleatdrio, a frequéncia
relativa de cada um desses resul-
tados tende a estabilizar, conver-
gindo para um certo nimero que
constitui a probabilidade desse

resultado.

2. Célculo de probabilidades

e Da frequéncia relativa para a probabilidade

A relagdo entre a frequéncia relativa ¢ a probabilidade de um aconteci-
mento permite estabelecer as seguintes conclusoes:

0</fi(A)<1 0P (A)<1

A probabilidade de um acontecimento A é um ndmero maior ou igual
a 0 emenorouiguala 1.

f, (Acontecimento certo) =1 P (Acontecimento certo) = 1

A probabilidade do acontecimento certo é 1.

P (Acontecimento impossivel) =0

f:; (Acontecimento impossivel) = 0

A probabilidade do acontecimento impossivel ¢ 0.

2.5 Definicdo classica ou de Laplace de probabilidade

A primeira definigdo que se conhece de probabilidade foi enunciada por
Pierre Simon Laplace (1749-1827).

Esta definicao sé pode ser aplicada quando os acontecimentos elementares
sio igualmente provaveis (equiprovaveis).

Assim, ndo podemos calcular a probabilidade de uma carica ficar voltada
para cima usando a regra de Laplace.

Neste e em muitos outros casos teriamos de recorrer a experiéncia. No
caso de lancamento de dados, de extracgao de bolas, de langamento de
moedas, de extracgio de cartas de um baralho e em todas as situagoes em
que os acontecimentos clementares sio equiprovaveis, podemos calcular,
com vantagem, a probabilidade sem recurso 3 experiéncia usando a defini-
cdo clssica de probabilidade, também conhecida como regra de Laplace.

Lei de Laplace ou regra de Laplace

Se os acontecimentos elementares forem equiprovaveis, a probabilidade
de um acontecimento A ¢ igual ao quociente entre 0 nimero de casos
favoraveis a0 acontecimento e o niimero de casos possiveis.

Ou:

P(A) = Niimero de casos favoraveis ao acontecimento A
Niimero de casos possiveis :

A regra de Laplace apenas se aplica no caso do conjunto de resultados ser

finito.
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Exempto 1  Tirar bolas

’ CVinguiveds ao tacto, numeradas de 1 a
Numa caixa hi 20 balas indistinguive ;

cerdo 12 verdes ¢ 8 azos,

|
|

1.1 Tiram-se, ao acaso, duas bolas seguidas (sem as repor).
Qual é a probabilidade de a primeira ser verde e a segunda azul?

1.2 Tiraram-se, ao acaso, trés bolas seguidas, sem as repor. _
Qual ¢ a probabilidade de serem duas azuis e uma verde (sem inte- |
ressar a ordem)? '

Resolugao

1.1 1.° processo

Contagem dos casos possiveis: Verdes  Azuis | Total
2 8 |20
1.* tiragem 2.* tiragem
20 X 19 =380

Contagem dos casos favoraveis:

1. tiragem 2.7 tiragem
12 X 8 =96
Logo, P = 26 _24
380 95 q
2.° processo | j
)
2 8 %
20 20 > 1. tiragem A}
@ # bservagao Sair verde Sair azul g i
0 2.° processo pode ter vantagens )
se acerca do mesmo L 8 12 3
problema se 1 — = 7 L e 3
fizerem varias perguntas. Por _ ¥ 19 19 2 tiragem (8
exemplo, determine a probabili- Sair verde Sair azul Sair verd ai J :
dade de: e Sair azul
e as duas bolas serem verdes; 1—2_ e i = i = 2-_4
e as duas bolas serem azuis; 20 19 380 25
* ser uma de cada cor. Logo, P = ;_; ‘
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2. Ciscuto de prodabdidades

1.2 Casos possiveis: 20 x 19 x 18 = 6840
Casos favoraveis:

Se pretendemos duas azuis e uma verde, pode ser:

azul, azul, verde  ou  azul, verde, azul  ou verde, azul, azul
E8x7x12=672 Sx12x7=672 12x8x7=672
Logo,

p=3x672_2016 28 g
6840 ~ 6840 95

Ou seja, P=29%.

O problema também pode ser resolvido usando um diagrama em

arvore:
=4

Uma senhora tem trés blusas
(uma azul, uma verde e uma
branca), duas saias (uma azul e
uma verde) e dois casacos (um 11
azul e outro verde). 19

1.1 Determine o nimero de toi-
lettes (constituidas por uma

blusa, uma saia e um 10 s n 7 1 7 12 6
casaco) que a senhora pode 1 18 18 18 18 18 1 18
fazer.

1.2 Se ela escolher ao acaso a @ @ @ @ @ @ e @

roupa para vestir, qual é a
probabilidade de ficar ves-

3 L 12, 8 12 7 12 8 7 _2016
tida de uma sé cor? 20 1

18 720 19 718 20 19 X 18 ~ 6340

\O

Exemplo 2 Lancar dados

Langam-se dois dados equilibrados com as faces numeradasde 1 a 6.

Qual € a probabilidade de que a soma dos pontos obtidos nos dois dados
seja 67

E de que seja 72

i Resolucao

Langou-se quatro vezes consecuti- As 36 somas possiveis estdo na tabela seguinte.

vas um dado com as faces nume-  Ohoeryando a rabela, conclui-se que: 12|34 )5]6

radasde 1 a 6. 1121314 5’4@/7}

No primeiro lan¢amento sai face P(Soma 6) =i; 2|34 [5}s V‘:,/ 8

5 e no segundo face 3. 36 AR IAE

- v i

Qual a probabilidade de os nime- 6 1 AT
= = 47, 10

ros saidos nos quatro langamentos F{Soma 7) 36 6 //{f L

terem soma 167 5 |64 '7_,. 819 |10{11

Expligue o seu raciodinio. 6 @r"a 9110{11}12
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40 ;;_‘F(qblemas Propostos

' QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA T E

0 diagrama representa um grupo de oito amigos, Seja P(A). P(B) e P(() as probabilidades de ;.
A, B e C, respectivamente,

i b 3 R e

- '“'u"m“ o Tembe Oual das sequintes afirmagbes ¢ verdadeira?

&'“‘"‘" iz MG § (A) P(A) < PB) (B) PBY<PO):
Shnis o s AR (€) PLO) > PA) (0) P(A) >4 xP(0). |

o Jind

"
l., R A 4 Sl e o 1o

0 grupo recebeu uma oferta de trés bilhetes para
um concerto. B3 0 Salino esqueceu-se do nGmero do telembvel
do amigo Tembe.

16 pontosg

Se a escotha dos contemplados for feita por sor-

teio, indique a probabilidade de o Tembe e o Lembra-se apenas que:
Salino serem ambos contemplados. e 0 nGmero tinha nove algarismos;
(A) 10% : (B) 0,125 : (c) 11% ; (D) _23_8 ) ® comegava por 84 ;

e nio tinha zeros;

16 pontos .
" e terminava em 77 ;

. 5 e tinha um (e um s6) 3
El Na figura estdo representados um cubo e uma

piramide. A base da pirdmide coincide com a

base do cubo e o vértice V da pirdmide per- 0 Salino resolveu marcar o ndmero 84 8387577,
tence a face superior do cubo.

e tinha trés (e so trés) oitos.

A probabilidade de o Salino acertar no namero
do telembvel do Tembe é:

1 i

Ay ————; BY ——Mm—; 3
()5><"Az><7f2 ()5><“C2><7z

5 % C, X 72 5 % ‘A, X 72 .
’ (© 2 @)

16 pontos

A B .
Bl Numa caixa temos 14 bolas, sendo 3 verdes,

Considerando ao acaso cinco dos nove vértices 3 azuis, 3 vermelhase 5 cor-de-laranja.
da figura representada, indique a probabilidade
de que pelo menos trés nao sejam da pirdmide.

W= @5 ©g: ©g

16 pontos

El Lanca-se trés vezes um dado
equilibrado com as faces nume-
radasde 1 a 6.

Tiram-se da caixa 4 bolas ao acaso.

A probabilidade de sair uma de cada cor é:

. . 3 3 3

Considere os acontecimentos: (A) G X6 X6 %G (B) 3 .
. & 14 ’ 14 ’

A+ nunca sair o nimero 1; ” Gy

. . . 3 2

B : sairem todos os nimeros diferentes; (©) i (D) 3 x5 .
.. . Y ! ur -9

C : nunca sair ndmero impar. ¢ :




E¥ 0 Salino € aluno da turma A da 12.° classe,

turma que tem 31 alunos, sendo 18 raparigas
e 13 rapazes.

E necessario escolher quatro dos 31 alunos
para uma comissao.

Admitindo que a escolha é feita ao acaso,
determine a probabilidade de a comissdo ser
mista e de o Salino lhe pertencer.

Apresente o resultado sob a forma de dizima
com trés casas decimais.

20 pontos

El Um saco contém nove bolas numeradas de 1 a
9.

Extrai-se ao acaso uma bola do saco.

Determine a probabilidade de sair:

2.1 A: uma bola com um nimero par;

2.2 B: uma bola com um nimero primo;

2.3 (: uma bola com um nGmero inferiora 10;
24 ANEB;

25 AUB.

15 pontos

A Luisa tem no bolso dois berlindes verdes, trés

berlindes azuis e um berlinde amarelo.

A Luisa retira, ao acaso, um berlinde do bolso.
Determine a probabilidade de o berlinde extraido:
3.1 ser verde;

3.2 ser verde ou amarelo;

3.3 nio ser verde;

3.4 ndo ser azul.

16 pontos

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

 Problemas Propos

B 1rés arbitros e cinco jogadores de futebol

vao colocar-se em linha para tirarem uma
fotografia.

A sequéncia sequndo a qual os oito desportistas
se vao colocar é aleatdria.

Qual a probabilidade de que os trés arbitros
fiqguem juntos e nos extremos?

13 pontos

H 0ito amigos, quatro raparigas e quatro rapazes,

sentaram-se aleatoriamente numa mesa
redonda.

Qual é a probabilidade de rapazes e raparigas
ficarem sentados alternadamente, isto &, uma
rapariga entre dois rapazes?

14 pontos

B0 codigo de um cartdo multibanco é uma

sequéncia de quatro algarismos como, por
exemplo,0 1 1 3.

6.1 Quantos cédigos existem com pelo menos
dois algarismos 9 ?

17 pontos

6.2 Quantos codigos existem com um namero
menor do que 5000 e maior do que
3000 ?

12 pontos

6.3 Admitindo que o codigo de qualquer cartao
é atribuido ao acaso, determine a probabi-
lidade de um cartdo ter quatro ndmeros
diferentes.

13 pontos
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Um olhar sobre a Historia

A nogio de fungdo tem uma longa histaria, Todos temos uma ic!c‘ia intuitiva .du 3‘
significada do termo, empregando-o na linguagem comum para .slgmhc‘al: depL:nd(:n.u
cia de uma coisa de outra (por exemplo: “ir a praia ¢ fungio das condigoes Cl.u.naté' 4
ricas”). Contudo, em Matemdtica, o rigor é importante para clarificar as matérias,

Os primordios deste conceito encontram-se nas antigas tabelas de nimeros, que
encontramos ji na Antiguidade, nomeadamente as ligadas a aritmetica (tabelas de .
reciprocos usadas pelos Babil6nios, por exemplo).

Em 1748, o matematico suico Euler sugeriu esta definigio:

Uma fungdo de uma quantidade varidvel é uma expressao analitica composta de
qualquer modo da varidvel e de niimeros ou quantidades constantes.

Mas isto confunde fungdo com a sua expressdo analitica... Em 1755, propds 1
outra definigao:

Quando quantidades dependem de outras de tal modo que [as primeiras] sofrem
mudangas quando [as iiltimas] variam, entdo [as primeiras] sGo chamadas fun¢des
[das iiltimas]; esta é wma ideia muito polivalente que inclui nela prépria todas as
maneiras em que uma quantidade pode ser determinada por outras.

Demasiado vago... Em 1822, o matemitico francés Fourier recorria as coorde-
nadas cartesianas para definir fungio:

Em geral, a funcio f(x) representa uma sucessio de valores ou ordenadas, cada
uma das quais é arbitrdria. Sendo dada uma infinidade de valores & abcissa x, existe
um igual niimero de ordenadas f(x) .

Mas nem sempre uma fungio se pode representar num sistema de coordenadas.
O alemdo Dedekind, em 1888, abstraiu um pouco mais:

Uma fungdo [ mum conjunto S é uma lei de acordo com a qual a cada ele-
mento s determinado de S corresponde uma determinada coisa que é denomi-
nada a transformada de s e representada por f(s) .

Leonhard Euler Jean Foniri
(1707-1783) an Fourjer

(1768-1830)

Richand Dedufan
(1811 1918)
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Bl Generalidades sobre funcoes

2] Funcao afim. Funcao quadratica
El Funcao racional
4 Operacoes com funcoes

5 Funcoes exponenciais. Funcoes logaritmicas.
Funcoes trigonomeétricas (revisoes)

Actividades de investigagao

Elabore um jogo de cartas com grificos de fungoes polinomiais
ou trigonométricas e das respectivas expressoes analiticas.

Por exemplo, as imagens ao lado constituem um par.
Distribuem-se as cartas pelos jogadores.

Um jogador coloca wma carta na mesa, Quem niver o sen par hica
com ela, yunta a0 par ¢ soma | ponto. Quem nver o par © nio o
reconbecer perde | ponto,

O mesino wogados prade ter as duas cartas de wm par,

k:-_*e,.,_;__“j;.,f
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Objectivos

1. Identificar correspondéncias
que sdo fungdes.

2. Definir funglo.

3. Identificar diferentes formas
de representar uma fungdo.

4. Definir zeros de uma fungdo.

5. Determinar os zeros de uma
fun¢do usando ou ni3o a cal-
culadora gréfica.

6. Interpretar os zeros de uma
fungdo em contexto real,

7. Identificar os extremos abso-
lutos e relativos de uma fun-
cao.

8. Indicar maximizantes e mini-
mizantes.

9. Estudar a monotonia de uma
fungao.

10. Construir a tabela de varia-

¢ao de uma fungao.

11. Definir fungdo injectiva.

12. Identificar o grafico de uma

funcao injectiva.

13. Definir fungao bijectiva.

14. Definir funcao real de varia-

vel real.

15. Utilizar, de uma forma

intuitiva, o conceito de
fungdo continua.

apé.éh{aééo '

0 contradominio de uma fungio
estd contido no conjunto de
chegada.

1. Generalidades sobre fungoes

1.1 Nocdo de funcao

Observe o seguinte esquema:

A : Dominio

Os elementos
do dominio
sao os obcjetos.

Os elementos do
contradominio

B: Conjunto de
chegada

sio as imagens.

Nocao de fungao

Um.a fungdo f de A com valoresem B (f: A — B) consiste em doisf
conjuntos, 0 dominio A (D,) » 0 conjunto de chegada B e uma rcgrﬂ'
ou correspondencna que associa a cada elemento x (objecto) de A um e

um s6 elemento y = f(x) (imagem)de B.

Simbolicamente:

Ao conjunto das imagens de f chama-se contradominio da fum,-w ‘ '

representa-se por DY.

f: A— B

Contradominio

Pode haver elementos do conjunto
de chegada que nio pertencem ao
contradominio da fungia.

x_2y=fl(x)
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5l 1. Generalidades sobre fungtes 45

i 1.2 Formas de representar uma funcio

4 Uma fungio pode ser definida por:
* um diagrama
~————— ° uma expressio verbal:
“A cada nimero faz corresponder o seu dobro”
® uma expressdo analitica: y=2x
* uma tabela

® uma representagdo grafica ou um gréfico

Cada uma das representagdes tem as suas vantagens e
desvantagens.,

As formas mais utilizadas de definir uma fungio sio:

Coana e Veoreo, Adapiees

Expressao analitica Tabela Representagao grafica
ou
| Expressao algébrica x y=x2 Y K
| ; frxry=¥ -1 1
‘:.\\ \ : 0 0 \ --1 . /
'.\ - . ' )
\-\__\. f : 10 1 x
— 2 4
A
ﬁ 40m Exempio 1 A distincia entre os ciclistas
= " - -
Na figura ao lado estao representados dois ciclistas, A e B, pedalando
- a caminho de um cruzamento. Ao chegarem ao cruzamento, ambos conti-
d(t-)\ n nuaram em frente. No instante t =0, osciclistas A e B encontram-se,
| respectivamente, a 40 e 30 metros do cruzamento.
» Ei . i .
! B < Os ciclistas movem-se 4 mesma velocidade, que se mantém constante.
Qual dos graficos seguintes pode ser o da fungio que, para cada valor de ¢,
1 d4 a distdncia d(¢) entre os dois ciclistas, no instante ¢ 2
1.1 Considere a fungdo f, de  (A) (B) 4 (©)
e d 70 )
{ dominio{-1, 0, 1, 2}, 50
i definida por: 50
| _ 1 . BT
L fw=x=5 ) B ! : ) 7
J Represente f: )
| a) por uma tabela; Resolucao
i b) por um grafico. Seja x a distdncia entre os ciclistas no instante t=0.
g ..
bl 1.2. Considere a funcio g defi-  Pelo Teorema de Pitagoras vem: 0
i nida pela tabela seguinte: 2 =40+30* & ¥=2500 & x=50
] - .
i X |l -1] 0] 1.}:.2 Podemos entdo concluir que d(0)=50.
(]
i el —1.4.0 1148 Por outro lado, os ciclistas nio se chegam a encontrar dado que, quando

LM

o ciclista A chega ao cruzamento, o ciclista B ji se afastou 10 m .
Como os ciclistas nunca se encontram, a distincia entre ambos é sempre
diferente de zero. A seguir ao cruzamento os ciclistas afastam-se.

Assim, uma possivel representacdo grifica € a apresentada em (C).

| Represente g :
i a) por um grafico;

b) por uma expressao anali-
tica.
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1.3 Zeros de uma fungao

A tungio £ de domimo ®@ ¢ defimda por:
fix)=lx=10) (x = 3) (x + 2) |

O geifico da fungdo / intersecta o eixa (x nos pontos de coordenadas (<2 3

O, (3, 0) ¢ (10, O, ‘

Tem-se que f{=2)=f(3)=f(10)=10,

-2, 3 e 10 sdo os zeros da fungio f. .‘1

Zero de uma fungio
Zero de uma fungio ¢ todo o objecto que tem imagem nula.

O conhecimento dos zeros e a observagio do grifico da fun¢io permitem _
indicar o sinal da fungio.

Na fungio dada, tem-se:
Se x€]-2, 3[ ou x€]10, +o0[, entio flx)>0.
Se x€]-o0, -2[ ou x €13, 10[, entio flx)<O0.

1.4 Extremos absolutos e extremos relativos de uma
funcao 1

Extremos absolutos

Seja f uma funcdo de dominio D :
* f(a) é o miximo absoluto de f se,paratodoo x de D » fla)> f(x).
* f(b) € o minimo absoluto de f se, Paratodoo x de D, f(b) < f(x).

Extremos relativos
Seja f uma fungio de dominio D g

* f(a) é um maximo relativo de £ se existir um intervalo aberto E con- i 3

tendo a, tal que fla) > f(x), paratodo x de E ND;
4 € um maximizante,

* f(b) é um minimo relativo de f se existir um intervalo aberto F con-

tendo b, tal que f(b) < f(x), paratodo x de FND;
b éum minimizante, %

Das defini¢ées apresentadas resulta que:

[+] » #
1.° Qualquer extremo absoluto é também extremo relativo.

2.° Se uma funcio tem maximo absoluto

este coincide com o maior dos maxt-
mos relativos e com o maior valor do

contradominio,
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1.5 Monotonia de uma fungao

Diz-se que uma fungio f & cres-
cente em E quando, para todos os
numeros reais a ¢ b de E, sc a

<b, entio f(a) < f(b).

Diz-se que uma fungao f € decres-
cente em E quando, para todos os
niimeros reais ¢ ¢ b de E, se a
<b, entio f(a)>f(b).

1. Generalidades sobre fungdes 47

)l

[
[
] -

>

v X

o

'
'
L}
'
L]
L]
'
i

a

0 "

f écrescentcem E= [, v]

b
3>

0 n o a b v x

f é decrescenteem E=[u, v]

s Uma funcio diz-se crescente se for crescente em todo o seu dominio.

e Uma funcdo diz-se decrescente se for decrescente em todo o seu dominio.

e Uma funcdo é monétona num intervalo se for crescente ou decrescente

nesse intervalo.

e Uma funcio constante é crescente e decrescente em qualquer intervalo do

seu dominio.

Diz-se que uma fungdo f € estrita-
mente crescente em E quando,
para todos os niimeros reais a e
b de E, se a<b, entio f(a) <

f(b).

Diz-se que uma fungdo f ¢é estrita-
mente decrescente em E quando,
para todos os niimeros reais a ¢ b
de E, se a<b, entdo f(a)>f(b).

'
[
]
1
'
[l
[
[
1
)
]
1
]
L]
4

>

O #« a b v x

f é estritamente crescente em E=[u, v]

)

L)
]
i
I W _.
O-cu g .big X

f ¢ estritamente crescente em Ewfu, el
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Seja f uma fungao definida no
intervalo [- 6, 5], cuja
tabela de variagao é a sequinte:

F_"\—el Ll e 5
ENEEBENE

2.1 Indique o minimo e o
maximo de f.

2.2 Indique o conjunto-solugdo
da equagao:
flxy=1

2.3 Indigue o conjunto-solugdo
da condig3o:

fly<-3

Eu-mplu 2 Tabela de variagio de uma fungao

Estudar a monotoma de uma fungao ¢
amphoade onde a fungiao ¢

cente on constante,

)r

Considere a fungio [, de dominio [-3, 8], representada no grafico.
A monotonia da fungio pode ser apresentada numa tabela de variagao.
Construa a tabela de variagio da fungdo f, tendo em conta que € estri-
tamente crescente em |- 3, 2] eem [6, 8], ¢ estritamente decres-
cente em [5, 6] eéconstante em [2, 5].

Resolugao

x -3 2 5 6 8

f|-3 " |3]|—=13|\|1]| /|5

D=[0, +oo

1.6 Fungoes reais de variavel real. Conceito intuitivo
de continuidade

Uma boa parte das fungdes estudadas até agora descrevem fenémenos da
vida real e dentro dessas tém particular interesse aquelas em que a varid-

vel independente toma valoresem R e o conjunto de chegada é IR, ou
seja, as fungdes reais de variavel real.

Fungio real de varidvel real
Chama-se funcio real de variave

cada elemento de um subconjunt
s6 niimero real.

1 real a toda a correspondéncia que 3
0 A de R faz corresponder um e um

f:A— R
X\ ¥=f(x)

Uma fungio real de variavel real tem como d

A ominio um su i de R
e por conjunto de chegada IR . bconjunto

As representagdes graficas ao lado podem ser de funcées reais de varivel real
A fungio f é uma fungio continua (

€ ¢ possivel desenhar o seu grafico sem
levantar o lipis). A fungdo g nio ¢ ;

uma fungio continua.

procurar o0s imtervalos de I RTISTY

cotritmente crescente, estricmnente decres.

[L3d11
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Caracterize, determinando o
dominio, as fungdes reais de
varidvel real cujas expressdes
analiticas sdo:

1. Generalidades sobre fungdes

Dominio de uma fungio de varidvel real

O dominio de uma fungio real de variavel real depende da situagio em
estudo ¢ da forma como a fungio é definida.

Exemplo:

A fungio que define o volume da caixa aberta que é possivel construir cor-
tando quadrados de lado x nos cantos de uma cartolina rectangular com
as dimensdes indicadas é dada por:

V(x) = (20 - 2x) (10 - 2x)x

Qual é 0 dominio da funcio?

Na situagdo concreta 0 <2x <10, peloque 0 <x <S5, ouseja, x €0, 5[.
Logo:
V:10, S[— R
X\ (20 -2x) (10 - 2x)x

Quando uma fungio f é dada por uma expressdo analitica e nao se
indica o dominio, considera-se que o dominio de f é o conjunto de
valores para os quais a expressao tem significado.

Exemplo 3  Dominio de uma funcio

3 - - s 1
Caracterize a fungdo f, real de varidvel real, definida por: f(x)=———

x*-1"
Resolugao
D;=(x€R: x*-120}=R\{-1, 1)

1 x—1
3 —; 3.2 50—
X =4 X =1 f: R\{(-1, 1 — R
1 2 1
3.3 ;0 34— x
X+1 Vx o
1.7 Funcéo injectiva
Recordemos que nem todas as correspondéncias entre dois conjuntos sio
fungoes.
f é uma fung¢ao g nao é fungio
A cada objecto corresponde uma ¢ uma 50 Ao elemento 1 do conjunto A correspon-
imagem. dem dois elementos do conjunto B .
PLMM12.04
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De entre as fungoes destac

1

f ¢ uma fungio ndo injectiva

Por exemplo:

122 A f(1)=£(2)

£ possivel indicar dois objectos diferentes

com a mesma imagem.

Teste da recta horizontal

ACEMos as Injectyas:

A H s
|* ‘\ I ) \
2 .ol
3 - \ o7
& A

Jy ¢ uma fungao injectiva

X #Ex = bix,) #h(x), Y, x,ED,

Se dois objectos sio diferentes, entdo as suas

imagens também sao.

Considere-se as funcdes [ e g definidas graficamente.

Yy
v
N
Y ¥
x, 0 x, X

x 22 A flx)=f(x) =y
f ndo é injectiva
Existe pelo menos uma recta horizontal que

intersecta o grifico da fungio f em mais do
que um ponto.

Funcao injectiva

A
Y h
y-‘-—-i—---*---l
<

2 * *
Wi== R
0 X X, X X

[
™

X #2x, = h(x)2h(x), Vx,, ,ED,
b ¢injectiva

Qualquer que seja a recta horizontal, estd
Intersecta o grafico da fungio somente num
ponto.

Uma funca <2

mento ([ilga:orial (Cile VE’l[{ﬂV?] = eal f: A— R diz-se injectiva se cada ele-

dominio, ou nf faAo -r[_lin:; e’ llm‘agem por f de apenas um clemento do
’ : ¢ mjectiva se, dados dois quaisquer element0$

diferentes do dominio, as suas imagens po

Simbolicamente:

f: A—R éinjectiva se:

ou
f: A—R ¢ injectiva se:

r f também sio diferentes.

Vx, xEA, X1#EX, = f(x1)¢f(x2)

Vx, x, €A, f(x1)=f(xz) = X =x,

Ll
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Das sequintes fungdes reais de

variavel real, identifique as que

sao injectivas.

4.1 f(x) =|x| ;

4.2 g(x)=\’/-;

x+1 sex 21

4.3 - .
fx) =51

X

se x<1

1. Generalidades sobre fungdes

Exemplo 4  Funcio injectiva

Considere as fungdes f, g e b cuja parte do grifico estd representada
nas figuras seguintes.

4 : b

RN

Y

oh

As fungoes sdo injectivas?

Resolugdo

Vamos aplicar o teste da recta horizontal.

Sabemos que, se existir pelo menos uma recta horizontal que intersecte o
grafico da fungdo em mais do que um ponto, a fungio ndo é injectiva.
Assim, vem:

f nio é injectiva pois, por exemplo, a recta y =—1 intersecta o grafico
da fungio em mais do que um ponto.

g ¢ b sio fungdes injectivas. Nio é possivel tragar uma recta horizontal
e intersectar o grifico em mais do que um ponto.

£7

Prove, analiticamente, que 3
funcio [ de dominio IR defi-
nida por f(x) «:;1-; é injectiva.

Exemplo 5 Verificagdo analitica

Prove, analiticamente, que fungio [ definida por flx)=-x+3 ¢

uma fungio injectiva.

Resolugdo

Vamos aplicar a definigio de fungio injectiva.
Sabemos que:

f: A— R € injectiva se:

Y., X31EA; flx)=f(x;) = x=x

Sejam x; € X» dois elementos quaisquer do D;= R.

Se f(x,)=f(x2), vem:
—X|+3=—x:+3 ¢:° "'.\.':—Il = I|=x‘,'

Logo, f ¢ injectiva.

51
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1.8 Injectividade e monotonia

Observemos os sepuintes graficos de fungies de dominio R.

A
\‘ y
5
f
0 \‘: 0 x
{ ¢ uma fungio cstritamente crescente em IR. g ¢uma fungio estritamente decrescente em R,
n>x, = [(x)>flx), Vx,, x,ER x>x = glx)<glx), Vx,, x,ER

As duas funcdes sdo injectivas (passam no teste da recta horizontal).

De um modo geral, tem-se:

Funcdo estritamente mondtona e injectividade

Se o dominio de uma fun¢do f é um intervalo e se f € estritamente
mondtona, entdo f é injectiva.

Exemplo 6  Injectividade e monotonia

Se uma fungdo € injectiva, serd que é estritamente crescente ou estritd-
mente decrescente?

Resolucao

Para mostrar que uma afirmacio é falsa basta encontrar um contra-
-exemplo.

Qs graficos seguintes permitem concluir que uma fungio pode ser injec
tiva e nao ser mondtona.

H‘P

0 =
=1 ;

Defina, analiticamente, uma fun-
¢ao f que seja injectiva e nio
seja monétona. f ¢ injectiva e ndo é monétona, g éinjetiva e nio ¢ i

mono .

Pe
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1. Generalidades sobre fungdes

1.9 Funcao sobrejectiva

Uma fungio é sobrejectiva se o contradominio coincide com o conjunto
de chegada.

Exemplo:
A B

f ¢ sobrejectiva g nio € sobrejectiva

D=4, 5, 6)
Conjunto de chegadade g: (4, 5, 6, 7)

1.10 Funcao bijectiva
Uma funcio ¢ bijectiva quando € injectiva e sobrejectiva.

Exemplo:

b ¢ bijectiva

Uma fungio real de variivel real ¢ bijectiva se € injectiva e se o seu contra-
dominio é R .

Exemplo:
A fungio [ definida por f(x) = x ¢ bijectiva, mas as fungées g e b
o 2 x-1 - - - as .
definidas por g(x)=x" ¢ b(x)= nio sao fungoes bijectivas.
x-3

y“ A : E
glx)=x ’1, xp=X=1 |
} i
L N |
J l [} \\\ !
} N s - '
1

53
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Problemas Propostos

Bl Considere as sequintes representagoes graficas.

(1) (11)

(111) (1V)
N 1 1
N R
o] « \~* IEE J[_lglx_'
| | :_1_ | |
- 0 0 T A
As que correspondem ao grafico de uma fungao sao:
(A) I e II; (B) I e IV;

(C) II e III; (D) I e III.

9 pontos

B Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?
(A) Numa fungdo um objecto pode nao ter ima-
gem.
(B) Numa fungao a imagens diferentes podem
corresponder objectos iguais.
(€) Numa fungdo um objecto tem uma so imagem.
(D) Numa fungdo a uma imagem corresponde

um s6 objecto.
9 pontos

Considere a fun¢do f com a seguinte represen-
tagao grafica.

Qual das seguintes afirmagdes é verdadeira?
(A) f tem um e um so zero.
(B) D,=1-4, +oo[.
(€C) h tem méaximo relativo para x=0.
(D) 2€0; .
9 pontos

QUESTOES DE ESCOLHA M

[ scja f uma fungao continua definidaem [-6, 6]
com a sequinte tabela de variagdo:

i En i e B
<=

Pode afirmar-se:
(A) A fungdo tem um @nico maximo relativo.

(B) f(-05)>0
(C) f(0.5)>/(0)
(D) A fungdo tem uma infinidade de maximi-

zantes.
9 pontos

I3 A figura representa o grafico de duas funcdes, f
e g, dedominio [-3, 5] .

— A

‘ | |
I
|

Qual das afirmacdes é verdadeira?

(A) f(x)>0,para xE€[-3, 5].

(B) A fungdo f é crescenteem [0, 5].
(C) f(x)>g(x), para xE€[2, 5].

(D) Dy=1D,

9 pontos

Al Na figura esta representada graficamente 2

funcao h .
L
A
b
4 *_?__J’_~ |
. | i i i P
T o i1 F
S |

Qual das afirmagdes pode ser verdadeira?
(A) Dy=]-o00, 4]; (B) D=]-o00, 2]:
(©) h(o)=2; (D) h(0)=3.

9 pontds
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Problemas Propostos

QUESTOES DE RESPOSTA'ABERTA

¥ Na figura esta representada graficamente a fun- 2.2 Construa a tabela de variagio de f.

¢ao g.

Indique:

1.1 0,;

1.2 D,;

1.3 g(4);

1.4 x,talque g(x)=-2;

1.5 os zeros de g;

1.6 os intervalos onde a funcdo é crescente;
1.7 os intervalos onde a funcdo é decrescente;
1.8 os maximos relativos de g ;

1.9 os maximizantes de g ;

1.10 os minimos relativos de g ;

1.11 os minimizantes de g.
55 (11 x 5) pontos

B Seja f uma funcdo definida em [- 4, 2], cuja
representacio grafica é a seguinte:

2.1 Determine:
a) f(-1) e f(2): B .
b) a ordenada do ponto do grafico, cuja
abcissaé 1; . -
¢) as abcissas dos pontos, cuja ordenada &
- 1 :
d) as solucdes de equagdo f(x)=0.

30 (5 # 6) pontos

ElScja f uma funcio continua, definida em
[-5, 3], coma sequinte tabela de variagao:

-BREEHES

3.1 Elabore um possivel grafico de f.
3.2 Indique x talque f(x)=0.

3.3 Indique x tal que f(x)=0.
3.4 Indique x tal que f(x)=f(0).

25 (7 +3 ~6) pontos

0 grafico representa a variagdo da profundidade
da agua do mar, ao longo de um dia, num porto

de pesca.

S S S S

'
[
1

-
"
"
'
]
1
]

'
[
[
1
[
'
'
4

Profundidade da dgua em metros
-+
ety e AL

i
9

O\ f===memmmcaaa

12 15 18 21 24

Hora do dia a partir da meia-noite

4.1 A que horas registou a profundidade de 8 m?
4.2 Qual foi a profundidade maxima? A que
horas ocorreu?
4.3 Qual foi a profundidade minima? A que
horas ocorreu?
4.4 Considere a funcao f, de dominio [0, 24],
representada na figura.
a) Indique o contradominio da fungdo.
b) Indique os intervalos de monotonia da
funcao.
c) Construa uma tabela de variagdo da funcao.

36 (6 x 6) pontos
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Objectivos 2. Funcio afim. Fungao quadratica

1. Definir fungdo afim.

2. Identificar uma fungdo cons-
tante e uma fungdo de pro-
porcionalidade directa,

3. Estudar uma fungdo afim.
4. 1dentificar fungdes quadra-
ticas.

5. Resolver problemas usando
fungdes quadraticas.

Ponte sobre o ria Pungue

2.1 Definicéo de fungéo afim

Fungio afim
Uma funcio afim é definida por uma expressdo do tipo y = mx + b, com
m e b€ R. O grifico de uma funcio afim é uma recta.

Os trés graficos seguintes sio exemplos de grificos de fungdes afins.

)'“ yll y‘r

A
/0 x 0 x 0 x

QFuan%o o grifico de uma fungdo afim contém a origem do sistema cartesiano,
a fungdo tem o nome de fungio linear ou fungio de proporcionalidade directa.

!

Funcdo de proporcionalidade directa

Uma fungio de proporcionalidade di 3 i
: : irecta é definida ao
do tipo y=mx, m#0. Slpui

uand afi a im é
Q o o grafico d~e uma fungdo afim é paralelo ao eixo das abcissas
trata-se de uma fung¢io constante.

Funcdo constante

Uma fungio constante é i 5 .
o ¢ ¢ ¢ definida por uma expressio do tipo y =56, com
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2. Fungho afim. Fungio quadritica 57

2.2 Propriedades da funcio afim

Funca $on ’ .
¢ao afim nio constante Funcéio constante
[(X)=mx+b, com m€E R\{0) ¢ f(x)=0b, com bER
b E€R
A
* Dominio: R )
s h e I)
« Contradominio: IR
e Zeros .
flx)=0 & mx+b=0 0 )
b
— x=—-— -
m e Dominio: R
a i b
A fungdo tem um (nico zero: - —— | « Contradominio: {b)
« Monotonia e tabela de varia¢ao o Zeros
m>0 \ Se b#0, f nio tem zeros. Se
] b=0, f tem uma infinidade de
6 i b y=mx+b zeros. Todos os nimeros reais
bservagao / sdo zeros da funcgio.
Estudar uma funcao significa b0 x « Monotonia
indicar os seus aspectos relevan- m - .
tes, Por exemplo: A funcio constante pode conside-
0 domiio: rar-se crescente € decrescente em
°0 inio: . .
" Osc::rt;:fmmm'o’ f ¢ estritamente crescente em R R
o 0s intor sz o Tabela de variagao
0s intervalos onde a fungdo € x |-o0 + co
mondtona
. x |-o0 + o0
— F(x) /
f(x) =
m<0
A
y
y =mx + b
b
[
0
. decrescente em R
i é estritamente
==

2.3 Fungao quadratica. Definicdo e aplicagoes

da vida real, 0 modelo matemadtico que melhor des-
duas varidveis ¢ uma fungio quadratica.

quadrdticas serem importantes e especiais vamos
seus graficos, propriedades e aplicagoes.

tas situagoes
ﬂqio Cnt[e

de as fungoes
a dos

Em mui
creve a rel
Pelo facto d¢€
aprender mais acerc
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Vai-se desenhar um boneco,
constituido por um quadrado e

um circulo, para ser aplicado
num bolso,

Pretende-se que o boneco tenha
a altura maxima de 6 cm .,
Apresentam-se a sequir duas
possiveis concretizagdes desse
boneco.

Admita que x & o raio do circulo.

1.1 Indique, sob a forma de
intervalo de ndmeros reais,
o conjunto de valores que a
variavel x pode tomar.

1.2 Mostre que a area A, em
centimetros quadrados, do
boneco é dada, em fungdo
de x, por:

A(x) = (4 + m)¥* — 24x + 36

1.3 Determine, recorrendo a cal-
culadora gréafica, o raio do
circulo de modo que a area
do boneco seja minima.
Apresente o resultado em
centimetros, arredondado as
centésimas.

Fungao quadratica

Uma funcio quadiatca ¢ uma fungio f definida por:
f(x)=ax’ s bx v, a? 0

onde a, b ¢ ¢ sa0 numeros reais.

O dominio de uma fungao quadritica ¢ o conjunto dos nameros reais,

O grafico de uma fungao quadratica designa-se por parabola,

Sentido da concavidade do grafico de uma fungao quadratica
(parabola)

flx)=ax*+bx+c, (a#0)

a>0 a<0

Concavidade virada para cima Concavidade virada para baixo

)vﬂ
y“ -
\ Vértice
\ / |
0 ! x 0 b X
k-----2 ’ / \
X /
Vértice
Di=lk, +oof Dy=]-c0, k]

O ponto de coordenadas (b, k) é o vértice da parabola.

Exemplo 1  Sers uma fungdo quadratica?

Considere a fungio f, de dominio R, definida por:
fla) == (x = 1) 4 °

Verifique, grifica e analiticamente, que a fungio f nio é uma funga®
flx)=—(x—-1)*+x?

quadritica.
Yi=-CH-1)2+}42 /
=—(x?=2x + 1) + x2 e I ——
=—-x?+2x - 1+x? ; ﬁ

A fungio f é uma funcio afim.

Resolucao

O grifico da fungio é uma recta.

Portanto, f ndo € uma fungio quadritica.
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focreva uma equagdo da para-
bola cujo vértice V é o ponto
de conrdenadas (1, - 4) e que
passa no ponto de coordenadas
~2, 9).

2. Fungdo afim. Fungdo quadritica 59

2.4 Resolucao de problemas envolvendo a funcao
quadratica

A expressio f(x) = ax* + bx + ¢ que define uma fun¢io quadratica [,
pode ser escrita na forma:

fix)=a(x—h)?+k
que pde em evidéncia as coordenadas (b, k) do vértice da pardbola.

O conhecimento desta expressio permite resolver problemas como, por
exemplo, o que se segue:

Exemplo 2 A trajectéria descrita pela bola

A trajectéria descrita por uma bola de golfe tem a forma de uma para-

bola.

Num terreno plano a distincia percorrida pela bola foi de 30 m e a
altura maxima atingida foi de 9 m..

Escreva uma equagao para a trajectoria da bola.
Resolucao

Para escrevermos uma cquagio para descrever a trajectoria da bola pre-
cisamos de definir um sistema cartesiano.

e ecansd

Considere-se o sistema cartesiano que tem por origem das coordenadas o
ponto de partida da bola.

O vértice da pardbola é: Usa-se a formula:
y=ualx = kY + k. onde (b, k) ¢overtice da p‘lr.ilmlﬂ_
V(15,9 |
)+ 30
y= a(x - 15)2 +9 Repare que b =15 pois el 15.

-

A parébola contém O ponto de substirui-se ix, yi por (0, 0) ou (30, 01,
coordenadas (0, 0).

0= a(O - ]5)2 +9 Determmase o valor de o,
a=-0,04

Uma equagio da trajectoria é:

y=—0,04(x— |5)2+9‘ ngxg-}”
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Problemas Propostos

60
QUESTOES DE ESCOLHA'MULTIPLA

B8 Para cada concretizagio de m, m €IR\{0} , Considere a equagao:
a funcio f, de dominio R, definida por: Y-x—-1=0
fix) = mx + dx+ 2m - 2 Pode afirmar-se que:

é uma fungdo quadratica.

(A) a equagdo ndo tem raizes reais;
Qual das sequintes afirmagoes é verdadeira?

N (B) a equagao tem uma 50 raiz real;
(A) Para qualquer valor de m a funcdo tem ] ' o
pelo menos um zero (€) aequagdo tem duas raizes reais simétricas;
(D) uma das raizes reais da equagdo, a raiz
i positiva, & o nimero de ouro (nGmero irra-
()i A funeaoneem i £L#sQ Zero SEreis0ise cional aproximadamente igual a 1,618).

m=-1.

(B) A fungdo tem dois zerosse m€1-1, 2[.

10 pontos
(D) A fungdo ndo tem zeros qualquer que seja o

valor de m. . " -
& A figura representa o grafico da funcao f que
10 pontos relaciona em cada instante a altura de um des-
portista em relagdo ao solo.
Bl A formula x* - Sx + P =0 representa uma 0 grafico é formado por um segmento de recta e
equacdo do segundo grau em que sendo X, e parte de uma parabola.
X, asraizes, S=x;+x, € P=XX,.
2.1 Dada a equacdo x*+3x+ 2 =0 pode afir- : §
mar-se que: 2 i

(A) a soma das raizes & 3 ;

(B) o produto das raizes & — 2 ;
(C) asraizessdao 1 e 2;
(D) as raizessdo -1 e —2.

2.2 Uma equagdo do 2. grau que tem as raizes g

1 ) tls
—e~-1E¢&
5 © é
(A) f.,.%x_%:o; A fungdo f é definida por:
(B)y 22 +x-1=0; f(x):{x se 0<x<5
(€) 2¢-x-1=0; -05(x—6)°+55 se 5<x<9,3
(D) ¥ + %x+%—= 0. Pode afirmar-se que:
20 (10 + 10) pontos (A) o salto do desportista durou 8 sequndos;
(B) a altura do atleta foi superior a 3 metros
[l Para cada valor concreto de m € R a expressio: durante 4 segundos;
X —b4x+m=1 (€) a altura maxima atingida pelo desportistd
representa uma equacao do 2.° grau. foi de 7 metros;
P‘ode. afirmar-se que a equacdo tem uma e uma (D) para t=3,5 e t=8 o desportista esteve
so raiz real se m for igual a: a 3,5m do solo.
(A) 5 (B)-5; 10 pontos
(€ 4; (D) -4.
10 pontos
A
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QUESTOES'DE RESPOSTA ABERTA

[l Para cada valor concreto do parametro m € R a
expressdo 2X + mx +2 =0 ¢ uma equagio do
2.° grau. Determine m de modo que:

1.1 a equacdo tenha duas raizes reais:
1.2 a equacdo nao tenha raizes reais;

1.3 a equacdo tenha uma e uma s6 raiz real.

18 (10 + 4 + 4) pontos

EdPara cada valor concreto de m , m # 1 , a
expressao (M= 1)x* ~2x+1-m=0 & uma
equacao do 2.° grau.

Mostre que, qualquer que seja m, m#=1, a
equagao tem duas solugdes reais distintas de
sinais contrarios.

14 pontos

B0 Anténio & jardineiro e pretende desenhar um
canteiro com a forma de um triangulo rectangulo.
Tem uma corda com 80 m que fixou em dois
pontos A e B a uma distancia de 60 m .

Al 60m —— i

A"

a®

\ X, &
W 2 o
C \ S'-'CUﬁdv-“-
Determine BC e AC de modo que [AB(] seja
uUm tridngulo rectangulo em C. i
Apresente o resultado em metros com aproxima-
€40 ao centimetro.

14 pontos

uUSr. Joaquim tem 100 metros

de rede e pretende utilizé-la

Para construir uma vedacdo
COm a forma rectangular. Um
dos lados do rectingulo dis-
Pensa a utilizacio de rede,
Uma vez que tem como suporte um muro.

%1 Designando por x e y 0S compn'rrjenFO_S
dos lados do rectingulo, qual € 0 signifi-
cado de cada uma das expressdes?

3) 24y

b) 2x + y =100 &
<:>y=100"‘2x: X x
€) x(100 - 2x) .
y

4.2 Determine as dimensdes do terreno vedado
de forma que a sua area seja maxima.

27 (12 + 15) pontos

5 1 trajectéria descrita por uma atleta, quando salta

de uma prancha para uma piscina, é dada por:
h(x)=-0,4x"+2,4x + 8

sendo x a distancia, em metros, na horizontal,

da mergulhadora a extremidade da prancha e

h(x) aaltura, em metros, da mergulhadora rela-
tivamente ao solo onde esta colocada a prancha.

5.1 Determine a altura da prancha.

5.2 Determine h(5) e interprete o resultado
no contexto do problema.

5.3 Determine a altura maxima atingida pela
atleta.

5.4 Determine a distancia, na horizontal, da
prancha ao ponto onde a atleta entra na

agua. Apresente o resultado em metros
com aproximagdo as centésimas.

5.5 Resolva a equacdo h(x) =10 e interprete
as solugdes no contexto do problema,

5.6 Resolva a inequagdo h(x) > 5,2 e inter-
prete a solucdo no contexto do problema.

55(4+5+10+10+12 + 14) pontos

@ 0 modelo seguinte representa a concentracio

de alcool no sangue durante oito horas de um
individuo do género masculino que ingere cer-
veja numa dada refeicio:

() = [0,022 +0,007 (¢-1), para 1 <tg5
0,050 - 0,016 (t - 5) , Para 5<tg8

Esboce o grafico desta funco.

12 pontos
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Objectivos

1. Definir fungdo racional,

2. Determinar o dominio de
uma fungdo racional.

3. Reconhecer caracteristicas
do grifico de uma fungdo
racional.

4. Identificar as assimptotas do
grafico de uma fungdo racio-
nal.

5. Representar graficamente
uma funcao racional.

3. Funcao racional

Fmbaondeiro

3.1 Definicdo de fungdo racional

Uma funcio racional ¢ uma fungao real de variavel real definida por:

_ n(x)
f(x)—m

onde 7(x) e d(x) sdo polinémios e d(x) é diferente do polinémio nulo.

O dominio Dy, de uma fun¢io racional, f, ¢ o conjunto dos niimeros
reais que nao anulam o denominador.

D;={x €R:d(x)=0)

Por exemplo, sdo fungdes racionais as fungdes f e g definidas por:

flo) =27 e gla) =251

Exemplo 1 Funcao racional

Das fungoes_CU]as expressoes analiticas a seguir se apresentam, identifi
que as que sio fungdes racionais.

x-3

flx) = 'l; g(x):m; h(x)= x2+2.\'+l;

2
x -

5
x+1°

i(x)=Vx+3; f(x)=£xﬁ; kx)=|x

3 Hx)=
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3. Fungiio racional 63

Resolucao
Vamos aplicar a defini¢io de fungio racional.

Sdo fungdes racionais as fungoes [, g, b ¢ j por serem definidas pelo

- quociente dos dois polinémios,
% Repare que qualquer fungio polinomial é uma fungio racional.

Das seguintes fungdes identifique (l ) 241
X)) = ———m

_ a2
as que sao fungoes racionais. 1 =x"+2x+ 1)

1.1 f(x)=x*-3;

1.2 gl ==X+3 Nio sdo fungdes racionais as funcdes 7, k e [:

; £ g\x)= ; . o
: i 1.3 h(x)= coszx ) oi(x)=Vx+3 porque \/J_C + 3 nao é um polinémio.
i ' x-1"' >0

| 1.4 i(x) 2. ° k(x)= {x e X2 , k(x) ndo é um polinémio.
: . Sx+1° -x se x<0

! ; 2 + .

) 15;m=vﬁx 5

- \/F - ll(x):

— Porque 5* nido € um polinémio.
X

(  Exemplo 2 Funcdo racional

Determine o dominio da fungio racional f definida por:

1 x+1
-1 v e 20 C) = 3 = 9 .
2.1 flx) +x=-2" 2 flx) X+ 5x* — 6x

Resolucao

Vamos determinar os valores de x que ndo anulam o denominador.

1
| 2.1 flx)=——
| flo) =
T D/= [x ER: x*+x-2 # 0} Aplica-se a formula:
—li"—*1+8 _TbtVb-dac
#+x-2=0 & x= ) 2a
2 para resolver a equagio do 2.° grau
-1+3 =1-
<:’.>x=—-——2 \/ch——2 2 S x=1Vx=-2
1
z 2.2 flx - x+1
_ fx) x4+ 5x? - 6x
Determine o dominio de cada uma 3 ,
das seguintes funcées racionais: Di={x€R: x* + 5x* - 6x  0)
2.1 f(X)= 3 1 . Tem-se:
X+ 3
p x3+5x2—6x=O(:>x(x2+5x—6)=0
ifr | x‘3+x2x+1’ & x=0V xX*+5x-6=0
zahm=ﬂ_ﬁ; B =512 V25+24
' 5 — x=0V x= 2 O dominio sio todos os nimeros reas
2.4 I(x) e ——_BXZ Sy : exeepto os que anulam o denominador
. — x=0V x=—-6 V x=1 0. -6, l=1-4, 0,1
2.5 ](X) - x4 - ' A ordem, na escrita em extensio de um
P ax? — Sy LOgO, D[.: IR\{O , — 6 . 1] . conjunto, nin ¢ rclx".\llnu:l )
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@bser\ragéo

Os simbolos + oo e — o0 ndo

representam nimeros reais.

1|

3.2 Conceito intuitivo de limite

A distancia entre um caracol ¢ uma alface é de 10m-.
Considere v a velocidade média do caracol, em m/s, ¢ t o tempo, em
segundos, que o caracol vai demorar a chegar a alface.

Tem-se: 0
10=vt & u=lt9 ou U(l)=T

Vamos representar graficamente esta fungio:

o]

O que acontece a velocidade quando # se aproxima de + oo

Se t=10: v=1

1

t=20: v==
Se 0: v 5 1
SE t=1000: U=m

Se ¢ tende para + oo (1 — +00), v tende para 0 (v— 0).

Escreve-se: lim v (f)=0

1 —» 400
O que acontece a velocidade quando ¢ se aproxima de 0
Se t=10: v=1

Se t=0,1: v=100
Se t=0,01: v=1000

Se t tende para 0 (t—0), v tende para + oo (¢ — + 00) .

Escreve-se: lim v (t) =+ co Escreve-se 0% porque ¢ “caminha”
t—0°

para zero por valores positivos.

Consideremos agora a fungio f definida por:

_ 1
f(x)—;c_z y‘f
Tem-se:
xl—i'r?oof(x)z(); hr{l f(x)=0;
Iin})' flx)=+00; lin-ll) flx)=+o00. —
x— x—0" O ’

It

i}

M-\l\“.r "

y -
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3. Fungio racional 65

3.3 Assimptotas do gréfico de uma funcgdo racional

Na hgurn pode-se observar a representagiio grafica da fungdo racional f
definida por:

_ X
/(x)~x_2

Observa-se que quando x — 2 ou x —» 2* , a

f - . x=2" l
ungao tende para — oo ou + 0o, respectiva- ——rt
mente.

Diz-se que a recta da equagio x = 2 ¢ uma f F
assimptota vertical do grafico da funcio f. 2

Assimptota vertical
A recta da equagio x=a & uma assimptota vertical do grafico da funcio f se:
f(x) — + 00 ou f(x) — - oo
_quando x tende para a por valores 4 direita ou por valores 4 esquerda,

ou seja:
lim f(x)=%0c0 ou lim f(x)=%o00.
x—a x—a’

Observa-se que quando x — + co ou quando x — - oo 0 grifico da

fungdo f aproxima-se da recta da equagio y=1.

Diz-se que a recta da equagdo y=1 ¢ uma assimptota horizontal do grifico

da funcdo f.

~ Assimptota horizontal
- A recta da equagdo y=b ¢ uma assimptota horizontal do grafico da fun- -

¢ao fse:f(;;)—»b quando x — + oo ou quando x — — oo

Ou scja: lim fle)=b ou lim_f(x)=b.

Repare que:
| ¥ d
| f (
7 N b _y=b
| —
|

a ¢ x 0 x
1]
x=a

A recta da equacio x=a éuma assimptota | A recta da equagdo y =06 & uma assimptota

vertical do grafico da fungdo f. horizontal do grafico da fungao f.
lim f(x)=+00 x_h.TmﬂX)=b

x—0

Uma assimptota horizontal pode intersectar
o gréfico da fungao.
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=1

Determine as assimptotas verti-
cais do grafico de cada uma das
seguintes fungdes racionais:

3.1 =23

3.2 g(x)=3“x2:
33 W)=
3.4 i(x):’—;{%:

3.5 j(x)=x—z-m.

3.4 Determinacio das assimptotas verticals

Com ajuda da caleuladora préfica observa-se uma representagao grificy
da fungio racional definida por f(x)= peany

O dominio ¢ D,=R\-2, 2}.

Y

lim_ f(x)=-00

X — =

lim f(x)=+co
x—2

| !
| |
| o |
Y ‘
I/_l!
1 i

As rectas da equagdes x =—2 e x =2 sdo assimptotas verticais do gri-

ficode f.

Nas fungdes racionais as assimptotas verticais estao relacionadas com o
dominio da funcio. '

lim2 flx)=+00

x—=2"

lim_f(x)=-os

‘.Dcterm'magé'o das assimptotas verticais do grafico de uma funcao racional

| : s n(x)

'Seja f uma funcao racional definida por f(x) = —(—— :
2 EAE ) e (x)

d(x) sao polinémios.

'Se a éum namero real tal que d(a)=0 e n(a) # 0, entdo a recta da

‘equagdo x =a € uma assimptota vertical do grafico da funcio f.

onde n(x) e

Exemplo 3 Determinacao das assimptotas verticais

Determine as assimptotas verticais do grifico de cada uma das seguintes
fungaes racionais.

M fw=—Ers 32 g =5,

Resolugao

3x

x'+1

3.3 h(x)=

Vamos procurar os valores de x que anulam o denominador da fracgi®
racional que define a fungio e nio anulam o denominador.

3.1 f(x) = xf4

4 anula o denominador e nio anula o numerador.
Logo, a recta da equagdo x =4 ¢é assimptota do grafico da fungdo f
3.2 g(x) =22 1

xz—l Fo120 & =] & y=1 vy=-]
—1 e 1 sdo zeros do denominador. *~'=0 < x=1

1 é zero do numerador.

Xx=4=0 ¢ x=4

Logo, a recta da equagdo x =~ 1 ¢ assimptota do grifico de £ -
_ 3
33 hix)=—
x"+1

O denominador nio tem zeros.

O grafico da fungdo b nio tem assimptotas verticais.

(.
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3.5 Determinacéo das assimptotas horizontais

Observemos os grificos de

3, Fungio racional

algumas fungdes racionais ¢ 0 comportamento

X —= 400

67

da fungio quando x — + 00 ou x —* =09
y
: y ,
/ | ! ] y
BT B b ERSa -1 R /
L . O] 1 x 0 x
—1i 0 x | :
' x? fx)= ——
¢ L_ X I flx) = ] x4+ 1
| flx) = =1 x+1
im flx)=1": lim f(x)=1 liT fx)y=+00; limwf(x) =-00 lirf flx)=0%; ; lim f(x)=0"
— —00 X =400 X—r— X—*+00 —_—
A recta da equagdo y =1 é assimptota 0 grafico da fungdo f nao tem assimp- | A recta da equagio y=0 & assimptota
horizontal do gréfico da fungdo f. totas horizontais. horizontal do gréfico de f.

Dada uma fungdo racional f, definida por:
a,x" +a, 1x"" + ..+

xX)=
f( ) b,,,x"' + bm-] x'"-l + ..t bo
pondo 4, x" em evidéncia no numerador e b,, x
minador, obtemos:
a,_ a
a,x" (1 pl g — )
a X M
flx)= : o2
™m bm-l bO
b,x"|1+—+..+ —
n b"l x

Dado que as quantidades dentro
quando x tende para + 00, concl

" . a
0 x—+00 ou x ——09 é determinado por Z"—;ﬂ—,
X

quand
m
de £1%) a,x" +a, X"+ ..+
comportamento de f(x) = -
P b x"+b, X" +..+b

m

quando x — %02, é aproximadamente 0 mesmo.

Determinacdo da assimptota horizonta
nal (caso exista)
Seja f uma fungao racional definida por:
Flx) = a,x" +a,, % et a
b x"+b, X" +..tb

m

1.S¢e n<m,
grafico da fungao fs

2.S¢ m=n, arcctada equagio y =
grafico da funcao i

3.Se n>m, ogr

a, .,
—=1C

m

S

e a(x)=

m em evidéncia no deno-

dos parénteses se aproximam de 1
ufmos que o comportamento de f(x),
n

isto é, o

a,x

b"l x"l ’

1 do grafico de uma fungdo racio-

a recta da equagio y=0 ¢éa assimptota horizontal do

a assimptota horizontal do

4fico da fungdo f nao tem assimptota horizontal.
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Exemplo 4 Determinagao das assimptotas horizontais

Determine, caso existam, as assimptotas horizontais dos grificos de cad;

uma das seguintes fungdes racionals.

an 4x* -1
4.1 /(.\) = ."_\.:_"_-l_ : 4.2 glx)= It +1°

Resolugao
ar o grau de polinémios do numerador e do

Vamos analisar e compar
ais que definem as fungdes, pois

denominador das expressdes racion
sabemos que:
e Se o grau do polinémio do numerador é menor que o grau do polinémio do
denominador a recta da equagdo y =0 é assimptota do grafico da fungio.
¢ Se o grau do polinémio do numerador é igual a0 grau do polinémio do
denominador encontra-se a equagao da assimptota dividindo o cocfi-
ciente do termo de maior grau do numerador pelo coeficiente do termo
de maior grau do denominador.

e Se 0 grau do polinémio do numerador ¢ superior ao grau do polinémio do
denominador, entdo o grifico da fungdo ndo tem assimptotas horizontais.

2x +1
41 flx) ="

O polinémio do numerador tem grau 1 e o polinémio do denomi-
nador tem grau 2 (2>1).

Logo, a recta da equagio y =0 é uma assimptota horizontal do gri-
fico da fungio f.

Confirmemos, usando a calculadora grafica.

Determine, se existirem, as 4.2 (x) = 4x* — 1
assimptotas horizontais e verti- 2x*+ 1
cais do gréfico de cada uma das
seguintes fungoes racionais:

4.1 f(x) = X—-Ll ;

O grau do polinémio do numerador é igual ao do denominador (=2)-

Logo, a recta da equagio:

4 ) . .
o < y=2 ¢ uma assimptota horizontal do grifico de fungao £

4.2 g(x)=

L

7-x
43 hix) =T£_; : Confirmemos, usando a calculadora grifica.
X—-x-6
AN -_—__—X_;‘ ) iRt By e
i) X -3x+4 : =1 A
. x - i B
45 (=" e
2 A A
46 k(x)=——. & .
W=-= ‘ [
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3. Fungo racional

3.6 Determinacio das assimptotas obliquas
]

: = . = x'-4x =35
Consideremos a fungio racional [ definida por f(x) = S—=a
Sabemos que o grafico desta fungio nio tem qualquer assimptota hori-
zontal uma vez que o grau do polinémio do numerador é superior ao grau

do polindmio do denominador (2>1).

Observemos uma representagio grafica desta fungdo.

}I

P

-

1
]
(s

5
N

oy 3 5 x
s |
- t
g |

Verifica-se que quando x — + o0 ou x — — oo o grifico da fungdo se
aproxima cada vez mais da recta da equagio y=x-1.

A recta da equacio y=x—1 éuma assimptota obliqua do gréfico da funcio f.

Como obter a equacio desta recta?
Vamos escrever de outra forma a expressio algébrica que define a funcao.

Dividendo Divisor LB = S i
qcfz—4x—5 x—-3 PP P DO, g
—9524-336 x—1 x-3 :x—l—x—3

—x— 5 Quociente
+x—3
-8 »
Resto flx)=x-1- 8
x-3

Quando x — + 00 ou x ——09, 3 — 0 e o grifico da fungao f

x —
aproxima-se da recta da equagao y=x-1.

Determinacio da assimptota obliqua do grafico de uma funcio racional
(caso exista) :

Se f(x) = g—g—; , n(x) e d(x) sao polinomios e o grau de 7(x) é maior,

em uma unidade, que o g’(rau de d(x), entio f(x) pode ser escrita na
r(x
forma f(x)=mx+b+ IR onde o grau de 7(x) é menor que o grau
de d(x).

Neste caso, a recta da equagio y=mx+b, m # 0, é uma assimptota

obliqua do grifico de f, ou seja:
im [f(x) = (mx+b)]=0 ou lim

oo

[f(x) = (mx + b)] = 0.

69
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Problemas Propostos

QUESTOES DE ESCOLHA'MULTIPLA

B0 grafico da fungdo racional f tem como  EMUma companhia farmacéutica concluiu que

70

assimptotas as rectas das equagdes: quando um certo medicamento é admjnistrado
x=—-1ey=2, num doente a concentragdo ¢ do medicamentg
Entdo, o grifico da fungdo g definida por: no sangue em mg/L, h horas depois do medi-

camento ser administrado, é dada por:

gx) =flx-1)+5

tem como assimptotas as rectas definidas por: (h) = % ; hp

(A) x=0e y=7; (B) x=0e y=-3;
€ x=-2ey=7: (D) x=—2 e y=5,

7 pontos

Para um certo valor de a e para um certo valor
de b, aexpressio:
1
X)=a+
fo=a+—-
define a funcdo f, cujo grafico esta parcial-
mente representado na figura seguinte.

“Qual das sequintes afirmacées é verdadeira?

. (A) A concentracio maxima obtida é 20 mg/L .
y] ].f =1 (B) 15 < c(h) <20 durante 30 minutos.

| : (©) c(3)=11,765 .

| (D) Sete horas depois da administracio do

e e SN medicamento a concentragio no sangue &
= de 7 mg/l.

7 pontos

i B considere a funcdao f definida em IR\{2} por:

fl)=Xzx+6
X—-2

A equacao da assimptota obliqua do grafico da

Qual das afirmagdes seguintes & verdadeira?
(A) a>0e b<o; (Bya>0e b>0;

(©a<o0eb<o; (D) a<0 e b>0. funcdo f &
7 pontos (A)y=X+1; (B)y:x—l:
A €) y=x+2; D) y=-—
Elum tanque tem a forma de um cubo com 2 m )y ¥l
de aresta. ¥ R

0 tanque estava vazio quando comegou a encher

por uma mangueira que verte dgua d taxa de 2 KOl Considere a igualdade:
por hora, até encher o tanque.

. 4 _A, 8 C

Qual das seguintes expresspes define a fungdo -x xVyigt x—1

que permite calcular a altura h g3 agua no Entio:

tanque, t horas apés a mangueira comecar 3 '

encher o tanque? (R) A=—4;

(A) hit)=2t; (B) h(t) =1 §”3=5¢
C) t==2 :

C) h(t)=-2t; D) h(t)=t+2 =y
CRL @) A =2+ t” (D) Nao & possivel determinar 4, B e .
7 pontos

7 l\(\u,""‘
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QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

Bl Numa piscicultura, existe um lanque que tem

actualmente 500 xaréus. No tanque ndo exis-
tem outros peixes.

Ao serem introduzidos x peixes-serras, a pro-
porcio P(x) do nimero de peixes-serras, rela-
tivamente ao nimero total de peixes que pas-
sam a existir no tanque, é dada por:

X

P(x) =
®) 500 + x

, x>0

1.1 Determine as assimptotas do grafico da
funcdo P e interprete o seu significado.

1.2 Pretende-se que a percentagem de peixes-
-serras, relativamente ao nmero total de
peixes, nao seja superiora 20% .

Qual é o nimero maximo de peixes-serras
que podem ser introduzidos no tanque?

Resolva a questdo por processos exclusiva-
mente analiticos e apresente os ~calculos
que efectuar.

38 (18 + 20) pontos

H Experiéndia profissional

Numa fabrica de componentes electrénicos situada
na Matola, o nimero N de pecas que um opera-
dor de determinada méaquina produz por hora
depende do nimero t de dias de experiéncia.

Essa relacdo, para determinado valor de k, é
dada por:

50t + k
, t2>
t+ 25 0

Na figura sequinte apresenta-se parte do gra-
fico da fungdo N onde se visualiza a evolugio
do nimero de pecas fabricadas por hora por

N(t) =

Problemas Propostos

determinado operario a medida que a sua expe-
riéncia vai aumentando:

N
b

0] t/dias

Tal como a figura sugere, a recta da equagao

y=b &uma assimptota do grafico da funcao V.

2.1 Servindo-se dos dados da figura mostre que
k=375.
Nas alineas sequintes, faga k=375.

2.2 Qual o nGmero de pecas que é de esperar
que um operario com 10 dias de experién-
cia produza por hora?

2.3 Determine o valor da constante b e inter-
prete esse valor no contexto da situagdo
apresentada.

50 (15 + 10 + 25) pontos

Uma mancha circular de tinta é detectada sobre

um tecido. 0 comprimento, em centimetros, do
raio dessa nodoa, t segundos apés ter sido
detectada, é dado por:

1+ 5¢
rt)y=——, t>
() 4+t 0

3.1 Calcule r(0) e interprete o resultado.

3.2 Determine as assimptotas do grafico da
fungdo r e interprete o resultado.

3.3 Com a ajuda da calculadora grafica faca um
esbogo do grafico de r.

3.4 Calcule, com aproximacdo as décimas de

segundo, o instante ¢t para o qual a area
da nddoa é igual a 40 cm? .

Nf)ta: Sempre que, nos calculos intermé-
dios, proceder a arredondamentos, con-
serve no minimo duas casas decimais.

70 (10 + 15 + 15 + 30) pontos
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Objectivos 4 ~ ~

o . Operagdes com fungoes

1. Identificar duas fungoes
iquais.

2, Definir soma, diferenga, pro-
duto e quociente de duas
fungoes.

3, Definir a fungdo composta de
duas fungoes.

4. Reconhecer que a composi-
¢ao de fungdes nao goza a
propriedade comutativa.

5. Definir a fungdo inversa de
uma fungdo injectiva.

4.1 Igualdade de duas fungoes

As funcdes f e g definidas por f(x) = ;:i e g(x)= x-ll-Z nio sao
iguais, porque nio tém o mesmo dominio.
D;=R\{-2, 2) e D,=R\[- 2}.
Igualdade de fungoes
' Duas fungdes reais de variavel real, f e g, sao iguais se:
° Dy= D,
.K e - .
o flx)=g(x), VxED;
Exemplo .1' ~ Igualdade de fungdes
: Diga, justificando, se f e¢ g sdo iguais, sendo:
% e 11 fl)=(x]| e glx) =V 1.2 fix)=x e glx)=(Vx) -
Diga, justificando, se sdo iguais _
as fungdes f e g definidas por: Resolucao
11 f0 =222 e g=1; 11 D=D;=R e |x|=V¥, VxER
12 f=Vr+te D/=D,=R e f(x)=g(x), VxER
S g =x+3; in Portanto, f e g sdo iguais.
1.3 f(x)=V(-2)" e 1.2 fix)=x e g(x)=(Vx)
g =laxl; D,=R; D,=Rj
1.4 fix)=Vx| e gx) =\Y|;| . As fungdes f e g ndo tém o mesmo dominio. Por isso, ndo s30 iguals
| .
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4, Operagbes com fungdes 73

4.2 Soma, diferenca, produto e quociente de fungées
Consideremos duas fungoes reais de varidvel real [ ¢ g.

[(x) ¢ g(x) também sio nimeros reais, Por isso, podemos cfectuar as
operagoes:

f(x) +g(x) — soma f(x)-g(x) — diferenga
f(x)
g(x)

f(x) x g(x) — produto , £(x)#0 — quociente

O resultado de cada uma destas opera¢des é uma nova fungio e tem-se:

Operagoes com fungoes

(f+8) (x) =f(x) + g(x), Dy.y=DrN D,
(f-g) (x)=f(x)-g(x), D;.,=D;N D,
(Fg) (x) = f(x) x g(x) , D;,=D;N D,

o 0 .
(E) (x)~g(x) , Dg—DfﬂDgﬁ{xGIR“. g(x) # 0}

Repare que as fungdes soma, diferenga e produto tém por dominio a inter-
secgdo dos dominios das fungées envolvidas.

A fungdo quociente tem por dominio o conjunto dos niimeros reais que
pertencem, simultaneamente, aos dominios das funcdes f e g e que
nio sio zeros da fungio g.

Exemplo 2 Soma, diferenca, produto e quociente de funcoes

Sejam [ e g as fungdes reais de varidvel real definidas por:
2x
x-1"

f(x)=§ e gilx)=

Defina as fungdes: f

f+g1 f_ga fge > ¢
8

Resolugao

Definir ou caracterizar uma fungio é indicar o dominio, o conjunto de

chegada e um processo que permita conhecer a imagem de qualquer

objecto. Neste caso, o processo consiste em indicar a expressio analitica

que define a fungdo e o conjunto de chegada é R.

f(X) = % ’ D/ = IR\{O} O denominador anula-se se x =0 .

2x
x-1°

g(x) Dg = IR\[II (@] d"”‘ll'l'lille()l' anulasse se v =1

D;nD,=R\(0, 1)
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Fungio soma I Iy
(f+ g (x) = f(x)+glx) =T+
fv o 1) !
x~1 2x3

= +
afy=1) x(x-1)
CWtHx—1

xt-x

frg: RO, 1) — IR
2 +x -1
xt-x

v1=tz’xzoa-nﬁriz-L ﬂ:uxozu/c‘in_ \-—‘

Re0 o \fw“:fs T \[v;

Funcio diferenca
2x

(F-2) () =flw) - g )= 5 -~
(x-1 (%)
o x—-1 2x?
Tx(x-1) x(x-1)
_=2x*+x-1
T xr-x

S

f-g: R\0, 1} — R

- 2x+x-1
X\ 03

xt—x
HECZReE ey ViEtegeaik]
£ o [ " < ¢
p v
e . .

=

=
-

:-o

Fungao produto

(fg)(x)=f(x)><g(x)—¥ 2 _ 31

fg: R\[0, 1] — R

~ LX) g )
Nate que D, nio cotncide com ¢

)
dominio de —~=,
x-1

=1

A VIS/RRIGA)

e
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2 Se— T

sendo f e g fungbes reais de

variavel real, defina:

f+g., f-9. fq e :

4, Operagdes com fungoes

Fungio quociente

AV A I T x-1 x-1
(.a')""‘g(x)’? ‘Ji-x‘ - ==

Zeros de g
2x=0Axzl & x=0

g _£ IR\ 0 | H:r:'),fIIJ.!'lthIH‘;;(,ntiu
se: . g’ 0, 1) R BV O] O[T AN O]
21 f()=3x e glx)=x+—; x x -1 “RO, 1]
2 S Zx.’.
IH:(x-n.'th - Ti-(ifﬂ)/(!ﬂ/(l'ﬂ)
—3
x+1 L o
g ="—3" oA,

4.3 Funcio composta de duas funcoes

Consideremos as funcdes f, de dominio IR\{1}, definida por f(x)= o
e a funcdo g, de dominio [0, + oo, definida por g(x) = V.

Vamos calcular f(g(4)) .
1 1 1 5 i

T

Logo, f(g(4)= g
f(g(x)) éa expressio analitica de uma nova fungao
\\

1

x\./'\/;\./' \/;_1'

g f

Logo, g () =27

Esta nova fungio representa-se por: fog (f apés g).
fog €éacomposta de f por g.
(fog) (x) =flg(x)]

Dominio da fungdo composta
Calculemos (gof) (—2) .

1 1
(gof) (-2)=g[f(=2)] =g(- §)=\/—§,

mas - /—%— nio é um numero real.

Conclui-se que —2 ndo pertence ao dominio de gof .

75
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Dy
D=
0}

- contradomim de g
contradominio de

L= contradommio de fog

Como determinar o dominio de uma fungio composta?

D.,={x€ER: x€D; A g(x)EDf}

Do mesmo modo se define
 D,;={x€R: xED; A f(x) E Dy

Assim

flx)=——; D;=R\(1}; g(x)=Vx; D,=[0, +oo[

-D,‘,g={x€IR: xED, A g(x) ED)
={x€R: x€[0, +o0[ A Vx ER\(1)) VEERVL & x=1
=[0, +oo[\(1])

(fog) (%) =f(g(x) = f (Vx) =

1
Va -
Caracterizagio de fog

f_(fog)»: [0',.;oo[v\(11 — IF{

X\ !
V-1
*Dyy={xER: xED, A f(x) €D, XER\V[I) & x=1
={xER: xEIR\[l]/\LE[O + o) €D, ool
=]1, +o9[ = 150 & v
(g°f)(x)=g(f(x))=g(—1—)= e
x~-1 x-1

Caracterizagio de gof:

‘(g"’f) ]1 +oo[ — R

e
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4. Operagdes com fungdes 77

Fungdo composta

Dadas as fungées f ¢ g, a compostade g por f ¢ a fungio que se
representa por gof e se define por:

(gof) (x) =g [f(x)]

D,.,=(x€ER: xED; A f(x) ED,)

(gof Nx) = g(f(x))

Exemplo 3 = Composicio de fungdes
Sendo f, g e b as fungdes reais de varidvel real definidas por:

)=V, gl)=x e b(x)=y

defina as fungdes:
fogs gOh € fogob.

Resolugao

Comeca-se por determinar os dominios das fungdes dadas.

Em seguida, aplica-se a defini¢do de fungao composta das duas fungdes
para determinar a sua expressio analitica.

D,;=Rjy; D,=R; D,=R\{0)

o (fog) (x) = f[g(x)] = f(x}) = Vx? = | ]|

Dy, ={xER: xED,; A g(x) ED]

=[x€ER: x€ER A x’€R}} =R x* & sempre maior ou igual a zero,
Logo:
fog: R — R

XA\ |x|
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3.1 Calcule, em cada caso,
feq)(=2) e (gof)(=2).
sendo:

) f(x)=x-1¢e
g(x) =2x + % :

b) f(x) = Vx* e

1
g(x)—x+1.

3.2 Caracterize, em cada caso,

(foq)(x) e (gof)(x).

sendo:

a) fx)=x*+1e

g =& -2;

b) flx)=—17 e
g(x)=Vx ;

0 fi)== e
gx)=Vx+1.

3.3 Dada a funcio f, definida

por f(x) =x —2, defina
uma funcdo g, de modo que
(fog)(x) = (gof) (x) , ou
seja, que as fungdes f e g
sejam funcdes permutdveis.

AN
. (‘g'ob) (‘\) =g ”} (\” :g("\—_): ‘:{—‘!‘
D,.=[vER: xED, A h(¥)E D,)

:-[.\‘EIR: ¥ ER\[0] A %EIHisz\{()]

Logo:
goh: R\(0} — R
1
S NS

* (fogoh) (x) =fl(goh) (x)]=

Y I P S
()R
Djops =[x ER: x ED,., A (goh) (x) € D)

xER: x ER\(0) A ;ﬂ-em]ﬂmm}
Logo:
fogoh: |R\{O] — R

x i
N lxl

Z.

Averigue se as fungdes f e g -
sao permutaveis sendo:

41 f)=-x+1, b,=R
gx)=mx+3, 0,=R
4.2 f(x)=Vx , D;=10, + oof

900 =25 B,=R\{3)

Em exemplos anteriores jd vimos que a funcio fog pode ser diferente da
funcdo gof, isto €, a composigio de duas funcdes nio é comutativa.

Acontece que, para certas fungdes [ e 8, tem-se que: fog=gof.

Nesse caso, diz-se que f e g sao funcdes permutaveis.

Exemplo 4  Fungdes permutaveis

Mostre que sio permutiveis as funcées f e g definidasem IR por:
flx)=3x e g(x)=-2x.
Resolucdo

Vamos definir as funcges

s fog e gof e verificar que as duas fungdes sa°
iguais.

(fog) (x)=flg (x)] = f(- 2x) = 3 (- 2x) = — 6x
(gof) (x) =g [f(x)] =g (3x) =— 2 (3x) = — 6x

D;=D, =Dy, =D,,,=R

Logo, fog=gof , pelo que as fungdes f e g sio permutiveis.

.
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4. Operagdes com fungdes 79
A fungio composta de duas fungdes pode nio existir,

i " i .
Exemplo 5 o funcio composta nio existe

Sejam as fungoes [ ¢ g definidas por:

flx)==x ¢ glx) = \/1 .

Mostre que a fungio gof nao existe.

Resolugao
Vamos determinar o dominio da fungdo composta.

Se esse dominio for o conjunto vazio, por defini¢io de fungio, a fungio
composta nao existe.

g D,=R; D,=R*
5

‘ =[x€ER: x€D; A f(x)€ED
Defina duas fungdes reais de Dy =1 x€D; A f(x) EDY

varidvel real, f e g, de modo =(xER: xER A -x*>0}
que fog ndo exista, mas gof
exista. N :

=[x ER: x*<0)=9, logo, nio existe gof .

4.4 Definicdo de fungdo inversa

Consideremos'as duas funces f e g representadas por um diagrama de

setas.

g ¢injectiva

f nioé injectiva

o sentido das setas, consideremos agora a correspondéncia

Invertendo 4 ede C para A.

«inversa” de B pard
orrespondéncia inversa de g ¢ uma fungio 4. _»1;

o que ac o e - . - )
Enquanto g a correspondéncia inversa de f nao € fungio (4 teria

5L 2 6 3,
duas imagens)-

S6 as fungoes injectivas tém nversa.

Scanned by CamScanner



80

‘UNCAD tnversa . d0 7' tal que

:)“n; ; 1 fungio injectiva [, ainversa de f éafungio f q
ada umi ‘

. I)’ = ’);;

l,_)" [ l),: D'*l

.f(x):)'m-\_:frl(y). V.\'e’)"‘ Vye /

o7 D

~ . =1
Representagao grafica de f

O ponto de coordenadas (b, a) pertence ao grafico de f~! se, e s6 se, o
ponto de coordenadas (@, b) pertence ao grafico de f.

)’A
(a, b)
b ----T\ y=x
A recta da equagio y=x € o eixo de reflexdo (b, )

n relativamente aos pontos (a b)e (b, a). N/ :

' 0 4 bx 3§
4.5 Determinacio da funcdo inversa de uma funcao
injectiva
Se uma dada fungio [ €injectiva, entio existe f!

Para determinar, analiticamente, 5 €XPressao que define f-1 , pode proce-
der-se do seguinte modo:

Estratégia para determinar

a fung
1.° Determina-

30 inversa de umga funcio dada
se 0 dominio ¢ ¢ ¢

ontradominio de f.
= y .

3.° Trocam-se as varidveis x por
4.° Resolve-

- 2.° Considera-se 3 equacio f(x)

Y ey por x.
$¢ a equagdo em ordem 3 y.
1
5.° O dominio de f'éo contradominio de f € o contradominio de f
€ 0 dominio de £s

b
_
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Caracterize, para cada caso, a
funcdo inversa de f, sendo:

6.1 f,(xr)=%;'
82 g(x)=6x+1;

6'3 h X) = 4
, ® x=3"
Para cada uma das fungoes faga o
U eshogo grafico, assim como o
@ sua fungdo inversa.

4. Operagdes com fungées

E’“?mplo 6 Determinacio da funcio inversa

Seja [ a fungio de dominio IR s definida por:
f(x)=2x+4
(._.;1Ir.1ctcrm- A fungio inversa da fungio [ ¢ represente graficamente f e

Resolucio

Vamos seguir os passos indicados anteriormente.
*flx)=2x+4

*flx)=y ©2x+4=y
*2y+4=x

Trocam-se as variiveis.
*lytd4=x & 2y=x-4
x—-4

3 Resolve-se a equacio em ordema y .

— y=
X
==-2
<=>y2

® Define-se a fungio:

' R—R

e Graficamente:

A\

R s e SPSSE S

- l.-_bh el

MIMM12.06

'Relagdo entre uma fungdo ¢ a sua inversa
Seja f uma fungo real de varidvel real que possui inversa f-!.

1. (flof) () =f(f(x)) =%, VxED;
2. (fof™) () =flf'(x)) =%, Vx €Dy
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Problemas Propostos
QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

: sentada parte de um grifico
Bl Na figura sequinte estio representadas: El na rflqu[a estd represe p
; ao g .
e parte do grifico de uma fungdo racional [ da fungdo g

e parte do grifico de uma fungdo afim ¢ . A )

Seja f a fungdo de dominio IR, definida por:

fx)=V-2+x
3.1 Qual é o valor de (gof) (29) ?
(A)o; (B)1; (C) 2; (D) 3.

3.2 Qual é o valorde f'(-2)+f(-6)?
(A) -6; (B) -8; (C) —10; (D) 8.
20 pontos

Qual dos seguintes conjuntos pode ser o conjunto-

-solu¢do da inequagao —U =07

(A) ]-o00, 0JUIL, 2];
(B) ]-o00, 0JUJ2, +oo[;
() [0, 1]V]2, +oo[ ;

(D) [0, 1[U]2, +oo[.

10 pontos
B seja f uma funcio de dominio IR, injectiva e

tal que f(a)=3, sendo a €ER.
Quantas solucdes tem a equagio f(x)=3"7
TR LT (A)o; (B)2; (C)3; (D)1.
FA-HAHHHH-

' . . 10 pontos

E seja f a fungdo cujo grafico esta representado
na figura seguinte.

[

‘\

s

4

]. i B Na figura seguinte estdo representadas grafica-
-#4 2 ' 0 t 4 | mente as fungdes f e g.
' e

]

\

1]

350
!‘;as
I

L T

oY%
®

2-

2.1 Seja f' ainversa da fungdo f.
Qual é o valorde f'(0)-f""'(2)?
W1: (B)2; (03; (D)-2.
2.2 Sendo g a fungao de dominio IR\{3} ,
definida por:

i
i
|
|
||
I
|
|

Qual das afirmagdes sequintes é verdadeira?

g(x)=1+x23 (A) -1 ézero da fungio f-g.
(B) 1 & zero da funcio < |
Qual o valor de (gof) (2)? (
ik i 3 ) (foq) (4)=-1
()E' ()__ (C) (D)z (D) Em =
10, 4[, afungdo fxg tem trés zero*
10 pontos " ponf”"

) N
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QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

¥ Num certo ecossistema habitam as espécies ani-
mais A e B.

Admita que, t anos apds o inicio do ano 2009, o
nimero de animais, em milhares, da espécie A
¢ dado aproximadamente por:

11t + 6
a —
() t+1

(t>0)

e que o ndmero de animais, em milhares, da
espécie B é dado, aproximadamente, por:

b(t) =12

t+g 620

Resolva as duas questdes seguintes, usando
exclusivamente métodos analiticos.

1.1 Desde o inicio do ano 2009 até ao inicio do
ano 2010, morreram 500 animais da espé-
cie A.
Determine quantos animais dessa espécie
nasceram nesse intervalo de tempo.

1.2 Na figura seguinte, estao representadas
graficamente as fungdes a e b.

0]

Tal como estes graficos sugerem. a diferenca

entre o niimero de animais da espécie Aeo
niimero de animais da espécie B vai aume(;a-
tando, com o decorrer do tempo, e tende

para um certo valor.

recorrendo s
dos graficos das
pressoes

Determine essé valo_r,
assimptotas horizontais
funces a e b, € escreva as €x
analiticas dessas fungoes.

1.3 Mostre que g(t) = (aob) (t) & definida por:

gt 17

900 =S¢+ 12

Problemas Propostos

1.4 Considere a funcio f como um prolonga-
mento a IR da funcdo o, definida por:

11x+ 6
= se X~ 1

f(X)::I x+1
11 se x=~1

Caracterize a fungdo inversa de f .
80 pontos

A Na figura seguinte esta representado num sis-

tema cartesiano o tridngulo [0BC(] .

Y C(x,y)

—

fmz, 0) e

(S R

(0]

0 ponto C move-se sobre a semi-recta 0A ,
sem nunca atingir o ponto 0.

~ 2.1 Escreva a area do tridngulo em funcdo de x .

2.2 Escreva o perimetro do tridngulo em fungdo

de x.
30 pontos

El Admita que o nimero N de bactérias de uma

cultura depende da temperatura ambiente [

em graus Celsius, de acordo com a funcgao:
N(T)=T?+125T+ 100, 10<T<34

A temperatura T depende, por sua vez, do

nimero de horas h, apds o inicio da cultura

comecar o seu crescimento.

A funcdo T(h) = 4h+10, 0< h<6, rela-

ciona h com T.

3.1 Escreva o ndmero de bactérias N como
funcao de h .

3.2 Quantas bactérias tem a cultura 4 horas
apés o inicio do seu crescimento?

3.3 Para a cultura ter 5000 bactérias, quanto
tempo tera de decorrer desde o inicio do

seu crescimento?
Apresente a resposta em horas e minutos.

30 pontos
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Objectivos

1. Identificar fungdes exponen-
ciais.

2. Conhecer as propriedades das
fungdes exponenciais.

3. Resolver equagdes exponen-
ciais.

4. Aplicar as funges exponen-
ciais na modelagdo de situa-
¢des reais.

5. Identificar funcdes logaritmi-
cas.

6. Conhecer as bases especiais
10 e e,

7. Conhecer as propriedades das
fungdes logaritmicas.

8. Aplicar as propriedades ope-
ratérias dos logaritmos.

9. Resolver equagdes exponen-
ciais e logaritmicas.

10. Resolver inequagbes com
exponenciais e logaritmos.

11. Resolver problemas em con-
texto real usando fungdes
exponenciais e fungdes
logaritmicas.

12. Conhecer e aplicar as pro-
priedades das fungoes trigo-
nométricas.

13. Resolver equagdes trigono-
métricas.

14. Obter graficos de fungdes tri-
gonométricas a partir do gra-
ficode y=sinx e y=cosx.

Nota:

Considerando que os tempos lecti-
vos propostos para cada unidade
tematica podem nao ser suficien-
tes, sugerimos que este tema seja
indicado como trabalho individual
ou de grupo.

5. Fungdes expo

nenciais. Fungdes logaritmicas,

Funcdes trigonomeétricas (reviséo)

5.1 Fungdes exponenciais

Tha de Mocambigue

.Chama..-serfunéﬁo exponeﬁcial de base a érfu.ngﬁo:
f: R— R

‘sendo a €ER*\ (1) .

x\_/ax

Algumas propriedades da fungdo exponencial

Base: a>1

fix)=ar YA

¢ Dominio: IR

Base: 0<a<1

2

fix)=a

P

-
>
X

O

¢ Contradominio: RR* (a*> 0 » VXER)

® f é continua em R

* f é injectiva

80 . " a3
f ndo tem zeros (o grifico nio Intersecta o eixo Ox)

[
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5. Fungbes exponencials, Fungdes logaritmicas. Fungdes trigonométricas (revisio)

Se a>1:

Se 0<a<l:

e [ ¢é estritamente crescente

e lim a*=+o00
X =+ +00

e lim =0
X—+ =00

A recta da equagio y=0 ¢é uma
assimptota horizontal do gréfico da
fun¢io f quando x — —o0.

O griafico de f nao tem mais
assimptotas.

Funcio exponencial de base e
Sabe-se que lim (1 + l) =e;
n—+00 n

O niimero ¢,

o ¢ estritamente decrescente

e |im a*=+o00

x—+-00

e lim a*=0

Xx—* +00

A recta da equagio y =0 € uma
assimptota horizontal do grafico da
funcio f quando x —+0°.

O gréifico de f ndo tem mais
assimptotas.

denominado niimero de Neper, ¢ um nimero irracional.

e=~2,718 281 828 459 045

A funcio exponencial de base e:

f: R—R
X\ €

tem as propriedades ja enuncia
a>1.
Os modelos matematicos em qué fig

tém particular interesse na interpretaga

— crescimento populacional;
_ desintegragdo radioactiva;
_ capitalizagdo de juros.

Regras operatorias das fun

As regras Oper
rias das poténcias
rias das poténcias de expo
nlmeros reais positivos 4
fungoes exponenciais:

de expoente real,

ente raciona

das para a fungdo exponencial de base

ura a funcio exponencial de base e

o de fenémenos, tais como:

goes exponenciais

atorias das fungdes exponenciais resultam das regras operatd-
que sio as mesmas das regras operato-

l. Assim, temos que, para quaisquer
e b e para quaisquer numeros reais x € y, as

s XN AT a€R\ (1] e xER

fazem as seguintes regr

satis
a _ x-y
.axxa}.=ax+)' .?—a
-(a")’=a‘y

g
© b = b

al

oa =

as operatorias:

85
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@hwrva(.m -

Funcdes exponenciais e condi-

qoes

As fungdes exponenciais x (_» @'

$do0:

* injectivas (se @' =a%, entdo
X\ =X);

e crescentes, se a>1;
o decrescentes, se 0<a<l1.
Estas propriedades permitem

resolver equagdes e inequagoes
envolvendo exponenciais.

—_—

=1

Resolva, em IR, cada uma das
condigdes: -

£1 (%) =V727;

1 x
1.2 (=] >27,
(2)

nvolvendo exponencials

Exemplo 1  Condigoes e
Resolva, em IR, cada nma das condigoes:
N
. S0 1\
Resolugao
Iy 1 |
' g ~2x 32
1.1 (—) =8 & 27 =(2))
2 r
El
& =2
= —2x=% \«____
= x=_% Futergection [, seavet
3
Logo, S—[ 4l
1.2 (0,1)*<10° & (%) <10°
= 107 < 10°
Como 10>1, afungio x._~ 10" € VAR [

crescente.

Entio, 10°<10° <& x<3.

S—

Intersection
1=z } ¥=1000

—

Logo, §=]-o00, 3.

1\
1.3 (L .
(3) > 3,

Como é a - &
abaseé 3>1, afungdo f(x)=3* é crescente e, entio, vem:

(31 2> 3, 3 i3

—1+§->x & 2 4x>2
&= —x>2
= x<=-2

Logo, S=]-c0, - 2J.

Também poderiamos proceder do seguinte modo:
l l-§ 1 -x

(3) g (3)

X
1——<—x = 2_.x<__2x

2

= x<-2 gal
m
Neste ca L X

S0, como a base a==<1 i inal ¢! ;
desigualdade I 3 <1, temos de inverter o sind 5%
ara 1 -
p relacionar os ¢Xpoentes. caQ

-— ~

) §
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A\

=1

Resolva cada uma das seguintes

5. Fungbes expanencials. Funglies logaritmicas. Fungbes trigonométricas (revisdo)

E"““’Plo 2 Equagdes com exponenciais

Resolva cada uma das sepuintes equagoes:

2.1 22" = |6 2.2 3! ?{Ln 2.3 274 40 =320,
Resolugao
2.1 251216 & 21122 © 2x4l=4 & 2x=3 & x=3

3
L ={=1,
0go, § {2}

223"l o 322l o 323 o 1-x=—4

81 3¢
& —xl=—5 & =5 & x=+\/S

Logo, S=[—\/§, \/5]

2.3 25*3 44712320 & 2777+ (29771 -320=0

& 2Px23+27%x22-320=0
& 25x8+2%%x4-320=0
& 2%+2%x2-80=0
& (2 +2x2°-80=0

Fazendo 2*=t, vem:

t242t-80=0 <& t=-10Vvt=8

Substituindo de novo a varidvel, vem:

2x=-10 VvV 2*=38

Como 2*=- 10 é impossivel, fica:

e 22=2 & x=3
21 =32 H s {3}
22757 =752, Logo, 5=131-

=41

Calcule o capital acumulado a0
fim de 3 anos se se deposita-
Tem num banco 1000 meticais

| 3 uma taxa anual nominal de
3% , considerando a capitaliza-
f 40 continua,

Exemplo 3 Capitalizacao continua

Use a formula M = Ce” para calcular o capital acumulado ao fim de
dois anos se se depositarem num banco 100 meticais a uma taxa anual
nominal de 3% , considerando a capitalizagio continua.

Resolugao
M =100 x e®?**
M =106,18

Ao fim de dois anos ter-se-ia no banco, aproximadamente, 106,18 meticais.

87
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No periodo de testes que antece-
deu a entrada em funcionamento
de um gasémetro, com capaci-
dade de 100 toneladas,.proce-
deu-se ao seu enchimento, -con-

tinuamente, durante 24 horas. -

Por razdes de seguranga, 0 gasd-

metro foi lastrado com 2,5 tone-.

ladas de gas, apds o que se ini-

ciou a operagao de enchimento. A

partir dai, o seu enchimento foi

feito de acordo com o modelo:

100

Mt)=————F~

®) 1+ 39e~04%

sendo 0t 24

M representa a massa total,

expressa em toneladas, existente’

no gasémetro t horas desde o
inicio do seu enchimento.)

Nota: Na resolugao da questédo
seguinte, sempre que, em célcu-
los intermédios, proceder a arre-
dondamentos, conserve duas
casas decimais.

Qual era a massa total, aproxi-
mada, existente no gasémetro
3 horas apds o inicio do seu
enchimento?

Apresente o resultado arredon-
dado as centésimas.

Exemplo 4  Modelo logistico

Admita que, em condigoes ambientais nor-
mais, o numero aproximado de aves de
uma certa populagio, ¢ anos apos um
determinado instante inicial, ¢ dado por:

1254

N = 3 Ti2s - e

(1>0 e A éuma constante positiva) {_;._::A.m_.d.,. WL ™

4.1 Verifique que A ¢ o nidmero de aves existentes no instante inicial,

4.2 Ao longo dos cinco anos que se seguiram ao instante inicial, a popu-
lagdo cresceu em condigdes ambientais normais. Nasceram 80 aves
e morreram 57 , ndo tendo entrado nem saido mais aves da popu-
lagdo.
Estime o numero de aves que havia nessa populagio, no instante ini-
cial, sabendo que esse niimero era inferior a 25 .

Resolucao

4.1.N(0) = 125A 1254 _ 125A _

A+(125—A)e 0 " A1+ 125- A 125

A c.q.V.

4.2.Para t=35, 80— 57 =23 é o nimero de aves registadas ao fim de
cinco anos mais as existentes no instante inicial,

Assim:
N(5)=A +23 1254 -
©) S ATz ajeomm=A+23
1254 _ 4403

A+(125 - A)e!

1254
A+(125-A)e

€ ¥2=A+23 com A=x ¢a solugio para o problema.

O ponto de intersecgio dos graficos das fungdes y, =

),A
b
Y
23 E
!
01 x=20,5399...; y=4353997._ x

Estima-se que o nimero de aves ex

. . . i3
’ istentes no instante inicial ¢’

Scanned by CamScanner



@bservacéo

log,, x = log x
log, x = In x
lo9¢18) 7
1Inded ;
1
L

In(83/1n¢2)
109¢8)/109(¢2>

Y

————

I“gl 8 = 3

5. Funghes exponencials. Fungées logaritmicas, Fungdes trigonométricas (revisdo)

5.2 Funcoes logaritmicas

Logaritmo de um nimero

Chama-se logaritmo de um numero positivo x na base a, com
a € R"\ (1), ao nimero y tal que @’ = . Este niimero representa-se
por log, x, ou scja:

log,x=y & x=a"

Da definigio resulta que:

lOga a=1 ; loga 1=0 5 loga a=x e alng,x = x

Logaritmo de bases especiais

No célculo com logaritmos hd duas bases que sdo usadas com maior fre-
quéncia: a base 10 e a base e. O logaritmo de base 10 diz-se loga-

ritmo decimal e o logaritmo de base e diz-se logaritmo natural ou nepe-
riano.

Estas bases sdo quase sempre suprimidas e a escrita normal é modificada.

Assim, por exemplo:
* log,, 1000 = log 1000 = log 10° = 3

1
iloge\/gzln\/é=lne2=%

Propriedades operatérias dos logaritmos
Sendo x, yER* e a, bER*\(1):

Logaritmo do produto

log, (xy) = log, (x) + log, (y)

Logaritmo do quociente

log, (%) =log, x —log, y

Logaritmo de uma poténcia

log, (x) =p log, x

Mudanca de base

1
log, x =log, x X log, @ ou log, x = OBy x .
log, a

Em particular, log, x= Inx ou log, x= log x
In a log a "
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Yi=1030) ..

Definigdo de funcdo logaritmica

R
Chama-se fungio logaritmica de base @ (¢ ER'\ (1)) ¢ x € IR* a funcio;
fr R"—+R

X N ]qg,, x

Com a calculadora também se pode obter directamente os graficos dag

fungdes y=logx e y=Inx.

A fungio logaritmica é a inversa da fungdo exponencial:

ax=yi<:> x=log,y ou log,faf=y <:=>lx:ay

Algumas propriedades da funcdo logaritmica

f: R*— R
x _»log, x
Base: a>1 Base: 0<a<1
" fw=logx fix) = log, x
1 T o= 1
(8] 1 i‘ ' x> x>
® Dominio: IR*
* Contradominio: IR
* f é continua em IR*
e f éinjectiva
°log,x=0 & x=1; 1 € 0 tnico zero de f
Se a>1:

* f € estritamente crescente

° lim log,x =+ o0

x— +o0

* lim log, x =—o0
x—(*

A recta da equagio x =0 ¢ uma
assimptota vertical do grafico da
fungio f.

O grifico de f nio tem mais
assimptotas.

SE 0<£l<1;

® f é estritamente decrescente

o hm lOgaxz—oo

X— +00

° lim | =
x_'rrét Ogﬂ X +oo

: ymi
A recta da equagio x =0 ¢ ”'33
assimptota vertical do grafico
funcio F.

.0 115
O grifico de f nio tem M3
assimptotas.
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5. Fungbes exponenciais, Fungdes logaritmicas. Fungbes trigonométricas (revisio) 9

Exemplo 5  Cilculo de logaritmos
Calcule:

5.1 log,, 10 ;

5.2 logy 1 ; Az
5.3 log, \/5_ ; ! "C'.._ ;)

5.4 logl‘ &4 -.;_\v\."‘-'"s,-,s{_U'_b’! o

‘‘‘‘‘‘‘

5.5 log, 1024 ;
5.6 log, 64 +log; 1 +logy, 10.

Resolugao

5.1 log,, 10=x <& 10°=10 &= x=1

Logo, log,,10=1.

5.2 |Og201=x o) 200=1 & x=0
Logo, logy 1=0-
i 1
5.3 log, V2=x & p=V2 & =2 & x=3
1
Logo, log, V2 =7

1Y\ _ i)x=23 & 2= &
5.4 log1 8=x (Z) =8 = (22

e -2x=3 & x=-

pojwe

L0g03 lOg.‘% 8= 2

: x =210 .'=10
55|0821024=x<—'—‘>2"=1024¢=>2 i

Logo, 108z 1024 =10
6 .
5.6 log, 64= log 2" = 64
3 1= 0; 1 1
ifs_ o8 1 0 01)'%=(—L) 2 _100?=100=10.
Calcule; logoo! 10=-7 porque % 100
; . ' ‘ 1_11
1 logy 4 + log, 243 + 109s 6; logs 64+ 106 | +logog 10=6+0-5=7"" .
LOgoa 2

5.2 log; 8 + logl—;—Jr log, V.
2 3

 ———EEREE T T
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6 Exemplo 6 Equagdes com logaritmos
servagio HOS
DR Resolya cada uma das equagoes:

i
Equacdes e inequagdes com {

logaritmos 6.1 fop (v v 1) - lopx = Jog (2x) 3

As fungdes logaritmicas sdo} g 2 Jop, (25 +6) =X I.
infectivas e comao tal tem-se: e

log, (x,) = log, (x;) =2 X =X.1  pacolucio
a>0 e ax1 £t 1ca
determinar o dominio da condigio:

A fungdo f(x) = log, x & 6.1 Em primeiro lugar teremos de

e crescente se 2> 1 D:{\‘EIR:x+1>U/\X>U/\2x>(”
o decrescente se 0<a<1 y

Atendendo a estas propriedades Entio:
& possivel resolver algumas con-
digdes envolvendo logaritmos. D=]0, +09]

Em D, vamos resolver a equagdo dada:

log (x + 1) — log x = log (2x) <= log (x + 1) = log x + log (2x)
< log (x + 1) = log (x x 2x)
& x+1=2x"
& —2xP+x+1=0

1
&= x=—=V x=1
X 2 X

Como D =]0, + oo, sbexiste uma solugdo: S={1}.

6.2 log; (25 +6)=x+1 < 25 +6 =5+
& () -5x5+6=0
S (5 -5x5+6=0

Fazendo 5*=¢, vem:
t*=5t+6=0
— t=3 Vit=2

Substituindo a varidvel, vem:

S =3 V 5":2

x=logs3 V x=log;2 %
gﬁ Como D=[x€R: 25*+6>0)=IR, vem: !

Resolva, em IR, cada uma das Re

seguintes equagoes: §={log; 2, logs 3} s

6.1 log, 81=4; i
7.2

1
—=-2.
6.2 log,3
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Resolva, em IR, as equacdes:

71 2In(x+3)=ln(1-3%;

1.2 Iy (é‘_{)= e
e’ ’

&. Funghies expanenciah. Funghies logarltmicas. Fungdes trigonométricas (revisio)

Exempln 7 Resolugio de uma equagao com logaritmos

Resolva a cquagio;

M2y +1)=1ln(3x)=1~1In2
Resolugio
Determinagio do dominio da equagio:

D=(x€R: 2x+1>0 A 3x>0

24150 A 3x>0 & x>—% A x>0
= x>0

D=]0, +oof

Resolvendo a equagioem D=]0, +oo[, vem:

In(2x+1)-In(3x)=1-1n2

ln2x+1=lne~ln2

3x

2x+1 _, e
In I —ln2
Entio:

x>0

26+ 1 _ € s 4x+2=3ex
3x 2

& 4x—3ex=-2

& x(4-3e)=-2

A T

2
Como 3e—-4>0, vem S=[3e—4 .
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Exemplo 8  Resolucio de uma inequagio com logaritmos

Resolva a mequagio;
' ~ I
2 l”]!i (1 -x)2 l();;_,_ x =

Resolugao
D={foR: 1—x>0/\x+171>0

1-x>0 A x+%>0 = x<1 A x>- 11

4
11
p=|-11
J 4 1[
Em D, vem
2 log1 (1 -x) > log: (x.}.%)
2

Como a base é menor do que 1, vem:

(l—x)2<x+£
4

= 1—2x+x2—x—%‘lg0

Cilculos auxiliares:

X'~ 12x-7=0
2
= x —3x_1<0 1
4 x=_ly 7
X =—
2 2

~-=2 1
Z EREE:
" Logo . . 2

Resolva, em IR, ainequacio:

2In (x) ~ln (x+3) <ln (x + 5) . S={__ ][

meemmes, Al
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A magnitude de um sismo €
r.elacionada com a energia
(joules) libertada por esse sismO-
Admita que essa relagdo é defi-
nida por:

M=- 3,64+ 0,69 l0gi £

std

9.1 Qual é a magnitude de U™
sismo cuja energia liber-
tada é de 3 x 10° joules?

9.2 Qual ¢ a energia libgrtada

e e ——"

e e

por um sismo de m?fti;/
72

6 Fasqdes poponepaiais, Venglay baguitaist Fungls (rupanometnd sy {revisds)

Exemplo 9 A altura das plantas

Adime . :
aque a altura Sy oemometros, das plantas de uma dada espéeie ¢

dada em fungao do tempo £ (F2 1), emmeses, por:

By =032+ 0,891In(1

(In designa logaritmo de base ¢)

9.1 Uma planta tem 50 cm - de altura, Quantos meses tei a planta?

Apresente a resposta arredondada as décimas.

b (31 - b(t) ¢ constante,

9.2 Mostre que, para qualquer valor de 1,
constante ¢

Determine um valor aproximado as centésimas dessa

interprete esse valor no contexto do problema.

Resolucao

9.1 50cm=0,5m

Para responder 4 questao,
a equagdo h(t) = 0,5 .

basta resolver

Mnteraection
HRiaauiree V=5

o p—
—_—

b(1)=0,5 < 0,32+0,89In(:)= 0,5

0,18
= t=€"*
= t=1,2

A planta tem, aproximadamente, 1,2 més.

9.2 h(31) - h2) =037+ 0,89 In (3%) ~0372-08%In¢
_0,89 (In (3t) - In'?)

= 0,89 (]ﬂ —3;’{)
=0,89In3

= 0,98
= 0,98 m= 98 cm

A diferengd de alturas de duas plantas,
idade da outra, & cerca de 98 cm .

b (30) = b ()
plo da

em que uma tem 0 tri

-
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5.3 Fungoes trigonométricas (revisio)
muitos fenomenos que s
1o dia ao longo do ano numa detery.

Jongo do dia, fases da Lua, FeCeny,

podem traduzir p,

Na vida real encontram-se

variagoes penidicas: comprimento ¢

mada Tocalidade, altura das mares a0

CHE EROCIos SaZ0ns, vl
Para modelar estes fenomenaos sio usadas fungoes periodicas.

Periodo de uma fungao

Uma fungio f € periodica se
fit+p)=ft), VIED,

existe um ndmero positivo p tal que:

Ao menor valor de p chama-se periodo da funcao.

Observando os grificos das fungoes trigonométricas:

y=sinx; y=cosx € Y=IEX

Vi=sinty ™ O[T

tem-se que:
e a fun¢io seno tem periodo 2m:
sin (t+2n)=sint, VtE€ER

e a fun¢do co-seno tem periodo 2 :
cos (t+2m)=cost, VtER

e a fungdo tangente tem periodo 7 :

tg (t+m)=tgt, Vi ER\ -;£+kft, kezZ
P

I'M-\I 12
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5. Fungdes expanenclals, Funghes logarltmicas, Fungbes trigonométricas (revisio) 97

Funcio seno

Com a calculadora grifica obteve-se o grifico da fungio [ definida por
f(x) =sinx,

Yizsinth)

Acerca da fungdo f, real de varidvel real, pode-se observar que:
= D:‘: [_ 1 3 1]

®sin (2n+x)=sinx, Vx €D,
(A fungdo seno é periddica de periodo 2r .)

* A fungio seno é uma fungio impar: sin (-x)=-sinx, V x € D,

¥i=sint =iy T

Objectos simétricos tém
imagens simétricas.

e A fungio seno € estritamente crescente, por exemplo, em:
[ﬂ s
27 27
e A fungdo seno € estritamente decrescente, por exemplo, em:
{z ézt_]
272
e A fungdo seno tem médximo absoluto, iguala 1, para:

x=%+2kn, keZ

» A fungio seno tem minimo absoluto, iguala - 1, para:

x=-§+zkn, LkEZ

e A fungio seno tem Os zeros:
x=kn, kEZ

e A fungio seno é continua em R.
» O grifico da fungdo seno nao tem assimptotas.

LMMI2.97
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—

Equagoes trigonométricas do tipo sin x = a
o A equagio sinx=a s tem solugoes se a € -1, 1],

o P'ara cada valor do intervalo |- n, ©] existe outro valor do mesm
intervalo que tem o mesmo seno: se um ¢ (£ cooutro¢ T-a.

¢ Tem-se entdo:

sinxy=sino & x=a+2kt V x=n-o+2kn, h€EZ

Exemplo 10 Resolugdo de condigdes trigonométricas envolvendo a funcdo sepy

Considere a fungio f, de dominio [-2n, 2n], definida por:

)

10.1 Represente graficamente a fungio com a ajuda da calculadora grifica,
10.2 Determine analiticamente os valores exactos para:
a) os zeros da fungio;

b) os maximizantes e os minimizantes;

S NS

€) osvalores de x de modo que f(x)

d) os valores de x de modo que f(x) <

Resolugdo
10.1 "
N T 7
2m\__3n -Tti _n 1 : S
b2 2 2
---------- -1

10.2 a) Zeros da funcio §

D;=[-2n, 2n] !

(x)=0 in(X)=
f(x) <=>sm(2)—0®—;£=0+kn,kez

S x=2n, kegz
,\’=0 — x=( )
k=1 -—’x=2n-

Os zeros da fungio $30: 0, 21 ¢ — 2n

1
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Intersection

HE2.0943551 |v=.BE5025Y

)

&,

COflsidere a funcao real, de
Varigve| real, definida por:

f)=-2+2sinx
Determine.
101 4 dominio;
1
0.2 contradominio:

}0'3 0 periodo,

. Fungliey expunenciale Fungbes logaritmices. Fungles 1rigunamétncas (revisio)

b) Maximizantes

D;=|-2n, 2n], DYy=1-1, 1]

* v 2kn, kEZ

Sin -:— =] & X=X
- 2 2

< x=n+4kn, LEZ
Para k=0, x=n

O maximizante é n.

Minimizantes
sin%=—1 P %=—3:-27£+2kn, LEZ

<& x=3n+4kn, kEZ

Para k=-1, x=—-7

O minimizante é — 1.

V3

flx)=—-

De acordo com a imagem obtida pela calculadora grafica, encon-
traremos duas solugdes.

1 x—_‘\/_é 1 ‘3_C-= i E
smi— 2 = sm2 51n3

x -5 X _pg-IL
<:>i—3+2knvz T 3+2kn,k€Z

& 3x=2n+12krn V 3x=4n+ 12k, kEZ

= x=23—“+4kn v x=%+4kn, rEZ

Se k=0 — x:% Vv :!C—ﬂ

3 A -
O valor da fungao é - quando x é ?'3—71 ou x é 43—“ X

) fo0 <2

e ———

Partindo dos valores encontrados na resolugdo da alinea anterior,

3 .
f(x){——z—- se:

99
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Fungdo co-seno

. i R d 10 defini
Com a caleuladora grifica obteve-se © grafico da fung [ definid, Por

fx)=cosx,

Slammap———

[¥scostity T

peanhe——

Acerca da fungio f, real de varidvel real, pode afirmar-se que:
«D;=R
eDy=[-1, 1]

ecos(2n+x)=cosx, VxER
(A fungdo co-seno é periédica de periodo 27 .)

e A fungio co-seno é uma fungio par:

cos (—x)=cosx, VxER

Vmm

|
e
Bt

Objectos simétricos tém
a mesma imagem.

° A fungdo co-seno € estritamente crescente, por exemplo, em [T, an)

* A fungio co-seno é estritamente decrescente, por exemplo, em [0 -

* A fungdo co-seno tem mdximo absoluto, igual a 1, para x= 2km

kEZ.

- " . f
e A fungio co-seno tem minimo absoluto, iguala — 1, para x=7 + 2k

keEZ.
A fungdo co-seno tem o0s zeros x = g +kn, REZ.
* A fun¢io co-seno é continua em IR .

e O grafico da fungdo co-seno ndo tem assimptotas.

i Yy N
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Equagdes trigonométricas do tipo cosx = a
* Aequagio cosx =a s6 tem solugoes se a € -1, 1].

) R . . H 1 .
* Para cada valor do intervalo [-m, m existe outro valor do mesmo
intervalo que tem o mesmo co-seno: se um ¢é o, ooutro ¢ —a.

* Tem-se, entio:

| COsSx=cosq = x=a+2kn V x=-a+2kn, kEZ

Exemplo 11 Resolucdo de condides trigonométricas envolvendo a fungao co-seno

Considere a fungio £, de dominio [-m, n], definida por:

f(x)=cos (x - 1)

11.1 Com a ajuda da calculadora gréfica, faca um esbogo do grifico da
fun¢io f.

11.2 Determine analiticamente os valores exactos para:
a) os zeros da fungio;
b) os maximizantes;

€) os minimizantes;

d) os valores de x de modo que f(x) =—%.
Resolugao
hea.-'o'm:‘-z:;l“_ B Al Y
e 1 ~Ti \éﬂ x

11.2 a) Zeros da fungao
D=[-mn, 7]
cos(x—1)=0 & x—1=-12£+kn, LeZ

y
1
S x=1+T+kn, kEZ

k=0 — x=1+—
0 Tx 2
=—1——vx:1__

~ m 7

— Os zeros sao: 1—5 e 1+_2_,_
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b) Maximizantes

// - N O valor maximo da fungio ¢ 1.
/ \——* cos(x—=1)=1 & x-1=0+2kn, kEZ

f— .1-:'[4-2,3“, I\'EZ

h=0—x=1

A fungio tem um maximizante: x =1.

¢) Minimizantes
O valor minimo da fun¢io é — 1.
cos(x-1)=-1 < x—1=n+2kn, kEZ
~ x=1+n+2kn, kEZ
k=—1—x=1-1

A fun¢do tem um minimizante: 1 — 1t

d) £(x) “"E{:" cos(x—l)——-zl-
— cos (JC—].)——-COS(%E) cos(-‘%’—t)r-ms(n—;)= 'EI'

_2rn
— x—l—?+2k'n: \% x—l:—%E+2kn, keZ

_2:n
= x——:_;—+1+2kn \ x=—ﬂ+1+2kn, kEZ

3
% _ k=0—-—».7c=;23£+1\/x=—21t

—+
Se:ndo fx)=1-cosx, deter- 3 1
mine, no intervalo [-rt, 2m) :

11.1 os intervalos onde a fun¢io L
0 =
é estritamente crescente; 5% f ‘\:) 2 s¢ x for 1 +23_ o 15 EE

11.2 os zeros da funcio;

11.3 os valores de x de modo
que f(x) seja maximo de
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Considere a fungdo:
f)=1+tgx

No segmento, [- 1, 2n] , indi-

Que:

12,1 o5 2eros da fungao;

12.2 05 valores de x de modo
fque f(x) seja maximo de

b, Funyfes expanencials, Funghes layaritmicas, FungBes tigonométricas (revisio) 103

Equacdes trigonométricas do tipo tg x = a

* A cquagio 1g x =a tem solugdes, qualquer que seja a €R.

gx=tgo & x=a+kn, REZ

Exemplo 12

Resolugio de condigdes trigonométricas envolvendo a fungao tangente

Considere as fungdes reais de varidvel real [ ¢ g, definidas por:

fix)=3tgx e glx)=tg(2x).

Determine xe]_lzc., g[’ tal que flx)=g(x) .
Use a formula: t (2\-)—ﬂ1_
3 . g e vl_tglx
Resolugao
Seja x ED;N D, .
2tgx
g(.’l) - tg (2x) = Wx—
2tgx
glx)=flx) &= 7 tg2x=3tgx
— 2tgx=3tgx—3tg3x
& —tgx+3tgx=0
& tgx(-1+3tg2x)=0
& tgx=0V tg%g:%
& tgx=0V tgx:i?
L

6

Para xE}—%, %[1 vem: k=0—x=0 V x:-% Vx=—

Os valores de x pedidos sdo: —%, 0 e th_

Confirmemos a resposta a questdo com a calcu-
ladora grfica.

Os valores de x pedidos sdo as abcissas dos
pontos de intersec¢io do grdfico das duas

fungoes.

n_\3 ( n) V3
g—== yegl-—)]=-—
6 3

8 3

x=0+kn V x=—L b V x=1g-+kn, keZ

T
6

Intersection
¥=00 1¢

e —
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de uma funcao trigonométrica

{leterminacin do ;"l"':’.it“

"’ i S i png-i;!ﬂef’ -

A

A fungao y= 3smx tem amplitude 3.

o e e T T

[ ¥edcoscn

A fungio y=asinx ou y=acosx tem amplitude |al .
A variagdo da amplitude de uma fungio trigonométrica nio interfere n
periodo.

Também se pode verificar que as deslocagdes horizontais nio interferen
no periodo.

O periodo da fungdo y = cos (x + -g) € igual ao periodo da fungiao y=cosx.
por exemplo.

O que interfere no periodo é a multiplicagio da variivel independer®
por um factor k#0 .

i

Seja:
y =cos (kx) ou y=sin (kx) .
As fungdes completam um periodo quando |k|x varia entre 0 ¢ 2%

2

m f

0< |k|lx<2n & 0gxg

Assim, o periodo da fungio:

y=asin[k(x-b)+c¢ oy Y =a cos [k(:\' - 1.')] +c

[
B
B

-~

Do mesmo modo se pode concluir que o periodo da funga
: ao

. y=arwglk(x-b)] 4

¢ T

k|

p -
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A temperatura média mensal
numa cidade varia entre-o0
minimo de. 37 °F em 31 de
Julho e 0 maximo de 87 °F em
31 de Janeiro. 2% e

13.1 Faga um eshogo.do gréfico
da fungdo para a tempera-
“tura média ao longo de um
ano sabendo que é do tipo
y=acos[b(x—c)]+d.
(x & o nGmero de meses
decorridos desde o inicio
do ano.)

13.2 Encontre. uma expressio
analitica para representar
7 a funcio.

A S ST T

5. Fungées exponencials. Funybes logaritmicas. Fungbes trigonométricas (revisio) 105

Exer \ .
mplo 13 Definir um modelo matemitico
) : et ) ‘ . |

numero de elementos de uma populagio de aves oscila sinnsoidalmente
cntre o \1ﬂtn~lnn|n hdl\l)(h- 100 , relativo a1 de Jﬂluirth ¢ um valor
mais elevado de 900 , relativoa 1 de _lll”l().

Esboce um grifico ¢ escreva uma expressio analitica para uma fungao
que represente a situagio apresentada,

Resolugdo
Procuramos uma fungio 1
do tipo 1000 T
) 900 1
f(t)=asin [k{t-b)] +¢ 2001
® A amplitude a é Zgg
900 - 300 _ 300 . 5001
2 400 1
3001
e Como t é em meses, O 2004
periodo é 12. 100 1
Zk£=12<_—_> TFMAMJJASORND
2n T
== = k ==
&k 12 3

. 1z 900 + 300
o A deslocacio na vertical &€ ¢ = S 600 .

o Falta determinar o valor da deslocagio na horizontal, ou seja, o valor de
b em:
fit) = 300 sin [%(z - b)] + 600

Partindo do conhecimento de que f(0) =300, dado que t=0 corres-
ponde a 1 de Janeiro, temos:

£(0) =300 &> 300sin [%(o - b)] +600 =300

— : Tol=_ 1 ) I'ara determinar b
S|~ 6 - basta uma solugio

Ty _ _ r ezt
= - 'g b - 2 & ’
& b=3
Logo: \‘\\ gy ;
T \ Yo
g, 37] +600 \ Feranier
=300 £ Nt~

I

-
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106 roblemas Propostos

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

EH Suponha que uma ilha com uma populagio de A pouco tempo (I(_-|‘mi5 de n‘nm f()lllllil]aillltll"-.l 0y
10 000 habitantes esta a crescer exponencialmente um pacote de (I(,IF-!'-IT (_m'm. f.:ﬂ-'llll'l:lli A ;m- 1
de acordo com a fungdo P(t) = 10 000¢"™ (L em surgir outras formigas, dingindo-se para-a fopfg
anos). de alimento.

0 ndmero n de formigas perto do-agicar crese
exponencialmente de acordo com a fungdo;

{
o
n(t) = 1'30('2',.?5)
sendo ¢ a quantidade de minutos desde que
primeira formiga descobriu o pacote de aghcar,
Quantas formigas estardo no pacote de agficar
em 40 minutos?

15 pontoy

P(t+1
1.1 Mostre que (P(t) ) é constante,
Bl Thomas Malthus, pensador do século XVIII, ela-
1.2 Determine o valor dessa constante com borou um modelo para prever a evolugdo da
aproximagdo as centésimas e interprete populagdo mundial. De acordo com este modelo,
esse valor no contexto da situagdo descrita. a populagio mundial duplicaria de 25 anos em
15 pontos 25 anos.

Considerando que, no ano de 1900, a populagio
mundial era de 1,65 mil milhées de pessoas,
estime, de acordo com o modelo de Malthus, qual
teria sido o valor da populagdo mundial em 2000.

E A fungdo exponencial N(t) = 2 000 000e %% ,
t > 0, exprime aproximadamente o nimero N
de bactérias no tampo de uma mesa t minutos
ap6s se ter aplicado um spray desinfectante Apresente o resultado em milhares de milhdes,
sobre ele. ' arredondado as unidades.

. P 15 ponlos
Calcule a quantidade de bactérias que ficam

sobre o tampo da mesa cinco minutos depois de ) '
se ter colocado o spray desinfectante. @ 0 comprimento médio, em centimetros, de dois

pequenos animais A e B, t dias apds o nas-

oot cimento, é dado por:
El Antes da abertura do TF 2
para-quedas, a veloci- e
dade em metros por b(t) = 30
ara-que- 14 e
segundo do péra-que .
respectivamente,

dista é modelada pela
funcao:
f(t)=50(1 - &%)

t>0, sendo t otempo
decorrido, em segundos,
apos o inicio do salto.

6.1 Qual é o comprimento de cada um dos an”
mais na altura do nascimento?

6.2 0 que pode afirmar acerca do compriment?
médio dos animais A e B quando adul-
tos? Justifique a sua resposta.

Determine a velocidade apds 20 segundos em 6.3

queda livre Recorra a calculadora grafica para determ’

nar quantos dias apés o nascimento os 40"

§ AES ) ique

1% poiios animais tém o mesmo comprimento. Indid”
como procedeu.

30 pon'?”

Y
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Problemas Propostos 17

QUESTOES DE RESPOSTA'ABERTA

Um grupo de‘q 40 cabritos é colocado numa ilha A magnitude de um sismo esta relacionada com
onde ateé entdo ndo existia qualquer cabrito. a energia total £ (joules) libertada por esse
sismo, Esta relagdo é definida por:

M =~ 3,64 + 0,69 log,, £

Admita que a populagdo de cabritos, na ilha,
cresce de acordo com a seguinte lei:

200
) = T3 e

onde N é o ndmero de cabritos existentes ¢ ‘
anos apos a chegada dos 40 cabritos ailha; - - 9,1 Qual a magnitude de um sismo cuja energia
) . £ total libertada é de 5 x 10" ?
7.1 Quantos cabritos havera na ilha decorridos S : :
cinco anos? ; 9.2 Qual a energia libertada por um sismo de
: : ‘ . - magnitude 47 -
7.2 Quantos anos terdo de decorrer até que, na :

; 0 TR R 20 pont
ilha, o ndmero de cabritos seja 100 ? pontos

7.3 Parece-lhe ser viavel os recursos existentes Ml Suponha que a altura A (metros) de uma

na ilha permitirem que o nimero de-cal:.m?- crianca do sexo feminino é expressa, em fungdo
tos ultrapasse largarmente 0s 200'§mma.1s. ~ do seu peso p (quilogramas), pela sequinte
Justifique convenientemente a sua resposta. expressao:

30 pontos A=-0,52+0,551Inp

B \uma empresa, o lucro, L, originado pela pro-
ducio de n pecas, é dado em dezenas de

milhares de meticais por:
L(n) = logy,(100 +n) +k, kK€ IR

Sabendo-se que se ndo ha produgao ndo ha
lucro, determine:

8.1 o valor da constante &

8.2 o lucro obtido pela produgao de 5000 Seqgundo este modelo, qual sera a altura de uma
pegas; : crianga que pesa 10 kg ?
8.3 o nmero de pecas que é necessario produ- Apresente o resultado em centimetros com
zir para que o lucro seja, aproximadamente, aproximagao as unidades.
uma dezena de milhar de meticais. _ 5 ko
30 pontos
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Objectivos

1. Determinar qualquer termo
de uma sucessdo a partir do
termo geral.

2. Verificar se um dado ndmero
¢ ou ndo termo de uma dada
sucessdao.

3. Identificar sucessdes mond-
tonas.

4. Verificar se uma sucessdo &
ou nio limitada.

5. Verificar se uma sucessio &
uma progressdo aritmética
ou & uma progressao geomé-
trica,

6. Resolver problemas envol-

vendo progressoes aritméticas
e progressdes geométricas.

1. Progressoes aritméticas e progressdes
geometricas

1.1 Definicao de sucessao

O Nhantumbo vive do lado da
rua em que as portas tém
nimeros impares. A sua casa
ficaem 40.° lugar.

Qual é o nimero da porta da
casa onde vive o0 Nhantumbo?

Lugar da rua

1
2
3

ou

A porta da casa do Nhantumbo tem o nimero 79

Scanned by CamScanner



5 bservagao

Por vezes, par simplificagao,
chama-se sucessdo a sequéncia
dos termos da sucessdo (por
exemplo, a sucessdo dos nime-
ros pares 2, 4, 6, ...).

(*) 0 estudo algébrico da mono-
tonia de uma sucessdo nao estd
explicitamente referido no pro-
rama. Sugerimos que seja indi-
Cado como trabalho individual do
aluno oy de grupo.

1. Progresides aritméticas e progresles geométricas 111

A correspondencia » w_r e~ 1 e uma lungio cujo dominio ¢ o conjunto
dos nimeros naturais ™ (1,2, 3, .. ¢ocontradominio é um subcon-
Junto de B Por isso a fungio chama-se sucessiio.

Ly 3, §0 7, wey 2u- 1, s s sio o termos da sucessio.
1.* teninn 4% termn " termo 1. " 1§ we Teraiam”

i ou ou
termo de termo de termo de
ordem | ordem 4 ordem n

A expressio (21— 1) chama-se termo geral da sucessio ¢ escreve-se:
a,=2n—-1 ou f[(n)=2n-1

Sucessio

Uma sucessdo de niimeros reais (a,) é uma fungio f em que o dominio
é o conjunto dos niimeros naturais e as imagens sio niimeros reais.

f: N — R
n_» 4,
* Os valores da fun¢io a,, a;, ..., @,, ..., 530 0s termos da sucessao.

e f(n)=a, éo termd geral da sucessdo.

Assim, numa sucessao:

n — ordem do termo
f(n) =a, — & o termo geral da sucess3o de nimeros reais

(f(n)) ou (a,) — representa a sucessdo
[f(n)] ou [a,] — representa o contradominio

A sucessdo também pode ser representada como uma fungio qualquer:

f N — R
n r2n-1 ou a,=2n-1
1.2 Sucessoes monotonas (%)

1.2.1 Sucessio crescente

Observe a figura seguinte:

360 , 540 ’ 720 s . o, 180 , ...

180 )

Os niimeros representam as medidas, em graus, da soma das amplitudes
dos angulos internos dos poligonos de # + 2 lados.

Considere a sucessao de termos
180, 360, 540, 720, ...
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A El, .

A medida do lado de cada qua-
drado ¢ metade da medida do lado
do quadrado anterior.

Nﬁ

3L °
................... .

p) SEEEEE . o
......... dmmno H E

] oaie SRR AR A

of 1 2 3 4 sn

0> e <y

e

Esta sucessio ¢ crescente. Cada termo a, partir do segundo, ¢ Sempre
maior do que o anterior.

Também ¢ crescente a sucessao: 1, 2, 2, 3,4, 4, ...

Nesta sucessio cada termo, a partir do segundo, é sempre maior ou igug| 2
anterior,

Sucessdo crescente
Uma sucessdo (u,) é crescente se cada termo é maior ou igual a0 termg
anterior, ou seja, se:

U, 2tt,, VEEN & w1 -1, 20, VnEN

No primeiro exemplo verificou-se que #,,,—#,>0, V#nEN.
A sucessao diz-se estritamente crescente. No segundo exemplo verificou-se
que #,,,—u,>20, VnEIN.

A sucessio diz-se crescente em sentido lato.

1.2.2 Sucessao decrescente

11 1
47 167 64°
nimeros representam as medidas das dreas dos
na figura ao lado.

Considere-se a sucessio de termos 4 , 1 -e. y €M que os

quadrados representados

Esta sucessdo é decrescente.,

Também € decrescente a sucessio: 4 ,4,3,2,1,

!\J|v—-l

Sucessdo decrescente

‘Uma sucessio (u,) é decrescente se cada
termo anterior, ou seja, se:

U, 1<, Vn€EN & , 1—1u, <0, Vn€E|N

termo é menor ou igual a0

Se, como no caso das medidas das dreas, se tem que:
ViEN, u,,, -1, <0
a sucessio diz-se estritamente decrescente.

#l/

1.2.3 Sucessio monétona

l Uma sucessio crescente ou decrescente diz-se uma sucessio monotona.

Uma sucessio constante ¢ crescente e decrescente, s
A sucessio: A
30, -30, 30 A
. 3 » =30, 30, =30, .. g
Nao € crescente nem decrescente, portanto, nio ¢é .\'o
monétona. g )

Também nio é monodtona a sucessio

J
(1,) , representada graficamente
figura ao lado.
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L1 Estude a monotonia de cada
Uma das sucessdes definidas
porz LR )
) 6,=6-1;

n .

D) b, =6+ (-1); -

t) ¢,= n+3 i

n+1
Justifique que a sucessdo
M\, = (- 3)" ndo é
Mondtona. )

12

13 : o
Justifique que a sucessio
"\ Vo= (6 = n) ndoé
Mmonétona,

—
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Exemplo 1 ‘

Estudar a monotonia de uma sucessio
Estude a monotonia das sucessoes definidas por:

11 =L .
n+ |

1.2 a, =(3)” ‘
3

Resolugdo

Usando o cilculo algébrico, vem:

_n+1 n

Uy — U, =—— —
e " n+2 n+1

=1zl+2n+1—nz—2n
(n+2) (n+1)

1

(m+2)(n+1)

Como n+2>0en+1>0, VnEN, entdo:

VneN, u,,,—u,>0

Pode-se concluir que a sucessio dada é estritamente crescente, ou
seja, que ¢ mondtona crescente em sentido estrito.

. (-2_)11
n 3

Uma sucessdo € estritamente decrescente se YnEIN: a,,,-a,< 0

1.2

Como, neste caso, 4,>0, Y7 €N, a defini¢io pode ser apresen-
tada do seguinte modo:

a, 1 '_a,,<0 = 41 <an

= Ayt <1

n

2)1!+1
an+l 3

— —
—

- Calcula-se Bt .
a, 2) a,
3

2 sk . '
Como N <1, asucessao € mondtona decrescente em sentido

W

estrito.

HM My ') 08
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0 floco de neve (snowflake) foi
referido pela primeira vez pelo
matemditico Helge von Koch
(1904) como exemplo de uma
curva com comprimento infinito
contendo uma drea limitada.

0 floco de neve ¢ um fractal,

A tecnologia grifica actual per-
mite obter imagens deste e de
outros fractais.

Pb=3x1=3
1
1
- 4
3 Po=3x—=4
: 3
4
Pn+1=§'Pn
Pv. P, P, P,
l ! ! l
16 64
SR -
P=3
PM_-;-XP,,, nz?2
ou
4\!
P,,=3><(§) . VneN

1.3 Sucessoes limitadas

A curva “floco de neve™ vai-se construindo da forma seguinte:

AN
//' \\ el \.-) L\,(
" Z> e
o {

O que podera dizer-se acerca da sucessio dos perimetros das figuras?
Pl: Pl) PJ: teey P,,,

A sucessdo dos perimetros é crescente mas ndo é limitada, porque nio existe |
” . ~ 1
nenhum niimero maior do que todos os termos da sucessio'",

(P, designa o perimetro da figura »)

O que poderi dizer-se acerca da sucessio das areas das figuras?

Ary Ay, Asy oy A, ... (A, designa a drea da figura )

A sucessdo das areas é crescente mas é limitada,

A drea de qualquer figura é menor do que a area do circulo onde estd ins-
crita e maior ou igual que a 4rea do triangulo inicial.

Assim, temos:

Area do tridngulo < A, < Area do circulo

Sucessao limitada

Uma sucessio (a

) € limitada se existirem dois nimeros reais m ¢ M
tais que:

ma, <M, VnEN

Muitas vezes é facil concluir se Uma sucessao € ou nio limitada por obse”
vagao do seu termo geral,
Sera limitada a sucessio definida por;

n=4+(=1)"2
Observando o termo geral, conclui-se imediatamente que:

3<a,<5, VneEN
A sucessio é limitada.
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Uma fepresentagio grifica desta sucessio é a seguinte:

>
| B

e Lo

NEEINrog, JESeL |

eeeeeed

mmrracabocang
L ]

»

i

1- - SRR G
L=

L B T —"

._---.---.
S

bifescmnncd

[ o5 S

Os termos da sucessio sio pontos pertencentes as rectas cujas cquagocs
Sa0 y=3 ou y=S5.

1.3.1 Majorantes e minorantes

Para a sucessdo definida por u,=4+(-1)", tem-se que:
3<u, <5, VvnEN

Diz-se que 3 é um dos minorantes do conjunto dos seus termos e § &
um dos majorantes do conjunto dos seus termos.

Qualquer nimero maior ou igual a 5 & majorante do conjunto dos ter-
mos da sucessio.

Qualquer nimero menor ou igual a 3 é minorante do conjunto dos ter-
mos da sucessio.

5 ‘Seja P um subconiuﬂto de R.
O niimero a é majorante do conjunto P se e s6 se 2 é maior ou igual
que qualquer elemento de P.

'O nitmero b é minorante do conjunto P seesése b émenor ou 1gual
‘que qualquer elemento de P

Enquadrar um niimero € indicar um niimero menor e um ndmero maior
do que esse numero.

Um conjunto que tem pelo menos um majorante ¢ limitado superior-
mente.

Um conjunto que tem pelo menos um minorante é limitado inferiormente.

P
b ——t— a
; —t —
—_— ———
conjunto conjunto
dos dos
minorantes majorantes

Utilizando os termos majorante € minorante, tem-se que uma sucessio é
limitada quando o conjunto dos seus termos tem um majorante € um
minorante, ou seja, o conjunto dos termos da sucessio & majorado e

minorado.
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e
M
g ap vl
.!
Of « 18 n
m|
e A
|
aathanae o S
L B LI I B o
U‘ e L n

ﬁbsewacéo

Recorde que:

|a|

=13

2.1

2.2

Ll -L<ga, gL
= a,2-L A gx<lL

Mostre que sdo limitadas as
sucessoes:
1
a) a,=1+ T
b) b,=5;
1

0) c,,=(-1)"xn

d) — sen épar

n

-1 se n éimpar

Dada a sucessao definida por
a,= , mostre que:
"3 q

1 .
a)4<a,,,

b) a sucessao (a,) é limi-
tada.

e ' 1 ada temeses
Por definigao, quando uma sucessao [mitada temes

cM, VnEIN

G, MER: meu,

am-se numa regiao do plig,

Gralicamente, 0s 1¢rmos da sucessao enconti
mey-M,

H ' N “ gt o 3
limitada pelas rectas Norizontis Cujas cquagoes wo-y

Tendo L como o maior dos valores I’”l v [ M| ambém podemos g

cluir que a sucessio (a,) ¢ limitada quando:
JLen : |a,| <L, VHEN

Exemplo 2  Sucessdo limitada
—_ . . i _ nt2
Mostre que ¢ limitada a sucessio definida pors = ==

Resolugao
Usando enquadramento, temos que:

n, 2 2

n+2 _ l+-—
“utn

n

Por outro lado, 0<l L, daique 0 <= 62

2 :
E, assim, 1<1+-< 3, VinEN, ouscja, | <u, <3, VnE€N.
A sucessio é limitada porque o conjunto dos seus termos ¢ minorado ¢

majorado.

Outro processo para mostrar que existem nimeros reais m ¢ M d¢
modo que:

f”gﬂé

. <M, Vn€EIN

pode ser o seguinte:

recorrendo a uma representagio grifica da
sucessiio parece poder concluir-se que:
n + 2

=tn023f’n
l<——=<3, VnEN

,._.A.-i-‘
y=1, :mm

nL

Vejamos se, de facto, tal ¢ verdade. e

n#0

”+2 S ngn+?2 & g2

o]g

n=()

oHt2 €3 & n+2<

N S & -21g-2 & n> |

Atendendo a que Ox que?

sucessio ¢ limitada ¢

S2enzl,

¢ que:

VneEIN,

pode concluir-s¢

9
]g.’LL‘.g‘]‘

n

VnelN

.
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1.4 Progressdes aritméticas
1.4.1 Definigiin

Observemos a sequéncia de hiparas apresentadas a sepuir,

AN N 7

Fig. 1 Fig, 2 Fig. 3 Fig. 4

N.” de 1 l

}
. 4 6 8 10
tragos
\ (4+2)\(6+2)\‘ (8 +2)

A primeira figura é formada por quatro tragos. A partir da primeira, cada
figura tem sempre mais dois tragos do que a anterior.

Seja a, o numero de tragos de uma figura. Entdo:
du-l-l =a, +2 » OU SEja, Ay s 1 —a,,=2 .

A partir do segundo termo, a diferenca entre cada termo e o termo ante-
rior é constante e iguala 2.

A uma sucessdo deste tipo chama-se progressao aritmética.

 Progressdo aritmética :

" Uma sucessio (a,) é uma progressio aritmética (p a.) se existe um
‘nimero real r tal que @,,,—-a,=r, VnEIN. f2

Ao ntimero r chama-se diferenca da progressio aritmética.

O termo geral da progressdo aritmética apresentada é a,=2n+ 2, cuja
representagdo gréfica €, como em qualquer sucessdo, um conjunto de pon-
tos isolados.

a, 4 .
10 -=mmmmmeennge’
91 e
N o
71 wr
61------ -1 : 1
5 ' ' i
41---9" | ' :
3 ": : : ]
247
Ao o
“T0[ 1 2 3 4+

Os pontos da representagao grifica de uma progressao aritmética perten-
cem a uma mesma recta. O declive da recta que contém os pontos do gra-
fico da sucessdo ¢ igual a diferenca da progressdo aritmética.
Sio exemplos de progressdes aritméticas:
va—dn+2 — 6,10, 14,18, . r=4

H
b =2-3n—-1,-4,-7,-10, ..; r=-3

n
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@.ﬂ-ﬂrwdg.’m Enem o 3 Para mostrar

; |

S30 progressdes adtmeticas: P Mostre que G} € uina progressio aritmetica ¢ que (b)) nioé UmA pr,
* 350003840 dos nimeros natucals: pressio arimenca, se nio;

: | [ )
e Tk dy =3 m+ 1y ¢ b =n-nt,

* 2 sucessdo dos numeras pares;

u, = 2n Resolugao
* asucessda dos numeros fmpares: 0 g = __1_ (114 1)
U, =2n -1 3
—— 1 |
g ==n+141)==(n+2) Cakula-s
na+ 3 ( ) 3 (

a,, -a,= l(n+2)——(n+l)
A 3
i

3.1 Escreva os cinco primeiros ==n+ 2_1 n- 1
termos de uma progressio /3 3 3 3
aritmética em que o 1.° __l Verthica-se que a diferenga ¢ um
termo & - 2 e a diferenca é: 4 B £KBILANTE.
a) 2,‘ 1
b) -3; : Como a,,,—-a,= 3 e 3 € uma constante real, a sucessio (a,) ¢ uma
1 - o T e ]
) 5 progressao aritmética de diferenca A5
d) 0
1 ob,=n-n
3.2 Mostre que a, = 5= 3n é
- 2 2
uma progressio aritmética e. - ® b,,1—b,= [(n +1)=(n+1) ] —(n—n® Caleula-se b, ., b, .
que b,=n"-1 nio & pro- =y +1-(n*+2n+1)—of + 1

gressdo aritmética.

=Y - -2n-Y+#

3.3 Verifique se a sucessao:

=—2n Verifica-se que a diferenga ndo €
{ =2 unma Constanre
Upor=U,+3, VnEN ~ o .
ne1 = U b,.1=b,=~2n nio é constante, pois depende de .

€ uma progressao aritmética. Logo, a sucessao (b,) ndo é uma progressio aritmética.

. Exemplo 4  Determinar a diferenca

e s 5
Numa progressao aritmética u, = 5 € U= 1.

“

Qual é a diferenga desta progressio aritmética?

Resolug¢ao

ye-s¢ s fﬁﬂ!v‘"‘:w:
i _ Tem-se que: g =, + 2r Sahe-se dads

, =ty + T

Sabendo -gue numa progressio 3=§-+2r & 6=5+4r <:> 1=4r & r=-!— g =sytTYT
aritmética (u,) , u; = 14 e 2 4 wo =y + 2

uy =23, determme a dlferenca

. w1
da progressio. A diferenga desta progressio é 2

j"/ :

A
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V. Progresshies antméticas e progressdies geométncas 1 ]9

1.4.2 Termo geral de um
O conhecimenta wrmo

PO permite determinar qu.

Considere-se a progressio aritmenica:

=1, 4,9, 14,19,

Tem-se:
"y =-—
Hy==1+3§

My=—1+545=-142x5

Ma=—=1+54+45+5=-14+3x5§

Uy==1+5+. +5=-14+(n-1)x$
—_—

n =1 parcelas
Logo, u,=-6+5n.

De um modo geral, seja:

”]3 U, ceey Uy, ey My y ol

uma progressao aritmética de diferenca 7 .
"y =u,
uz = ul +7r

Us=uy+1r+1r & Uuy=u, +2r

U=y +r+r+..+1r S u,=u +(n-1)r

—_—
(n — 1) parcelas

Termo geral

a progressio aritmética

peral de uma progressio ¢ muito importante,
guer termo conhecida a sua ordem.

O termo geral, #,, de uma progressio aritmética de diferenca 7 ¢ dado por:

=t +(n-1)xr

Aplicando a férmula u,=1u, + (n - 1) x r pode-se obter o v
quer termo de ordem k, sendo u, =1, + (k- 1) .

Entao, vem:

alor de qual-

u,—wy=tj+(n—-1)r—[yi+(k-1)r] & Mnmwme=nr—y —kr+y
= un=ul-+(n_k)7'

Logo:

O termo geral, #, de uma progressao aritmética de diferenca r ¢ dado por

u, =t +(n—k)r

sendo #, um termo qualquer.
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@)swvnq&o 7 e

LT ]

14+9=10

3+7=10
2x5=10

No caso do namero de termos ser
impar a soma dos extremos é
igual ao dobro do termo central.

1.5 Soma de n termos consecutivos de uma progressig
aritmética
Consideremos os 10 primeiros termos da progressio aritmética (a,) g
termos geral a, =4n+ 2.
, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 3, 38, 2
ey 1
18+ 30 =48
] 14+ 34 =48

10+38=48
6+42=48

6

A soma de dois termos igualmente distanciados dos extremos € igual a soma

dos extremos.

De um modo geral, tem-se:

. Soma de termos igualmente distantes dos extremos

'Em # termos consecutivos de uma progressao aritmética, a soma dos ter-
- mos igualmente distanciados dos extremos é igual a soma dos extremos.

Esta propriedade permite deduzir uma férmula para calcular a soma de
n termos consecutivos de uma progressio aritmética.

* Soma dos # primeiros termos de uma progressio aritmética

Seja:
Si=u,
S, =u, +u,

S,=ty+u+...+u,

A soma dos # primeiros termos de uma progressdo aritmética representa-s¢ |
por S, . |
Vamos procurar escrever S, usando apenas u, € u,.

Escrevemos §, de dois modos diferentes e adicionamos termo a termo-
Assim:

So=uy+uy g+ U, ,+ U, |+u,

Sp=ty+ty_  + Uy 5+ ...+ uy+u, + u,

25, = (1 41, (st 20, ) (o434 0, 5) o (1, 003) + (1, + 1) + (1)
/ ]

—

—

n parcelas iguaisa (1, + 1)
u +u,

25, =nx(u;+u,) & §, = X 1

Soma dos # primeiros termos de uma progressao aritmética

A soma §, dos n primeiros termos de uma progressiio aritmética ()

¢ dada por:
g _thtu,

2 Xn

I
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1.6 Progressdes geométricas
1.6.1 Definicio

A bactéria estreptococos (responsiavel pela amigdalite) reproduz-se dupli-

cando-se de meia em meia hora,

A sucessdo que representa o nimero de bactérias é:

1,2,4,8,16, ...

Se a, é um termo da sucessao referida, entio:
a"+1 = d,, X 2

ou seja:

a?H-] — 2
a

n

Trata-se de uma progressao geométrica de razao 2 .

' Progressdo geométrica
Uma sucessio (#,) de termos ndo nulos é uma progressao geométrica
(p. g.) se existe um nimero real r, nao nulo, tal que:

.a"_”=r, VvnEMN ou a,,,=a,xr, VueEN

n

" Ao niimero r chama-se razio da progressao.

Br i g i 2
bservacao » N

Na dofi < < 1.4, 16, 64, ..., 47 5. — razio: 4

mét ?ﬁ”‘ca_o de progressao geo- ?

- '@ ndo consideramos os , 11 g-nsa . — razﬁo-l

x.asemqllearazéoézeroe/ou 8,4, 2, 1’2’ 4’ ? )

a
~lermo é zero.
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[wnlplu 5  Determinar a razdo de uma progressio geometrica

O
Dctermne o tazao e mma PrOpIessao peometne cnguae o 4.7 eon (I Iy
mos sdo, respechivamente, 15 e 135

Resolugao
g 1S ¢ w135,

«5 Numa progressio geométrica um termo obtéme-se do anterior multipl;

Ry cando este pela razao,
Escreva os cinco primeiros termos

. s 5 ]
da progressdo geomeétrica em A (L P T TP U TN TP S I TR [T

que: . .
135 = 18 xr &= r =009

51 a, -3 e 1= D,

< r=10,3
2 a,=10 ¢ r==2;
53 o, =-1¢er=-1; Logo, o problema tem duas solugoes:
54 a,=06 ¢ =3, r=0,3 ou r=-0,3,.

Exemplo 6  Determinar a razao de uma progressao geométrica

Verifique que as sucessdes (a,) ¢ (D,) sdo progressdes geométricas e indi
que a razdo.

61 d|=“|
a, 1 =2X%a,

6.2 b,=-3(0,25)"""
Resolucao
6.1 Temos que:

a,,
Zs =2xa, & Bt

Verifique se sdo progressoes geo-
métricas e, em caso afirmativo,
indique a razio de cada uma das
sucessdes cujos termos gerais

logo (a,) ¢ uma progressio geométrica, ja que

¢ constante.

A razio desta progressio ¢ 2

sdo:
61 57 6.2 b, =-3(0,25)"""
IR}
6.2 (%) i b”" =- 3 (0|25)”' - == 3 (0125)"
6.3 (-1)""'; biy  =3(0,25) 02 |
10 l) - —_ n-1 = ’ 5"—" ! = 072‘5
§is (%) ; " 3(0,25)
Como ¢ cons P
65 =1, de uch ‘-"ﬁslmnt_‘_ A razao entre qualquer termo ¢ o anterior, tratd
St A progressao geométrica,

6.6 - (0,4)"",

A razio desta progressio ¢ 0,25

——
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1L, 3.9 27, ..
Progressio geomérrica: uy = 3771

o
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1.7 Termo geral de uma progressio geométrica

Conhecendo o 1, termo ¢ a raziio de uma progressio geomeétrica pode-
mos conhecer qualquer outro termo.

A .‘ 3 »x3

——— ——— o

o
=N
=

Se pretendéssemos conhecer o termo de ordem 100 pelo processo indicado
levariamos muito tempo, por isso, vamos procurar uma férmula que nos per-
mita calcular o valor de um termo conhecida a sua ordem.

Seja (a,) uma progressio geométrica de razio 3 ¢ a,=2:
a =2

a,=2x3

a;=2x3x3

.
.

a,=2x3x..%x3
\——'ﬁ{_’
1n—1 factores

Logo, a,=2x3""" e a9p=2%3"=3,4x10".

De um modo geral, temos:

a]=al
a2=a,><r
a,=a, Xr?

a,,=ﬂ1 Xr"_l

Termo gefal'

Numa progressao gcométri_ca (a,) , de razio r, o termo geral é:
a,=a; xr""!

¢ um termo qualquer de uma progressao geométrica (a,) vem,

Se ap r&_]
substituindo 7 por k, ay=ayX )
Entao:
On L"lxr”-l = Eﬂ_?'“—l-’“.l & a =(1’LX_rn—k
= - n y
e k-1 da
a g xXr
Numa pfogréséﬁo geométrica () de razdo r, o termo geral € dado

-k 4, um termo :
por a,=a X7 ) senldro gy T qualquer |

Uma progresséo geométrica fica definida conhecendo-se um termo qual-

quer ea Iaz:’io-
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1.8 Soma dos termos de uma progressao geométric

e Soma dos # primeiros ermos

Seja (a,) uma progressio geométrica de razio 3 emque a, = 1200,

Vamos caleular a soma dos 20 primeiros termos de (a,), ou seja;
dytdyt o tdy

Para calcular esta soma ndo se calcularam os termos todos, Seguiu-se g

mérodo mais simples.
$=1200 + 3600 + ... + 1200 x 3"
385= 3600 + ... + 1200 x 3" + 1200 x 3% a, 1200 ¥

Subtraindo membro a membro, vem:
3§ -5=1200x3*-1200
25=1200 x 3?° - 1200

20 20 _
_ 1200><32 x 1200 _ 120 (z U _ 600 (3~ 1)

S

De um modo geral:

Se u,, ty, ..., #, sdo 0s n primeiros termos de uma progressdo geo- i

métrica de razdo r:

S,=u +u + ... +#,_4 +u,

rxS, =ru +ruy, + .. +ru,_ |+ ru,
—_— —\ [ —— —

rxS,=u; +uy + ... + u, +ru,

rxS,~S§,=ru,—u

— n=1_ ’

Sn (r_ 1) —Tlll X?’ l‘] H”="1.\P"“ |
}

S u, (r-1)
| Se re1 ;
ou i

!

?J |
S =y ——,ser#l |
" 1 1 iy b l
_: Soma dos # primeiros termos de uma progressio geométrica '
A-s:)ma dos % primeiros termos de uma ptogressao geométrica (11,) de
razao r#1 ¢ : ;

l_ru
sl=ri

HSemdd sy

S,=u,
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:-,0""“”“']“‘65 da figura sequinte
quildteros,

dore

0 f 4

{onsidere que t; tem lado 1 e
que 3 medida da area de cada
wingulo &, G, &, o, 8,

¢ % da area do anterior.

1.1 Escreva a expressdo do
termo geral da sucessao dos
perimetros.

1.2 Calcule a soma das medidas
das dreas dos 10 primeiros
triangulos, com aproxima-
¢do as centésimas,

1.1 Escreva, em funcdo de. n ,

medidas das areas dos n
primeiros tridngulos.

a expressao da soma das

| Pragrossory grifmttm ¢ prograies geomitnen

Exemplo 7

Calewlar um termo de uma progressdn geometrica

Y
SSUIRY PROgressdo geomernica (i, femos e

SM=121 carazioé -2

-

Calcule 0 6.% termo desta Propressao,

Resolugao
1-(-2)°
I-(-2)
= 1,21=u,x 1

Se=u, x

+3

~

= 1,21=u,x11
= u,;=0,11

=1, Xr*° ' <
= 1g=0,11 % (- 2)°

— ug=-3,52

Logo, o 6.° termo desta progressio é — 3,52 .

Exemplo 8 = Determinar a soma de termos consecutivos de uma p. g.

Seja (a,) uma progressdo geométrica de razio 2 com a, = 1 .
Calcule a soma as+ag+... +ay,.

Resolugao

1.° processo:

a9+a]0+ res +a|s=Sm _SS=

18 98
1 1_'_2'__lx1 2

1 1 -
=— (S o e,
27 1-2 27 1-2 i 2=
=131071,5 - 127,5
i =130 944
Ry = .
tema Progressio geométrica de  2.° processo:
0s Positivgs: ) y 1 =220 -
y UL BTWB e o A i A T “ ¢a 1 parcels,
: ale - .
(On:el?:ua‘soma dos cinco termos =128 x 1023 8-9+1=19 Conmmero de parcelas
s 1 . E
mt[“‘ive‘vos a partir do 8.°, =130 944 e =1)1__ e 23
]
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126 Problemas Propostos

QUESTOES DE ES

¢ uma progressao geométric,

BA CUCES540 (a.)

E¥ Numa progressdo aritmética (u,), temos que: :
] de razio 0,3 ¢ 0, 0,9.
u,+ U, + U, by ¢ Uy ¢ Uy, 107 |
0 termo da ordem 20 € igual a:

A diferenga de progressdo, r, ¢ igual
(A) 3 (0,3)":

(A)r=13:
(8) r=4; (8) 37 (0.3)"
(€ r=5: () 0,3 5 flh-
(D) r=6. (D) 0.3 3"
5 pontos .
E A soma [ A soma das primeiras 10 poténcias de base 7
e expoente natural é igual a:
14+ 10,5+7+3,5+...+(-17,5) é igual a:
) ( ) (A) 2006 ; (B) 2046 ;
-15;
(C) 2056 ; (D) 2066 .
(B) —16.,5;
5 pontos
(€) -17;
(D) - 17.5.- 0 Langa depositou num banco 5 mil meticais e
5 pontos resolveu ai colocar, todos os meses, 500 meticais.
Assim, decorrido um més o Langa tinha 5500
El Seja a sucessdo (u,) definida por: meticais no banco.
Ao fim de quantos meses o Langa tera 50 000
{u, =2 meticais depositados no banco? |
=u -7, Vn€N
Upyrr = Uy (A) 70 meses;

Qual das afirmacdes é verdadeira? (B) 80 meses;

(C) 90 meses;
(D) 100 meses.

(A) A sucessdo é uma progressao geométrica.

(B) (u,) émonédtona decrescente.

(€) uy=—7n—9. 5 pons
|
(D) A soma dos primeiros seis termos & — 91 . i '
5 pontos [l De um barril de vinho retira-se diariamente
do seu conteddo.

inici i jtros, 3 |

A Sabe-se que 6, x e 8,64 sdo trés termos Ssa:]llilg;zlemdentg ,? barné i b51(')1 dhctor:ridos
consecutivos de uma progressao geométrica. ?0 dias emel:'l;rnosocccl::s dlc;snzaszznde;maisvé
0 valor de x éigual a: igual a: ‘
(A)£7.2; (A) 28,72 1 ; |
(B) +6; (B) 30,02 L; |
(€)£5; (€) 31,03 L; |
(D) +4,2. (D) 32,72 L. |
5 pontos 5 pont® |

_d
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: nNuma progressao geometnca tem-se ¢, = 90 o

u, = 2430 . Determine:

1.1 v, € arazio; s - S Vo

15 (10 4 5) pontos

¢ | Numa progressdo geometrica tem-se u, = 24 e

y, = 384 .

2.1 Determine wu, e a razao.

2.2 Calcule Sy, para cada uma das solugdes
obtidas em 2.1.

20 (10 + 10) pontos

Hl Considere a seguinte progressao geométrica:
P R AT T TS TN
3.1 Escreva o termo de ordem 10.
3.2 Calcule um valor aproximado de S,, com
duas casas decimais.

20 pontos

B biga, justificando, se cada afirmagdo é verda-
deira ou falsa. '

4.1 Sendo u,=1 —% , entao:

(A) t,,=2+7; (B) um::[_nil;
€ Uy, —u=—2.
4.2 Sendo u,=2"*",
(A) u,, = 27*%;
(C) u,=2""1.
4.3 Asucessio (v,) é definida por:
v, =2
Voyy=2v,+3, YnEN . Entdo:
(B) Vap-1=2Van 1
4.4 A sucessio (u,) @ definida por Ui = 2 e
Up,,=u,—3, VnEN e (v) & definida por
vnEN.

entao:
(B) us, = 6"

(A) v,=2v,+3;

=3 e vn+,=%xvn,
(A) A sucessio (u,) ¢ uma progressao

aritmética de diferenca —3 - }
(B) A sucessao (v,) € uma progressao

geométrica de diferenca o -

TR e R, I— e e e

QUESTOES'DE RESPOSTA ABERTA

Problemas Propostos

4.5 0 2.7 termo de uma progressao geométrica
(0,) ¢ 3 earazioé r. Ento: @, =3x0r""".

4.6 Se (u,) & uma progressao geométrica
estritamente crescente, entdo:
(A)u,>0, VneEIN;
(B)uv,>1, VnEIN.

65 (15 « 3) pontos

B Numa progressio aritmética...
Trés nameros estdo em progressao aritmética
(isto &, sdo termos consecutivos de uma pro-
gressdo aritmética), a sua soma € 3 e 0 seu
produto — 3. Quais sdo os ndmeros?
10 pontos

K3 0 mentiroso

Um mentiroso conta uma mentira a trés ami-
gos. Ao fim de 10 minutos cada um deles
conta-a a outros trés que, por sua vez, a con-
tam em 10 minutos a outros trés (cada um).
Quantas pessoas, incluindo o mentiroso, conhecem
a mentira ao fim de uma hora a contar do momento
em que os trés amigos a comecam a espalhar?

10 pontos

A escolha do saldrio
Duas amigas foram passar férias aos Estados
Unidos e resolveram trabalhar para ganharem
algum dinheiro extra. :
Teriam de trabalhar no minimo
20 horas e s6 ao fim desse
tempo receberiam o dinheiro
correspondente ao trabalho.

Tinham trés hipoteses de esco-
lher a forma de pagamento:

1.2 hipdtese: 50 dolares por hora. '

2.7 hipotese: a primeira hora 8 dolares e cada
hora seguinte teria um aumento de 5 délares
relativamente a hora anterior.

3.% hipotese: a primeira hora senria 571)6 do

doélar, e cada hora seguinte seria o dobro da
anterior.
Qual era a melhor hipétese? E a pior?

20 pontos
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Obiectivos

2. Calculo de limites

1. Conhecer teoremas o proprie-
dades sobre sucessdes.

2. Aplicar teoremas sobre
sucessdes convergentes.

3. Operar com sucessdes con-
vergentes,

4. Operar com limites infinitos.

5. Levantar indeterminacges.

6. Calcular, quando existir, a
soma de todos os termos de
uma progressao geométrica.

7. Conhecer o nimero de Neper.

8. Determinar limites de suces-
soes utilizando o nimero de

Neper.
2.1 Nogéo intuitiva de limite de uma sucessio
2.1.1 Sucessdes convergentes
a} | Diz-se que uma sucessio (a,) R P st L
. (escreve-se lim a,=1) se, por muito Pequeno que seja o nimero po-
L+ 8 |=rnmmnn- §=737mammanseaos - sitivo &, existir uma ordem P a partir da qual se tem |a, - L|<d,
L : ' '.' = listo €, |a,— L| tprna-se tao pequena quanto se queira. ;
L- 5 |Feeee Feiiais e N '
'; - Simbolicamente:
‘ ; . -Vlimq"=L<::>V6>0,3pem:n>pﬁ Ian_L'<6
0 r " ‘ ‘Ou. e ‘ : _ .
lim g, =

L= Vsé>o, IPEN: n>p = L-B<a,,<L+5

'

Se uma sucessio qualquer (a

») tem por limite um nimero real L i
escreve-se: ?
]l = 1 —
lr-—bToo y L 4 llITl a,= L ou a, — L ! i
e lé-se: :
“o limite de (a,) ¢ 1.”
ou
“(a,) converge para L”
ou

“(a,) tende para L.
As sucessdes

A

que tem por limite um ndmero real dizem-se convergent¢s:
§ sucessOes que nio sio convergentes dizem-se divergentes.

.
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2. Célculo de limites 129

Exemplos:

As sucessies a, = (= 1)" ¢ b

(= 1) % n sio diverpentes:

y
b, !

\ 4

Uma sucessdo (a,) que tende para zero chama-se infinitésimo ou infinita-
mente pequeno.
(a,) é um infinitésimo & a,— 0

Exemplos:
As seguintes sucessdes sdo infinitésimos:
1 1 n 1
d,,=; ’ V,,=—H € lU,,—(—- 1) X;I-.

2.1.2 Limites infinitos

Seja (a,) a sucessdo tal que a,=n".

Para que:

® g,> 100 basta que 2> 10;

e a,> 10" basta que n>10°;

e g,>10% basta que n>10";

isto é, é sempre possivel determinar uma ordem (n), a partir da qual todos

os termos da sucessdo so maiores do que qualquer valor positivo (L) .
Diz-se, neste caso, que (a,) € um infinitamente grande positivo ou que

a"—b+00

Infinitamente grande positivo
' Uma sucessdo (a,) éum infinitamente grande positivo e escreve-se:
| a,— +0c°o ou ]imd"=+oo

se e 56 se, qualquer que seja o niimero positivo L, existe uma ordem a
partir da qual todos os termos de (,) sdo maiores que L, ou seja:
A 4,—+00 & VL>0,3pEN: n>p = a,>L
Cn . - - - SaeSK
0012345678910
-10)- e ]
=20} T ’ ~ _ : _ 2 .
= Considerando a sucessio ¢, =—a,, ouseja, ¢, =—m , o grifico da
S sucessio (c,) € simétrico do grifico da sucessio (a,), relativamente ao
. g eixo das abcissas.
s i Y | L tir d
RN AR RS E Qualquer que seja o nimero real L, a partir de certa ordem todos os ter-
~100) - e mos de (c,) sdo menores que L.
PLMM12.09
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Diz-se que (¢,) ¢ um infinitamente grande nepativo ¢ escreve-se:

me,==00 on ¢,~* =09,

JAnfinitamente grande negativo
Diz-se que {a,) € um infinitamente grande negativo ¢ escreve-se:

a,—-00 ou lima,=-00

s¢ e 50 se (-a,) ¢ um infinitamente grande positivo.

: . .. B o
Consideremos agora a sucessio (d,,) definida por d, = (= 1)" < n*,
nt

sc n ¢ par
Atendendo a que d, =

—-1*  se n €impar

a sucessio (d,) ndo é um infinitamente grande negativo nem ¢ um infini- |
tamente grande positivo.

No entanto, como |d,|=#*— + 00, diz-se que (d,) & um infinitamente |
grande em modulo e escreve-se:
limd,=c0 ou d,— 0.

Infinitamente grande em médulo
‘Diz-se que (a,) éum infinitamente grande ou um infinitamente gr:mdeem
-modulo e escreve-se: _
’ a,— oo '
‘seesdse (| a, I) ¢ um infinitamente grande positivo.

2.1.3 Classificagdo das sucessdes quanto a existéncia e natureza do limite

Das definicSes apresentadas resulta que todos os infinitamente grands |
positivos e todos os infinitamente grandes negativos sdo infinitament |
grandes em médulo. %

- t
Se (2n)— + o0, entio (2n)— oo. f
Se (-2n)— —o0, entdo (-2n)— oo, l
Os infinitamente grandes sdo sucessdes divergentes. 'r

Se uma sucessdo tende para + o0 ou - oo, diz-sc que a sucessio € P |

priamente divergente; as sucessdes dwergentes que nao sio propnamfm
divergentes dizem-se sucessdes oscilantes.

= S
Assim, quanto 4 existéncia e natureza do limite, as sucessdes classificam”
da forma seguinte:

Convergentes '

(limite real)

Sucessaes Propriamente divergentes

Divergentes (limite + oo ou limite — o) f

(ndo convergentes)
Oscilantes

A
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2. Cilculo de limites 131
Exemplog.

‘3".[() & I S N
* ) LOonverp Ntes
}, es a Sce \(k!L‘\ (IL‘ lL'l'“l() I' |
eral:

2 X
n1 Tx |4 = |
3! o ¢S == tendo-se:
— = () 2 8 . H
n Vo= () . 2
3 U ] | +~~;-"———_. | : 8§ o ore it 5
* Sio pr i ) B '
o opriamente (iver
o hte diverpentes o sucessoes de termo geral:
n 4 8 2 <hihs
243y e ; (;— oy = 2u+3) ¢ g2 , tendo-se;
s —ldn+3)— _ oo . 2 2
.S ) ; 84 n —+4+00; 8-t — —~ 0o

a0 0scj o
scilantes ag Sucessoes de termo geral:

(=1)"(2n+3) . (- 1) —8—:—712 , tendo-se:

(_ 1)"(2""’3)—’00 ; (__1):|8+7'21—’°°
n

Outros exemplos sio (=1)" e (L+(=1))xn?.

2.1.4 Subsucessio de uma sucessio

SS (1 ll) l q n 3 e]

u":ljl,l,_l_ _l l l l_
2 3 4?536)7,8,--

Sejam (a,) e (b,) as sucessoes definidas por:

_ 1 ] 1.1 .17 1
®a,=uy, =5 g SRR R Ry

5 2n,ouse;a a, 20463
Phn=me =iy ous b g S 4 T

As sucessoes (a,) e (b,) sdo subsucessdes de (u,) : (a,) € a subsucessio
dos termos de ordem par e (b,) € a subsucessio dos termos de ordem

superior a trés.

‘Subsucessao de uma sucessao
Subsucessdo de uma sucessdo dada ¢ uma sucessdo que se obtém da pri-
" meira suprimindo um nimero finito ou infinito de termos e mantendo a-

" ordem dos termos restantes.

2.2 Sucessoes infinitamente grandes e sucessoes

monotonas
Consideremos as sucessoes (a,) e (b,) definidas por:
1

g,=1-=5 ¢ b,=(n-3)7,
n

¢é estritamente crescente, mas ndo é um infinitamente

a0 (4,
e A sucessio ( ) oque 2,<1, VnEN .

grande positivo, dad ‘
A sucessao (bd) € 1 infinitamente grande positivo, mas nio é crescente.
L] S 3 .

— =1.
dado que b2=1> bh,=0 e by

-
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ve A
De um modo geral, temos que: ’/y‘

s o facto de uma sucessiao ser crescente nao ¢ suficiente para que seja yp,

infinitamente grande positive; |
« um infinitamente grande positivo nao ¢ necessariamente UMa sucessj

A  crescente. :
N= 1 B

Dé exemplo de:

1.1 uma sucessio que ndo seja Exemplo 1  Sucessoe
crescente e seja um infini-
tamente grande positivo;

s crescentes e infinitamente grandes |2

Qual ¢ o valor logico da afirmagio scguinte:

1.2 uma sucessio que ndo seja “Todas as sucessoes crescentes tendem para + 0.
decrescente e seja um infi- i |
nitamente grande negativo; Resolugao . o

1.3 uma sucessio que seja cres- Por exemplo, a sucessdo de termo geral u, = 2 - o € crescente pois |

cente e nao seja um infini- VnEN, t,—1,20 :
tamente grande positivo; Por outro lado, 1, <2, ¥YnE€IN pelo que (#,) nio é um infinitamente
1.4 uma sucessio que seja de-  grande positivo.

crescente e nao seja um infi-

nitamente grande negativo, ~ Portanto, a afirmagio é falsa.

2.3 Sucessdes infinitamente grandes e sucessoes limitadas |

Se u,=V\n, u,— +oo. O conjunto de termos de (u,) ndo é limitado |
superiormente.
Se u,=—\/n, u,— —oo. O conjunto de termos de (u,) ndo élimi- |
tado 1nfenormente

Se u,=(—-1)x \/n, u,— oo . O conjunto dos termos de (u,) 00 ¢
limitado superior nem inferiormente.

Sera que toda a sucessdo nio limitada ¢ um infinitamente grande?

Seja a sucessdo: n~_ U, = 3 se n & par
' ""|2n se n éimpar

Alguns termos da sucessdo: 2, 3, 6, 3, 10, 3, 14, 3,

Por defini¢io de infinitamente grande, fixado um nimero A, a Pﬂrt” de |
certa ordem todos os termos sio maiores do que A . Ora, se conSldfﬂﬁl '
mos A =4 (por exemplo), hd sempre termos de sucessio (0s termos & .

ordem par) que sio menores do que A . Logo, uma sucessio pode S g

nio limitada e ndo ser infinitamente grande.

i
f
De um modo geral temos que: [ d
]
= ; 3
Se uma sucessao € um n infinitamente grande nao é Timitada. g
qor . |3
Se uma sucesso ¢ nao limitada nio ¢ um infinitamente grande, enta% . |
| o &
. » admite pelo menos uma subsucessio que é um infinitamente grandé; | 3
; SR ' - |
« admite pelo menos uma subsucessao limitada. = e | <
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2. Chicvlo de imites 133

Ellj 3 o £
(dore a sucessdo: mplo 2 Sers um infinitamente grande?
{onsidere U340

? a,= 8+ (-1)" 8n A SUCENTO @y = 1 (= 1) u gy serd umanfinitamente prande?
|
if. 2.1 Escreva oS seis primeiros R“?nlll(.m
k termos da sucessdo. I
My a,=n+(~1)"xn: a;=0: a,=4: a,=0; a,=8
. 2.2 Defina duas subsucessdes o =1 xn: =03 ay=4; ay=0; ay=8,
da sucessdo dada, Logo, a sucessio nio é um infinitamente grande.
2.3 A sucessdo é’ um '!nﬁnita- Por exemplo, fixado o nimero 1 , existe sempre uma infinidade de ter-
Wiite JamL SN CUSAQS: mos da sucessio que sio inferiores a 1 (todos os termos dn nrdun imp: ir).
2.4 Infinitésimos e infinitamente grandes
Inverso de um infinitamente grande
Se (,) & um infinitamentc grande e u,#0, VnEIN, entio (;1—) é
3 ‘um infinitésimo. "
Exemplo: n, n*, n*, ..., #*, com p €N, sio termos gerais de infi-
i nitamente grandes. Entio:
| 111 1 N o o
nO E P e s oM p €IN, sao termos gerais de infinitésimos.
Assim:
.1 i
®se n— + 00, entao ;_’0; ® se ﬂz—*+00’en[ao il._,o.
n
*se ¥ — 4+ 00, entdo —1—-—50 pPEIN.
n’ 2
‘Inverso de um infinitésimo
Se (u ) eummﬁmtesnmoe u, #0, VnEIN entao (;1—) € um infi-
mtamente grande. ' . : A\¥n
Assim:
o 1 N
® se _’1?__’0’ entao n—*+00; ¢ se -11—2—*0, entio n’— + oo
* se -1—p—+0, entio n’—+o0o, pEIN,
n
Exemplo 3 calcular um limite
g Calcule cada um dos seguintes limites:
Indique o limite de cada-uma 3.1 lim 13 5 3.2 lim (- 1) —— Py 3
3 sucessdes de termo geral:
Moa=pny. Resolucdo
3. 1 : = girind s
2 dnz._n+1; 3.1 lim —+3 0 (:H— + o0 = e ,))
3'3 g'l::"_—];—_ R 321”"[] (—1)" =0 (”T‘—-’qm-—_—b_l“____.“)
s 3ns+2° n+ 3 n+3

p@-r,dr-gr_-a T e RS P P
i
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2550 ntes
2.5 Teoremas sobre sucessoes converge

Uniaidade do limite

O limite de uma sucessiao convergente € Unco.

A demonstragio do teorema serd feita por redugio ao absurdo.

Demonstragao:

Suponhamos que u,—a ¢ 1, —b com a<b.

Seja & um nimero positivo tal que 6 < b (6 € um nimero menor qu;

metade da distancia entre a e D).

Como u#,—a e¢ u,— b, existe uma ordem p, a partir da qual:
|u,—a|<6 & a-6<u,<a+s

e existe uma ordem p, a partir da qual:

lu,-bl<6 & b-6<u,<b+8

a-=o6 a a+d ,bl—ﬁ b b+6

Designando por p a maior das ordens p, ou p,, a partir da ordem p o5
termos da sucessdo (u,) pertencem simultaneamente aos intervalos

b-a |
la-6, a+d6l e ]b-68, b+8[, oqueéabsurdo pois, como 6<—>
aqueles intervalos sio disjuntos.

Podemos, entdo, concluir que nio pode ser a<b .

De igual modo se provaria que nio pode ser b <a .

' Limite de uma sucessio constante

- O limite de uma sucessdo constante é a propria constante.

Y/ /A

___-—/
Demonstragio:

Seja u,=k, VnEIN.

Dado que §>0, tem-se a partir de qualquer ordem p, k—&<u,<k 4
dadoque u,=k, YnEIN. '

Entdo, lim u,=+k .

__’—/ :

Exemplos: |

oa"=3,lima,,=3 ,
. b,,=—5, lim b"=—5

|
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(o
“Onsidere 3 gycessio de ‘termo
Qeral;

o

1-n
2n

a, =

41
{4ostre que a sucessao (d,)
. & monatona.

42
Mostre que a sucessao (a,)
&limitada,

63 A
ustifique que a sucessdo

(

. ") é convergente.

—

Convergénc
CrRenaia de sucessies mono

Foda a sucess;

5 . U T ' ( '
¢ (1,) @ crescente e limitada ¢
converpente.
b
i),
o
° L LA *
L]
L]
0 ¥ "

(@ & o menor dos majorantes)
u,—a

- Subsucessges e convergéncia

2. Chleylo de limites 1 35

onas ¢ hmitadas

40 monétona ¢ limitada ¢ convergente,

(w,) ¢ decrescente ¢ limitada ¢
convergente,

A
Hy ®

a e,

0 n

(a é o maior dos minorantes)
u,—a

Se uma sucessdo (u,) é convergente para L, qualquer subsucessao de

(#,) € convergente para L.

Exemplo: A sucessio (u,) definida por 2, =1"

1
é divergente porque - — 0 e

se n é par

1 se n éimpar

1 — 1, e uma sucessao convergente

ndo pode ter subsucessGes com limites diferentes.

Exemplo 4 Sucessdo monétona
M
Considere a sucessdo a,=~— -

e limitada

4.1 Mostre que a sucessio é mondtona.
4.2 Mostre que a sucessao € limitada.
4.3 Justifique que a sucessio é convergente.

Resolugao
41 au-!-l—au:: /]{I+Z/ﬁ+1—/nﬁ-’—%_ 1
ntl __2_- = >0, VrEIN
Tael+l . ntl (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)
Como 4 +|—a,,>0, vn €N, asucessdo é mondtona.
1
4.2 "+l ) % 1 ’ .
1 l¢-—<0=21-=¢ 1+(_ )
O<n+1<2<=> 27 n+l P 2~ n+1 <1
1 <1 & 1gac
A 2<n+1 1 7 Sa <1
essao a, ¢ limitada pois F<a,<1,Vn€N.

Logoa a suc

gente porque € uma sucessio monotona e limitada.,

4.3 A sucessao é conver,
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2.6 Operagoes com sucessoes convergentes

Adicio | |

Dadas as sucessoes (a,) e (b,) definidas por a, =57 ¢ b,,:-’—l-r_.l.: |
lima,=0 ¢ limb,=0 |

1
(a,+b,) ¢asucessio de termo geral 4, + by=5+ e

lim (a, + b,) =lim a, + lim b,=0

“Limite de uma soma
‘Se (1) e (u,) sdo duas sucessoes convergentes com limites, respectiva-
mente, @ e b, entdo (u,+v,) éconvergente ¢ tem por limite @ +b.

k-

Multiplicagao e divisao L

O produto e quociente de duas sucessdes define-se de modo analogo aoda

: 2+mn 4

soma. Assim, por exemplo, sendo 4, =% e b,==——, tem-se: g
[

1_2+n 1 2+n |

a,,Xb" —-?{X 5 a, bn=;: - .
_2+n _1 M _ 1 '

n* n"24n 24n |

. a .. . 1
O quociente b—" s6 € uma sucessio se todos os termos de (b,) forem dife- |
! |

rentes de zero.

' Limite do produto e limite do quociente

Se (u,) e (v,) sdo sucessdes convergentes, respectivamente, pard,

{
ta'e b: !
* asucessdo (u,Xv,) ¢éconvergente para ax b ; a
* a sucessao (%’:—) € convergente para % , desde que v,20, Vn eN §
e bz0, 3 e |

Consequéncias do teorema

1. Se (u,) € convergentee k € R (constante), entdo:
lim (kX 2,) = k x lim (u,)
Com efeito, lim (k x u,) = lim & X lim u, lim k = & . pois & &comr
=k xlimu,

2. Se (u,) e (v,) sdo sucessdes convergentes, entao:
lim (#, - v,) = lim u, - lim v, |

Basta atender a que u, — v, =u, + (- 1) x v,

h
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3. Se L iy
¢ (m,) ¢ convergente ¢ p € IN, entio lim (00,)" = (lim u,)" .

Basta ate
. o ALy ' . 9
wer a que (1) = X1, % .0 X,

: " p lactores
; ¢ lim(n) = lim o< bimon, % ., = limow,
i I lactores
= (lim )
Exemplo 5 Calculo de limites de sucessdes convergentes
Sabendo que a,— —2, calcule lim(3a,-a,}).
Resolugao
llm (3&'" - a,,3) = lil'll 3ﬂn - I][I'l ﬂ'nJ li (e e, = bt limos,
é =3 lim a, — (llm an)3 lim ! = (limvae))”
" Galeule lim (2a, - a,%), sabendo =3x(-2)-(-2) Substiui-se lim 4, =—2
que a,—-3. =2 Efectuam-sc os cilculos.
Exemplo 6 ' calculo de limites
Sabendo que a,=2 —% e b,= 3”: 1 , calcule:
6.1 lim (a,x b,) ;
6.2 lim (a,: b,) ;
6-3 lim (a” - 3b")2 .
Resolugao
3n+1
, a,= 2 ——’]1; € b,-l = 7 .
z Comegamos por calcular lima, e lim b, .
6

. . . 1\ _ .. N SIPSS
Se as sucessdes (a,) e (b,) tém lim a, = lim (2"};)—““2—11“15—2 @=2

Por limites, respectivamente,

P le %: a,,;t(pl, .\?’nrelN'_e lim bn=1im(3n: 1)=lim(§ﬁi+—;—)=lim 3+lim%=3+0=3
¢ b#0,VneEN, calcule:
= 6_1 l.im (an s bﬂ) : s )
52 tim (g, ~ b,) ;

6.1 lim (a, x b,) =lim (a;) X lim (b,) =2x 3 =6

W

L83 lim (g, x5,); 6.2 lim (a, 2 by) =lim (4,) : lim (b,) =

PR T e FAT T o e

6.4 Lim (P_n);
b 6.3 lim (a, — 3b,)? = [lim (a, = 36,)1" = [lim 4, - 3 lim b,
Lo um(fzi"z)’. =[2-3x3P=49
i
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2.7 Radiciacao

No cilculo de limites de sucessoes envolvendo raizes utiliza-se o Scguinte

teorema:

G 4 W/ :
SC (“ ) é Convcrgcntc ¢ p é um numero n;'lllll‘ill, tﬂmb‘-m ( "n) ¢
n

convergente e tem-se: ’
S T
lim Vi, = Vlim u,

(se p é par supde-se que u, >0, Vn € IN)

Exemplo 7  Célculo de um limite

f 2
Calcule 0 lim < 3"’:—:—1 .

Resolucao

lim \5/—32’;+ LIS \‘/ lim 22241 _ \s/lim (32 ¥ %) |
==f | |

Calcule tim ’/% e = \s/lim 32+limi=V3210=2

2.7.1 Outros teoremas sobre limites de sucessges convergentes

Teorema das sucessdes enquadradas

Se (u,) e (v,) sdo sucessdes convergentes com o mesmo limite @ €&
a partir de certa ordem, a sucessio (0,) € tal que:

U, Sw, v

n

entao limw,=g4. T

No cilculo de limites de sucessges ainda se aplicam os seguintes teorem3® § f

N

. i C

*Se (u,) é convergente, lim lu,,|=|]im u,,l. ' ;
* Se a sucessio (u,) ¢ convergente, e a partir de certa ordem u, 2 0

entio limu,>0. ¢

4 ry i o1 5¢
*Se(u,) e (v,) sdo sucessdes convergentes e, a partir de certa ordem
tem u,>v,, entio lim u, > lim v, .
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U=2necostnTd3N/n

..M

DY e
By ¥=1.875

&

C .

sak“l‘-‘. aplicando o teorema das
UCessdes enquadradas, cada um
9 sequintes (imites:

1 i 1tsinn
n ’

B2 i (7.4 cos (2,,))2
; 2n

2. Citeuln de limites 139

Exemp[n 8

Cileulo (e limites

(‘(l”\ "
idere MICEssao (i) definida por:

214 cos (”—:I)

”” = e—— ;; S

8.1 Calcule os tras pPrimeiros termos,

8.2 Poderj lui : )
Poderd concluir que (u,) ¢ mondtona?

8.3 Calcule lim u, .

Resolugao
2+cos(§)
8.1 u = —9.1_35
% 1 2+5=3
2 1
4+cos(—) _1
U, = 3 :4 2:2
# 1 2 4
6+cos(m) 6-1 5§
BT T TS

8.2 Apesar de u; > u, > u;, nio podemos concluir que u, é mond-
tona, pois s6 conhecemos os trés primeiros termos.

8 + cos (ﬂ)
3 15 s

Calculando #, = —— —=ig verificamos que #; < u, , logo

4 ndo é monétona, como podemos confirmar na calculadora.
n

8.3 Sabemos que — 1 < cos (rz %) <1, Vun€IN.,

Entao:

2n + cos (—’;n) 2+ (+1)
2n+(=1) _ <
—-——’-1-——‘ = n n

+1
1) Znn—l <u <AL YnEN

—'1 4 _;I—z - =
lim 2;1" )=l1m(2 ”) 2-0=2

2) : 1\_ -
lim(_zﬂj_—l-)zllm(2+,—z)—2+0—2

mn

das sucessdes enquadradas, limu, =2 .
2) , e pelo teorema ; "
De 1) ¢ 2),
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@ 'bléerva_qz‘io

<crifa, camand

Para simplificar a escrita, conven-
cionamos que 0s simbolos + oo,
— oo e oo designam um infini-
tamente grande positivo, um infi-
nitamente grande negativo ou um
infinitamente grande, respectiva-
mente.

2.8 Operagdes com limites infinitos

Se (u,) tende para a # 0 (finito ou infinito) ¢ (v,) ¢ um infinitameng,
grande, entdo (i, x v,) ¢ um infinitamente grande.

A fim de facilitar a aplicagio deste teorema vamos adoptar a convengio;

ra><A(+co)=oo, a#0

Conjugando este teorema com os teoremas relativos ao inverso de um infi-
nitamente grande e ao inverso de um infinitésimo é possivel estabelecer as
seguintes regras praticas: ‘

=0, a€IR (a éfinito) .

8|~

ol

=Voro , a#0 (a € finito ou infinito)

- |
*Se (u,)— 0 e (v,) — oo, asucessio (x, X v,) pode ser convergente
ou divergente. ‘\

No caso de ser convergente nada se pode afirmar sobre o seu limite,
como se pode verificar nos seguintes exemplos:

Seja:

'(un)=%; u,—0;

2
= 74,2 2n . ‘
(0)=27, v, +o0 ¢ uxu, =222 logo (v, x1,) — 2 S
. (v) =21, v, —> _ 2 00;
nl = s Uy +00 e U,,XM,,——;ZZ—=2?1, logo (v, X u,) —+°;
RS

_ 1
n (Uu)_n: vV,— +00 e quuﬂzrﬂz?z_: 10g0 (U"XM,,)'_'O-

) . . W
Assim, se (4,)— 0 e (v,)— + 00, a determinagdo de lim (4, * "' |
conduz a uma situagio de indeterminagio. Por isso, 0 x oo éum s
bolo de indeterminacio.

» et . L. A . de "
O cilculo do limite do quociente de dois infinitésimos e do quocient€ ® |

L . . R . . r]’ll' {
dois infinitamente grandes conduz igualmente a situagdes de indere™™
nagao.

0 oo P ; . -
0 € oo Sdo também simbolos de indeterminacio.
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Calcule;

9.1

9.2

0
9.4
9.5
2.6

! 9!7

lim [-7(-1+3n)] ;

lim [- 4(2 -]

lirn[(1+%)x (1-n)]:
7 .

1-2n""
-4

1+

lim[( )x(,,_j)]

lim

ety

Exempto 9

Cileulo de imites

Calule cads um dos sepumtes limites:

9.1 I [2(1 - S))

9.2 lim [~ 51+ b))

9.3 lim[(f{ " %) % (1 - 31:)’:

9.4 Iim
n* +n
. Y8+ 1 n+1Y
9.5 hm[\( = x( — )]
Resolugao

9.1 lim [2(1-5n)] =
=lim 2 x lim (1 — 5n)
=2 X (—o0)

=—0Q

9.2 lim[-5(1+3n)]=
= lim (- 5) x lim (1 + 3#)
=—5X (+00)

= - 00

9.3 lim Kz + )x (1- 3;;)]

—hm(2+-?1—)xlim(1—3n)=2x(—oo)=_oo
. 6 _ 6 _
9.4 hmnz+n—+°°_0

9.5 lim [3/8n+1 (n+l)]
3
_|1m13/8+lth(?ll+lz)
y 3
=31im(8+3) [llm('lt+%)]

=V8+0x(0+01=2x0=0

1. Chlevto de fimites 141
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Se (#,) —a€R ¢ (v,) ¢um infinitamente grande, entdo (u,+y) ¢
um infinitamente grande.

Assim, sendo @ € IR, temos as convengocs:

. a+(+o0)=+00 e a+ (- 00) =— o0

Este teorema é ainda vilido no caso em que (#,) e (v,) sdo infinitamense
grandes com o mesmo sinal. Neste caso, tem-se: ‘

(+oo)+(+.'oo)v=+oo__ €& | (-o9)t+(-o0)=-00

No caso da soma de um infinitamente grande positivo com um infinita- |
. Py . f

mente grande negativo, estamos na presenca de um novo simbolo de inde- |

terminacao, geralmente representado por oo — oo,

‘Se (u,) — co,entio (u,) —

- - ——— — s e R S — - - — '
oo, VpEIN. 1
{ O sinal é determinado pela regra dos sinais; |

(+00)f =+ 00

l'Sepépar, (—oo)-":-}-oo. : : ‘

1

-*Se p éimpar, (- o) =-o0o. :
‘ESe‘(u")——>+oo e #,>20, VnEIN-, entio (\p/u,,)—++00, VpEN. ;
1 . : : |
i . =00 e \p/+oo=+oo,pEIN. f
%‘ : B _Exemplo 10 Clculo de timites |
Calcule, caso exista, o-limite de Calcul . . |
cada. uma 435, Segiintes. uces. alcule cada um dos seguintes limites:
?695:; i : 10.1 lim (n1+\/1—z); .
101 0,=1-n; .. 10.2 lim (- 272 4 1) |
10.2 a,=n—-3;- o .
i e 103 l1m(\/n+1+\,/1_1).
103 g, ==—2; -
== Resoluga
o “n=(1;")2';:- , olugdo |
> ) . 2 . . ‘:
- L2 10.1 llm(n +\/1_z)=llmnz+hm\/1—1=+oo+oo=+oo .
+1° 10.2 lim (- d=(—ocoP=- :
wﬁan_era im (= 2n* + 1)* = o) == oo f\
: n4n1 10.3 lim (\/n+1+\/r_1)=lim\/n+1+lim\/r_z
10.7 g, ==~ = F
1 =Vlim (n + 1) +Vlim n
10.8 a,= (n+ 1)* + 3 . =+ 00 + (+ o)
W = =40 -
A
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2.9 Indeterminacées

Das exclusoes aos teoremas anteriormente apresentados surgiram indeter-
minagoes, simbolicamente representadas por:

(s o)
Normalmente, efectuando algumas operagdes consegue-se calcular o
« -
limite numa situagdo de indeterminagio. Nesse caso, diz-se que se levan

tou” a indeterminagio.

. -~ (o o)
Indeterminagdo —
Considerem-se alguns exemplos:

en 3 +2n+l;n _rSnt+n+l
Ty v,

Sabe-se que (u,)—+o0 e (v,)—+°.

.U g )
A calcular directamente lim —= somos conduzidos 2 indeterminagao —= .

n

3n2(1 24 %)

3t +2n+1 _ 3n 3

i = lim
ST N AT
‘ Sn o Sn?
2 1
T D e i3
= lim == x lim 1 1 ._?x =7
1+5—n+5—2—
2n3(1+—5) 3
lim 3 2 2'; 1=lim2n=+o00
. n

1
, #(1+3)

.hm_’l—i—%—lim————-——;——limz %1 ]1m5;=0
27+ 2n(1+—2—n-3-

Pran’ 1 +...ta b Goht ayn’
i P(n) “m___"_._?‘ T +bp_l|m b A
im——-= b.n? + byn q L T q
Q(n) 0 ,, bon (1 + bar + oo bon")
Gyt :lim—‘_—aonq
Unq bon
a’ _ 4
Se p=q, entdo lim 7 bot' bo
a” g,

Se p<d> entio lim7—3 bu"q
nP

: ]'m £0” _+ o0 de acordo com as regras dos sinais.
Se p>4q, entao l b n’
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Enmpin 11  Indeterminagho
Caloule cada wm dos segomintes himites;
— It e
P 1.1 him ———;
N-11 "
Calcule: Y g4
. 11.2 Iim iiﬁ_]:
11 fim 221 | = $n
-2 1 = 3n
- 11.3 lim — .
11.2 lim 2 =1 . "
n“+3
11.3 (im Z 430 Resolugdo
’ nfel 2 2
2300+ 5 11.1 limh;l:lim"’i:ﬁmnzwbo
11.4 lim——l——-]—”; 3n 3n
-n
. 2n+l . 2n 2
. [n+1 n+3 11.2 lim =lim ==
11.5 llm(—n—-T); 1-35n -5n 5
3 - s -
11.6 lim (L4 %5 h 11.3 lim 1 ,3’1 = lim 3n =lim—==0
n n? n- nz n

O método seguido para levantar a indeterminagdo no caso do quocient |
de polinémios resulta ainda noutras situagdes:

[ef3. L i1
: n+V3nz+1(%)_ "+ n(3+n2) _ ntn 3"‘"2
e lim 5 | lim

n - m 2n = 2n
74(1+\/3+i2) 1+4/3+1
=lim Y li £
2 = lim 5
_1+V3+0 1413
2 )
_Exemplo 12
Calcule lim | /2* [ .
n+3
% Resolucao .
Calcule: Vamos aplicar a estratégia utilizada anteriormente para “levantdf
. . (o ]
2 indeterminacio — .
121 tim | [-213 . S
n°+1
' n+1 . oon+1 . n cvima
\/ - —_— I —_——= 1=1 i V= Vi
12,2 [imﬂﬁ-“—n. hm\/n+3 \/llmn+3 \/Im" Vi \

A
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Indeterminagio 0 x co e .

0
Estas indeterminagdes “levantame-se™ simplificando as expressocs que Ihes
ddo origem, tal como se vé no exemplo seguinte.

Exemplo 13 Indeterminacao 0 oo e f:f

Considere as sucessoes definidas por:
2 3

= = —_— =3 "‘2.
WS- b, we3 > 7N
Determine:
13.1 lim (a, X c,) ; 13.2 lim%.
Resolugao
13.1 a"=L-—b0; C"=3n+2—p+oo
In-1
lim (a, % ¢,) = lim ( 3n2_ = (3n+ z)) 2 im 3%:12_)
= lim %L‘;(E)limgﬁ=2
13 | " G
| Sendo: 13.2 4,=—2——0 3 b=—3_--10
"==\<"2n+3, v, = 1 e 3n_1 n+3
2n+1 (0) :
Wy = —o—, : . [a, . 3n-11\v/,. 2 #+ 3\ (0xoo
Voi+ 2 hm(—)zhm = llm(——x—— =
aleule; Ly b, L3 3n-1 3
131 lim (v, xv): - ( )
. 2(n+3) (&
H.Zlim%_ , A =hmrg;_—1))= lim%"—“Lé:limEﬁ:l
| R, ' "3 9
Indeterminagao oo — oo
Para “levantar” esta indeterminagio, por vezes resulta o método anterio
mente seguido. r-
. . 1 .
e lim (-#n*+n)=lim [— nl(l - ’—l)] =lim (- n?) x lim( - %)
=lim(-7) x1=-o00
De um modo geral:
lim P (n)=lim (@on” + a;nP~'+ ... + a,)
=i A ST | :
= lim [aU:;P(l + o +...+ a(,n”)]_ lim agn? x [im (1 +ﬂ_+ S
. Qo =T g
= lim gyn” X 1 = lim a,n” )
o lim (1 + 2n* = 3#°) =lim (- 3n°) = - oo
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agio 00— 00 surge de expressocs com radicais, g, |

Quando a inderermin 50 com
3 s multiplicando ¢ dividindo pel, Con, |

malmente levantam-se indeterminagoe
jugado.

\/ "+ \/MT 1 1

o lim (Vi = Vue 1) = lim

) 1) - 1) -1
. (Vi) - (Vi + 1) = liff (o —— = |lim —= =)
=l V11 ViVl Vn+Voel
Exemplo 14 Indeterminagio oo - oo
% Calcule lim (Vi -#).
Calcule: »
Resolugao
' k| 2 .
14.1 lim (- 20" + n?+ 1) ; - \/_ ) : (\/;;—n)(\/1;+n)_
14.2 lim (n* = n%) ; lim (/s =) = lim (Vi + n)
143 lim (Va?+2-n); . n-n* _ . p(-n) . 1-pn Va_ a0
= lim = lim = lim —— = A\
14.4 lim (Va2+n-n); Vatn ,g([’iJ,l) 1,19
' n
145 tim (n=Vn?*+1); 1- oo
= =—0Q
14.6 lim (\/n?+n—Vn?+_1)-. 0+1
2.10 Sucessdao n._»a", a €R
Seja #,=a", com a€ER.
*Se a<-1, (4,) éum infinitamente grande em médulo.
(u,) € divergente (oscilante) e ndo limitada. ;
e Exemplo: u,=(-2)"=1 S ?unpar ;
P 2" se n épar '!
:f\ * Se a=—1,u"=(—1)", “
] L (,) € divergente (oscilante) e limitada.
t\x\ %, . *Se —1<a<1l, u,—0. s
\\;\_ e (u,) € convergente, logo é limitada.
Exemplos: 4, = (%:) —0; b,=(-0,9)"—0 i
{
*Sea=1, u,=1"=1. :
(#,) € constante, logo (u,) € limitada e convergente.
i
*Sea>1, u, —+oo0. !

: e . o pio
(#,) € um infinitamente grande positivo, logo (u,) é divergente ©
limitada.
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S““.
S,:‘ul" Uy
5}: U, vut Uy

51\ By rU T + “l\

S.au i+ L+,
Quando” n —» + co obtemos a

soma de todos os termos da
sycesso.

7 Cilewio de imites 147

2.11 Soma dos termos de uma progressio geométrica

Ao estudarmos progressives peométricas deduzimos a formula para calcu-
bae asoma dos o primeiros termos.

l ol "

:SZ
AT X

Se chamarmos § 3 soma de todos os termos, ou seja, ao limite de S
quando n— + oo, vem:

1-r"\

1-7r

Se -1<r<1, ou seja, se |r’<'1 , sabemos que r"— 0.

"

‘: S=lim(uI X

Logo, se ]r|< 1, entdo:

i
S=—
i 1- r
A soma de todos os termos de uma progressio geométrica s é conver-
u
gente se lr|< 1 e, nesse caso, §=——,
=y

Suponhamos que tinhamos uma bola a2 um metro do solo, que a deixava-
mos cair e ela subia meio metro. Cafa de novo e subja L de metro, etc

4 » St
Se de cada vez que a bola batesse no solo subisse metade da distincia per-

corrida na descida, teoricamente a bola nunca mais pararia e a distincia
percorrida nas descidas seria:

1 11
| i 2 i

1 1 1

1+=+=+=
2'|'4+8+....

o

|-

A

: =k

‘ 2

A soma tem uma infinidade de parcelas.

As parcelas sdo termos de uma progressio geométrica de razio r= 1
sendo, portanto, o seu valor absoluto menor do que 1 . 2’
n

Logo, como (?ll' — 0, asoma de todas as parcelas ¢: .
1

=2

§=lim S"=]—__l_
2
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@‘.‘\;"\.‘.‘.ﬁﬁ

A Antdna @0 numerd @  pode
ser eacontrady em tempos loa-
$INquUes, enlre 0y (nacdores dos|

ogantmos, nomeadamente por|

Q
XA OMmAs
esladdwelen as pnmat
5
Q

matematias, com
»

’.E:;:-—_";*ze ¢ que este)
\

numere notavel pode ser obundo

como soma da uma séna:

O N T (RN
T 1x2 1x2X3
1 —

Tix2x3xé

Leockard Euler (1707-1783)

2.12 O nimero de Neper

2.12.1 Iim(l t :')

B - s () O .
Se colocarmos num banco 1 metical & taxa anual de 100% , no fing) ¢

ano o capital duplicara.
No final de dois anos teremos <4 meticais, no final de tres 8 meticass,
L+ 1) =8

1M
B
0 l 1 3 FLrEY

1(l+1)=2M L1+ 1) =4 M

Se o juro fosse calculado mensalmente teriamos no fim de um ano:

l 12 l 12 , o
l(l+ﬁ) =(l+ﬁ) = 2,61 meticais.

Se o juro fosse calculado diariamente teriamos no fim de um ano:

l(l + ,1_)‘ =271 meruicais.
363,

i g : . s
Se o juro fosse calculado minuto a minuto, segundo a segundo, o capitt
iria aumentado, mas teria um limite.

Se dividissemos 0 ano em »n partes iguais, fazendo tender # para inf

nito, fer-sea lim (1 + %) ~2,718281828

Nunca 1 medcal, no final do ano, poderia dar 3 meticais. O maxum

rendimento ndo ultrapassaria lim (1 + %) =2,718.

n .
A sucessdo de termo geral a, = (1 +%) é convergente € 0 seU limi¢
designa-se por nimero de Neper e representa-se por e .
2.12.2 Calculo de limite de sucessGes envolvendo o niimero de Nepe'
Vimos que lim (1 +,—1') =e.

Tendo por base esta igualdade, prova-se o seguinte:

Sex €ER e u, € um infinitamente grande, entio:

lim(l wu-:i):e’r

Exemplos:

)

{ia.

. [in'l (l +=:?T) =e 3 b llm (1 ——2:) = hm(l +\—‘E’) =g = ¢
"_ /

Vn
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i

— . b
. =xemplo 15 Calculo de limites : 4
Calcule: i
15.1 lim (1 N g)nﬁ, ‘ o 2 Y : 2 In ‘.
7] 3 15.2 lim(1 + T3 15.3 lim{1+2) ; [:

15.4 lim (1 B 3 )r; : ( 1 2n . (” + 1)” f
575 155 lim{1+-L) . : : .

2n m T 3In ? 15.6 lim n+3 ;

Resolugdo ?
. n+3 n ,h

15.1 llm (1 + ‘2;) = |im [(1 + .ZL) e (1 + .%)J:' E?
n n n i

=elx1=¢?
15.2 lim(1+ 2 )"=1im(1+ ) )(n+3)-3
- n+3 n+3
n+3 -3
=11rn(1+ 2) th(1+ 2)
n+3 n+
=e’x1=¢

15.3 lim 1+3)
n

im(
lim (1 ¥ %)3
(

3
3y, |
15.4 lim 1—1) = 'm(l—%— S F B S W
i- o

15.5 lim(l +l)l" tim|| 1+ 2] | <|tim 142
In n n

n+1\ ""‘1)"
n+1Y # n
=lim =lim =
15.6 ]'m(;;+3) n+3 n+3Y
n n
lim l+—[—’I
n e, 1
-—-————-—-——-:-—]:L ":—-‘.-
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en Problemas Propostos

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

Qual das sequintes sucessoes ndo é convergente?

(A) iog_f”_(i_,l.)i; (B) 500 + (:_EIX :

(€) 500+ (- 1)"xn; (D) 500 + (;21)" %l .

5 pontos

E Considere a sucessio de termo geral:

I n?
" 1-3n
0 limite da sucessdo é:
(A) -3 (B) -3;
(C) 0; (D) 1.
5 pontos
El Considere a sucessao de termo geral:
_ (-1)"x3 _y
8 n+2
0 limite da sucessdo é:
(A) 3; (B) 0;
(€) -3; (D) -7.
5 pontos

Qual das sequintes afirmacdes é falsa?

(A) Uma sucessdo que tende para + oo & cres-
cente.

(B) Uma sucessdo que tenda para — oo é ndo
limitada.

(C) Uma sucessdo que tende para — oo pode
ndo ser decrescente.

(D) Um infinitésimo & uma sucessdo limitada.

5 pontos

H Qual das seguintes afirmacdes & verdadeira?

(A) Um infinitésimo ou é uma sucessdo cres-
cente ou uma sucessio decrescente.

(B) Uma sucessdo convergente & uma sucessio
limitada.

(C) Uma sucessdo limitada é convergente.

(D) Uma sucessdo ndo convergente nio é uma
sucessao limitada.

5 pontos

I3 As éreas dos triangulos

Considere a sucessao (1,) . cujos termos g3, :
medidas das areas dos triangulos coloridos ¢,

verde.

Admita que os termos seguintes se obtinhan
sequindo o processo sugerido e considerando o
trianqulo inicial de area 1.

A expressio geral da area dos triangulos é:
(A) 271, (B) 3'°";
(€) 2*-"; ‘ (D) 4'".

5 pontos

A espiral

Observe a figura e o processo de construgdo da
espiral com quartos de arcos de circunferénca,
cujos centros sdo os vértices dos quadrados.

A

/B

—

B

Considere que a medida do lado do quadrado M2

é % e que o lado de cada quadrado é metade t

tado do quadrado precedente.

. : neir0s
A soma dos comprimentos dos 10 prime!

arcos da espiral é igual a:

1 1005
A) = —;
(A) 32 (B) 1004

1023 2023
© 1024 ' (P) 2024

pulll‘»“
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Problemas Propostos

QUESTOES' DE RESPOSTA ABERTA

nc;:mpfime"tf’ da linha
considere @ sucessao (c,) , cujos termos sdo os
comprimentos das hnhas representadas a cor-
_de-rosa. 0s lados sao sempre divididos ao

me10

/X AN
@;&Q)\

Cs

1.1 Determine o limite de (c,) -

1.2 Mostre que o limite de uma sucessao cons-
tante é a propria constante.

35 pontos
H Calcular limites
Calcule cada um dos seguintes limites:
’ 2
2.1 ljm 1t =3n".
8 - n’
2.2 lim( 1+n +3);
Vin® + 1
23 im V11
n?+1
2.4 lim (\/n2 +1-n);
25 lim (Vi + 1 - Vn? + 2);
2.6 lim Vnt+n+3
n+1 '
2.7 lim ._E.)l
=(ED
2.8 lim L"” +37!
4 +3
40 pontos

El Sucessio nao limitada superiormente
Considere a sucessdo (t,) definida por:

t,=n+(-1)""(n+3)

3.1 Mostre que a sucessdo nao & limitada superior-
mente mas que ndo & um infinitamente grande.

3.2 Indique o termo geral de uma sucessao (S,)
de modo que (s, % t,) seja um infinitésimo.

35 pontos

0s semicirculos
Observe a seguinte figura.

0 raio do semicirculo exterior é K.

0 raio de cada semicirculo é metade do anterior.
Os termos da sucessdo dos raios dos semicirculos
5ao:

R. R.
4" 8

7

. R
R: 3

.
’

4.1 Seja (p,) a sucessdo cujos termos sdo as
medidas dos perimetros dos semicirculos.

a) Calcule p,, p, e ps.
b) Escreva p, em funcdo de n.
¢) Calcule limp,.

4.2 Seja (a,) a sucessdo cujos termos sao as
medidas das dreas dos semicirculos.
a) Calcule a,, a, e a;.
b) Escreva a, em funcdode n.

c) Calcule lima, e descreva o que acon-
tece a area definida quando a constru¢do
continua indefinidamente.

55 pontos
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U olbar sobre a Historia

O conceito de fungio ¢ um dos conceitos mais importantes em Matemiticy,

Desde o tempo dos Babildnios (2000 a. C.) que se usam tabelas para represengy,
a dependéncia entre duas varidvels.

Com cfeito, estas tabelas facilitavam o cilculo das divisoes, ja que o algoritmg
da multiplicagio é mais simples e dividir dois nimeros equivale a multiplicar o dj;.
dendo pelo reciproco do divisor.

Na trigonometria usada na época alexandrina (356-323 a. C.) utilizavam-se, o
exemplo, tabelas equivalentes is recentes tabelas de senos.

Outras formas de usar fungées foram experimentadas por Oresme (1323-1382)
que utilizou um grafico para representar numa diregio o tempo e, na outra diregio,

a velocidade de um mével. Para Oresme, tudo que fosse mensuravel era imagindvel
na forma de grandeza continua e, portanto, representavel através de duas coordena-

das, a que chamava latitude e longitude.
Estas ideias, que remontam ao século XIV, demonstram que os matematicos do

Ocidente tinham imaginagdo e rigor de pensamento; faltava-lhes, no entanto, 0s
simbolos da algebra, que surgiram com Viéte, no final do século XVI.

No inicio do século XVII, as fung¢des eram ainda usadas essencialmente em
forma de tabelas.

Descartes (1596-1650) e Fermat (1601-1665) fizeram evoluir o conceito de fun- -
¢do através da geometria analitica.

A utilizagdo da simbologia algébrica veio revolucionar a matematica da época ¢
contribuir de uma forma decisiva para a criacio do conceito de fungao.

Em meados do século XVII, Mengoli, Mercador, Gregory e Newton usaram
cada um A sua maneira, relagées funcionais. Newton e Leibniz estabeleceram ©
desenvolvimento de fungdes por séries de poténcias, o que foi uma considerd*
proeza para a época.

) Leibniz (1646-1716) terd em 1673 introduzido pela primeira vez o termo “fut”
¢a0” ¢ Euler (1707-1783) terd utilizado pela primeira vez a expressio “f(x)” -

O simbolismo algébrico foi aperfeicoado por matematicos dos séculos XViLe
XVIIL, entre os quais Descartes, Newton, Leibniz e Euler.

Com o desenvolvimento do cilculo infinitesimal resolveram-se muitos Pfobl
mas antigos, utilizando a nova linguagem das fungdes e as respetivas técnicas:

Gontfried von Leibniz
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de funcées

. Limites

3 Continuidade

Activi \ e

Cividades de investigagao in o DE ¢é de duas unida-
3‘3 ﬁgura 20 ]ad(), a medida do comprimenl‘o do diametr

A Semicircunferéncia maior mede 7 - 3

( . PR enorc
duang, mede a totalidade das semicircunferéncias m

D I
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Objectivos

. Limites

1, Explicar a nogdo de limite de
uma fungdo.

2. Aplicar as propriedades dos
limites de fungdes para o
cdlculo de limites,

3, Identificar as formas indeter-
minadas de limites de fun-
¢oes.

4. Levantar as indeterminacdes
de fungoes.

5. Calcular limites laterais.

6. Calcular limites notéveis.

7. Definir uma fung¢do continua
num ponto e num intervalo.

8. Identificar uma fungdo conti-
nua dado o seu gréfico.

9. Determinar se uma fungao &
continua dada a sua expres-
sao analitica.

1.1 Nogdo intuitiva de limite

Nas fun¢des que até agora estuddmos ha duas varidveis: a varidvel inde- L
pendente, normalmente representada por x , e a varidvel dependentg,
normalmente representada por ¥y .

[ ry=Fflx)

O que agora estd em estudo é saber se “controlando” a variavel indepem-
dente se pode prever o que acontece a variivel dependente.
%

Assim, se a variavel independente se
aproxima cada vez mais de um valor ¢,
serd possivel descobrir se existe e, se
assim for, qual serd o valor do qual se
aproxima a variavel dependente?

Vejamos um exemplo.

Seja fix~_ry=2x-1

O que acontece a y quando x se
aproxima de 2 ?

O grafico sugere que 4 medida que x se
aproxima de 2, y aproxima-se de 3.

Diz-se que:

O limite de f(x), quando x tende para 2, é 3 cescreve-se:
Iim2 f(x)=3
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1. Limites 1 55

) . . " .
]I-"-‘ obter o valor do limite de f(x), quando x tende para 2, ¢ suh-
crente, coma se observou, substituir x por 2 em f(x) .

f(x)=2x- |

‘Iinl_ [(x)=2x2-1=3

Este procedimento aplica-se a outras fungées, nomeadamente as polinomiais.

1 : Exemplo 1 Célculo de limites por concretizacio da variavel independente
(alcule:
; Calcule:
o lim (- 34);
| 3 1.1 lim (- 2); 1.2 i x.’. -1.
S| 12 lin (-3); am=2); lim (x* = 1)
|13 lim (-1-2); Resolugao
. 1 : i L4 limﬂ (_ &+ 3X2) H 11 xli_n:lj (_ 2) ==2 A tungan ¢ constanre,
gl D
i 15 liml (_ o+ x- 2) . 1.2 xlEonS (xl - 1) = 51 -1=24 Substitui-se x por 5.
" 1.2 Limites laterais
i
ente Ser4 que para calcular o limite de uma fungdo, quando x — a, basta
substituir x por a na expressdo analitica da fungdo?
Considere-se a fungio real de varidvel real:
_xP+2x
:peft [t 2\ ay="—"3—
A im f(x)?
Qual serd o xh—-o f(x)
y A representagio grifica da fungio encontra-se ao lado.
: Observando o gréfico conclui-se que lim f(x)=2.
3 ¥ = x*+2x x—0
Al g Este limite ndo poderia ser calculado efectuando a substituigio de x por
1 0 (zero) na expressao analitica que define a fungio, uma vez que 0 (zero)
3000012 347 - (o . . )
- nio pertence ao dominio da fungdo o Pdo & um nimero real | .
-2
i i tante:
| Este exemplo sugere uma nota importante:
O limite de f(x), quando x se aproxima de ¢, ndo depende do valor
de fle). O limite, se existir, ¢ apenas dependente dos valores de f
quando x#c € ¥ S€ aproxima de c.
Apercebemo-nos também de que:
Para calcular o limite de uma fungdo num ponto € importante aprender
mais sobre limites, pois nem sempre a simples concretizagio da variavel
independente resolve o problema.
A
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=13

Considere a fungio
por:
1-x se
3 se
x) =
) =1 se
3x—5 se

Calcule, se existir:
2.1 h'mlf(x) ;
2.2 .l_if_nz f(x);

2.3 lim f(x).

f definida

x<1
x=1

1<xg2

x>2

‘Se existirem os limites laterais de uma fung¢io num ponto, o limite d2
funcio nesse ponto existe se ¢ s6 se os limites laterais sio iguais.

“ Exemplo 2 Limites laterais
Considere a fungio f, real de varidvel real, definida por:
-x se x>2
f(x) ={
1 se x<2

Consideremaos agora a fungio: y}
fi) X se ¥ <2
X)=
x+1 sex>2

O quc acontece a y quando x se _
aproxima de 2? ok

Observando o grifico concluimos que
a medida que x se aproximade 2 a
fungdo f(x) =y nao se aproxima de
uma constante unica.

Quando x se aproxima de 2 pela direita, f(x) aproxima-se de 3.
Escreve-se:

lini' f(x)=3 (ler: “o limite lateral de f(x) i direita de 2 é 3”).
Quando x se aproxima de 2 pela esquerda, f(x) aproxima-se de 2.

Escreve-se:

xll’ng f(x)=2 (ler: “o limite lateral de f(x) a esquerda de 2 € 2”).

Aos limites referidos chamamos limites laterais.

Como os limites laterais sdo diferentes, diz-se que nio existe limite de f(x),
quando x tende para 2, e escreve-se:

nio existe 11@2 f(x) ou 32 limz f(x).

xl.i_rpa flx)=b & xl_i_.n‘::‘f(x)=b A xl_i_.n;_ flx)=b

Estude a existéncia de lim2 flx).
Resolucao
Jim_ f(x) = lim (-x)=-2; Jim_ f(x)= lim_(1)=1

Como x!l_.n; flx) = lin;_ f(x), ndo existe Iim‘z f(x).
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1. Limites 157

Exemplo 3 Dar exemplos

O limite de uma fungio, quando a varidvel independente se aproxima de
um ponto, nio depende do valor da fungio nesse ponto. Dé exemplos
que contirmem esta observagio,

Resolucao
y y
!
3 /
z._ ............... ‘,
1
é‘ o 12 ; x
3.1 Observe o grafico de f.
y / ]
lim f(x)= lim_f(x) lim f(x)=2; lim_f(x)=
f x—3* x—3 x—3* x—»3"

I
3
=
2
I
o

\ : X3 Nio existe lim3 f(x)
X

A funcio nio esta definida

Y

0 1 X
' no ponto x=3. f(3)=0
Complete. ¢
b) Jm_ flx) = 1\«:/
9 lim £(x) = 520 133 *
3.2 Observe o grafico de g . |
-34

I | |
- / xl_l_.lg, f 2 a xl_i_‘n}_ f(x) = 0 Ili.ﬂg‘ f(x) = 0 ; xli.“}_ f(x) = 1
# Nio existe xlg.nj flx). Nio existe Ilm]z flx) .

0 x A fungdo ndo esta definida
| f(3)=2 no ponto x=2.
Complete, 7
RPN (O

), fim g0 =

C) IE-nlI g(x) =

N
3 ReDrfsente graficamente uma
N¢do f, sabendo que:

3 llm f(x) =1:
* lim =1
. Jm=2,

e e e

L . e e e d
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1.3 Definiciio de limite segundo Heine

) , pgl . ser aprofundada com uma definjes ;
A nogio intuitiva de limite pode ser apre G0 fo,.

mal, Considere-se a fungio [, representada graficamente.

.!);:1_4‘ ”Ul‘”;
e 4 ¢ ponto isolado de Dy

* 3 ¢é ponto de acumulagio de Dy;

u|

* 1,99 é ponto de acumulagio de Dy;
» — 4 ¢ ponto de acumulagio de Dy;

* [-4, 3] éo conjunto dos pontos de acumulagio de D, .

Chama-se vizinhanca de centro @ eraio 8 (Vs(a)) ao intervalo:

la=6, a+6[ (6>0)

a-o0 a a+o

Se considerdssemos uma vizinhanga de centro em 4 e raio, por exemplo, §

0,1, nenhum valor do dominio da fun¢io, além do 4, pertencia a ess2 |
vizinhanga.

Dizemos que 4 € um ponto isolado do dominio da funcio.

Imaginemos agora que iriamos considerar uma vizinhanga centrada no
ponto 3 . Por menor que fosse o raio dessa vizinhanca ela iria conter
sempre pontos de D, para além do 3.

Diz-se que 3 € um ponto de acumulagio do dominio da fungio.

E relativamente ao ponto — 4 ?

Se centrarmos uma vizinhanga neste ponto, por menor que seja o raio

ela contém sempre pontos de Ds, porisso —4 éum ponto de ac
mulagio de D;.

Seja C um subconjunto de IR e 4 um nimero real.

Ponto de acumulagio

. ) 8 ) 5 se
O niimero a diz-se ponto de acumulagio de um conjunto C se €0

em qualquer vizinhanca de a existe pelo menos um elemento de
diferente de a .

Note-se que @ pode ou nio pertencera C.

Ponto isolado

L . - . c
O namero a diz-se ponto isolado de um conjunto C se pertence 4 IC

3 . - - e l
s¢ existe pelo menos uma vizinhanga de 4 que nio contenha ne?
elemento de C para além do préprio a.
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1. Limites 159

As fungies que ‘ C ini ‘
. fungdes que vamos estudar tém por dominio um subconjunto de IR
sem pontos isolados,

f;\.%lm. 0 conceito de limite ¢ de continuidade de uma fungio num ponto
diz.apenas respeito a pontos de acumulagio do dominio.

Em estudos mais avangados estudard os conceitos de limite e continuidade
de fungdes que t&m no seu dominio pontos isolados.

4 Definigao de limite de uma fungio num ponto (segundo Heine)
fin) g3 Seja f uma fungdo real de varidvel real ¢ @ um ponto de acumulagio
fe) =i do dominio de f . Diz-se que f(x) tende para b quando x tende para
“’\,' R a e escreve-se:
b f =
o[ x, x ~ see s se a toda a sucessio de valores de x do dominio de f conver-
gente para a, sendo os termos da sucessdo todos diferentes de a, cor-

responde uma sucessdo de imagens por f convergente para b .

Exemplo 4 _ Aplicar a defini¢ao de limite

Consideremos a fung¢ao representada graficamente que se refere ao prego

yleuros
do transporte de uma mercadoria de acordo com o respectivo peso.

L o— . AN

P Prove, usando a defini¢iao, que nao existe Ill’l’_}o flx).

1 1 F S A
01—t

Pomt Resolugdo
0p—rd HI
Mme iab Fixemo-nos no ponto x =20.
0f 20 40 60 =x/ke& Ay observarmos o grfico vemos que nio existe lin}0 f(x) . Para pro-
s

varmos isso, usando a defini¢do, vamos comegar por escrever sucessoes

convergentes para 20 .

Temos um nimero infinito de sucessdes que convergem para 20 :

1 1
=20+ ; b,= -
a, n n 20+2n:
1 1
C,,=20—;‘; a',,=20—§; o

. « 1 ~ . )
Se considerdssemos a sucessio a, =20+, a sucessio das imagens tendia
para 20, dado que 4,>20, Va€EIN.

e - 1 < :
Se considerdssemos a sucessio ¢, =20 ——, a sucessdo das imagens convergia
para 10, dado que ¢, < 20, VrnEN.

% Encontramos duas sucessdes nas condigdes da defini¢ao, ambas conver-
gentes para 20, todos os termos das sucessdes eram do dominio e as

Mostre ic3
. us o de . . . . .
] ando a definica respectivas sucesses das imagens convergiam para valores diferentes.

IMmite sequndo Heine, gue ndo
Biste lim ﬁ X Logo, a fungdo ndo tem limite quando x — 20.
X

|
e e R i e
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Calcule cada um dos seguintes
limites:

5.1 lim7 (9);
5.2 xh_r.nz (—3);
5.3 xl]Lno (-m;
5.4 nll-rpo (—2h);
5.5 lim (¥ —2x);
x—5
5.6 lim (¢ =3x+4);
5.7 lim (¢ -2x)*;

I—"i'

5.8 lim (_X:Mig_) g

x—s1 zx '
5.9 lim (/X*3
x—s] X

1.4 Regras operatorias com limites

Para determinar os limites de algumas

ratorias com lin i
que ¢ ¢um ponto de acumulagio do dominio ¢

' entdo:
‘e Limite da soma

funges pode recorrer-se a repra, ope
iites, Demonstram-se 08 segpuintes teoremas onde se SUpie
as fungoes envolvidas,

Limite da fungio constante
Se f éa funcio constante, f(x)=k, entio, para qualquer valor de c€R,

lim f(x) ="!I'_ﬂ:lc k = L’

Limite da funcao identidade
Se f éa funcdo identidade, f(x)=x, entdo, para qualquer valor de cER:

lim f(x)= }gl.lc x=c

Limites de opera¢des com fungoes
Se L, e L, sdo dois nameros reais e lim f(x)=L, e }ig)c glx)=L,,

lim [(f+g) (¥)] = lim f(x) + lim g(x) =L, + L,
* Limite do produto

lim [(fx g) (x)] = lim f(x) x lim g(x)=L, x L,
¢ Limite do quociente

lim f(x)

(o021
* Limite da poténcia

Jim [f(=))" = [Jim f(] =L

® Limite da raiz

Jim Vf(x) = \/lim f(x) =V/Z,, com L, >0

Exemplo 5 Aplicagio das regras operatérias dos limites

Calcule:

5.1 lim1 Vx -2, 5.2 lim (1 - "2'3)3
x x—1 x+1/°

Resolugao

5.1 xllll'll \3/x -2 = \3/3“—1311 (;\: - 2) = \3/— =-1

2 3
5.2 Iim(l—x_3)= . o x2=3Y -2Y
x—1 x+1 xlinl 1 xlinl x+1 = 1—_2_

=(1-(-1)=38
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1.5 Limites e infinitos. Calculo de limites

Considere a fungio: ’

. 1
[”‘u;

Sabe-se que:

0] x
- Y= Dim [ Lscd
qim, fle) = Jlin 2 (?) "2
: — 1 1 . : 1
xlll’l’é‘ f(x) = xlll‘%. (;) =+ o00; xl]n‘(])_ f(x) = xhn(]r (;) =—-00

Quando o limite de uma fungdo num ponto ¢ € R nio é um niimero real
o limite nao existe.

Nio existe lir%' f(x) nem lirré_ f(x) porque + oo e — oo nio sio nume-
ros reais. z

No entanto, utiliza-se a mesma escrita para limites infinitos e para limites
finitos.

De modo idéntico se interpretam os limites:

lim f(x)= lim (%):o; lim_f(x)=_lim (%):o

xr—+ 40O X =+ +00 X—+—00

Quando x — +©0 ou x ——0°, 2 fungdo f pode tender para + oo,
— oo, para a € R ou ndo existir limite finito nem infinito.

A

y y=¢ y Y
Jusier

I, x‘} P — O x
(0] 0 x y= -
. - . 2
. e ¥ =0 lim (-x%))=-o00
llm (ex) =+ 00 xllun-;loo ( ) x— +00 ( )
x— +00
i ~¥) =+ 0o lim (-x})=-o0
lim (=0 Jim_ (€7 dm_ (- x7)
x=—r —00

30 pode tender para + 00, — o0 , para
Quando x——+a,a€lR,afungaop p , b

b €R ounao existir.

yn J’J
o |
Y= L
fo} x
1

=3[ * ﬁ s

1 lim (- —l,—) =—00 xlimU (%) ndo existe.
limu ;3' = +00 x—0 X"
x—'

LN
Mgy
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goes que se indicam para cada caso, os ey,

Com as convengoes e excep .
do quociente poden Ser

mas relativos aos limites da soma, do produto ¢
generalizados aos limites infinitos.

Limite da soma
Suponham que pretendemos calcular:
lim (3 +x)

x—* +00
Aplicando o teorema do limite da soma, vem:

lim 3+x) = lim (3)+ lim (x)
X—+ +00 x—+ +00 X—* +00 e, K
+©0 nao é um namero real, mas nos cilculs;

aplicam-se as mesmas regras operatonas.

=3+ (+00)=00

Intuitivamente, aceita-se que a fungdo x __»x + 3 tende para + oo quando
x — + 00, pois trata-se da soma de uma fungdo constante com uma fungio
que, quando x — + oo, toma valores tao grandes quanto se queira.

Também:
lim (- 3000+ x)=+o0;

X

Jlim (-10100+x)=+oo.

"Exemplo 6 Cilculo de limites

Calcule:

xli.rgm (20-x).

Resolugao

xli‘n_'lm (20-x) = xli.rgm (20)= lim (x)
=20 (-00)
=20+ 00

=4 00
=13

A escrita aplicada é uma forma simbélica de expressar que a soma de um

Calcule: : :
g = infinitamente grande com uma fungdo constante é ainda um infinitd-
6.1 ‘,_lle (-50+x); , mente grande. ;

6.2 lim (-50+x);
x—-c0 ) De um modo geral:
6.3 lim (1-2¢); -
i ) As notacdes usad o : 0
. ¢ adas nas sucessoes também se usam nas fungdes:
6.4 x—l'lon—lo-o (2000 +x) ;

65 lim (2+30);
= —DO—OO=—QQ;

6.6 lim (-x+x); +oot
ta=+o00 ;

6.7 i 2~ x ’
A, X0 —00tg=—00: g=
Ta=—-00; g=constante.
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Nos qua e po :
Juadros Stguintes sintetizaram-se as situagoes possivels.

Quan Co , .
|\ v do se trn!m]hn com limites infinitos sio mantidas as regras dos sinais
do cilculo de limites finjtos,

ﬁ . Sejam a, bER..
bservagao

Nio deve memorizar os quadros 5 Limite quando x — ¢
spresentados. Em cada caso (finito ou infinito)
recorra @ intuigao e se tiver
dﬁ\-ridas at‘;lbua a A_'t valores £(x) . + oo 5
muito grandes ou muito peque- g(x)
nos, conforme:
x—+00 0U X—>—00, b a+b + o0 — 00
_ Limite quando
X—+C
5
(finito ou oo +eo oo
infinito)
- 00 - 0o ? — oo
Limite quando x— ¢
(finito ou infinita)
f(x) p T oo
g(x)
b a-b + o0 — o0
Limite quando
xX—c + o0 e ) oo
(finito ou
infinito)
- 00 + oo + oo ?

O ponto ? indica que nao se pode tirar uma conclusdo geral pois podem

acontecer varias situagoes.

Por exemplo:

(oo-
. 2
Jim (o) = Jim

c0-20) 1. 2y _
im (-2 =7 lim (- ) =-oo
x—++00 )'

(e0-0c2 § 2\ —

PR =+00
lim_(22°=%") = Jim_ (%)
popisas:

rmos os calculos chegarmos 2 situagdo de oo — oo, diz-se
determinagao.

O -0

Se ao efectua

lndetffrminalg;{m, que obtivemos uma 1n

k 4_.—1
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0 x oo
Indeterminacao

= 1)

Determine:

7.1 lim (3% ;

7.2 lim (3¢);
73 lim [x(3-x);

A= OO

7.4 lm [x(3+x)].

Limite do produto de fungoes
Suponhamos que pretendemos determinar:
lim [x* X (x+ 3)]
X = 09
Intuitivamente, aceita-se que, quando x — + 00, as duas fungge
tomam valores positivos infinitamente grandes, logo:

lim [x*x(x+3)]=+00
—_— 400

X
Aplicando o teorema do limite do produto, vem:

lim [x%(x+3)]= lirP %% % lin+1 (x+3)=+00X(+00)=+00
X=—+ +00 X—+ 400 x— +00

Exemplo 7 Calculo de limites
Calcule:
li@m [-3(x+35)]
Resolucdo

Intuitivamente, aceita-se que, quando x — — oo , se uma das fungdes ¢
constante € igual a — 3 e a outra toma valores negativos arbitrariamente
pequenos, entdo o produto ird tomar valores positivos infinitamente grandes.
Aplicando o teorema do limite do produto, vem:

lim [-3(x+5))= lim (-3)x lim (x+5)
X— =00 X—+—00 x—+ =00
=—3 X (—00)=+00
As situagdes possiveis sio muitas, mas a sua resolugdo é sempre simples.

No quadro seguinte faz-se uma sintese de todos os casos pOSSfVEiS.

X Limite quando x — ¢
(finito ou infinito) .
f(x) 0 (por
0 - 00
9(x) iy valores # 0) i
4____.__&-
b>0
b0 axb +oc0 se b>0|-00 s
0 —oo se b<0|+oo se b<?
Limite 0 (
por
quando  yaiores # 0) ) 0 ? !
x—c¢
(finito ou too [T sea>o0 .
infinito) —00 se @< 0 : +oo
_—-——_‘-/
-0 se a>0
o o9
*® |too se a< 0 ? e 1

No calculo do limite do produto de fungdes pode surgir a indeterminaga’

0x oo =

R
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6 bservagdo

Se ltm fx)=b, bER\ {0}

e l\m g(x) =0, entdo

lm -f((—)) pode ser + o0, — oo
ou ndo existir,

(ngie

jamz

rank

"

lm[,hc

I8

_

/

o0

7 Determine:

8.1 lim

& 8.3 lim

Limite do quociente

Suponhamos que pretendemos caleular:

lim (l)
Xx—+ 400 \ X

1. Umites 165

Aplicando os teoremas sobre limites, vem:

lim 3
lim Zl= X— +03 _ 3 _ 0
x— 400 \ X ]lm X + o0 -
x—+ +00

Pode-se ainda escrever:

lim (§_)=0+
x— +o0 \ X

porque sabemos que a fungio tende para zero por valores positivos.

Do mesmo modo:

-ifE:_t»ehrhpl_c-g' 8 Calculo de um limite

Calcule ,,1121 m—

Resolugao

Dado que lim2 (2x —4) =0 quando x — 2, o quociente, em valor

absoluto, ird tomar valores infinitamente grandes.

Para saber se existe o limite teremos de calcular os limites laterais.

. 1 _1 _
xl_.z'(Zx 4)_0+ oo

(pois 2x —4 >0 quando x > 2)

. 1\ 1
x'l.”%-(zx—4)'o-‘ *°

(pois 2x —4 <0 quando x <2)

1 .
Logo, nio existe 11m (Zx 4) pois

NERNNER
x—=2\2x—4) x—2\2x-4

4’/, :—-+oox2

. 8.4 lim -‘—1—.
N x—-o0 X+ 3

e

/
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Exemplo 9  Cilculo de limites

Calcule: ;
i . 9.2 Ilm ——
91 Jm 71 ) v = 2P
Resolucao
9.1 Como hm (x* = 1) = 0, vamos calcular os limites laterais, esty.

x—-1

dando o sinal do denommador.

. e N . - . . 1
Como os limites laterais sio diferentes, nao existe 11m1 (x2 T/
x— - —

9.2 Como (x—-2)*>0, Vx €RR\{2}, vem

Calcular: lim 1 1 -
= - z-
9.1 lim —2—; = (x-2 0
*—1x- 1 I 1 1
: im ——5=-—=+00
—_2 — 2 +
9.2 ‘h_r.nz f_ =2 (x-2)* 0
9.3 lim —1— “ Logo, lim 1 oo
x—3 (x—3) " P x—2 (x - 2)?
O quadro seguinte sintetiza os casos possiveis do calculo do limite do |
quociente de fungdes. '
] I
: Limite quando x — ¢ s
F\ (finito ou infinito) S _:‘1
)
20 —o0 |
- 9 (x) . 0 +oo ;,
! 0 b=0 a 0 +oose b>0 | —oo se b>0 ,';
q b ~oo se h<0 | +oo se 6<0
0 Limite — : e |
; | R 0 Limites laterais % Limites laterais | Limites later@" 5
S + 00 ou —oo E +00 gu —co | + 00 OU -~ o
Indetermmagao e
A S R S 2 (finito ou + oo 0 0 o ? E-
inﬁnito) ) I ’
- oo 0 0 > ?
i ‘/ ;
OO No cilculo do limite do quociente de fungdes podem surgir as indetern” L
Indeterminagio ~ "6%¢S i
Adte 9 ; =
aule BN AR O < fo'e) *
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Calcule cada um dos seguintes

SNETAN

=
=

=

N

v

101 lim (¢+3¢+2);

10.2 Llim (X =32+2);

10.4 lim (-3¢ +x'+2).

1. Limites 167

1.6 Indeterminacées

Indeterminagio oo - oo

A estratégia para levantar a indeterminagio depende do caso em estudo,

Exemplo 10 & expressao algébrica da fungio é uma fungio polinomial
Seja a fungio:
frxrxt-3x+1

Calcule lim f(x).

XxX—* +00

Resolugao

Aplicando os teoremas estudados somos conduzidos a indeterminagao
oo — 0O,

Pondo em evidéncia a mais alta poténcia de x , vem:

lim f(x)= lim (x*-3x+1)

x— +00 x—+ 400

[af, 3,1
ku?wlix (1—§+x2)

=(+00)2%x(1-0+0)

]

=4+ OO

De um modo geral, temos:

flx)=apx" +a x""'+..+a,

a a, a,
lim f(x)= lim [ao x" (1 + aolx o e ")]

2
x— +00 x—> +09 ay X~ dg X

lim f(x)= lim (a;x")x lim {1+ L W a,,)
s T x—++00 agx  ayx® T agx"

lim_f(x)=_lim_(ax"

x—++00
Se x — —©o vem:

lim f(x)= lim (ax")
x—+ =00 x— —00
Pode, entdo, afirmar-se que:

Uma funcio polinomial admite, quando x —+0c0 ou quando x——©9,
o mesmo limite que o seu monémio de mais elevado grau.
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e oo s bl ol bl b S b e o

;;
5
i'l
i
g
4
%

=41}

Calcule:

11.1  Llim

X— 400

A= 400

114 lim (Vax-

R=e 00

?"Efd‘mplo‘ 11 A expressdo algébrica da fungao é uma fungao irracional

Vx+3- '\/; .- :
z ’ .

112 lim (Vié+1-x);

1.3 :-':lTao W +2- 3X) ;

Calcule:

1.1 lim (Vx - Vx-1);
1.2 lim (V¥ +2-x).

x—* +00
Resolucao

minagdo ©0 — 00,

Para levantar esta indeterminacgdo usa-se a estratégia de multiplicar -
e dividir a expressdo pelo «binémio conjugado».

lim (\/:_c -Vx-1 ) ==

x— +00o

i WA VETT) x Va  va)
xree (Vx +Vx - 1)

- x—(x-1)
= lim

- la=b)(a+b)=a*-b*
x=— 400 x+1/x_1

b 1
= lim ————
oo Va1
1 _
=t ea =0

11.2 _l_l.n+1 (1 [+ 2 — x) (c2=00)

= lim (Va?+2 - x) (V& + 2 +x)
S (Vx +2 +x)

x2 +2 — x2
x— +o0 x2+2+x

= lim —2
x—o+oo\/‘x2+2+x
-2 _
=7 =0
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Limites de
fungoes racionais

—
f(x)

. AN 0
Lt g(x)

SC

grau (f) <grau (g)

f(x)
im ———
x—=too g (x)

é finito e diferente

de zero se

grau (f) = grau (g)

£l=)

x—too g(x)
¢ infinito se

 grau (f) > grau (g)

1. limites 169

Indeterminagio ——
(o]

Comecemos por estudar o limite, quando x — + 00 ou x — — 00, de
uma fungio racional,

Temos:
lim i) lim -2 X+ax"'+.. +a,
x—+o0o Q(x) x—too box"+ b, x" "+ ... + b,
a a
apx" 1+ —+...+——
: ag X a, x"
= lim
T b xm 1+ by ..+ bu )
X —_—t . t—
0 b[} x bo x"'
al an
1+— +
I ap x" I ag X a, x"
= lim x lim
x— +00 bO XM x— oo 1 b] N bm
+ +...
bo x bo xm
. a xll
= lim ——x1
x—+00 bg X
l' ay xn
= lim
x— +00 bO xm

Do mesmo modo se demonstra que:
P(x)

lim ——=

x—-c0 Q(x)

aﬂ xn
x—s —00 bo xm

O valor do limite vai depender de o grau do polinémio do numerador ser
igual, superior ou inferior ao grau do polinémio do denominador.

Se o grau do polinémio do numerador ¢ igual ao grau do polinémio do
" denominador, o limite da fungio racional, quando x — + oo, € igual
a0 quociente dos coeficientes dos termos de maior grau.

; y~ 0 grau do polinémio do numerador € igual ao grau do poli-
Exemplo 1z, némio do denominador
Calcule:
. 10x* — 3x . 8x3 — x?
a1 —_— 12.2 | —_—
12 S x+1’ oo 300 + 222 + 1
Resolugao
. 10x* - 3x 104
12.1 | _—= | —_—=2
st S A X+ 1 x—stee S
, 8x® — x* . 85 8
12.2 |lim —————= |lim —=—
xteo 30 + 22 4 1 x—mso0 3 3
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Calcule:

13.1 lim &,
X

X8 +00

13.2 lim

x—s400 3 — X

’

A=t +00

x2—3 xz-—_i

133 lim (L+ X )

Se o grau do polinémio do denominador ¢ maior do que o grau do ool
nomio do numerador, o limite da fungio racional quando x — 4 ¢, :

rao,

0 grau do polinémio do denominador é maior do que ¢

L ray §
do polinémio do numerador o

Exemplo 13
Calcule:

2+ 3x+1

13.1 i ;
xeboo X~ 2x + 1
. 8x* — 3x }
13.2 | —_— £
x—rtee 0 + 2 + 1
Resolugao
. 2xP43x+1 . 2xP .2
Ry e L e
: 8x*-3x _ . 8x* . 8
R T

F

Calcule:

14.1 lim X-1

i—vais — 3@

162 tim 1=,
X

X =t —00

. 1-32+%°
14. e SF O
431—1-‘-":09( 1 -2 )

PR IR [ 8 i ki s 15 ,.H;_,:._ 7; T —— »..”-;."‘ .. . - - # ;"' “
Se o grau do polinémio do numerador é maior do que o grau do poliné- |
'mio do denominador, o limite da funcao racional quando x —+o0 € |

i inﬁnito. :

f Eke-fhﬁl.dmi'l:}g 0 grau d_o polinémio_do numerador é maior do que o grau do 8
et polinomio do denominador

Calcule:

) ]

141 lim X *f2x+1, 4

X— +00 x-3 j'-l

14,2 lim X —2x+1 4

X— =00 x—-3 "
Resolucdo

2
14.1 lim 3 +2x+1 +2x+1= lim
x—3

Xx— 400 X— +00 xX— 400

2
14.2 lim X =2x+1 _

X = =00 X -

2
lim = lim_(3x)=-o0

X—+-00
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Calcule;

. 1
15.1 =1:
X—horpm (X . XZ) i

5o o [ i)
1

2
153  lim (x5x" 3 )
x—+eo =1

1. Limites 171

De um modo geral, temos:

Um: 3 i .
na ft'mgao racional admite, quando x — + 0o, o0 mesmo limite que
0 quociente dos monémios de mais alto grau,

Indeterminacio 0 x oo

Se:
Jm fw)=co e lim g(x)=0
temos: '
lim [£(x) x g(x)] = lim L2
g (x)

. . - . oo v
Passamos a ter uma indeterminagao do tipo o, Ja estudada.

" Exemplo 15 | Calcular limites (0 x oo)

Calcule:

, 1 2
,,E.f?m(zxx)

Resolucao

Temos uma indeterminagdo do tipo (0 X ©0) .

1 2 . xz
i —=xx°]= lim —
:Lllﬁr-lt-loo (x x—++o0 X

= lim x

x— +00

=+ Cc0

. .0
Indeterminacgao 0

No caso de fungdes racionais, se depois de efectuarmos os célculos possiveis

1 a i 0 & = - s
obtemos uma indeterminagio do tipo p & porquea frac¢do nio é irredu-
tivel.

O valor para o qual x estd a tender € raiz do numerador e do denomi-
nador.

Normalmente, consegue-se “levantar” a indeterminagio simplificando a
fracgao.
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. 0
Exemplo 16 Calcular limites (5)

Calcule:
! =2 v -2
X ﬂPl .\'l —4x + 3
. .
Resolugdo Cilculos auxiliares: |
Aplicando os teoremas somos conduzidos a 1 -2 3 i
16 indeterminagao ) —— TE -
Calcule: P /
v—2 Se isto acontece é porque os polinémios do 1 -4 3 1
16.1 lim =4’ numerador e do denominador sio divisiveis 1 1 -3
or x—1. _
162 tim X9, ’ C T
x—-3x+3' . x3_2x2+3x_2 . (x—l)(xz—x+2)
im =
16.3 lim f_"ﬂ_:i; x—1  x*—4x+3 x—1  (x—=1)(x-3)
x—-1 xt—x -2 .
: 2
16.4 ﬁmx‘—ﬁxz+11x—6:_' =]imx_x+2= Z =-1
a1 2% —-8x+6 : x—1 x—3 -2
_Exg_[n_plo]_.?“:‘ Calcular limites (%)
Calcule:
. -2
17.1 lim V :
x—4 x —
17.2 lim \/2;_ *.
x—0 x°—x
Resolucdo
17.1 Aplicando os teoremas sobre limites temos a indeterminagao (%)
m YZ=2 L (Ve-2) (Vr+2)
S T T Ve g)
= lim ek = lim =1
iﬂ -4 (Va+2) —ixi2 4
Calcute: % - 17.2 Aplicando os teoremas sobre limites temos a indeterminagio (—Q)
17.1 tim 2% Vi 0
— 1 lim VX=X _ lim (\/;—x)(\/;:+x)
. X = x—0* -— —a "
17.2‘l1_|1111_ = ot (xz_x)(\/.;+x)

173 fim SX*5-1

X—v -4

X+ 4

x—x? . -

K “”},. = lim 1
Ayl K o

=— 00
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. Iim — =
x— +00 X

PER

EIS

Calcule:

18.1 lim

18.2

18.3 lim

] 1 x b |
184 _ET”[(E * =

+ OO

= s

1. Limites 173

1.7 Limites de funcgdes envolvendo exponenciais e
logaritmos

Limites com exponenciais
Considere-se a fungio exponencial de base a .

f+ R— R
xrat, a>1

Como sabemos, o crescimento da fungio é muito rapido ¢ tem-se que:

lim §=+oo, a>1, pER

X— +00

Em particular:

Jim £=+400, pER
 Exemplo 18 calculo de limites
Calcule:
18.1 lim 3sz§ , 182 lim -5
Resolucao
18.1 lim 3x-§x = |im 3—;+ lim i5=+oo+0=+oo

x—to0 X x—s+400 X° x—s 400 X

lim

X =— 400

B Lo . mY . 1
?ﬁ_xl{r-‘}m 3*x 32 xll-n-;-)oo (3) xxhn;loc (9)

18.5 * lim (%) =+°°X%:+°° 7>
IQ) Considere-se a fungio:
0 f:R\{0)— R
ef—1
XS
Aplicando os teoremas sobre limites, o cilculo de limo f(x) conduz-nos a
indeterminagio % . O gréfico de f, obtido com a calculadora, sugere que
VO). ,li"o flx)=1.
6 De facto, tem-se: B
| =)
i == "
x—0 O conhecimento deste limite permite calcular o limite de outras fungdes envol-
vendo exponenciais.
S
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Exemplo 19 calcular limites

Calcule li_r'n0 f(x), sendo:

x 5x

ef—e"
19.1 f(x) =5——;

ex+1 —e
19.2 £
9.2 f(x) 2
Resolugao

x _ oS¢ . e (1 - e4x
19.1 lim <=5 = lim —(—-l

x—0 X x—0 2x

=xli_r_110 4x
19 e

Calcule cada um dos sequintes = lim (- 2e") lim 1
Al g x—0 sx—0 4x
limites:
=(=2
19.1 lim ; (-2)x1x1
x—0" 1 —¢
=-2
19.2 lim £ x“ . . 1
x— . .23 e C“_
s 19.2 lim £ : €= lim —-—(—,—)
19.3 lim ———; e el ¥
—0e” -1 |
2 — 2 = lim = x lim S—
19.4 lim ; rENET =N
x—0 bx
, =+0cox |
. '~—1
19.5 xll—rvnl 2x— 2 ‘ = + GO
Limites com logaritmos
Parundo do conhecimento de que ‘]ER‘ = 2% 1 vamos.mobirar que:
In(x +1)
. ln(x+ 1) Iln\ —— ]
llm - 1 x=—si) X
x—() X

Fazendo y=In(x+ 1), quando x — 0 fambém y— (). .
Assim: |
y=Inlx+1) & =x+1 ¢ x=¢' - |

Tem-se:

hm In (x+ 1)

B

. y
=lm ——— = lin hH.L_._, o I |
y=e() ¢ - ' e () C‘ l '

¥ i)

Logo: )

hyﬁ“ m—n(a-»-wv.“}ul # ]
R 2o t

o
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Calcule cada um dos seguintes
limites:

1. Limites 175

Exemplo 20

Calculo de um limite

Mostre que lim In x
x—1 x -

- I

Resolugao

o In(x+1)? .
201 lim ————; azendo y=x-1 quando x — 1, y—0.
0 Assim, y=x-1 & x=y+1.
202 im 5737 Substituindo na expressio dada as varidveis, vem:
. In f(x) lim X _ o In(y+1)
: im —— = |im —2 " =
03 Im -1 P il
. In(5+x) iz
204 hm —=———. Logo, hml e 1.
Partindo do conhecimento de que:
lim S=+00, pER
x— +00 xp
podemos concluir que:
lim L P 0
X — +00 X
Com efeito, fazendo y=Inx tem-se x=¢’ e, quando x — + oo, tam-
bém y— +o0.
Substituindo as varidveis na expressdo dada, vem:
: 1 1
. lnx . ln_x;- i = |lim —=——=0
]-lm —x—- o xll,r_'[}m yE.Tw e y—+ +00 e_)’ +
x— +00 y
Logo: .
1 Inx _ 0
x—400 X

=2

Calcule cada um dos seguintes
limites:

. In(2)

lim et

X =t 400

211

In (- 3x) .

’

21.2 lim

¥—+ —00 X

21.3 'lri‘rr;‘ .

214 i
ol St

' Exemplo 21 Calcular um limite

In (5x)

Calcule J‘_l_l.n;lm - "

Resolucao
In x 0

lim —=
In (5x)| _ )
o ]—5 s lim

x— +02 x
x—+ +00

Sabe-se que

In (Sx) = lim [5 X

x— +00

Iny

=5 lim

y— +0o

lim
x—+00 x

=5X0=0

In (5x)
x

ps

Graficamente temos:

-
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1.8 Limites de fungdes envolvendo fungdes trigono.

métricas
Consideremos a fungio [ continua, de dominio IR0}, definida por,
sin x

flx) ==

O cilculo de lim f{x) conduz-nos 3 indeterminagiao 0
x—0

Observemos a representagio grifica da fungao:

— y

Yizsin)/R

X=.004 V=.59999983 rng o

- Esta representagdo grafica sugere que Jiﬂlo flx)=1.

x = . De facto, prova-se que:
x—0 & I
! i SIX 1

E x—0 X !

Se g é uma fungdo continua e y =g(x), este resultado pode ser generalr

siny_1

zado para lim
y—0

Exemplo 22 | Calcular limites

22.1 Calcule:

. sin (4x) . tg(2x) cos X
| : . im
Vim e s B m == 9 lim o
2 |

22.2 Mostre que lim 1—cosx 0.
x—0 X

Resolugao

22.1 a) lim0

sin (4x) (:‘:) ) [1 sin (4x)]
= lim |=x
3 x—0[3 x
i sin (4x) _1 o I 4 sin (4x)
3 x—0 X B 3 Xl—'rpﬂ 4x

R p
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1. Limites 177

sin (2x)

" ikl e}
b) |im” g (\ x) T (2x) e sin (2x)
T x i ——= +=10 X c0s (2x]

_ sin (2x)

N, ———
=0 x cos (2x)

= (s sin (2x)
X

X—+()

X lim ——
x=0 cos (2x)

=2 lim sin (2x) |

2x—s( 2x |
=2x1x1=2
C) lln] -EOS~x
x— I 2x T

O cdlculo deste limite conduz-nos 4 indeterminagio 9 :
Fazendo v = x — & ) T =
azendo y—,x—i- temos que se x — R entio y — 0 e

y=x—£ — x=£+y.

2 2
o B . Cos x
Substituindo em hmﬂ > , temos:
X—— X —

T
cos | —+
. cos x : (2 )’)
llm — = lim —————
i 2x—T )'—’02 T
2 7+)-

—siny . =siny
= ——— = lim
y—0m+2y—1m y—0 2y
1 sin y
=—= lim
2 )n—o() y
= — -1— * 1 = — l
2 2
. 1l-cosx
2 lm ———=
22.2 lim ——
= lim (1 Bt x) (1 e 1) Multiplicam-se os termos da fracgio por 1 =cosx .
22 x—0 x(1 + cos x)
: 2
5 = 1] .y
Calcule cada um dos segU1nFe = |lim 1~—COS . I —cos” X =8I ¥
limites: : x—0 x(1 + cos x)
sin (3x) . : sin? x
L x—0 x(1 + cos x)
tg (4x ) )
22.2 hm —tg—(('-;,;))" = lim 3% « lim sin x
y =T 20T+ cos x
. sinX A
@3 e —1x—2_=0
A=cosk, U1+
e LT
PLMMI12-12
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.- Problemas Propostos

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

El Qual ¢ o limite da sucessio de termo geral @ Na figura esté ruprcsentadn parte dos gréficog
Uuy=5-¢"? de duas fungdes f e g.
(A) ~c0; (B) +too; (C)0O; (D)5. ,

10 pontos

E 0 valor de n-!i.",‘t-.-,(l + %)M é = ”7M v
(A) e; (B) +o0; (C)%; (D) 1. i
10 pontos
0 grifico de f intersecta o eixo Ox no ponto
EJ 0 valor de lim ‘2x é: de abci?sa -1. gl .
el Bl Pode afirmar-se que x_h_rpl_ T(X—) é igual a:

A) - o0 ; B) 0; 0 1; D) 2.
(A) (B) © (D) (A)-1; (B)0; (C) -o0 (D) + o0,

10 pontos
10 pontos
im (3¢ e*) &
s - ; 3 . :
(A) —oo; (B)+o00; () 0; (D) 3. I Considere a fungdo g dlein;da por
glx) =
10 pontos X—3
0 h'rr;’g(x) é:
X =
H Para um certo valor de a e para um certo valor (A) 2; (B) 0; (€) —oo; (D) +o0.
de b, o grifico da fungdo, de dominio IR,
definida por f(x) =a+e®, estd parcialmente 10 pontys
representado na figura abaixo.
lim X e

vt x—0* |n x
\p (A) 1; (B) +o0; (C€) —co; (D)O.

x 10 po ntos

(o] x
ElNa figura esta representada parte dos graficos
de duas fungbes f e g.
Sabe-se que: 0 grifico de g intersecta o eixo Ox no ponto
o lim f(x)=2; de abcissa 1.
* o grafico intersecta o eixo Oy em Pode afirmar-se que: )
y
Prr(0.3). lim'i—(ﬁ f
Quais podem ser os valores de a e de b ? . .x—'l g() f
(A)a=2 e bemln2: e igual a:
(B)a=-2 e b=-1; (R) +o0; é 14‘____;,
(€)a=-1eb=Iln2; (B) —oco; / /
(P)a=-1¢e b=1. ©1; /
(D) 0.

10 pontos 1 ol

R
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I QUESTOES DE'RESPOSTA ABERTA

Bl Considere a fungio f definida por:
f(x) = 1n (x f :)

1.1 Determine o dominio da funcio.

1.2 Calcule  lim [f(x) - n ¥] .

=8 40O

10 pontos

H Considere a fungdo f, definidaem R por:
fx)==1+5x¢"

2.1 Qual é o dominio da funcio?

2.2 Determine:

a) lim f(x);

X— +00

b) lim f(x).

X=—s =00

20 pontos

El Considere a funcdo f, de dominio IR\{0},

definida por f(x) =< = L

3.1 Calcule:
a) lim f(x);
b) tim f(x);
¢) lim f(x);

X— +00

@) tim 5.

3.2 Seja g a fungdo real de variavel real defi-
nida por g(x) =5+1n (¥* - 1) .

a) Determine o dominio da funcao g.

b) Recorrendo & calculadora grafica deter-
' mine x tal que f(x)>g(x) .

Apresente o grafico, ou graficos, obtido na
resolucdo do problema, bem como as coor-
denadas dos pontos considerados relevan-
tes, com aproximacdo as centésimas.

20 pontos

B3 Considere a funcao f, definidaem IR, por:

1-x
JX“,_" 1- se x <0
J(x) =
’_Tx__ se x20
e"—1
Calcule:
4.1 lim f(x);
4.2 lim f(x);

4.3 limof(x) .

20 pontos

B Um recipiente contém uma certa quantidade de
sal. Para dissolver o sal, enche-se o recipiente
com agua.

Admita que a quantidade, em gramas, de sal
ainda ndo dissolvido, t minutos apés o inicio
do processo de dissolugdo, é dada por:

Q(t)=250e %%, t>0
Calcule e interprete o valor obtido:
5.1 Q(0);
5.2 Q(10) ;
5.3 lim Q(t).

t—+ +oco

20 pontos

[ Admita que a velocidade de um mével & dada,
para um certo valor de A, por:

154+10x 3%t ¢
s+ axzozee g

sendo t em segundose v em m/s.

6.1 Calcule v(0) e interprete o valor obtido
no contexto da situagao descrita.

6.2 Calcule A de modo que exista 'E.ngo v(t) .

6.3 A velocidade do mével pode atingir os 4 m/s ?
Justifique a sua resposta.

20 pontos
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Objectivos

1. Estudar a continuidade de
uma fungdo num ponto,

2. Estudar a continuidade lateral
de uma fung¢do num ponto,

3. Estudar a continuidade de
uma fung¢do num intervalo.

4. Aplicar teoremas e proprie-
dades sobre fungdes conti-
nuas.

5. Aplicar o Teorema de Bolzano-
-Cauchy.

6. Determinar as assimptotas
do gréfico de uma fungao.

2. Continuidade

2.1 Continuidade de uma fun¢do num ponto

Considerem-se fungdes reais de varidvel real representadas graficamente
em la, b[ eseja cEJa, b[.

(A) (B)

y y]
o} M I,
(D) (E)

J’J yu

Q
(=]
R et s SELE
(L33 S

Mha sde Ao mennlsiaguee

(31

-

Q1.

SO
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6‘ bservacao

1. No estudo da continuidade,
que fazemos neste livro, ape-
nas consideramos pontos de
acumulac¢do do dominio.

Em estudos mais avangados
tratard da continuidade em
pontos isolados do dominio.

2. Nio faz sentido estudar a
continuidade em pontos que
nao pertencem ao dominio.

N

1

2. Continuidade 181

Rel

ativamente ao ponto ¢ podemos observar que:
Em (A), nio se verifica i ] if
(A), nio se verifica mterrupgio do grifico. A fungio é continua em ¢,

Em (B), (C), (D) ¢ (E) nio existe lim f(x). A fun¢io nio ¢ conti-
nuaem c. v—e

Em (F) existe .\l'_“.‘( f(x), mas [(c) ¢ diferente do valor do limite.

Em (F), a fungio também nio é continua em «¢.

Continuidade num ponto interior

Seja f uma fungio definida num intervalo aberto Ja, b[, com a#b ,
eseja c€la, b[.

Entdo, f é continua em ¢ se e s0 se:

lim f(x) =f(c)

Como verificar se uma fungdo f € continua num ponto ¢ ?

Teste de continuidade
e f(c) existe (cEDy)?

e lim f(x) existe?

xX=—+cC

* lim f(x)=/(c)?

2.2 Continuidade lateral
Se uma fungio ndo € continua num ponto de acumulagio do seu dominio
diz-se que é descontinua nesse ponto.

Uma fungio pode ser descontinua num ponto ¢, mas pode ser continua

i esquerda ou 3 direita nesse ponto.

!
b X

o +-

f

|7
N s

a3 SRR,
=

I

-t
c b ¥
f & continua 5 direita no ponto ¢. f apresenta uma descontinuidade
f & continua 4 esquerda no ponto c. im fx) = /(@) bilateralem c.

lim_f(x) =£(€)

x—*c

sgia f uma fungao deﬁnida num intervalo la, ¢], com a#c.

50 f écontinua a esquerda no ponto ¢ se € so se:
ca

e lim_f(x) = (o

PF N
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. A tery: om ¢ #
Seja [ uma fungio definida num intery alo e, bl, com c# b,

; 1 direita ¢ s ¢ 50 se:
A fungio [ é continua a diraita em € 5¢ ¢ 850

lim f(x)=[(c)

¥y

Se uma fungio é continua num ponto ¢, ¢ continua a csquerda ¢ 3
dircita de c.

)l
fle)f-------=s g .:
H 1 } >
a 0 ¢ b x

Jim flx)= lim_f(x) = lim f(x)=f(c)

Por vezes, em determinados pontos do dominio de uma fungio, apenas
tem sentido definir a continuidade a direita ou a continuidade 4 esquerda.

E o que acontece nos exemplos seguintes:

* A fungio f: xu\/.; tem dominio D=[0, + oo].

0 —

O estudo de continuidade da funcio no ponto zero limita-se ao estudo
da continuidade a direita nesse ponto.

* Afungio g, definida por g(x) =/~ tem dominio D = J- o0, 0]

yf
y=v"x

Como a fungio g ¢ continua a esquerda no ponto zero, entdo é cont”
nua para x =0,

B

|

Pa
fun

=
ing

11

L2

by |
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2. Continuidade 183

Eumplo 1

Estudar a continuidade lateral de uma fungdo num ponto

Sepaatungio £, real de varidvel real, definida por:

-1 se x>-1

[(x)=1

Ix se xg— 1
Estude a continuidade da fungio f no ponto x =- 1. Nocaso de f
ser descontinua no ponto x = - 1, verifique se é continua a esquerda,

ou a direita, nesse ponto.

Resolugao
s-1€D
* lim f(x)=2
lim f(x)= lim (-1)=(-1?-1=0

lin_'jl_ flx)= _l_i_n_"l]_ (-3x)=3

Como:

lim f(x)# lim] f(x), nio existe lim1 f(x) e, portanto, a fungdo f
x—+-1 x—-1* x—=

nio é continua no ponto x=—1.

&1

Para cada uma das seguintes y
fungdes, estude a continuidade a
esquerda e a direita nos pontos

indicados: N ¢ 3
11 1 se x>0 RN
X) = ' ~
f®) x se x<0 : .|
para x=0; 5
L —

1.2 |x| se x=2-1 ‘ -2 —V]!‘/ x
90 = 2x se x<-1

para x=-1;

13 1

se x#1
hix)=4x-1 Atendendo a que:
0 se x=1 )
lim f(x)=f(-1)=3
para x=1; x—-1"
14 $—1se x>—2 a funcdo f é continua a esquerda no ponto - 1.

i(x): 3 se X=—2
-1 se x<-2

para x=-2.
——————

‘
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=13

Observe a fungdo g represen-
tada graficamente.

2.1 Qualéo D,?

2.2 0 que pode dizer acerca da
continuidade da fungio g
em 0, 1, 2, 3 e 47

Exlmplo 2 continuidade de uma fungio num ponto
Na figura esti representada praficamente uma fungio de d”"H'njr,
D=0, 9\(4).

)'
3 e ’ R ' '
Ig----- -i ----- R ' ': E' El : I:
O5fsgt™ Ay ¢ 1 N o
I [ i ! ! ! T ! :
of 1 2 3 4 5 6 7 8 9%

O que pode dizer acerca da continuidade da fun¢do nos pontos:

0,1,2,3,4,5,6,7,8¢e9?

Resolucao

* A fungio é continua nos pontos: 0, 5, 6, 7, 8 e 9.

* A fungdo é descontinua em 1 (descontinua 3 esquerda e a direita).
lim f(x)=0,5 e f(1)=2.
Como:

J‘rli_r_pl f(x)#f(1), afungio é descontinua para x=1.

* No ponto x=2 a fungio é descontinua porque nio existe lim flx).
x—.

xli.n;{ f(x)=f(2)=1, afuncio é continua a esquerda no ponto 2.

* No ponto x =3, a funco é descontinua porque nao existe limJ f(x)- 7

x—= A

Como:

Jim f(x)=£(3) =2
a fun¢io é continua 4 direita no ponto 3.

: = o = a0
* Embora 4 seja ponto de acumula¢io do dominio, ndo pertenc® *"
dominio da fungio. 3
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2.3 inuj
Continuidade de uma func¢ido num intervalo

()ll\[ r\‘.l . ) "l] 1) 'l 1 Jd0) .
l“’\ 1 re Ill\' : h
( IS .

4 5 6 7 8 9 X

6 -5 -4 -3 -2 -10

[TV N

A fungio é descontinua nos pontos — 3 e 3, mas é continua em todos
os outros pontos do seu dominio.

Nio podemos dizer que a fungio é continua em [-6, 0], porque f nido
é continua em — 3.

Mas, por exemplo, podemos dizer que:
e f écontinuaem ]-3, 3[;

e f écontinuaem [6, 9].

Se uma funca .
la, b[, entao & continua nesse intervalo.

o é continua num intervalo fechado [a, b] se é continua em

s
s querdade b.

la, b[, entaoa direitade a eaes
funcdo é continua em todos os pontos do seu dominio dizemos,

Se uma el 0
que a fungdo ¢ continua.

simplesmente,

Continuidade de uma fungao

Exemplo 3 .
. . _ . funcoes reais de variavel real:

:uidade das seguintes : il
Estude a continu!

3.1 fi2 R AES
3.2 g x\/-k (ksconstante);

1
33 h: x "%
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Resolugdo

31 f(x)=x y
«D,=R flxtos

e Para a€ER: F

i )= lim x=a
,\!ﬂ].: f(A) xX—d

*fla)=a

Como lim f(x)=f(a), Ya € R, a fungio [ ¢é continua em

todos os pontos do seu dominio e, portanto, continua em R.

3.2 g(x) =k (k= constante) ),T
(x)=k
*D. =R g lx
*Para a€D,:
lim g(x)= _limﬂlz=k 0 x
*gla)=k

Como lim g(x)=g(a), VaER , a fun¢do g ¢é continua em rodos
X—a
0s pontos do seu dominio, ou s€ja, a fung¢do é continuaem R.

3.3 h(x):% i
* D, =R\{0)

*Para aE€D,;

0
% lim b (x) = lim 2 =1

Considere a fun¢do g definida por:

1
° S
-X se x>2 b(a) a
gix)=1lx] se —2gxg2 Entio:
-3 se x<=-2
llm h X =b
3.1 Represente graficamente a 0, P(x)=h(a), VaeD,

funcado.

— - ” &t U
_ ‘ A fungdo b ¢ continua em todos os pontos do seu dominio, ©
3.2 Indique os intervalos em

i seja, em IR\{0} ,
que a funcao & continya,

— Rt
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2.4 Operagoes com funcdes continuas

Os teoremas sobre limites de fungies reais de varidvel real reflectem-se na
continuidade das fungoes,

@bservaqéo Se duas fungdes f ¢ g sio continuas num ponto a, entio as scguintes

a _ fungdes sio também continuas nesse ponto a:
| 33 vimos anteriormente que as
| fungdes: 'f+g; *f-g;
I
R—R e fxp: . f c " .
— (com g(a)=0); . ne€IN
l X\/G,(OElR+\{1}) f g’ g ( g( ) ): f: y
n
! e Vf mEN e f(a) >0 se n épar).
& { R — R
f xrlog,x (a €R"\{1}) % %
i <o fniias Se f écontinuaem a e g é continua em f(a), entdo a fungio com-
' posta gof é continuaem a.
; As propriedades apresentadas permitem concluir que:
: * as fungdes polinomiais sdo continuas em R ;
' e as funcdes racionais sio continuas em todos os pontos do dominio.
i
5 i Exempio-ﬁ" Continuidade de uma fungéao racional
2 a2
AL - > i - . x>+
Considere a funcdo real de varid-  Estude a continuidade da fungdo racional f, sendo f(x)= 1 2.
vel real definida por: B
h(x) =x* + 2x Resolugdo

dos | 4.1 Defina as fungoes f e g de D =R\ (1}

modo que =h(x). i . i , .
que (fog) () =) Como se trata de uma fungio racional, isto é, do quociente de duas fun-
4.2 Afuncio h é continua? cdes polinomiais, podemos garantir que a fungio f € continua em todos
Justifique. os pontos do seu dominio.

?

Exemplo 5 Continuidade de uma funcao composta

Estude a continuidade da fungio b, de dominio R\{0}, definida por:
1

4l h(x)=¢"
Resolugao 1
= A fungio g: x_re* écontinuaem R eafuncio f:x  _» €con-
i tinua em [R\{0} . 1

X

¥ Lo

] Estud_e a continuidade da fun¢do f 3 -
efinida em R* por: (gof) (x)=¢
‘. o | ) =tn (_1_) A fungio b é continua em IR\{0} por ser a composta de duas fungoes
X continuas.
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2.5 Teorema de Bolzano-Cauchy

Observemos os seguintes grificos.

—
=
- -t
;
'
.
.
.
.
H
‘
H
=
—
=
=
:
'
.
N
‘
.
.
.
.
R
'
.
.

Y PR

'
[
'
]
'
'

>
=

S

X of 4

A fungio [ ¢ continua em [a, b]. Se desenharmos uma recta hori- | A fungio g ndo é continua em [a, b]. Pode existir uma
zontal que intersecte o eixo Oy em qualquer ponto de ]f(a) ) f(b)[ , | recta horizontal que intersecre o eixo Oy num ponio d
esta recta vai intersectar o grifico de f pelo menos num ponto. ]g (a), g(b)[ e ndo intersecte o grificode g .

O Teorema de Bolzano-Cauchy ou Teorema do Valor Intermédio diz-nos
que uma fungdo continua num intervalo ndo passa de um valor para
outro sem que passe por todos os valores intermédios.

@ bservacéo

Se a fungdo & continua apenas| 1eorema de Bolzano-Cauchy (ou Teorema do Valor Intermédio)

no intervalo aberto Ja, B[, Seja f uma fungio real de varidvel real continua no intervalo fechado {
o Teorema de Bolzano continua| | [a, b]. '

a ser aplicavel considerando
lim f(x) em vez de f(a) e

,l_‘."} f(x) emvezde f(b).

1

Se s ¢ um ponto do intervalo aberto dle extremos f(a) e f(b), entit;:f ‘
existe pelo menos um c € Ja, B[ tal que f(c)=s.

Este teorema tem particular interesse se f(a) e f(b) tiverem sinais contri-
rios, ou seja, se f(a) x f(b) <0 . |

Neste caso, a equagdo f(x)=0 tem pelo menos uma solugio no intervalo
la, b[.
Corolério do Teorema de Bolzano | ]

' Se ~f é c.ontinua em [z, b] ese f(a) e f(b) tém sinais contrérios:j
entao existe pelo menos um zero da fungdo f nointervalo Ja, b[.

(130 SR,
=
L

a? 0/
K:-f(a) bo = Xb x = \:1_;'7
f f(b)fm=monneee f(b)i --------
écontinuaem [a, b é ;
flayx f(b)<0. e ﬁa.) :[l_((b) <0 e f tem trés zeros em fla) x f(b) <0 e [ nio tem zeros L

Ja, bl |
Este exemplo nio contradiz o Teoremd

” ” )
Bolzano, porque / nio é continua em |4+

Logo, a fungio f tem pelo menos um
zeroem Ja, bf,
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2.6 Determing

- ¢do das assimptotas do grafico de uma
fungio

Assimptotas

Assimprotas do prifico de umg fungao sio linhas rectas que orientam o

ll.!\;ld(? do prifico de modo que o grifico ou parte dele se aproxima cada
vez mais dessas linhas,

Nu.cstudc_) das funcaes racionais referimo-nos a assimptotas verticais,
horizontais ¢ obliquas.

Assimptota vertical

A recta da equagao x =

a ¢ uma assimptota vertical do grifico da fungio f
se e SO se:

f(x) — + 00 ou f(x) — - o0
quando x tende para g pela direita ou pela esquerda.

As rectas a tracejado sdo assimptotas verticais.

y| v y |
| | | |
) I i |
| I /
| | N\ A
alo| x a! 0, x !ﬂ 0 x ﬁ'! 0 x
| | | !/
| | I |
lim f(x)=+o0 lim f(x)=+00 xli.“;_f(x)=—°° xli.n}f(x)=—oo

Assimptota horizontal
A recta da equagao y = b ¢é uma assimptota horizontal do grafico da

3 e s se:
funcgdo f se £y oy

quando x — + 00 ouquando x — —oco,

As rectas a tracejado sdo assimptotas horizontais.

< —~ 0 x x o %
_/0
:
flx)=b lim f)=b  Im flx)=b  lim fe =y
Ilm xX)= x— 400
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Assimptota obliqua
A recta da equagio y =mx + b ¢ uma
s¢ ¢ 80 se

lim [f(x) - (mx + b)| =0 ou x-l-i,"_lm [f(x) = (mx +b)] =0,

assimptota obliqua do grifico g, f

As rectas a tracejado sdo assimptotas obliquas.

lim [f(x)-(mx+b)]=0 li."_’ [f(x) = (mx+b)]=0 x-ErTm [f(x) = (mx+ b)]=0 xli.rgm [f(x) = (mx + b)]=0

Y , y
Yy Y v
/N A
X F o
7 A
vl g i 74
N\ " , et |
[®) 7 x v 0]l. x
0] \N x : 4 |,
\ o/ a/ '/
.b\\/ . v ) ’/
=, 4
}"5‘ / /

Uma fungdo pode ter no miaximo duas assimptotas nio verticais.

Note que uma assimptota nio-vertical pode intersectar o grafico da fun-
¢ao em VAarios pontos.

Assimptotas dos graficos de funcdes racionais
Assimptotas verticais

Seja f uma fungio racional definida por:
flx) )_ Gx"+a,x" '+, +a,,x+a,
qlx)  box"+b,x" '+ 45 _ x+b,
Admitindo que p(x) e g(x) nio tém factores comuns, o grafico da fun- |
¢a0 tera tantas assimptotas verticais quantos 0s zeros do denominador.

Exemplo: E
-1 .

S x)= X = _ — _§ si0
e f(x) x—3)(xy3) > 2 rectas das equagdes x =3 e x=-35 S

assimptotas verticais do grifico de fs

Assimptotas horizontais

Se m>n, arectada équacao y =0 € assimptota horizontal do grafico de f-
" do , : . .
Se m=n, arectada equagio y =z9 € assimptota horizontal do gréfico de f.
0
Exemplos:

*Se f(x)= 1 » arecta da equagio y=0 ¢ assimptota horizontal 42
grifico de f

Exemplo:

* Se flx)= - >, arecta da equagio y= = 3 ¢ assimptota horizuﬂ”l

do grifico de P il
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Seja:
=L ou fy=r+

Neste caso, o grafico tera uma
assimptota parabélica.

—_—

s

2. Continuidade 1 91

Assimptotas obliquas
O }',-l’.lllul da fungio /, definida por f(x) = L',._L . tem uma assimptota
obliqua, X

fix) = -\—\;-I- ou f(x)=x- .{w

A recta da equagio y=x ¢ uma assimptota obliqua do grifico da fungio f.

.

p (x)
q(x)
unidade, do que o grau do polinémio do denominador, a fungio pode
escrever-se na forma:

Se flx)=

e o grau do polinémio do numerador € maior, em uma

L R .
f(x)—mx+b+q(x) sendo xhniqwq(x)_

A recta da equagio y=mx +b & assimptota obliqua do grifico da fungio.

Ekempl_o 6 Assimptota do grafico de uma fungao racional

Escreva uma equagio para cada uma das assimptotas do grifico da fun-
cdo racional f, definida por:

6.1 f(x) = 3";113 . 6.2 flx)= 21+‘ X 63 ()= 2;"_‘11 :
Resolugao
61 fx)= g5 S e
éssimptota: y=0.
Escreva uma equagdo para cada 1-x . . Ceo_2.,-_1 _
uma das assimptotas dos graficos 6.2 f(x) = 24+ 3x’ asSIMpLOESs: & 3’ ¥ 3" |Caleulo auxiliar
das fungdes: lti -1 ]_x;l’
6.1 f(:r)=x2;1 : 6.3 f(x)= 2:2__11 : :lx_”‘szT o
—2x+2
6'2f(x)=fzi1’ f(x)=2x+2+;c%1-; :
__6'3 fi) = X; -3 y assimptotas: x=1 ¢ y=2x+2.
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Assimptotas verticais do grafico de outras fungoes

Repare que:
* A recta da equagio x =1 niio ¢ assimptota do grifico da fungio

fr \\/:__:_:- porquc ,,.'EL"I flr)=l.

y

—]----

* A recta da equagdo x =1 ndo é assimptota do grifico da fungio f,

. ] -2
definida por f(x)= %(J—Cl_)
pertence ao dominio da fungio nem é ponto de acumulacio desse dominio.

» porque, sendo D;=]2, + o0 [, 1 nio

* Arecta da equagdo x =0 € uma assimptota vertical do grafico da fungio:

1
— se x>0 ) o1
fley =% = 7 dadoque Jim flx)= lim =+ oo,
x se x<0
yd
& x

Como procurar as assimptotas verticais do grafico de uma fungio?

Para encontrar as equacoes das assimptotas verticais do grafico de uma,
fungio f determina-se: 3

[ ] Df;
® 0s pontos de abcissa @ em que 4 @ Dy, mas ¢ ponto de acumulag®
ou

0s pontos de abcissa a tais que g € D; e f édescontinua em a;

* lim ) e lim fix) |

Se alguns destes limites for + oo ou — oo “4
€ uma assimptota vertical do grifico de f.
Se ambos os limites sio infinitos, a recta da equagio x =a ¢ assimP”
tota vertical bilateral do grafico de ifs

» arecta da equagio ¥
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2. Continuidade

Assimptotas obliquas do grifico de outras funcées

No caso das fungoes racion

) . R : ) iquas ¢
NO ¢ als, a determinagio de assimptotas obligu
facilitada pela escerig

a da fungio.

PR I L . [ " " ™ ¢ assimp-
Se y(x)=2x + 1 4 T o1 “Mtdoarecta da equagio y =2x + 1 ¢ assimp

tota do grifico da fungio,
). ac £ ¥ .
Para outras fungaes, vejamos como proceder:

Arecta y=mx+b ¢ uma assimptota obliqua do grifico de f, se existi-

rem m ¢ b reais tais que:

lim [f(x) = (mx + b)] =0

X— +00

ou

Jim [f(x) - (mx + b)] =0

Considere-se o caso de x — + o0 ,

* Determinacao de m

lim [f(x) - (mx + b)]=0

xX— +00

Dividindo por x, vem:

i [0 =mx=b £ b

xll.q,loo X =0 = xlv+oo X = xll-Too X =0

—_——
Logo:
. flx)

m= Hm

e Determinagéo de b
lim [f(x) — (mx + b)] =0 Jim b=bh

Logo:
b= lin+1m [£(x) - mx]
De igual modo se determinam m e b, quando x — - o _

Se x — — oo, pode-se obter os mesmos valores de m e b oy nio.

Se m e b existem e sio diferentes, quando x — 4 oo

) - o € quando
x — — 0o . entio existem duas assimptotas nio verticais.
>

Se m =0, aassimptota, se existir, € uma recta horizontal.
- 3
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Problemas Propostos

Bl De uma funcio A, continua em IR, sabe-se
que:

*h(@2)=-5
* lim h(x)=+oo

* A recta da equacdo y =5 é assimptota hori-
zontal.

* h & estritamente crescente no intervalo
[2, + oo e estritamente decrescente em
J-o0, 2].

Qual das sequintes afirmagdes é verdadeira?
(A) h tem um dnico zero.

(B) O contradominiode h é [-5, 5].
() x—h-Too h(x)=+o00.

lim h(x)=5.

X—+00

(D)

10 pontos

Hl Considere a fungdo h, continua em IR\{2},
tal que:

e lim A(x)=0;
o lim h(x)=+o00;
x—2

o lim h(x)=-oo.

X— +00

Qual das seguintes afirmagodes é verdadeira?
(A) A fungao nao tem zeros.

(B) O grafico de h ndo tem assimptotas ver-
ticais.

(C) O grafico de h ndo tem assimptotas hori-
zontais.

(D) Aequacdo f(x)=—-1 tem, pelo menos, uma
solugdo.

10 pontos

QUESTOES DE ESCOLHA'M

ULTIPLA

[l Na figura estd representada parte do grfic, A
funcio f de dominio ]- oo, 5]\{(3}.

As rectas das equagdes x=3 e y=-2 s
assimptotas do grafico de f.

Indique o valor de  lim ‘ +f(f) i
x—-00 ] -—¢

(A) —oo; (B) 1;

€ 2; (D) 0.

10 pontos

B De uma fungio f, de dominio IR*, sabese §
que a recta da equagdo y = -5 & assimptota §
do seu gréafico.

Qual o valor de [im fix) ?
x— 400 — 3p7%
(A) —oo; (B) +00;
2. 5
© 3 (0) -3

10 pontds |

B pe uma fungdo f, continuaem IR, sabe-sequé
® f é estritamente decrescente;
*f(0)=-1;

*0eixo Ox e a bissectriz dos quadrantes P& 1
sao assimptotas do grafico de f. f 5

Qual é o contradominio de f?
(A) [-1,+00[; (B) ]-o0, — 1)
(© ]-eo, 0]; (D) J-oo, Of-

jo pontts S
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sabe-se que o grafico de h tem uma assimptota
obliqua & qual pertence o ponto de coordenadas

. 3) eque lim — X =1
(0. 3) &4 x—+ea x + h(x) 3"

fscreva uma equagdo da assimptota obliqua do
grafico da fungao.

25 pontos

FNa figura estd desenhada parte da representa-

30

ontos

je-st
ptota

5
nte
pO

5€ o

¢do grafica de uma funcao h, cujo dominio &

R\{-3}.

As rectas das equacdes y=—2 e x=—3 530
assimptotas do grafico da fungao.

Seja (a,) a sucessdo de termo geral:
a,=1-n+3n°
Qual & o valor de Lim h(a,) ?

Justifique a sua resposta.
25 pontos

BPara um certo valor de k, a funcao h & conti-
nua em IR, e é definida por:

X . ge x>0
hix)={n (x+1)
k + e* se x<0

Qual & o valor de k?
20 pontos

Problemas Propostos ..

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

;a h uma fungdo de dominio IR
[l sej ¢ inio IR B3 e uma funcao f, continua no intervalo

[0, 3], sabe-se que f(0)=10 e f(3)=0.
Mostre que a equagdo f(x) = 2 tem pelo menos
uma solugdo no intervalo J0, 3[.

20 pontos

H Seja f a funcdo, de dominio IR, definida por:

?)/('i——_——; se x<0
h(x) =12
In (1+x)+x
—

se x=0

x>0

5.1 Estude a funcdo f quanto & continuidade.

5.2 A equacio f(x) = |x| tem uma solucao
inteira.
Recorrendo & calculadora gréafica determine
essa solucdo.

30 pontos

A Um para-quedista salta de um avido e, ao fim

de 6 segundos, o para-quedas abre.

Admita que a velocidade do para-quedista,
em metros por segundo, t segundos apos
ele ter saltado do avido, & dada, para um

certo valor de k, por:

ot) = {40 (1 - e se t<6

5415 ¥2*7? e t>6

6.1 Sabendo que a fungdo v & continua,
determine o valor de k (apresente o resul-
tado arredondado as centésimas).

6.2 Represente graficamente a fungdo, sa-
bendo que o para-quedista atingiu o solo
120 segundos apos ter saltado do aviao.
Descreva o que aconteceu a velocidade do
para-quedista durante o salto, indicando
no respectivo grafico as coordenadas dos
pontos que considerar relevantes para
explicitar melhor o seu raciocinio.

30 pontos

Scanned by CamScanner




Um olbar sobre a Historia .

O cileulo infinitesimal, que engloba os cileulos diferencial ¢ integral, por Mgy

L o e

| is i e isti intelipéncia humana, deser i :
considerado a mais importante umfunsl.l da ‘lﬂ(l:]’I},tll cii ana, “'“Ivtu-wa.;
partir de alguns problemas origindrios da Anuguidade. .

Como determinar o volume de um sélido, por exemplo, de uma esferaz Comg obtey
a tangente a uma dada curva num ponto? Como calcular adrea de uma figura plang

Estes problemas foram abordados pelos antigos gregos, que, sc bem que fossen
muito engenhosos, nio conseguiram produzir uma teoria unificadora que o enquy.
drasse, o que sé veio a suceder no século XVII. Os problemas de drcas ¢ volupy |
conduziram ao cilculo integral e os problemas das tangentes conduziram ao cileyl,

~

il —‘*-u-ls‘usﬁgé‘&m R i S 554

diferencial.
A dificuldade de obtengio de tangentes revelou-se intimamente relacionada cop
a da determinagio de dreas. |
Esta relagio foi compreendida por Leibniz e Newton que sdo considerados os
“pais” do calculo infinitesimal. :
A derivada, que é o conceito basico do cilculo diferencial, é hoje apresentads
como o limite da variagdo média ou o declive da recta tangente a uma curva (ver

figura em baixo). Mas para dispor destes conceitos na forma actual, conceprual-
mente consistente, foi preciso esperar pelos trabalhos de Cauchy, no século XIX.

i

Gortfried von Leibniz
“646—1716) (|ﬁ_”_|7‘_|7' I]—‘\‘-J I~

Sir Isaac Newton Augustin Lowr®

5

E
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ﬂ Derivadas

2] Aplicacoes das derivadas

Actividades de investigagdo

O Sr. Atikin vai de Labutes a Latrum e regressa 2 Pab
¢de 4 km/h em terreno plano, 3 km/h nas subidas
das. Partiu 2s 9:00 e regressou a casa as 13:00 .

" o u tes?
Sera que se pode deduzir a distancia entre Latrum e Labu

utes. A sua velocidade
e 6 km/h nas desci-
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Objectivos

r

1. Definir derivada de uma fun-

¢do num ponto.

. Interpretar geometricamente
o valor da derivada de uma
fungdo num ponto.

3. Determinar as derivadas late-

rais de uma fung¢do num
ponto.,

4. Interpretar derivadas infinitas.
5. Relacionar os conceitos de

derivabilidade e de continui-
dade de uma fungdo num
ponto.

6. Conhecer o significado de fun-

¢do derivada de uma fungao.

7. Demonstrar regras de deriva-

¢do (derivada da fungdo cons-
tante, derivada da fungao
afim, derivada do produto de
uma constante por uma fun-
¢do, derivada da soma e do
produto de fungoes).

8. Aplicar regras de derivagao.

9. Calcular a segunda derivada
de uma fungao.

10. Interpretar a derivada como

velocidade ou aceleragao de
um mdvel num ponto.

@bservacéo

A notacdo f'(x,) foi usada pela
primeira vez por Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813).

As outras notagdes para a deri-

vada foram introduzidas mais
tarde.

A

1. Derivadas

Panta do Ouro, Mogambique a2

1.1 Definicdo de derivada de uma fungcao num ponto.
Significado geométrico

Considere-se uma fungao real de varidvel real f definida num intervalo
la, b[, com a<b, e seja x, um ponto desse intervalo.

Chama-se derivada da fungdo f no A
ponto x, ao limite, quando existir, da y

razao:;
f (oo + h) = fx,)
b

quando / tende para zero.

Esta derivada denota-se por:

f'(xo) , (%)_ ou Dﬂ“o'

Entio:

[ ol R

®)

nF-\---
=

=

: xo+ b) — f(x
fl(xo)= llm f( 0 ) f( 0)
h—0 b
Se h=x-x,, dizer que / tende para zero é o mesmo que dizer que ¥
tende para x, e a expressio f'(xo) pode apresentar a seguinte forma:

o) = Jim 12— Flx0)

x—x, X — X

Geometricamente, tem-se que:

A derivada de uma fungio f num ponto Xo € numericamente igual 40
declive 7 da recta tangente ao grafico da fungio f no ponto de abcissa o+

5
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1. Dervades 199

1.2 Derivadas laterais

Considere-se a funei
dere-se a fungio real de variivel real [ defimida por:
1

f(x) = i Bk

x+2 sc x>1
A representagio grifica da fungio f encontra-se na figura ao lado,
Existird a derivada da fungio f no ponto x=12?

A derivada de uma fungio num ponto é um limite. Por isso, para respon-
dermos a questio procuremos esse limite:

lim flx) - f(1)

x—1 x—1

Ora, este limite s existe se existirem ¢ forem iguais os limites:

flx) - (1) flx) = f(1)

m —— e lim ————.

x—1* x—l x—1" x-'].

£ a estes limites laterais que se chama, respectivamente, derivada a direita
no ponto x =1 (f'(1%) e derivada 4 esquerda no ponto 1 (f'(17) .

Calculando estes limites, vem:

e flx) - f(1)
f(l)_xl_l_.n}* x—1
_ —x+2-1*
= m -1
—x+1
_ i =-1
_-xl—l-'n}' x-]
Fi = im
I x? - 12
",L‘T}- x-1
=D+l
= lim —> 1
= lim_ (x+1)=2

ais sao diferentes e, portanto, nio existe:

lim _—f(x) ity
x—1 x—1

Os limites later

A fungdo ndo tem derivada no ponto x=1.
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O resultado era esperado. Observando o grifico CONSEAta-se que njg ¢
possivel desenhar uma recta tangente ao grifico da fungio no pontg g,
abeissa v =1,

)
P

_|/ /

=5 .l

Seja f uma fungdo real de varidvel real ¢ x, um ponto do dominio de f.
Diz-se que:
e f éderivivel A esquerda em x, se existe:
. flx) = flxo) . flxo+ h) = flx,)
lim ————— ou lim ’
x—xy X — Xy h—0" b
a que se chama derivada lateral a csquerda em x, e se representa por
f'lxg) 5
* f € derivivel a direita em x, se existe:

lim flx) = flx,) ou  Lm flxo + b) — f(x,)

x—sx} X — xo h—0* h ’

a que se chama derivada lateral a direita em x, e se representa por f(x,');

* existindo e sendo iguais as derivadas laterais no ponto x,, entdo a

fungdo é derivavel nesse ponto ¢ o valor desta derivada ¢é igual ao
valor comum das derivadas laterais:

fi(x0) = f'(x5) = f'(x3)
Geometricamente, a derivada a esquerda em x,

semitangente a esquerda e a derivada 3 direita
declive da semitangente 3 direita no ponto do grafi

representa o declive da
em Xx, representa 0
co de abcissa x, .

Semitangente N .ot

a esquerda !
1]
]
1
1
L}
t

m = f'(x;) :
ol X, x
/ Semitangente
a direira

m=f(xp)

Para que exista derivada de f em

X = xp as semitangentes em Xx = X0
devem estar no prolongamento uma

da outra.

!
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1. Derivadas 201

1.3 Referénci

- '¢1a5 @ pontos nos quais uma funcio nio ¢
derivavel i

Fungio derivivel
Uma fung

finit A0 diz-se derivavel num ponto x, sc tem nesse ponto derivada
nita,

Dada uma funcio f, real de vari

: avel real, nem sempre ¢ possivel garantir
a existéncia de deriy

ada finita em todos os pontos do seu dominio. Do
ponto de vista grifico, significa que hd pontos do grifico em que nio ¢
possivel tragar a recta tangente ao grafico nesses pontos ou a recta tan-
gente € uma recta vertical.

Vejamos alguns exemplos.

Exemp[o 1 A fungdo é continua mas nio é derivivel em x = Xo
Considere as fungdes definidas por:
fo)=1Ixl; g =Vx;  bhx)=Vx].

Serao as fungdes derivdveis em todos os pontos do seu dominio?

X

Resolucao
x sex>=0
* flx)= || = —x se x<0

Observando o grifico imediatamente concluimos que nio existe f'(0) ,
pois nio é possivel tragar uma tnica tangente ao grifico da fungio no

ponto de abcissa x=0.

1
LA I
]
P
®

Analiticamente, tem-se:

. ox=0_
fl (0%) = xl_l*r%. = 1

.o —x=0__
F(07) = lim ——="1

f(0*) = f'(07)

Nio existe f'(0). f nao é derivavel no ponto 0,
a

PN
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Vo
e Considere-se a fungio g definida por g(x)= \/-‘ .

)
-

) vA W
Ne i Vx -0
1 / 2'(0') Jm =0

I

2 =19 1 2 X P
-1 = IIm. -3
vel) x—0 X
~21
" . li 31 _ + 0o
A recta da equagio x =0 ¢ = um o
tangente ao grifico da fungio g
no ponto de abcissa x=0.
Vx -0
(07)= lim ——
g x—0 x-0
= lim -
x—0 x
. 3’ 1
= lim (/—==+0°
x—0" X
g'(()) =+ 00

A derivada de g para x = 0 ndo existe porque + ©@ nao €um
ntimero real.

A recta tangente ao grifico da fungio no ponto de abcissa zero é uma
recta vertical e escreve-se:
g' (0) =+ co

Portanto, g ndo é derivivelem x=0.

o Considere-se a funcdo f definida por f(x)="V|x| .

___W—Oz lim 3M

, )
0" = lim
f( ) x— 0* X x—0* x3
. 3l x : 3/ 1
= lim ([=5= lim = =+00
x—0" YV x x—0* \V x

3 [
f'(o_)z li.r%_.\/ﬂz li.ng‘_ 3 _|.£|..

x x?
% _ [ If—=X _ . 3 —1_
= 1m \’_3— lim —2———00
X X

Considere as fungdes continuas x—0" x—0"-
em IR, definidas por:

< f)=Ix-31; Nio existe f'(0) .
os(x)=V|x|;

As derivadas laterais no ponto 0 sio diferentes (e infinitas).

«h(x)=Ve.

Serdo as funcdes derivaveis em
todos os pontos do seu dominio?

f ndo é derivavel no ponto 0.
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De acordo com o programa a
demonstracao é facultativa.

1. Derivadas

1.4 Derivabilidade e continuidade

lt'lll’tl!l.l

Toda a fungio com derivada finita num ponto ¢ continua nesse ponto.

Hipotese: Existe f'(x,) .
Tese: f é continua em x,.

Demonstragio:

Suponhamos que a fungdo f tem derivada finita no ponto x =X, .

Tem-se que:

f(x) — flxo)

F(x) = flowo) === (x = %ol » X# %o

Aplicando limites e como f'(xo) existe, vem:

= T ,
lim [f(x) = flxo)] = lim % x lim (x = x) ="(xo) X 0
Como f'(x,) € finita, tem-se f'(xo) X 0=0 e, portanto:

lim [f(x) = flxq)] = 0

ou

lim f(x) = f(xo)

xX— X,
O que prova que f écontinua em x, .

Note que O reciproco deste teorema néo é verdadeiro. Ha fungdes conti-
nuas num ponto gue nao tém derivada finita nesse ponto.

h
b3

fé continua e ndo tem derivada finita em a (a tangente a curva em x =4

¢ uma recta vertical) nem em b (onde as semitangentes nio estio no pro-
|longamento uma da outra).

203
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1.5 Fungio derivada

Aplicando a definigio de derivada, pode determinar-se a derivada de yy, |

fungio num ponto x =X .

Exemplo 2 Determinagio da fungdo derivada

Seja [:IR — IR
AN .\‘l
Determine £(0), f'(1) ¢ ['(xq).

Resolugdo

. -f(0) .
rio= i LEZ62

¥
fo-f) _ | eT e+l

. - flx) = flxo)
f'(xo) = lim ———=
i xt—xy
- xlr.r};o x — X
. (x—g) (x + xp)
= lim = 2X,
X=—+Xg X0
Se xy=x, entdo f'(x)=2x.
y
flx)=2x
=
=1
Dada a fungdo real de variavel

real:

fixar—2+3 E
De um modo geral, sendo f uma fungio real de variavel real, f' ¢ um?

2.1 Determine f'(x)) , sendo x, MOVa funcdo de x, que se chama funcio derivada de f, cujo dominio €

um nimero real qualquer. o conjunto de todos os pontos em que f tem derivada finita e qué 2
2.2 Caracterize a fungio f', cada ponto do seu dominio faz corresponder a derivada da fungao
derivada da fungo f. nesse ponto.
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1.6 Derivada de uma funciio constante
Considere-se a fungiio [+ dedominio B, definida por:

flx)=¢ (¢ ¢constante)
Aplicando a definigio de derivada de uma fungio num ponto x,, vem:

flxo+h) = flx,)

* f' (xg) = bli—n.lo

b
' . cC—C i/ ,
* f'(xo) = lim -
f( 0) h—20 ’J i ]
' /
=lim0= \'\". %,
h—0 0 N 9 e

Entao:
f'ix))=0 ou f'(x)=0, VxER.

A derivada de uma fungio constante € igual a zero.
y=c = y' =0

Geometricamente:

O declive da recta tangente ao grifico da fungio em qualquer ponto €
igual ao declive da propria recta horizontal y = ¢ e, portanto, ¢ igual a

Zero.
&

Para cada uma das funcdes indi- Exemplo 3 Determinagao da derivada de uma constante
Que a fungio derivada. ' ) = "
31 50 =-13; Determine s'(x), sabendo que s> -
32 t)=- % ; Resolugdo

) = T é tante
13 f=2v2. s(x)=¢€"; s'(x)= 0 (e™ é uma cons ) -
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1.7 Derivada de uma fungdo afim

Considere-se a fungio [, de dominio R, definida por:

flx)=ax+b, onde a, bER.

Aplicando a definigio de derivada de uma fungio num ponto, vem:

. flx) = flx)
f'{xg) = lim —f—‘cT

. ax+b-axy-b . alx-x) . _
f'(xo)=xll_.ﬂ1_° x—xoo =xh—r.13[n——x-—x0 —xll_r_rlna—a

- Entao:
=4

se f(x)=ax+b '"(x)=a.
Represente graficamente a fun- f(x) » [')
¢ao derivada de cada uma das
seguintes fungoes: e .

A derivada da fungio afim € igual ao declive da recta que representa gra-
4.1 f(x)=-x+3; -

ficamente a funcio.
4.2 s(x)=1-2x;

4.3 t(X)=—4+x.

y=ax+b = y'=a

4.4 g representada graficamente

por: Exemplo 4 Dperivada de uma funcao afim
d Determine y' sabendo que:
; 4.1 y=2x+3; 4.2 y=—%x—1.
J
. ! Resolugao

1.8 Derivada do produto de uma constante por uma
funcao

Seja f uma fungio derivavel ém X, € g a fungio definida por g(x)=6f (x)s
sendo ¢ uma constante real.

g'lxo) = lim %0+ H) —g(x)
x——;xu h
| _ b) — _
(et = fim T+ 5) L6 _ iy o Flro+ =)

= fim Tt B o) o p)

Se a fungdo f tem derivada em Ja, eah

3 = b[ e ¢ é uma constante r
€ntao a funcio definida por ¢ f(x) te

m derivada em Ja, b| ¢

| lef@) =cpix) J
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1.9 Deri :
rivada da soma e da diferenca de duas funcoes

il' 1% I.llll . S l S v
. . SUL' ’ ¢ ‘L' d0 (|cl‘i i |

. l‘\'cl Y . ‘ | ‘
‘r‘.l cm -," Y S num ]NHII() Xj entao /’ Y I 1V

([ +8)" (x9) = ["(x0) + 8" (x))

Esta co i : .
o nclusio pode ser obtida usando a definigio de derivada de uma
ungao num ponto.

(f+g) (xo+ h) = (f+g) (x,)

(f +8)" (xo) =’]im0 ,
T h
- hliﬁlo flxo + h) +glxg +hb) - [f(xo) + g(x(,)]

_ lim f(x0+h)—f(x0) +g(x0+b)—g(x0)
h—0 h h

o flxoth) —flx) glxg + h) — glxo)
_h]EPO b +bh—n-10 h :

= f'(xo) + &' (o)

Derivada da soma
Se duas funcoes [ € g sdo deriviveis em Ja, b[, afungao f+g €

derivavel em ]a, b[ e
(F+g) (x)=[fx) + gl

(n+v)=u +v =f'(x) +g'(x)

De modo idéntico s¢ concluiria que:

Derivada da diferenca
Se duas fungoes f e g sao deriviveis em Ja, b[, afungio f-g é
derivavel em ]a, bl e
(f-g) (x)=[flx) - g
(ll—-v)' -_—_u'——u' =f'(x)~g'(x)
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=41

Determine y', sendo:

51 y=

?
1
=x;
5.3 y:—l_;
2
5.4 y:—L__

1.10 Derivada de uma poténcia

Para qualquer nimero real #, tem-se:

_di (x") = n x"" ' oou (X)) =mxt 1,
z

(x%)' = 2x (x)' = 3x?

y y y= ¥
y' = 3x?
y'=2x
y=x
‘ = — . .

Exemplo 5 ysar a regra da poténcia

Use a regra de derivagdo de uma poténcia de x para determinar a deri-

vada de:

5.1 y=i;
X

!
5.2 y=ux?;

1
5.3 y:\—a/___'

X

Resolucao

>1 (i) = () = ax i o g4

Pett
6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

6.6
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determine y', sendo:

61 y=37;

62 y=5c+x;

83 y=-2+3r;

B y=-6+2+7;
65 y=-§+§+x+1;

6.6 y=-x‘+x=-3x2+§

1. Dervadas 209

1.17 Derivada de funcgoes polinomiais

Aphcando os conhecimentos SCRUINLes:
*flx)=x" = f'(N)=nr! , HER
*fix)=ax" = f(x)=anx""’ ,HER
) tg)] =) g ()

calcula-se a derivada de qualquer fungio polinomial.

Exemplo 6 Derivadas de fungoes polinomiais
Determine uma expressao da derivada da fungio [, sendo:

flx)=3x"+2x+ |

Resolugao

flx)=3x2+2x+1

fix)=(3x>+2x+1)'
=(3x3)" + (2x)" + (1)
=6x+2+0
=6x+2

+5.

%

Determine y', sendo:

1.1 yEX\‘E -1

1.2 y=\/;_ 1 ;

3 Vx

3 ysyp_l i,
2 r

14 Y=x(\/;+L ;
Vx

N2 Py
X

16 yX+V+1
X r

12 yz_xl_»r_;z;_l

As mesmas regras que permitem calcular a derivada de uma fungio poli-
nomial permitem calcular a derivada de algumas funcgdes racionais e
irracionais.

Exemplo 7  Derivada de fungées irracionais

Determine uma expressio da derivada da fungio g, sendo:

S :‘ 1
(x =x‘-——’7+
gx) gy
Resolugao
g(x)zxﬁ—%"' ! 1=x‘/i—3x‘2+l:s‘i
% : 3
3 xx*
.
gl(x)zﬁx\ﬁ_l"3X(—2)x'1'l+%x(-%)x2’

=V2x 1 r6xi-=x?

MMMIp.14

@‘
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1.12 Derivada do produto de fungoes

Se¢ as fungoes [ ¢ g tém derivada finita num ponto-x,, ¢ntao [xg ¢
denvivel em x, e

(f % )" (x0) = [ (x0) X glxy) + g (xy) % f(xo)

Demonstragio: ———
(x g)'(xo) = Jim (f x g) (xy+ b]j ~(fx g (xo)
= ,,li_nfo f(xo + h) X g(xo +h,7) - f(x(]) X g(xn) r

Adicionando e subtraindo ao numerador f(x,+ b) x g (x,) vem:

flxg+b) x glxg+ b))+ flxg+ b) X glxg) = flxo + b) X glxg) = flxg) X glxp)
b

(<8 )= im,

i 80 X [flxo + b) ~ flxo)] + flxo + b) X [g o + b) — g (xo)]
h—0 h

tim 8 X[fo+b) = flag)] - flxo +h) x[g(xo + b) = g (x)]

= h—0 b h—0 b
§

[Flxg + b) = flx,)] (g (xo + b) — g ()] b

=g(x0)xbl£no h +bli_ﬂmof(x0+b)xbli_r{10 h 1
l.z (
= g(x0) X f'(xo) + (o) X £ (o) 1 .
Portanto,
(/% 21" (x0) = f*(x6) X g k) + fxg) X g (o) :
ou \
(Fx g)'(x)=F'(x) x g{x) + f(x) x g'(x)

Se f e g tém derivada em todos os pontos do i a0
[xg éderivivelem Ja, b[ e: i et ol 98

(ne)' =u'v + ur' '
(fxg)' (x) = f'(x) x g(x) + f(x) x g"(x)
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Considerando trés fungoes com deriv

ada finita num determinado ponto x|
temos;

(Fxgxb)' (x) = [(f % g) % b]'(x)

=) () % hx)+ (f % g)(x) x b (x)

=['(x) X g(x) x b(x) + f(x) X g'(x) % b (x) + [(x) % g(x) x b* (x)
De um modo geral:

XXX ) =i X foX oo X [+ fi X fuX e X foy H e+ i X fr X X [

Exemplo 8  Derivada de um produto

Determine uma expressio da derivada da fungao /7, sendo:
8.1 h(x)=(2-3x)(5+8x);

8.2 h(x)=(2-3x)x*.

Resolugao
8.1 h(x)=(2+3x) (5 + 8x)
Aplicando a regra da derivada do produto de fungdes:
h%ﬂ=42+3m'6+8ﬂ442+3xns+8ﬂ'
=3(5+8x)+(2+3x)38

ﬁ 15 4 24x + 16+ 24x

=48x+31

8.1 Determine:

=) (=30 8.2 hix)=(2-3%) %

55 Hendos Aplicando a regra da derivada do produto de fungdes:
G e = (2 3] 22+ (2= 30 (<
Ch(x)=3x-1; = - 3%+ (2 - 3x) (3x7)
*jix)=2-3x; —_ 3+ 6x2 - 9%
determine: __12x%+ 62

(fxgxhxj)(0)

1.13 Derivada do quociente de fungdes

f

3 tém derivada num intervalo Ja, b[, entao = é
Sealsful'l‘io‘esf“:‘g lais Ol g

derivavel em ]a, b[ e:
f\ flx) xglx) = flx) x g'(x)
(—) (x B [g (x)JZ
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/

l'

£

e —

Determine y', sendo:

ik yrx+3

ol & -"+1

! y=x2+gx+1'

i y=:z~+3:1:3"

9.6 =x‘+2xx-2|-n
3

1]
ul 'y
) Y

el el

E"i‘"‘l’l" 9  Derivada de fun¢oes racionais

Deternmme y', sendo:
\ \‘ + 9
0.1 vy : 9,2 vy -
Ay + | | - 2x
Resolugio
X

9.1)'=2x+l
) x@2x 1) - x2x 4 1) TRx+1)-2(x)
(~. s (2x + 1) T Qe+ 1P (2xs1p
xt+3
9.2y=1_2x
c (P4 3) (1-2x) = (x% + 3) (1 - 2x)'
e (1-2x)?
_2x(1-2x) - (£ +3)x(=2)  2x—4x>+2x2+ 6
(1-2x)?  (1-2xp
_—2x"+2x+6
(1-2x)?

(") = nu

(n €R)

n—=1,1

1.14 Derivada da funcido composta

Seja b =fog a fungdo composta das funcdes feg.

Se g tem derivada num ponto x, e se f tem derivada em g(x),
entdo fog & derivivel em x, e:

h'(xo) = (fog) (xo) = 1'[g (xo)] X &' (x,) (fog) x) = fletx)
ou

% flglx))=F(g(x) x g'(x)

Exemplo 10 Dperivada da fungdo composta

Considerando que b ¢é a composta de duas fungoes, determine h'(x),
sendo:

10.1 h(x) = (222 + 3)*; 10.2 h(x)=\2x2 + 1.
Resolucao
10.1 h(x)=(fog) (x), sendo g(x)=2x*+3 e flx)=xb.
(fog) (x) = f(2x*+ 3) = (242 + 3"
gx)=4x e f'(x)=8x".
Aplicando a regra de derivagao composta, vem:

h'(x) = (fog)' (x)=f'(g(x)) X g'(x) = f'(2x* + 3) x 4x
=8 (22 + 3) x 4x = 32x (2x% + 3)
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petermine y', sendo:
0.1 y=(-2+1);
102 y=(-¥+ 3); :
1W3y= \::?+_2 :

x=-2)°
lO.loy:( x) ;

1. Dwrevadon 2'3

Este resultado pode generalizar-se:
A dcn\':.lda de uma fungio definida por (f(x))", em qualquer ponto
onde exista ¢ scja finita, ¢ dada por:

[(F)] =px(f)) " xfx) (pER)

7 1
10.2 h'(x) =[(2x2+ 1)2] =% (2x2 + 1)2 | (2x2 +1)

_1
=% (2% + 1) 2 (4x)
2x

V2x2+ 1

\

3 =11

ﬁ?nsidere a fungao f, estrita-
ente crescente em IR, defi-
Mda por-
flx) = (2x - 1)

ve.ﬁﬁq“e que f(0)=—1 e deter-
Mne (f1)'(-q)

1.15 Derivada da fungao inversa

Seja f uma fungio definida num intervalo Ja, b[.

Se a fungao f admite inversa e se tem derivada nao nula num ponto
x9E€la, b[, afungioinversa f~' tem derivada no ponto y,=f(x,), sendo:

_1\ |
(f ) (yO) fl(xo)
Escrevendo f(x)=y <& x=f"'(y), aigualdade anterior pode ser escrita
da seguinte forma: de_ 1
dy dy
dx

Exemplo 11 Derivada da inversa

s e v e ;'»'_':
Considere a fungio f, de dominio R, definida por f(x)=Vx.
Mostre, usando a derivada da fungio inversa, que a derivada da fungio [

. , 1 _
se pode exprimir por ['(x) = —i/‘? , Vx €R{0}.

Resolugao

fix)=y & Vx=y & x=Y

A funcio f éa fungdo inversa da funcio f~! definida por f'(y)=5".
(F1)' (y) = ") = 3y*
) (5)=0 & 3=0 & y=0 & V=0 & x=0

WIS, S
F) =y Gy = 3y

()= —L_=—L1_ vxeRY0}.
Como y:\’/;,temosf(x)—g’(\y;)z A x {0}
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1.16 Derivada de fungoes exponenciais ¢ logaritmicas

Definigio do nimero ¢

O nimero de Neper, ¢, ¢ o numero tal que: e
h i ;
e =1
lim =1
h—0 l]

Geometricamente significa que a tangente ao
grifico da fungio f definida por f(x)=¢",
no ponto de abcissa zero, tem declive 1.

Derivada de y =e”
Seja f a fungio definida por f(x)=c¢". :
Aplicando a definicio de derivada de uma fungao num ponto, vem:

fx +h) - f(x)

Vona = 1' I
f (1) b—lmt() h .'
= lim ex+l: —eF '
b0 D k.
T Gl ) 1
- h—0 b
h_ 1
= lim e*x lim < =e*X1=¢
h—0 b0 b exl=e
yv=e' Logo:
ey :
y =€ Seiy=ef, (yl=let, -
A fungio y =e* éigual a sua
derivada. Aplicando a regra da derivada da fungio composta vem: E
y:cu Sey=eu, y'=u'e". ,
y'=u'e"
Exemplo 12 Derivada de uma funcdo exponencial
Determine y', sendo y=e* "1,
Resolugao P
Determine y.', sendo: y'=(2x - 3) x e%-3
= 55
121 y=e *; LOgO: :
-lf-’-
122 y=e >, Y= gir=d
e ey

TEET R
(o R b AT s g a
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Derivada de y=a°,
Seja y=at,
Y =a' ¢ ymehd oy g otine

v (et =(x lna) x et

- l“ a X e Ina
=(Ina) a*
Logo:
-\' = ‘]"'
y'zu‘\u”\h\d Se y=a, J"=a’lna Se y:n", y':u'a"lna
Exemplo 13  Derivada de uma fun¢do exponencial
Determine y', sendo y=3%"*,
£ Resolugao
Determine y', sendo: y'=In 3 x (x* - 2x)' x 3"~ %
1
Bly=3"%; Logo:
eal
B2y=2""F. y'=(2x -2)x 3* % x1In 3

Derivadade y =Inx

Seja f a funcdo definida em R* por f(x)=Inx.

Aplicando a defini¢do de derivada de uma fungio num ponto, vem:

R f(x+h)—f(x)_ . In(x+h)-Inx

filx) = Jim, h = b

) In (1 + g—)

: x
- ]Ejo h _blm]o b

In (1 +§) . (ﬁ+ 1)

=bl£-n0 b :}-j,ll_.o h

x; ;

Fazendo y:g-, h—0=y—0e

In(y+1
f'(x)=%yl_l_rpo(—3;—)=%xl=%
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y = Inx
—
¥ ,
: X
ve=lnou
-
\' -
. 1

F
Determine y', sendo:
14.1 y=1In(3x);
14.2 y=1In (- 3x);

14.3 y=1In|3x]| .

Logo:

. |
Se y=Inx, y'=<.

Aplicando a regra da derivada da fungio composta, vem:

u
) = r'::——,
Se y=lnw, y'=—

Exemplo 14  Derivada de fungoes logaritmicas

Determine y', sendo:

14.1 y=1In (x* = 3); 14,2 y=VxInVx.

Resolucao

14.1 y=In (x? - 3)

(x? - 3)'
x*-3

Logo:

14.2 y=V/x InVx
y' . (V;)' X ]n \/J_C % \& X (1[1 \/;C-)I () =uw'v+ '

1

1 2Vx
= x In V/x +V/x x Ay =
2,\/; _\/; {\) l\,".ﬂ\'

Logo:

y.zlﬂ\/;+ 1 _1+ln\/;
2Vx  2Vx 24k

Derivada de y = log, x
Seja y=loggx=:2_x,
a

Entao:

v v (Inx) 1 - 1
y' = {log, =(—)=—— = 1__1
( gx) Ty lna(lnx) lnaxx“xlna
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Logo:

y=log, u
: ' -
)y = . - bc )l-_——l()' X Ui l 2 [
i In a Ba¥s ) xlna’ Se y= |“g" ", }.' = " .
wlna
Exemplo 15  Derivada de fungdes logaritmicas
Determine y', sendo y=log, (2x=3).
=15
_ Resolugao
Determine y', sendo: 2 )
' Gl
15.1 y=log; (xX* = 3): y_(Zx—3)xln2
15.2 y=log, (V&) ; Logo:
153 v=loa (—> y'= 2 )
=y=0E )" (2x—3)><ln2
1.17 Derivada de funcoes trigonometricas
Derivada da fungdo seno
Seja f a funcio de dominio R definida por f(x)=sinx.
temos para

a defini¢do de derivada de uma fungdo num ponto,

Aplicando
todo x ER:
- sin (x + h) —sin X
(] — . f(x + ’7) f(x) — Iim ( I)-.'ﬁm\;.iu 5": ‘-'C”\.‘IJ s
f'(x) = lim e il B e
h—0 b h—0 h
1 S X Sin ,7 - Sin X Aphea-se a formula:
= ]in] sin X cOS ’7 + COI — sin (7 + ) = s o b+cosasind.
h—0 7
inx _ 1)+ cosxsinh Acsuciom-se 0s 1.0 ¢ 3.7 ermuos €
i = (COS b 1) Ge-se SN e evidencia.
= |im //, p
’}-—.0 1 Separam ¢ Os [ermos © .11‘!“_ 1m-se
. ’ as farmulas:
- _osin#k S
=sin x lim 5_95-1]-*—1' +cos x lim =™ Jim, ta+ b= Jun, @+ 0 ¢
h=0 b b hm L=k .IE_". fiby. onde
L ¢ umaconst nte.
—gin x X 0+cos¥ x 1 o :_ -
simn "
hm — = 1
bh—ail I
] - -
Assim, s¢ ¥ = St0 x, entdo ) = cos X -
. - | I 1 .
Se u=g(x) ¢ —sinu, entac y = 1' cos

(sin x)' =cosX¥

(sin u)' = u' cos
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-16
Determine a derivada de cada
uma das sequintes fungdes:

16.1 y=sin(-3x+1);
16.2 y =sin® (3x) ;

16.3 y=3sin’ (x+1);
16.4 y=3sin (x +1)*;

16.5 y = xsin x* + 2 sin (3x) .

Exemplo 16  Calcular a derivada

a0 dervada de cada uma das fungoes: !

16.2 y =sin’ (5x—1).

Dyctermme a fung

16,1 v = s (i)

Resolugao
16.1 y =sin (3x) ; y' = (3x)" % cos (3x)
Logo, y' =3 cos (3x).
16.2 y =sin® (5x - 1)
y'=2sin (5x — 1) X [sin (5x - 1)]r
=2 sin (Sx — 1) X (5x — 1)' X cos (5x-1)
Logo, y'=10sin (5x — 1) cos (5x—-1) ou
y' =5 sin (10x - 2) .

=z
Determine a derivada de cada
uma das seguintes fungoes:
17.1 y=cos (5 —17) ;
17.2 y=—cos’x;
173 y=—cos’X’;
17.4 y=sinxcosx;

17.5 y=3 s (x—3) +si’ (x=3).

Derivada da funcdo co-seno

Seja f a fungio de dominio IR definida por f(x)=cosx .
f'(x)=(cos x)' = [sin (% - )]

=(£_x)' (ze_x)
2 2
=-—1Xsinx

=-—sinx

Assim, (cos x)' =—sin x .
Ese u=g(x) e y=cosu,

entdo y'=—u'sinu .

(cos x)' =—sin x

e

(cosu)' =—u'sin u

Exemplo 17 Calcular a derivada 3

Determine a derivada da fungio y = cos (x* - 3x) .

Resolugao :
y = cos (x* - 3x)
y' =— (x* = 3x)' x sin (x? — 3x)

Logo, y'=(-2x+ 3)sin (x> - 3x) .
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onsicéo de um corpo, em metros,
ada como funcio do tempo, em
$equndos, por:

S()=-4,9B+ 2t +5

1 :
8.1 Determine 2 velocidade do
€orpo no tempo ¢t .

1 .
8.2 Determine a aceleragao do
Corpo no tempo t.

g, .
3 Determine a velocidade e

3 aceleragdo do corpo para
t = 3 S.

1 e 219

1.18 Fungio sequnda derivada

A tungdo segunda derivada (ou fungio denvada de ordem 2) de uma tun-
SA0 fCuma nova fungao;

* cujo dominio ¢ o conjunto de todos os pontos em que [ tem denvada;

* que a cada ponto do seu dominio faz corresponder a derivada da fungio
/' nesse ponto.

Representa-se por:

e
=

f"(x) ou ou D?¥f

o
g

Exemplo 18 Velocidade e aceleragio

A posigio de um corpo, em metros, ¢ dada como fungio do tempo, cm
segundos, por:
s()==490+5t+ 10

(Y ’
s ’
L’
=~y
’ .
! [}
I '
[ ’
. ’
[
P
. .
. \
¢’ [
[} [
[ l

Calcule a velocidade e a aceleragio do corpo no tempo 7.

Resolugao

A velocidade v é a derivada da fungio s.
u(t)=s'(t)=(- 4.9¢£ + 5t +10)'

v(t)=—9,8t+3

A aceleragio a éa taxa de variagio da velocidade
a(t)=v'(t)=(-9,8t+35)

a(t)=-9,8

z . s
Note que a velocidade v é dada em m/s e a aceleragio a é dadaem m/s”.

A

A
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_— Problemas Propostos

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

E¥Seja h: ]-1, +o0o[— R afungio definida
por h(x)==-2+2In(x+1).

y

A recta r é tangente ao grafico da fungdo no
ponto de abcissa 0.

Indique o declive da recta r:
1
(A) K (B) 0; € 1; (D) 2.

10 pontos
H Seja h uma fungio tal que a sua derivada, no

ponto 2, éiguala %

Indique o valor de:

i h(x) = h(2)
e X x—6
; Dy 2, 1
w2 ®2 O 07
10 pontos

EJ Um projéctil é lancado verticalmente de baixo
para cima. Admita que a altitude h (em
metros), t segundos apbs o lancamento, é
dada pela fungao:

h(t) = 220t - 5¢°
Qual é a velocidade (em metros por segundo)
do projéctil, 10 segundos apds o lancamento?

(A) 120; (B) 220; (C) 100; (D) —100.

10 pontos
A Seja f a fungdo definida por:
flx)=x"¢

A expressdo de f' é:

(A) x* 7% (B) x*~*°1;

(€) (m—e)x~C*V; (D) m™*.
10 pontos

F Na figura seguinte estd a representacio grsf,
de g', derivada de uma certa fungdo g .

sl

L ------ g'
A4
-1 (0] 1 x

A funcdo f é definida por f(x)=-g(x)-1.
Nestas condicdes, uma representacao grafica de
f', derivada de f, pode ser:

(A) (8)
ijr yt\
AN
ol 1 e .
© (D)
7 Y
1 . 3
/\ —1%) \i:
-1 (@) 1 T’ ———-_-1- .......
10 pontos

I Na figura, t & a recta tangente ao gréfico de i
noponto (2, 3). O ponto (-2, 0) pertence
arecta t.

Qual das expressdes seguintes pode definir f
derivada de f?

(R) 1—%;
(B) 2-%;
© 1-%;
(0) 1-.
10 ponte?
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Problemas Propostos

QUESTOES DE RESPOSTA'ABERTA

Na figura estao representados:
1 A N El 0e uma fungio f: ]-2
o o grafico de uma fungdo f; t : , +oo[— IR, sabe-se

*f(-1)=0;

* asua derivada f' é definida por:

221

e arecta r, tangente ao grafico de f no ponto
de abcissa 0 e daequagdo y=—4x+7;

o3 recta s, tangente ao grafico de f no
; 17
ponto P de abcissa —=. 1+1
. nx+2
= L )
As rectas r e s sao perpendiculares. - . hie
y ‘J::;};;:;;CH 341 EsE:reva uma equacao da recta tangente ao
f.,'f_-é@ grafico de f no ponto de abcissa — 1.
W = B3
[ @D :
t\\ s 3.2 Podera concluir-se que a fungdo f & conti-
i nua para x=-1? Justifique a resposta.

3.3 Determine f"(2) -
40 pontos

O 17 i
A 4
) 7 A quantidade @, de qualquer substancia radio-
1.1 Ind (A1 i Baeent s s
= 12”: o valor de f (4 ) . Justifique a activa, & dada, numa certa unidade de medida,
posta. pela expressao:

Qt)=Axe™, t=0

1.2 Sabendo que a ordenada de P é& 3,
escreva a equacdo reduzida darecta 5.
emque A e B sdo constantes reais positivas

as de cada substancia e t em anos.

30 pontos especiﬁc

sentacdo grafica de uma 4.1 Determine Q(0) e explique o significado
do valor encontrado.

Bna figura esta a repre
tangente ao gra-

funcio f e de uma recta t,
fico de f no ponto de abcissa @ - e
Arecta t passa pelos pontos de coordenadas .

(-5, 0) e (0, 3).

Mostre que o grafico de Q@ tem uma

assimptota horizontal e explique 0 seu sig-
nificado.

3 derivada de Q.

4.3 Designando por Q'
ctamente pro-

mostre que Q e Q' sao dire
porcionais.

necessario para que a

4.4 Mostre que 0 tempo
i quantidade de @ reduza o seu valor inicial
ln 2

para metade ¢ =5

=i

o valor inicial de @ de uma

4.5 Sabendo que
de 200 g e que 10

alor de f'(a) - certa substancia era

2.1 Indique, justificando, qual éov
e passa

2.2 Escreva uma equagdo da recta qu
0) eé

pelo ponto de coordenadas (4

perpendicular a recta .
30 pontos

tidade era de 50 g ,

anos depois a quan
tes A e B paraessa

determine as constan

substancia.
40 pontos

’_4
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Objectivos

v 8 Aplicagoes das derivadas

1. Determinar os extremos de
uma fungao aplicando o con-
ceito de derivada.

2. Estudar a monotonia de uma
fungdo usando o conceito de
derivada.

3. Estudar o sentido das conca-
vidades do grifico de uma
funcdo usando a sequnda
derivada da fungao.

AT SN B TR 3

4. Estudar analiticamente uma
funcdo (a calculadora &
usada apenas para confirma-
¢ao de resultados).

5. Escrever o modelo matema-
tico correspondente a uma
situagdo real.

Igreja da Polana, Mapuro

6. Resolver problemas de opti-
mizacgao.

2.1 Funcao estritamente crescente e funcdo estrita-
mente decrescente (revisio)

Comegamos por recordar as definigdes ligadas 2 monotonia de uma funcio.
Na figura estdo representadas graficamente as funcédes f, g e b.

(o]
P R,

(AR TRPRpRpEpRpRp,
r

2

(=}

o 4--

3

(=]

[ S,

o 4-=---

Ead

A fungdo f € estritamente crescente; a fungio g é estritamente decres-
cente e a funcdo b € constante.

Seja f uma funcio real de variavel real definida num intervalo E €
sejam a e b elementos de E.

° f ¢ estritamente crescente em E quando para todos os nimeros reais
aebdeE:

se a<b, entio f(a)<f(b).

rd . ’ S
 f € cstritamente decrescente em E quando para todos os niimero
reais a, b de E:

se a<b, entdo f(a)>f(b).

e f € constante em E quando para todos os niimeros reais a e b de E:

fla)=f(b) .
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2, Aplicagho das derivadas 223

Exe :
mplo 1 Monotonia de uma funcio
€1 Estude a mon
- ‘ 1otonia das funcoe -
- — 5 T U , f [
1.1 Justifique que uma fungao s ./ ¢ g definidas em 13 por:
constante num intervalo é [X) = X7 ¢ glx)=2x.
crescente e decrescente R =
: eso
nesse intervalo. lugao
- A fungio A funci
1.2 Observe o grafico da fun- it 2 ngao
¢éo f. PN fix r2x
€ ' . :
) ) CStrlta(r)nente decrescente em é estritamente crescente porque ¢
J - 00 .
_______________ » 0] estritamente crescente em todo o
: e estritamente crescente em seu dominio.
) S \f [0, +00].
] ' ] y
: L} ' o }'
al b c d e * y=2x
24--
Indique os intervalos em :.
que a fungdo f é&: - : _
x
a) crescente; !
b) estritamente crescente;
c) decrescente;

d) constante.

2.2 Extremos de uma fungao (revisio)

Observe-se a representagao grafica da fungao f.

o f(d) éomaximo absoluto de f.
o f(e) €0 minimo absoluto de f.
e f(b) €um maximo relativo de f.

e f(c) e fla) s3o minimos relativos de .

f uma funcio de dominio D -

Seja
o fla)é

™ f(b) éo mimm

para todo x de D: f(a) > f(x)

P
0 maximo absoluto de f & >
ara todo x de D: f(b) € f(x)

o absoluto de f se, P

f se existir um intervalo aberto E con-

qualquer queé seja xEEN D.
m intervalo aberto F con-
seja x € EnD.

maximo relativo de
tal que f(@) 2 f(x)

inimo relativo de f se existir u
f(b) <f(x) qualquer que

o f(a) éum
tendo 4

o f(b) éumm
tendo b tal que

LY . & R - "
- — . s aqin
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) I T

fla)g---

,{‘” frecefomnns

Observe-se a representagio grifica da fungio /.

s f(a) ¢ um maximo relativo.

e f(b) é um minimo relativo.

absoluto.

e f(d) éum maximo relativo e um minimo rel,.

Y

* fle)

Y P,

é maximo

tivo.

U
TP,
“

A funcido f nido tem minimo absoluto.
Os extremos da fungio (extremos absolutos) sdo ficeis de determinar
desde que se conhega o contradominio da fungio.
Dj=]-o0, f(0)]

Por exemplo, se o contradominio de uma fungao f é [2, 9], entdo 2 ¢
o minimo absoluto de f e 9 é o mdximo absoluto dessa fungio.

Sempre que se pretende falar dos extremos relativos deve-se referir a pala-
vra “relativo” ou “relativos”.

Por vezes, diz-se apenas maximo da fun¢io ou minimo da fungio para
referir 0 maximo absoluto ou o minimo absoluto.

Aos médximos e minimos da fung¢io também se chamam extremos d2
funcdo.

Com os gréficos seguintes pretende-se esclarecer o significado de extremo
relativo de uma funcio.

flef=-- £

\

* f(c)

Y

fl(e)

a-

€ minimo

f te)

[ SR

"
o~
a
]
=
(=]
o

Pl

/ *f(c) ¢um maximo relativo e ¢ o miyip,

%

)
| —~

f ()

o
R

— iIG

I
l\’\"

i
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2. Aplicagdo das denvadas 225

2.3 Intervalos de monotonia e primeira derivada de
uma funcao

Na hgura seguinte estd representada graficamente a fungio [

f'(x)<0

f'(x)>0
[ decrescente

f crescente

f'(x)<0

[ decrescente

['(x)>0 x
f crescente

Intuitivamente, verifica-se que a monotonia da fungio esta relacionada
com o sinal da 1.* derivada.

Teorema

Seja f uma fungio continua em [a, b] e derivavel em Ja, B[

e Se f'(x) >0 paratodo x € ]a,
centeem [a, b].

*Se f'(x) <0 paratodo x € Ja,
centeem [a, b].

b[, entio f ¢ estritamente cres-

b[, entio f € estritamente decres-

Exemplo 2 Intervalos de monotonia
Seja f a fungdo, de dominio R, definida por:
flx)=20x% (x - 1)

Determine os intervalos onde a fungio ¢

- @ 2 Strimmcnr
intervalos onde a fungio é estritamente (e ¢ cre

Scente e g

Crescente,
Resolugao
Com a ajuda da calculadora gréfica vam g obter y
fica da fungdo f. Ma representacsg -
b a-
|M\.1|2 15
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viszoa*:iatu-m j

bt

Observando o grifico conclui-se que existem intervalos on
crescente e outros onde a fungio é decrescente.

de a fungio ¢

Aplique-se o teorema referido na pagina anterior para os determinar.
f(x) =20x* (x - 1)

f'(x) =20 x 3x (x—1)+20xx 2 (x—1)

f'lx) =202 (x - 1) [3 (x - 1) + 2]

f'(x) = 20x* (x — 1) (5x — 3)

fix)=0, se x=0, x=1 ou x=%.

v|w
[y
+
8

FL 7ol /72 o] s

625

* f é estritamente crescente em ] - o0

,% eem [1, +o0[;

* f € estritamente decrescente em [% , 1] .
=11

Estude a monotonia de cada uma ) ) . ] . 0

das sequintes funcdes: Para determinar o sinal de f' nos intervalos referidos no quﬂdr y
pode usar-se a factorizagio:

2.1 f(x)=5-6@4—2x:

2.2 f(x)=1-x§; f'(x) = 20x* (x - 1) (5x - 3)
23 f(x)=xe*;

2.4 f(x)=xlInx.
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@bservaqao

E_importante nao confundir o

Maximo valor da fungdo com o
Maximizange,

€0 Maximizante & ¢ , O maxi-
MO & £(c) .

Do mesmo

modo, se o minimi-

€. ominimo é f(c).

2. Aplicagio das derivadas 227

2.4 Méximos ¢ Mminimos absolutos e primeira derivada
de uma funcao

I‘Wll{'n]d
S¢ uma fungio [ é

MAaximo ou um mini
f'(¢) nio existe,

continua num intervalo fechado la, b

| ¢tem um
mo em ¢ do intervalo Ja, bl

, €ntao f'(():() ou

fle)y=0

'
'
L)
]
i
1
1
'
]
:
c

['(¢) ndo existe

0 - .

1¢a to critico, sugere-se o
i a defini¢do de pon 5
i teorema referido e : de e, igefeasto
APh?a“dO ocedimento para determinar os maximos e os
seguinte pro
funcdo num intervalo [a, b].
iti a, b[.
(1) Determinar os pontos criticos de f em Ja,
iti minado em (1) .
Calcular f(c) para cada ponto critico ¢, deter
(2) Calcula
(3) Calcular f(a) e f(b).

a i r dos
i o minimo de f em [z, b] sdo o maior e 0 meno
4) O maximo e
% valores calculados em (2) e (3).

£
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Exemplo 3 Maximos e minimos num intervalo

Determine o valor maximo ¢ o valor minimo da fungio /o nomterval,

|- 1,15 3], sendo f a fungio, de dominio R, definida por:

f(x) = 3x' = 9x
Resolugao
f écontinuaem IR, logo é continua em [-1,1; 3].
Determinagio dos pontos criticos:
f(x)=3x*-9x; f'(x) =9x*-9

fl(x)=0 < 9x*-9=0
= xt=1
& x=1Vax=-1

Como a derivada existe para x € R, os unicos pontos criticos sao 0s
que anulam a fungdo derivada: 1 e —1.

Calcule-se f(1), f(-=1), f(-1,1) e f(3).
f1)=-6; f(-1)=6; f(-1,1)=507; f(3)=54

O maximo é 54 eominimoé —6.

Confirme-se graficamente.

)l
§4 f--vssntanninnnnasncmnae
=41 |
Determine os extremos de cada
uma das fungdes no intervalo
indicado: .
3.1 f(x)=3¢-10x+7 :
em [-1, 4] i
3.2 f(x) = —;-xz Y R % ST VR UL R 6| :
em [0, 6[: ; ; J——
_1',1 0 \1_:-/ 3 x
3.3 f(x)=xe " em ]-1, e]: T H

X
3.4 f(x)=——em [2, e]. !
ln x 1

. " & o el am 0%
No exemplo anterior os pontos criticos da fungio coincidiam ¢of

zeros da primeira derivada, mas nem sempre assim acontece. »*
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2. Aplicagdo das derivadas 229

2.5 Extremos relativos e primeira derivada de uma fungéo

A primeira derivada de uma fungio também pode ajudar a encontrar 0s
extremos relativos.

Seja ¢ um ponto critico de f ¢ suponha-se que [ ¢ continua em ¢ ¢
derivavel num intervalo aberto E contendo ¢, com a possivel excepgao
de poder nao ser derivavel em c.

* Se o sinal de f' muda de positivo para negativo em ¢, entao fle) é
um maximo relativo.

f(c) é maximo relativo

| y

f(e)

e Se o sinal de f' muda de negativo para positivo em ¢, entao flc) é

um minimo relativo.

flc) € minimo relativo

JAGE

N deccscsanann

fl(x) > 0 ou f'(x) < 0 paratodoo x do intervalo E, excepto
eSe f'(x

. entdo f(c) nio é um extremo relativo de f.
Para X=C,

f(c) mao é extremo

¥
)’1 \
fle)g=-mmmmmnns
fler
.-—'-'(')" 0 c X

e
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E’“""Dlﬂ 4 Extremos relativos da fungao

Determime os extremos relativos de cada uma das fungoes, de doming, g
aseeur detinidas: '
41 [ix)=x"-1; 4.2 f(x)=20x"(x - 1)";

| ¥
43 f(x)=x"(x - 9); 4,4 [(x) T
Resolucao

4.1 f(x)=x*-1
D;=R; f écontinua.

Calcule-se os zeros de f':

4.2

flix)=2x; f'(x)=0 <& 2x=0 & x=0

Estude-se o sinal de f' e a monotonia de f.

= 1EEA

X - co 0
f' - 0 +
f \. Min. /"

‘Minimum \?/
n=o =1

f(0)=—1 éum minimo de f.

Confirme-se graficamente (ver figura acima).

f(x)=20x° (x — 1)

D,=IR; f écontinua.

f'(x) = 60x (x — 1)*+20x° x 2 (x — 1)
f'(x) =20x* (x - 1) (3x — 3 + 2x)
f'(x) =20x* (x - 1) (5x - 3)

Zerosde f': 0, 1 ¢ %
X |[—oo 0 = 1 + 0
5
f' + 0 + 0 - 0 +
f / /0 ma| N\, | Min| [/

f(%) =0,6912 é um méximo relativo da

funcao. |
f(1)=0 é um minimo relativo da fungio. =

Confirme-se graficamente (ver figura acima).
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2. Aplicaglo das derivadas 231

1
43 f(x)=x" (v - 9)

D,=R, f¢ continua,

| i 1
’(\)“—]'.\" (1-_9)_}_\.|
1
['(x) = ['3* '(\—9)+l]
fl(x)z @ OVL(x_g)_i_]:O
S (x=0V x-94+3x= 0O)A x#0
@(x OVx=-Z—)/\x¢O
— oo 9
x 0 Z + o
f - S.S. - 0 +
f . . | Min |

A funcdo tem um tinico extremo relativo.

Confirme-se graficamente:

y=-B.845002

x
E 4-4 f(x 2 + 1
4 D,= IR; f écontinua.
gsando processos analiticos, e (a2 + 1) — € X 2x e (x*+1-2x) e (x — 1)
dretermme 05 extrem(is relativos f(x)= . 7 = 17 1P
& cada uma das fungoes: x
x (v — 1) = x=1

M =-R+3x+1; Flix)=0 & & (x=1)!=0 &
“2g(t)=4-20t+£+20; = 1 oo Confirme-se graficamente:

| —
A =et-2); —"‘"—TP‘:___ Visermegize S

i + gl - j
4.4 f(x):xze-h; i = = ___}__. : o 7 . “
s ity = Ing . f L_/{__ S oA ___‘
Uy ; lativos asie] e A_JJ

nfirme as syas respostas usando A funcio f nido tem extremos relativos. |[%7 —

c"’l(lllildora gréﬁca
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2.6 Concavidade ¢ sequnda derivada de uma funcig

Uma tungio f wemem Ja, 0 € D, a concavidade virada PATA Gimg

(haixo) se o seu griahico se encontra para cima (baixo) da tangente 4 prd !
hico em qualquer ponto de abeissa ¢ € Ja, b] . ’ :
i

¢

1d

v ) o

N ecemsccaaaa

:aT--—“

Em ]-oco, 0] o grificode f
tem a concavidade virada para
baixoeem [0, + oco[ o grifico
de f tem a concavidade virada
para cima.

O ponto (0, 0) separa, na
funcio continua f, a concavi-
Ponto de inflexdo dade virada para cima da con-
cavidade virada para baixo.

Ao ponto (0, 0) chama-se ponto de inflexao.

Por vezes, o grafico de uma fung¢do tem vdrios pontos de inflexao.

LR SR
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2. Aplicagio das derivadas 233

Por exe

xemplo, na funca

- L 11 t E g e
— q A . G20 [ representada Br
(5 — Concavidade vir
plguns autores ndo consideram
12 figura anterior os pontos

¢, flO) e (d. f(d)) pon-

e * Concavidade vir: :
os de inflexdo pelo facto de idade virada para cima em:
peles 0 grafico da fungdo nio -o0. al: (b
ter tangente. » als by el [d, e

——1 * Pontos de inflexio (P. L):

@, fl@)s (b, fB); (c, flo) s (d, fid); (e, f(e)

aficamente tem-se:
ada para baixo em:

l‘i\ bl; |(', ‘II; I‘-'s +°°I

O pf)nto .(c , f(c)) do grafico de uma fungao f é um ponto de inflexdo
se sao verificadas as seguintes condicdes:

° f € continua em c;

® existe um intervalo aberto Ja, b[ contendo ¢ de tal modo que o
grafico de f tem concavidade virada para baixo em Ja, ¢[ e a con-
cavidade virada para cima em ]c, b[ ou vice-versa.

Por observagio do grifico pode-se prever quantos pontos de inflexdo tem
o grafico de uma fungio.

Agora, vamos estudar como determinar o sentido de concavidade e os
pontos de inflexdo usando a segunda derivada.

Observe que:

f' & crescente f' é decrescente

Y 0

funcio derivavel em Ja, b[. O grifico f tem:
¢ virada para cima se f' € crescente;

. 1 4

; ! ara baixo se f' é decrescente.
ade virada p

« 2 concavid

Seja f uma
« a concavidad

A notonia de uma fungdo f, num intervalo em que f é derivavel, estd
nl() [ . K ’
td com O sinal de f' nesse intervalo e a monotonia de f' estd
: a f
relaciona

inal de "
relacionada com 0 sina

AT i
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=11

Considere a fungao f, de domi-
nio IR, definida por:

flx)=e" (¥ = x)

Estude f quanto ao sentido das
concavidades do seu grafico e
quanto a existéncia de pontos de
inflexdo.

Se a segunda derivada [ de f existe num intervalo aberto E=la, b

entio o prafico de [

e tem a concavidade virada para cima em Ese f'" ¢ maior do que ()
em E;

« tem a concavidade virada para baixo em E se f" & menor do que

em E.

Exemplo 5 Sentido da concavidade e pontos de inflexao
Seja f: x X'+t -4 -4,

Estude o sentido de concavidade do grifico de f ¢ determine, sc existi-

rem, os pontos de inflexdo.
Resolucao

D;=R ; f écontinua.

Em primeiro lugar, vamos obter o grifico de f com a calculadora gré-
fica e prever a existéncia ou nio de pontos de inflexao.

e e ey
Rl

:
’

B

o=

Lo s

=0

A fungio f parece ter um ponto de inflexdo.
Determine-se analiticamente as coordenadas do ponto de inflexao.
flx)=x*+x*—4x—4

fl(x)=3x*+2x-4

£ (x) = 6x +2
f1(x)=0 < 6x+2=0 & x=—%
f(—l)=—7—0 | — 0o _1 +o0
3 27 3
f" - 0 +
f ~ |rL|

; . . 1
O grifico de f tem concavidade virada para baixo em ]— oo, — EJ
e concavidade virada para cima em [— -;T , + 00[ ;

O ponto (—— % y — ;—2) é ponto de inflexio do grifico de f.
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6
1 De uma fungdo f, de domi-

6.
nio IR*, sabe-se que a sua

derivada f' é definida por:
+ n x
fiix) =

Estude f quanto ao sen-
tido das concavidades do
seu grafico e a existéncia
de pontos de inflexao.

6.2 Seja f uma funca@o cujo
grafico tem um ponto de
inflexio de abcissa — 1 -

Qual dos sequintes graficos
pode ser o da segunda deri-
vada de f?

Justifique a resposta.

235

1 Aghicasbo day drirvado

") s 1 2 W A
ontos de inflexio e sequnda derivada

No estud
h [§] d() ‘XC ; sl " _ . ) .
exemplo anterior, a fungio [ tinha primeira ¢ sepunda

I
3 f(— l})) era um ponto de inflexio.

Pode existi ; ~ S .
o existir um ponto de inflexio (x,, [(xq)) ¢ a fungio nao ter derivada
m xg.

derivadas no ponto - LI
3

Exemplo 6

Estude as funcdes [ e g definidas por:

.; X se x < |
flx)=2-x" ¢ glx)= )
—x2+2 se x> 1

quanto a existéncia de pontos de inflexao dos respectivos graficos.

Resolugao

’H-lH?Jm‘ih( ~R2+2)(H>-

S |-,\

¥i=Zz-HA103)

M=

f é continua. x@}_g(x)=x&q'g{x)=g(l)

1 3 g é continua.
f="3% 2 <1
x sex
1 2 =5 gx)= {—xlx se x>1
f"(x)-_-——3— (-—3‘ XX
2 .-% . _ 2 se x<1
f"(x)=—§x g"x)= -2 sex>1

frix) =0 & #=0 g'(x)#0, VX ER

N [
2| - 0o 0 + 00 x |—o°° 1 + oo
I e )
f - 5. S. + g" + 3-8 -
] -
f ~—~ | P.L ~ g -~ | P.L | ™
are I IS IE— (S

@) ponto 1, 1 é ponto de infle-

xio do graﬁco de f

O ponto (0, 4) ¢ ponto de infle-

xao do graﬁco e’f,__’_’__’/

o ——
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2.7 Teste da segunda derivada

Observem-se as seguintes representagoes grificas.

y 4
f.(c) =0 1] i
fle) M K !
/ e @0
of 4 : ] 0 p : s
fle)=0 fc)=0
f'(c)<0 f'(c)>0
f(c) é maximo relativo. f(c) é minimo relativo.

Supondo que f ¢ derivavel num intervalo aberto E=]a, b[ contendo ¢
e f'ic)=0:
ese f'"(c) <0, entdo f tem um maximo relativo em ¢

ese f''(c) >0, entio f tem um minimo relativo em c.

\ “Q‘é o 0 !'.'J-} y;
N Yecundana® p

—

Exemplo 7 Teste da segunda derivada
Seja f a fungdo, de dominio R, definida por f(x)=x*—-12x*+1.

7.1 Use o teste da segunda derivada para determinar os extremos relati-

vos de f.

7.2 Estude a concavidade do grifico de f e determine, se existirem, 05
pontos de inflexio.

Resolucao

Em primeiro lugar, vamos obter o grifico de f com a calculadora grafica
para percebermos o que iré acontecer ao longo da resolugio analitica do
problema.

N nalZlnn Aa LicanZn vanl dain manntas Ao tenflavia
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4]
Considere a fungao f, de domi-

nio IR*, definida por:
f(X) =2x—-3 ln x

Determine, por processos analiti-
€03, o5 extremos da fungao-

2, Aplicagdo das derivadas 237

7.1 f(x) =_\.‘l _ llx3+ |

l'), =R e f ¢ continug,
f1(x) = 4% = 245
f"(x)=12x2 - 24

Usa-se ' para encontrar os pontos criticos:
['(x¥)=0 & 4x' =245 = & x(4x-24)=0
S x=0Vx=V6 V x=-\6
Estude-se o sinal da segunda derivada:
f*(0)<0; f*(Ve)>0; f(-V6) >0
Calcule-se o valor da fungio f em cada um dos pontos criticos:

f0)=1; f(\V6)=-35; f(-16)=-35

Resumindo num quadro os resultados obtidos:

c::i::)o AL Si;.a (l c‘;e £() Concluso
- \/E 48 + —135 | —35 &um minimo relativo de f.
0 - 24 - 1 1 & um méximo relativo de f.
V6 48 + _35 | —35 &um minimo relativo de f.

A funcio tem um maximo relativo para x=0, queé 1.

A funcdo tem um minimo relativo para x =-V6 e x= V6 que é
-35.

Para procurar 0s possiveis pontos de inflexio usa-se a segunda derivada:

fr (x) = 126 = 24
fii)=0 & 1222-24=0 #=2 & x=-V2Vx=V2

S e, L
x |—°° - \/5 \/E e
PRI s s
f" -+ 0 - 0 +
|t
- | P P.I. | ~

f(,\/i)=—19 : flv2)=-19

- a de inflexdo do
_\/2 _.19) e (\/'2?, 19) sao pontos

Os pontos ( \/_ ’

gréﬁCO de f

O gréfico da fungdo tem

]"oo, -—\/i] € [\/’2-’ redl.

<fico de [ € virada para baixo em:

a concavidade virada para cima em:

AT
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2.8 Estudo de fungoes

Muitos dos problemas do calculo centram-se 1o estudo do comport,.

mento de uma fungio.

Uma forma de avaliar o comportamento de uma fungao ¢ obter o seu gri.

fico.
je a0 nosso dispor constitui uma ajuda preciosa
es é necessario clarificar o comporta-

tificar com rigor esse comporta-

A tecnologia grafica ho
nesta matéria. No entanto, por VeZ

mento de uma fungdo num ponto € quantifi=as gor o
mento. Os métodos analiticos sa0, por 150, mdlspensave!s no estudo das
hecendo e dominando tais pro-

funcdes. Também é evidente que ndao conhec omin
cessos nio é possivel de uma forma consciente € critica Interpretar os

resultados obtidos pela tecnologia.

Neste ponto — Estudo de fungbes —, ndo se trata de ensin.ar _matérias
novas, mas de apresentar uma sintese do que anteriormente foi dito e uma
sequéncia de procedimentos que conduzem, de uma forma abrangente, 20
estudo teérico de uma fungdo. Para cada problema concreto, provavel-
mente, apenas alguns destes pontos serdo suficientes para dar resposta as

situacdes apresentadas.

Estudo de uma fungio

1) Obter o grafico usando a calculadora grafica.
A imagem obtida vai ajudar a compreender e a dar sentido aos valo-

res que se obtém analiticamente.
2) Determinar o dominio da fungao, se nao for dado.
3) Estudar a continuidade da fungao.

4) Determinar as coordenadas dos pontos de intersecgao do grafico da
fungao com os eixos coordenados.

5) Estudar a simetria do grafico da funcao.
6) Determinar os extremos e estudar a monotonia da fungao.
7) Estudar o sentido da concavidade do grafico da fungao.

8) Determinar as equagées das assimptotas do grafico da fun¢ao, caso
existam.

9) Confrontar os dados obtidos analiticamente com o grifico obtido

com a calculadora grafica e indicar o contradominio.

sz - F _ -
Utilizaremos esta sequéncia de procedimentos no estudo de alguns exel

plos de fungoes.
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Exemplo 8
p Estudo de ym; fungio exponencial
Estude q tungao real e varivel real:
[ v oxe
Resolugio
1)

2) Dominio

Viske'wy
Bi : D,=R

3) Continuidade
A funcio é"conu’nua em IR.

4) Intersec¢ao com os eixos
Intersecgéo do grafico com o eixo Ox : |
[(x)=0 & xe¥=0 & x=0
A (0,0
Interseccdo do grafico com o eixo Oy :
f(0)=0
B._~(0, 0)

5) Simetria do grafico
fl=x)=-x¢*
A fung¢io nio é par nem impar.

Nio ha simetrias no grafico da fungdo f.

6) Intervalos de monotonia e extremos
flx)=xe; f'(x)=e"+xe*=¢€" (1 +x)

fix)=0 & e (1+x)=0 & x=-1

[—x -0 -1 + oo

f - 0 +

f N\, | Min.| /

o e . 1
f(—1)=—e"=—%. O minimo da fungéo é -5

A fungdo é estritamente decrescente em ]- o0, — 1] e estritamente

crescente em [-1, +o°[-
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- 8

Estude, por processos analiticos,

a funcdo f definida por:
— e'
f =%

7) Concavidades ¢ pontos de inflexao

fixy=xe*; f'(x)=¢(1 +x)

[Mx)=e" (1 +x)+¢ o |
["(x)=c¢" (2 +x) e ) . )
["(x)=0 & x=-2 B e S
Pli= 2)=—2e'2=_£Z __‘L_ ___2 mp'i_ s

(g}

O ponto P\}(—Z, ——25)
de f. ¢

8) Assimptotas
O grifico da fungdo ndo tem assimptotas verticais.

Nao-verticais: y=mx +b

m= lim @
x—» too

e b= liT [f(x) — mx] .
° Quando x — +o00:
f(x) lim X g

= i — — 1
m= lim x ” lim

Xx— +00 x— 400

() =+ 00

xX—++00

Como m & IR, ndo existe assimptota quando x — + 0.

® Quando x — —o00:

. flx) . x €

lim —= | =
x

X— —00

m=

X— =00

Se m=0, vem:
b= lln_.l f(x)= ]in_] (xe‘t)= y=-x & x=-Y

x——-00 =

= lim (ye)=- lim =0

y— +00 y—+oo g7

A recta da equagio y=0 é assimptota horizontal quando x — -~

9) Grafico e contradominio

........

¢ o tnico ponto de inflexdo do grifico

‘.__.4-:'0

o0,

|
|

:

Scanned by CamScannef



PEMIM1 214

2, Aplicagio das derivadas 241

Exem
Plo 9 Estudo de uma fungio logaritmica

Estude a funcio [ definida por:

f(x) = .l,'.‘\_;\'
Resolucao
1) Y1=Intkyen 2) Dominio
D=0, +oof

3) Continuidade

A funcao é continua em todo o seu
dominio.

#=1 =9

4) Interseccdo com os eixos

Intersec¢ao do grifico com o eixo Ox :

flx)=0 < ]nTx:O & Inx=0Ax20
= x=1

A (1,0

O dominio de fungao é IR*, por isso nao ¢ possivel a intersecgdo do
grafico com o eixo Oy .

S) Simetria do grafico
O dominio é IR*. A fungdo nio é par nem € impar.

6) Intervalos de monotonia e extremos

L bt
f(x)zlgx_x—; f‘(x)=¥xxxllnx=1_xllnx
=0 & 2=
& x=e¢
S TR
]

f Lf / Max. \

1 & ym maximo relativo da fungio f.

1 1
fley=%" e
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Estude, por processos analiticos,
a fungdo f definida por:

flx)y=x~1Inx

7) Concavidades e pontos de inflexdo

In x . 1-Inx
o)== ="
f(x): x4 - x3
3 3 i
f'ix)=0 & x=¢ o ¢ —:j
; 3 ,«- = e ]
f(e% =ln62=—2—:—3—e_% ]
R AREREe

A concavidade do grifico de f é virada para baixo em ]O , e

3
virada para cima em [ez L, - 00[
3

3
P~ (62 , % e 2) é o tnico ponto de inflexdo do grafico de f.

8) Assimptotas

Verticais

) . Inx oo

lim f(x)= lim —== =—00
x— 0* f( ) x—0* X 0+

A recta da equag¢do x =0 é assimptota vertical.

Nao-verticais

) In x
lim —==0
x—+00 X

lim f(x)=

x— +00

A recta da equagdo y=0 é assimptota horizontal.

9) Grafico e contradominio
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Exemplo 10  Estudo de uma funcao utilizando métodos analiticos

Seja [ a fungio, de dominio [0, 2r], definida por f(x)=¢ " cos x .

Determine os extremos, os pontos de inflexdo e faga um esboco do grifico

de f.

Resolucao

1 a ?1=ﬁ“(-u)cos““’ ‘.; s
Determinagao dos extremos da fungao e

f(x)=e"cosx

flx)=—e*cosx—e*sinx
f'(x) ==-e* (cos x + sin x) LS — |
fl(x)=0 < cosx+sinx=0 < cosx=—sinx. 20, YxER
Como x € [0, 2x], vem: x=% ou xz%.
X 0 g il 2n
4 4
I - 0 + 0 - 0
| RN 7 N[ e
Max. Min, Max. Min.
? x o i
s 55, () e
.| 101 0 gréfico seguinte repre- 4 2 2

i senta a fungdo: L
| 1e /-(711:) \/_ 4

| flx) = e+ f(0) = =)= 7 ¢ sdo maximos relativos de f.
€ y L
f (%) =— —\g—z e * e f(2n)=e*" sao minimos relativos de f.

Determinagao dos pontos de inflexdo

f''(x)=€*(cos x +sinx +sinx—cosx)=2¢€ "sinx

Usando processos analiti- f (x) = 0 — Sin X = 0 = x= O Vx=nV x= 27

cos, determine;

x |0 T 2n| O grafico da funcio f tem um ponto
3) osextremosem [0, 2m); || _ & " cao f P
b i 0 _ de inflexao:
) o contradominio da fun- f + A o
- e — o (m, =€)
vas f — P ™
1 bbbz Al ) EFRSREA S )
0.2 sea fungao: y
f(x) = e* cos x Esbogo do grafico da fungao 14
- ‘ara representar o grifico da fun-
definida em |- 27 _JEJ Para representar o g ga duns
2 ¢io vamos ainda determinar os
Usando processos analiti-  zeros ¢ f(0) .
Cos;
! 0)=c"xcos (=1
4) determine o5 extremos; /(0) \x
b) determine os pontos de Zeros: [(x)=0 ¢ cosx = 0 & A P i
inflexio; P n e J_TE 0 ’\-/"/t‘ﬂ_ l"i .l'r: .
= %) esboce o grafico de f, * = 2 ’ 2 2 2 2
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2.9 Problemas de optimizagao

Muitos fendmenos da Fisica, Fconomia, Sociologia ¢ outras ciencias tén
como modelo matemdtico uma fung

[:x (%)

ao:

am estio muitas vezes relacionadas

As questoes que na realidade se coloc 1 acion
maximizar o lucro, minimizar ¢

com a determinagio de valores Optimos (
material a utilizar...).

Para responder a algumas destas questdes aplic
e em particular a determinagao dos extremos

varidvel independente.

a-se o conceito de derivada
da func¢do no dominio da

aremos diferentes tipos de fungdes como

Nos exemplos seguintes encontr
polinomiais, funcdes racionais, fungoes

modelos matematicos: fungdes
irracionais, fungdes exponenciais e fungoes logaritmicas.

Exemplo 11 0 modelo é uma funcao polinomial

Um agricultor tem 810 meticais para gastar
na vedacao de duas cercas contiguas, rectan-
gulares e iguais, junto a um rio, como se
mostra na figura ao lado.

A vedacio dos trés lados perpendiculares ao
rio custa 9 meticais o metro, enquanto que
vedar o lado paralelo ao rio custa 8 meti-
cais o metro.

Quais devem ser as dimensdes das cercas de
modo que a drea destas seja maxima?

Resolugao

Pretende-se optimizar a drea das cercas.

- y—)-q—y_.._h

pfﬂ'

Comecemos por fazer um desenho e identificar as varidveis inde
dentes.

Sejam:

* x : comprimento de um lado perpendicular ao rio;

* y: comprimento do lado, de uma cerca, paralelo ao rio.
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Uma folha rectangular de metal
com 28 cm de largura vai ser uti-
lizada para construir uma caleira.

Pretende-se dobrar na perpendi-
tlar uma parte de cada lado da
folha, de modo que a capacidade
Ba caleira seja maxima.
Quantos centimetros devem ser
Obrados de cada lado?

Resolva o problema usando pro-

3305 analiticos.

Use talculadora para confirmar
wa respo;t,a

2. Aplicagdo das derivadas 245

Estamos ici
condi g
clonados pelo custo da vedagio e pelo dinheiro disponivel.

3xX9 + 2yx8 = g10

\_\f__,

Valor disponivel
Custo da vedagio do lado paralelo ao rio
Custo da vedagio dos lados perpendiculares ao rio

ou seja:

_810-27x
16

Adrea A ¢édadapor A =2xy; escrevendo a drea em fungdo de x,
vem:

16 8
Calculando A'(x), vem:
A'(x)=%(810—54x); Alx)=0 & x=15

Estudemos a variagao da fung¢do drea A .

AI + 0 —_

Max.
759,375 \

810 - 27 x 15
c=15; y=SL=2XE 2253125

Verificagao
3x 15x9+2x25,3125><8=810
Logo, as dimensoes da cerca que conduzem 4 4rea mdxima sio x=15m

e y=25,3m-

e
i A
i e e

e s e it
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Uma fabrica de frascos destina-
dos a produtos de conserva pre-
tende o seguinte:

e construir uma embalagem
cilindrica com a capacidade de
48 cm®;

® a base inferior do cilindro do
mesmo material da superficie
lateral, que custa 2 meticais
por m?;

¢ a base superior do cilindro de
um material mais caro, que
custa 3 meticais por m?.

Supondo que ndo haverad perdas
de material, determine, com
aproximagao as centésimas, a
altura e o raio da base do cilin-
dro de modo a minimizar o custo
do material gasto.

Exemplo 12 0 modelo é uma fungdo racional

Pretende-se minimizar o custo € dos materiais usados na produgio ¢,
recipientes cilindricos fechados com 1 litro de capacidade.

A superficie lateral dos cilindros ¢ feita de um material que custa 2 metigaj
por centimetro quadrado.

A superficie das bases ¢ feita de outro material cujo custo ¢ 1,5 meticy
por centimetro quadrado.

Quais devem ser as dimensdes dos cilindros (raio de base e alrura), de
modo a minimizar o custo dos materiais utilizados no seu fabrico?

Resolucao

Sejam:

e r: raio de base do cilindro, em cm
° J,: altura do cilindro, em cm

e Area da base: A,=nr?, em cm?

e Area da superficie lateral: A;=2n7xh, emcm?

* Volume do cilindro: V=nr*b, em cm?

Sabemos que: V=1dm’=1000 cm’

Entio: 1000=nr*h <= h= 17?20 (em cm)

O custo C em fungio de 7 € dado, em euros, por:

Cir=2xmrix1,5 +2mrx 1990 » 5
Tr
ou
=3+ 30 = 6nr - 200 0oy o0 o 4= A0
r 6m
= 0 2300 —
c' - 0 +

E Min. L=t —
b 7 AeElkes? v=1005.9235

r=y 4000, 5,96 cm
6m
1000
/7 = — =
e 8,95 cm
Verificagao

V=(nx5,965x 8,947) cm® = 1000 cm’

= o . - Lale s
Logo, o custo minimo dos materiais para a construgio dos recipient®

obtém-se para cilindros com 5,96 cm de raioe 8,95 cm de altura.
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{

|

{

{

Exemplo 1 g

P 3 o modelo é yma funcio irracional
U ot
mterereno rem g forma de bm semicirculo de rajgy

200m .

Pretende-ge fazer um Jardin com 4 forma
CMoque um dos lados
ro do semicirculo ¢ o
POStO pertencem 3 cip-

de um rectimgulo,
st sobre o (j

ame
vertces do ladg o
cunteréngia,

13.1 Determine

as dimensaes do jardim de
modo que a sua dreg sej

13.2 Qual ¢

a maxima,

adrea mixima do jardim?

Resolucio
Comecemos por desenhar um sistema cartesiano com origem no centro
do semicirculo. y
Consideremos y e x » Tespectiva- — x —
mente, a largura e o comprimento | %
do rectingulo.
¢ . ¥

P _~»(x, y) pertence i circunfe- 1
réncia da equagdo x* + % = 207 , A

X x,y
de onde se conclui que:

¥ =V400 - x?

Por outro lado, a drea do rectingulo A ¢ dada, em m?, em funcio de x
por:
A(x)=2xy

Substituindo y em A(x), vem:

A(x) = 2x V400 — »2

Calculando A'(x), vem:

- 2x
"(x) =2 V400 — x? + 2x x ——==_
g RIS SNSRI N s
13
ou
Ur_" tridngulo rectangulo est4 ins- A )_4 (200-—x2); A'lx)=0 < x=10V2 Vv x=-10V2
Mo num circulo de raio 10 cm . (x) = m

Como x>0, vem: x=10V2 .

il 0 1012
AI + 0 -
Max.
A / 400 \
DEtermine as dimensdes do ‘
triz

Ngulo rectangulo de 4rea
Maxima que se pode inscrever no

tirculp o classifique-o quanto
%05 lados,

Logo, as dimensdes do jardim sio x =10 V2Zme y=20V2m.

2 s o 3
A drea maxima do jardim é 400 m”.
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A figura representa um jardim
rectangular [ABCD] , com um
caminho representado na figura
pela linha curva (D, dada pela
funcao:

A 40 m B

flx)=9 (ez—u,u @ eo,u-z)

onde f(x) é a distincia a AB,
em metros, do ponto da curva
0C, que se situaa x metros 3
direita do ponto A .

14.1 Recorrendo ao estudo da
derivada da fungdo f,
determine x de modo que
f(x) seja minima.
Interprete o resultado no
contexto do problema,

14.2 Mostre que AD=BC.

Exemplo 14 0 modelo é uma fungdo exponencial

A frura representa o arco de uma
ponte,

Scpam A ¢ Boos pontos de intersec-
¢io do arco central da ponte com o
nivel da agua do ro ¢ seja O o ponto
medio de [AB].

Admita que a recta AB ¢ um cixo
orientado de origem O ¢ onde uma
unidade corresponde a um metro.

Para cada ponto, situado entre A ¢ B, de abcissa x, a altura do arco,
em metros, ¢ dada por:

f('\) =20-6 (en.nﬂ.\- + e”l).ll‘),\')

14.1 Recorrendo ao estudo da derivada da fungio f, mostre que, wl
como a figura sugere, é no ponto de abcissa zero que a altura do
arco é maxima.

14.2 Explique como determinar a distincia entre A e B .

Resolugao
14.1 f'(x) =— 6 [(e%%)" + (e7%%*)]
=-6 (0,09 e** — 0,09 e~ %0%)
=—0,54 "% 4+ 0,54 & 0%
f'(x)=0 < -0,54e°%% 10,54 ¢ 0% =
&> @009x — 0= 0,09
& 0,09x = - 0,09
= 0,18x=0 & x=0

f / Max. N

Conclusido: E no ponto de abcissa zero que é maxima a altura do
arco.

14.2 Determina-se a distincia entre A e B calculando os zeros d2
funcio.

A distanciaentre A e B é igual & soma dos valores absolutos dos
zeros da fungio.
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Dois po
Ste N ~
I A .\ (§ “ CStan dlk‘“”lkh](l(]'. “)“ m

¢ suportam um cabo
ma higura,

ngido, como se Mostry

hix)

= l

Ae— 20m ———p

Considere a fungio h definida por:
h(x)=20-31In(=x*+20x+13)

(In designa Jogaritmo de base e)

Admita que b ¢€ a altura, em metros, do ponto do cabo suspenso
situado x metros A direita do ponto A .

15.1 Qual ¢ a altura do ponto A ? E do ponto B ?

15.2 Sem recorrer a calculadora, estude a fungio s quanto a monoto-
nia e conclua que é num ponto equidistante dos postes que se
encontra o ponto do cabo mais préximo do solo.

Resolucao
15.1 Com a ajuda da calculadora tem-se que: :
15 Y1<B2,  3e515193
x=0; h(0)=12,3m ¥1¢2@) "
0 modelo matemético encontrado 12.30515193
para descrever o arco de entrada x=20; h (20) = 12,3 m
num tinel, representado no sis- d ostes é 12,3 m
tema cartesiano o. n. xOy , & Logo, 2 alturz ,OS F
dado pela funcio: com uma casa decimal.
f(x) =1n (16 —x*) s x4 20 e
)] 15.2 h'(x) ==X 05 90x + 13
¢ vz | I 10 20
A — 0 +
A B x 1 — — | =
I

15.1 Resolva a equagdo f'(x) =0
e interprete o valor encon-
trado no contexto do pro-

No intervalo [0, 20] a fungdo tem um minimo para x=10.

a distincia minima

blema. Como 0S pOStes distam 20 m ¢ 20 ;2 =a|13?) ,que dista igualmente
15.2 Determine a distancia AB do cabo ao solo obtém-se no ponto do ¢

(a largura da entrada no dos dois postes. N

tinet). -

T

I
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Exemplo 16 A travessia do rio
Um rio tem 6 metros de largura.
"’hr\ é
o] |
] 1
_’.-’ z d:{a 2 E 6m
- ; 1 .
?( d, o * EB
¢ 15m rd
Um pescador encontra-se no local A, numa margem do rio, e pretende
ir para C, na outra margem, demorando o menos possivel.
A distdncia de C aolocal B, opostoa A, éde 15m.
A velocidade do pescador na dgua é de 2 km/h e em terra é de 6 km/h.
Como deve proceder o pescador?
Resolugao
% De acordo com a figura, o pescador terd de percorrer a distncia d, +4;

no menor tempo possivel.

d1=v36+x2; d2=15_x

Observe a figura.

i )
i : ’,‘f O tempo T de viagem é dado por:
ml
oA
.5/ T _V36+x 15—«
B (x) = 2000 + 6000 2 kim/h = 2000 m/h
6 km/h = 6000 m/h
0 Jodo encontra-se num barco, Calcule-se a derivada da funcio: T“r“"
no ponto B, em frente ao farol, T'(x) X 1 X 0 _\/__2_ 15
no ponto F. x)= e I
Sabe-se que: 200036 + x> 6000 n _ 0 +
e ﬁ =6 km >0 3 ,——-4/-:”'
—_ ' - - 2 _ in.
o FN = 4 km T'(x)=0 & 3x=V36+x @x—ﬁ Tl ™\ | Wnf 7 |

Pretende deslocar-se para N,
onde, na mesma praia, se encon- A tnica solugdo possivel seria o pescador

tram os nadadores-salvadores.
No mar, o Jodo desloca-se a

4 km/h iaa 8 km/h.
m/h enapraiaa 8 kn/ (=2,1m) doponto B e, em seguida, dirigi-- ==

Determine a localizagdo do ——
ponto P de modo que o Jodo  ~S¢ POT Lerra para o ponto C. _"_/

cheque a N, passando por P, p
9 P P Com a calculadora gréfica confirmou-se a i ]

no menor tempo possivel. lucio d b

- SO o problema.
Apresente o resultado indicando usao cop e A
adistanciade P a F, em quilé- Hinimurs o0 v,_w-‘,';!u

metros, com duas casas decimais. e

o s : 3
dirigir-se ao ponto D , que dista —= m
V2

3
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A figura representa uma rampa
para a pratica de desporto.

Alinha curva €D tem como
Modelo matematico a fungdo
definida por:
e +p"
K] B e
[(x) 3
M1 Caleule a distdncia minima
da rampa a0 solo represen-
tada na fiqura pelo eixo
das ahicissas,

2% AB =4 m, determine
AD

2. Aplicagio das derivadas 251

Exemplo 17 0 cabo preso a dois postes

Em certas condiges, um cabo

i N preso a dois postes toma a forma do gri-
fico da funcio: )
flx)=4c" + ¢

sendo f(x) a distincia a0 tabuleiro da ponte do ponto do cabo situado

'\. metros a direita de um determinado ponto tomado como origem do
sistema cartesiano.

2 0 B BB P G e (W D 0D S e ey 5 T T T S s e S T U P L g |

Determine a distancia mimima do cabo ao rabuleiro da ponte.
P

Resolugao
Pretendemos determinar o minimo da fungio.

Temos que:
fix)=d4c*+e*; [(x)=4¢’=¢™"

Determinando os zeros da derivada, vem:

f'(.\’)=0 = 4t - "=0. { ' ; \
{ “_ 7 )
Fazendo e*=t, vem: \
; 1 \ .
4:-—{-:0*::)-1:‘-1:0!:'!::}- "
t=-—l— ¢ impossivel porque ¢* >0, Vx
. =1 il
Para t=-, vem ¢’ =35 & x= n2
X -0 In - + 00
I - 0 +

!
i
i
|
i
i
I
i

RS et | |

e

: |
. 4(‘"'1 + (_ln} w 4 w((-i—) + 2 = 4

o) I‘ ) | T35 8] oy .' n
(908 Y .ll ] 'l“‘"l'“ 1 LB I € A0 t;‘l ulciro ‘I.' ] onte ¢ ] &
l. L, » Jd d' LN A " (.' d

Scanned by CamScanner




252

Problemas Propostos

nA drea maxima de um tridngulo isésceles com

60 cm de perimetro ¢ aproximadamente:
(A) 364 cm’;
(B) 173 cm’;
(C) 100 cm*;
(D) 203 cm?.

10 pontos

H Dada a fungio f: [1, 2¢] — IR definida por:

fx)=lnx+ -)1?
a equacio da recta tangente ao gréfico de f
que tem declive maximo é:

(A) y=%x+ln2;
(B)y=2,5x+%;

(O y=2,5x+ln2—%;

(D)y=2,5x—ln2+%.

10 pontos

[l Seja g uma fungéo de dominio IR*.

Na figura 1 estd parte da representacao grafica
da funcdo ¢' e nafigura 2 parte da represen-
tacdo grafica de g", respectivamente primeira
e sequnda derivadas de g .

] v}

[N I

o/ \?’ 0 \x

Em qual das figuras seguintes pode estar parte
da representagdo gréfica de g?

Figura 1 Figura 2

(A) (B)
yi\/-\ y
= > o =

() (D)
y y
/\ \_/\
0 x 0O =

10 pontos

B Seja f uma fungio de dominio R e ¢ um

ponto do dominio de f tal que f'(c) ndo
existe.

Qual das afirmacdes seguintes & necessaria-
mente verdadeira?

(A) ¢ ézerode f.

(B) f(c) é extremo relativo de f.

(C) f nao é continuaem c.

(D) ¢ é ponto de acumulagao do dominio de f.

10 pontos

B Seja f uma fungio de dominio IR .

Sabe-se que a sua derivada f' & tal que:
flx)=—x+1

Relativamente a funcdo f, qual das afirmagoes

seguintes é verdadeira?

(A) O grafico tem a concavidade virada para
cima.

(B) f é decrescente em IR.
(C) f tem um minimo para x=1.
(D) f tem um méximo para x=1.

10 pontos

A De uma fungio f, de dominio IR, sabe-se

que a sua derivada é f'(x) =—-¢€"—1.

Qual das seguintes afirmacdes & verdadeira?
(A) f tem um méximo absoluto.

(B) f tem um minimo absoluto.

(C) f & estritamente decrescente.

(D) f tem a concavidade do gréfico
cima.

virada pard

08

10 p(m(

|
2

2
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Problem
QUESTOES DE'RESPOSTA'ABERTA 25 HIOROSKER 0

no grafico corresponde a funci i '
DT Gao derivada f' de
v/

_6/~
1.1 Estude a monotonia da funcdo f e diga se
tem maximo ou minimo.

1.2 A funcdo f tem algum ponto de inflexdo?
Justifique.

1.3 Qual é o sentido da concavidade do gréfico
da fungdo f? Justifique a resposta.

20 pontos

H seja f uma fungao real de variavel real definida

x4 1
por f(x) =e 1.
Determine o dominio, as assimptotas do grafico
de f, os extremos e 05 pontos de inflexdo do
grafico da funcao.
20 pontos

Bl Uma caixa aberta, com
base rectangular, vai ser
construida a partir de
uma folha com 25 por
30 cm .

Na folha serao cortados
quatros cantos com a
forma de um quadrado-

proximacéo
tos a cortar

35 centésimas. as
de modo 3 obter-

cidade maxima:

Determine, com 3
dimensodes dos can
-se uma caixa de capa

(Use a calculadora apenas

calculos.)

20 pontos

4 .
.LJ:j agnc.ultor tem 1680 metros de rede para
ar FJms terrenos: um rectanqular em que o
comprimento & o dobro da largura e o outro
quadrado, como se mostra na figura seguinte.

Determine as dimensdes dos terrenos de modo a
minimizar a area dos dois espagos.

20 pontos

H Observe a figura.

0Os cilindros e o cone
tém a base assente
no mesmo plano e
as respectivas altu-
ras estao contidas 'i

na mesma recta. 4
0 cone tem de altura

60 cm e de raio da

base 10 cm .

Determine o volume

maximo do cilindro

que se pode inscrever

no cone.

30 pontos

A 0 proprietario de um restaurante tem 30 luga-
res disponiveis para cada refeicdo e por cada
almoco ou jantar cobra 200 meticais.

Por cada 10 meticais que aumenta ao preo da
refeicao perde um cliente, que se desloca para
outro restaurante mais econdmico.

Qual deve ser o custo da refeicdo que mais
receita traz ao proprietario do restaurante?

30 pontos
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Figura 1

Um olhar sobre a Historia

A ideia basica do conceito de integral ja estava
atribuido a Eudoxo (408-355 a. C.), desenvolvido e aperfeigoado por Arquimedes

(287-212 a. C.). O mérodo de exaustao consiste em exaurir uma figura por meio de
O caso mais conhecido é o famoso problema

blema de construir um quadrado com a
somente uma régua e um compasso,

presente no método de exaustig

outras de dreas e volumes conhecidos.
da quadratura do circulo, isto €, o pro
mesma area de um circulo de raio r utilizando

Uma primeira aproximagio para a area de um circulo
foi dada pela 4rea do quadrado inscrito no circulo,
Com o acréscimo de quatro tridngulos isosceles (ver
Fig. 2), obtemos o octogono regular inscrito no cir-
culo, cuja 4rea representa uma melhor aproximagio
da 4rea do circulo. Continuando com este processo,
Figua 2 Figura 3 obtém-se, cada vez mais, mcll}ores aproximagc”_)es d.a

4rea do circulo, através de poligonos regulares inscri-

tos de 2" lados.

Usando um procedimento similar a este, com poligonos inscritos e circunscritos a um
circulo, Arquimedes calculou um valor aproximado da 4rea do circulo de raio 1 ¢
obteve uma das primeiras aproximagdes para 0 numero T .

No século XVI deu-se o desen-
volvimento do simbolismo
algébrico e com ele foi aperfei-
coado o método do calculo
das dreas. O que permitiu a
passagem do método de exaus-
tdo para o conceito de integral

foi a percepgdo que, em certos
casos, a 4rea da regido pode ser calculada sempre com o mesmo tipo de aproxima-
¢do por rectingulos. Esta foi uma descoberta conceptual importante, mas, em termos
praticos, a descoberta fundamental foi a possibilidade de exprimir o integral de uma
fungdo em termos de uma primitiva da fungdo dada e este facto é conhecido pelo
nome de Teorema Fundamental do Calculo. Este teorema estabelece a conexao entre
o calculo diferencial e o célculo integral. Isaac Newton percebeu que a derivagao €
integragio sao processos inversos e conjuntamente com Leibniz, no século XVII,
explorou essa relagdo e utilizou-a para transformar o cilculo num método matemd-

tico sistematico.

Leibme

Newton
(1643-1727) (1646-1716)
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Bl Calculo integral

A“Wldadcs de investigagao

A""t‘egragio é uma Operagéo mate

mé‘:ulmcdes (287 a. C.-212 a. C.) foi um dos seus
odos permitiram-lhe obter uma boa aproximacao

"~
t volumes,

4ria muito longa.
Os seus
s areas

matica com uma hist
precursores ilustres.
de m, bem comoO certa
Pae

a : . g . - . . .
} 4 uma pesquisa sobre a historia da integragao em particular € do céleulo infini-
“simal em geral.

Arquimedes pensando,
por Ferti ( 1620
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Objectivos

1. Definir primitiva de uma fun-
cao.

2. Estabelecer as propriedades
da primitiva da soma e do
produto por constante.

3. Calcular e identificar primiti-
vas imediatas.

4. Identificar casos adequados
a utilizagao de primitivacio
por partes.

5. Calcular primitivas por partes.

1. Célculo integral

1.1 Nocao de primitiva de uma funcao.
Integral indefinido

Dada uma funcédo continua, por exemplo f(x)=3x*—8x+ 5, é possivel
encontrar outra fungdo F(x), cuja derivada F'(x) seja f(x).

Assim, para f(x)=3x*+8x+ 5, vem, por exemplo:
F(x)=x*—-4x*+ 5x + 7, uma vez que:
F'(x)=3x>+8x+35

Diz-se que a derivada da fungdo F(x) é a funcdo f(x) ou que uma pri-
mitiva da fun¢do f(x) é a funcio F(x).

Primitiva de uma fungio

F(x) € uma primitiva da fungdo f(x) se esdse F'(x)=f(x).

Repare que existe uma infinidade de primitivas para a fungio
f(x)=3x*-8x+ 5, por exemplo:

F(x)=x—4x2+ 5x +V2 ou F(x)=x>—4x*+ 5x — 100 .

De um modo geral, se F(x) é uma primitiva da funcido f(x), tambem
F(x)+ C € uma primitva dessa fun¢do, uma vez que:

[F(x)+ C])'=F'(x) = f(x)

Integral indefinido

: M 5 0 50 f(¥)
Ao conjunto de todas as primitivas possiveis de uma fungao fl
chama-se integral indcfinido de f(x) e escreve-se como:

[ flx) dx
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Determine a primitiva de L .

cujo valorem x=4 seja 4.

1. Clculo integral 257

If(.\*) dx le-se “intepral de f(x)

. diferencial de x "
(x) ¢ uma primitiva de f(x), entio
X) ao;

[ Fx)dx=F(x)+C

A cons :
stante C chama-se constante de integragio,

Clﬂl de X X 1 1 a HE 4
" b -~ |[]dlc "

A fungdo f que se integra chama-se integrando.

Exemplo 1l

Determine a primitiva da fungio f, de dominio R*, definida por:

o 1
flo) =z

cujo valorem x=9 seja §.

Resolugao

Como (‘\/a_c)' =

1 1L

—=—, as primitivas de f(x) sdo da forma:

o p f(x) rma
Flx)=2Vx+C

Como F(9)=S5, vem 2/9+C=5 & 6+C=5 & C=-1

Logo, a primitiva pedida é:

F(x)=2Vx-1

Plvsmizaz

1.2 Propriedades do integral indefinido
As regras de primitivagdo obtém-se através das regras de derivagao:

e Temos que (kx)' = k (k = constante) .

LOgO, Jkdx:kx+c

e Temos que (ku)' = ku' .

Logo, Ikudx=kfudx

[
u"+l) __71""1 qux“'=u"xu' (ﬂ?&-‘l).

e Temos que ('n+1 T+l

n+l
Logo, J’un ' dx = =1

bém a expoentes nao naturais.

+C

Esta regra aplica-se tam

[ '
e Temos que (u+v) =4 TV

Logo, _f(u+”)d-"=f”dx+~[vdx
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=)

Determine:
2.1 [(-7) dx;

NEN

2.3 [V2dx;

2.4 [(-7x) dx;

2.5 I’(l)dx;
5

2.6 [xdx;

2.7 Jx”dx;

2.8 [Vidx;

2.9 [xdx;

2.10[ (¥ + ) dx;
Z.III(BXZ—— 7x+%)dx.

Exemplo 2  Determinar

Determine:
2.1 | (- 8)dx; 2.2 |dx;
2.3 [ 3vdx; 2.4 (- x)dx;
2.5 f xtdx 2.6 J\/\ dx ;

 (x? 2oty s)de
2ar ’(.\"+.\') dx s 2.8 || 2x -—3-.\ L
Resolugao

2.1 [(-8)dx=-8x+C
2.2 [dx=[1dx=x+C
3x?

2.3 I3xdx=3fxdx=T+C

2.4 f(-x) dx=-[xdx=-24C

3
2.5 [x*dx =2
fx x 3+C

2.6 J\/;dxzjx%dxz

14

= +C=—x3+C=% Vxt+ C

2.7 [(x*+x) dx =
=szdx+jxdx=
X X

=?+7+C

2.8 J(‘ 2x2—-31-x+5) dx =
:—ZJdex——;-J'xdx+sfdx=

_ 1 x2
_—2x?—§x-’;—+5x+c:=

2

2
==3¥-F+5x+C
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1.3 Integrais imediatos

ntl

+1

[kdx=kesc

+C, n#-1

1. Cileulo integral 259

1
J; dX=|.TI|X| +C

Jedr=e+c

lna

ja‘dx:i+f, sea>0ea#1

Iﬁnxm:—cmx+f

Icmxdx:ﬂnx+c

Exemplo 3  Determinar

Determine:

VE!
2 .
3.1(}"1"5)(1-\)

3.2 F(x3 +32x_) dx ;

J x

f :
3.3 E:;'—@clx -

X
3.4 I(Z" +sin x) dx .

Resolugao

3.1 K%+ 5)dx=3J% dx+5 [dx
=3ln|x| +5x+C
32X
e ()= (5035)

X
o3
=Idx+2J',1?dx

-_-_-x+2ln|x| +C
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Determine:
3.1 [x%dx;

3.2 Jde:

,\/F

3.3 J—s—dx:

V5

3.4 J(e‘+3”—51’nx+3)dx.

2
=2In|x| +V2-5—+C
—34d

2

1

xZ
=2 In|x]| +\/E—T+C

2
—2Inx| +VZx (- 2)x—=+C
X

y
%+C

3.4 I(Z‘ + sin x) dx =IZ" dx+!sinx dx

In2

=21In|x| -

—cosx+C

1.4 Integracao por partes

Sejam u e v duas fungdes derivaveis, tais que:

() = u'v + uy'
logo:

uv' = (uv)' — 'y
Integrando ambos os membros, vem:

I”vj = I [(wv)' ~ u'y)
J“”' =I(“U)' - Ju'v

ou
_[uv' = uu_fu|v

Esta é a formula de integragio por partes
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Determine:

4.1 lenxdx;

4.2 fx e dx ;

4.3 [e’cosxdx'_//,

¥ Chenlo ntegrat ?G'

Exemplo 4  cCalcutar

hetermmine:

4.1 |Inxdv, 4.2 - dy 4.3 [r sin x dv .
L |
Resolugao
4.1 ] In x dx
] u=Inx I =L
Seja: § = *
v'=1
V=X
Ilnxdx=xlnx—J-31?xdx o i

=x|nx—fdx=xlnx—x+C

4.2 J% dx=Jx e *dx

¢
i H=x — [u':l
Se]a‘ y':—l;ze_x v=—=¢e"~
e
Logo, Jé‘; dx=fxe % Sl
___xe‘x_J‘(_e—r) =

=—x e”’+J‘e""r dx =

=—xe"‘+(—e"‘)+C=—xe"‘—e“+C

4.3 fe" sin x dx

u=sinx u' =cosx
Seja: . —) o

v'=¢e v=e
Je’sinxdx=e"sinx—Je"‘cosdx

#=CoSX _, u' =—sinx
Seja: | . _ o _ o

v'=e v==¢
Assim:

_[e" sin x dx =¢€" sinx—[e" cosx—f(-e" sin x) dx] =

=e”sinx—excosx—Iexsinxdx
Considerando I= Ie“ sin x dx , vem:
Isc"sinx—e‘cosx—l, ou seja,
2] = e* sin x — €' COS X

Logo: 1
I=Iexsinxdx=5(e”sinx—e"cosx)+C
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269 Problemas Propostos

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

Bl 3¢ dx éigqual a:
(A) %x°+C;
(B) 2x°+ C;

(© %xu»c;
(D) 2x* + C.

6 pontos

BI(3X3—5X2+3) dx éigual a:
(A) ¥+ +3x+(;

4 5 .
(B) Ex“'—g-x3+3x+C,
3, 5 _
(C) Zx“—gf+3x+ -

(D) %x‘—5x3+3x+c.

6 pontos

B J——@ dx éigual a:

v/5x

A) _\/5\;5\/)7+C
6\/5)(\6/)7 .

) —7\;/_5—+C:
6\/§x\/_

R R

—6\/5)(\/)(—

'/ ¢

(©

6 pontos

J.(Z” - %) dx éigual a:

1
A) 2ln2+—=+¢C;
(W) 22+

(B) 2—In|x|+C;

—lIn|x|+C;

> 1
(0) (S5 +55+C.

6 pontos

Ef\/‘?dx é igual a:
(A) \/e—"+f:
(B) 2\V/e +C;

e .
(©) —2-+C,

(D) 2e"+C.

6 pontos

ﬂfxze”dx é igual a:

A e )
W e (Era-g)re

(B) —e“(x?+§+%)+c;

1
2 i
Q) = ( +2+4)
£ x 1
D) e*|=-Z+=|+C.
(D) e (2 2 4)
6 pontos
fxz sin x dx é igual a:
(R) —x¥ cos x+ 2x sinx + 2 cos x + C;
(B) x* cos x — 2x sin x + 2 cos x + C ;
(€) X cosx+2xsinx+2 cosx+C;

(D) —x2c05x—2xsinx—2cosx+f.

6 pontos

EJLZTXdX € igual a:

_lnx 1
(A) T+-)}-+

() lnx 1

“—'——-—-..._ .
’

© ‘r;(i’“%*“f:

D 1
( )lnx+x+c_

6 ppn(t‘!
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Problemas Propostos 5 j

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA )

[l Determine: ]
1.23 (3" +1)" dx;
1.1 [ dx;
1.24 [ cos (2x) dx ;
1.2 [« dx;
1.25 [sin (2x) dx ;
13 [xdx;
1.26 f(l + cos (2x — 1)) dx ;
1.4 [Vx dx;
I 1.27 f(\/);+sin (3x+2))dx;
15 [(3¢) dx; _
| 1.28 J 2xsinx
1.6 J% dx ; A
| 1.29 s ;
| 1.7 J\/)_r’_dx; 9fs1nxcosxdx,
| Sugestao: sin (2x) = 2 sin x cos X
! 1.8 ‘Tl— dx ;
! \/X_Z 1.30 f(sinx+cos x)?dx.
1.9 I5x5—2x‘xz+3xz—4 dx: 30x3=90 pontos

H Determine, integrando por partes.

1.10 Jsinxdx;
2.1 fxe’dx:

i 1.11 fcosxdx:

2.2 fx(x+3)3dx;
1.12 Jl” dx ;
X 2.3 Jflnxdx:
1.13 Ie‘dX: 2.4 jx"’[nxdx;
114 [o*dx; 2.5 [xsinxdx;
1.15 JZ‘dx; 2.6 fxcosde:
5 ln x
1.16 J(xz+——— dx ; 2.7 J"‘"dx"
\&) "
ln x
| 2 2.8 —=dx;
R Y J(————i +X\/;‘) dx ; [ Vi
1 2\ dx = ]x‘*e‘dx:
1.18 J 1+-—+—-—) ‘
( £V 2.10 j%dx:
1o JMdX, 10 x 5 =50 pontos
' 2.11 [(Inx)? dx;
1.20 je?xdx: 2'12 je"COSXdX.

2 x 6 =12 pontos

1.21 [(e+ 1) dx;

1.22 [2> dx;

RN e T
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Um olbar sobre a Historia |

historicamente, associada 3

A raiz quadrada de niimeros nepativos nao surgit

resolugio de equagoes do segundo grau.
A equagio x*+1= 0, atribuimos as solugbes 1.¢ =1, seria consi-
derada impossivel por qua ico anterior a0 século XVI. Encontrar
solugdes para tal problema estava completamente fora das suas preocupagoes. ‘
deram origem a cxpressoes que, contendo raizes |

admitiam solugdes “normais”. ;
{

a que hoje
Jquer matemat

Contudo, certos problemas
quadradas de néimeros negativos,

Vejamos um exemplo.

No Ars Magna, de Cardano (1501-1576),
meros cuja soma seja 10 e cujo produto seja 40 .

surge a seguinte questao:

Determinar dois ni
resolucdo conduziu Cardano As expressoes:

s-vV-15 e S+V-15. ,.

«pondo de lado a tortura mental envolvida, multiplique-se 5 =V~ 15 por

5+1/=15 obtendo 25— (-15)=40".

erceiro grau, que Cardano expde no Ars Magna,
quando abordadas com

A sua

£ na resolucdo da equagdo do t
que surgem raizes de niimeros negativos em expressoes que,
as regras operatorias vulgares, dio origem a niimeros insuspeitos.

Por exemplo, a equagio, considerada por Bombelli (1526-1573), ¥ =15x+4, |
tem solucio, dada pelo método de Cardano: |

V2 4= 121+ V2 -V/-121

Esta expressio é muito surpreendente, porque as trés raizes da equagdo si0
todas reais... «
a

O ponto de vista mais produtivo foi adoptado por Euler (1707-1783), que introdu-
ziu V/— 1 como um novo niimero, que o se compara com os que ja conheciamos-

Nas suas palavras:

173 - A . . - -~ . 4 :

Somos conduzidos & ideia de niimeros que sdo, por natureza, impossives:

Podemos chamar-lhes imagindrios porque existem somente na nossa imaginacdo-
[...] nada nos impede de os usar nos cdlculos™. |

Girolamo Cardano
(1501-1576) L:{[J;(!)‘;r:l;;:;;l)"




EH Estudo dos nimeros complexos

Actividades de investigacao

O Eduardo herdou do bisavé um mapa de tesouro. Esse mapa mostra uma ilha e as ins-
"Mu¢des para encontrar o local exacto onde estd enterrado. O jovem deve encontrar uma
€abana €, a partir desta, dirigir-se a uma palmeira, virar i direita e andar tantos passos
Quantos o que andou desde a cabana. Ai deve colocar uma estaca. Depois, deve voltar a
Ca_bana ¢, a partir desta, deve dirigir-se ao sindalo, virar a esquerda e andar o mesmo
?;J:ncm de passos que andou desde a cabana. Ai deve colocar a segunda estaca.

“80uro estd enterrado a meio caminho entre as duas estacas. O Eduardo encontrou a
"3 ¢ nesta a palmeira ¢ o sandalo, mas a cabana ja nio existe...

" ¥¢ perder a esperanga de encontrar o tesouro?
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Objectivos

1. Identificar nimeros complexos.

2. Identificar a relagdo entre os
diversos universos numéricos.

3. Operar com nameros complexos
na forma algébrica e na forma
trigonométrica.

4. Interpretar geometricamente

as operagdes com ndmeros
complexos.

1. Estudo dos numeros complexos

1.1 Evolugio do conceito de numero.
O conjunto dos numeros complexos

Qual é o nimero cujo quadrado é -1 ?
xt=-1

Para que a equagio tenha solugdo foi necessdrio criar novos nimeros: 0S
niimeros imaginarios.

Definiu-se um novo nimero, i, que verifica i*=-1.

O nimero cujo quadrado éigual a — 1 representa-se por i:
=-1 e i=V-1

Ao nimero i chama-se unidade imaginaria.

A equagdo x*=-1 tem agora duas solugdes:
V-1e -V-1, ouseja, i e —1i.

A partir deste conhecimento, pode afirmar-se que todas as equagoes do
2.° grau sdo possiveis.

x*=-1 ¢ x=i V x=-1i

xP=-5§ & x=V-1x5 V x=-V=1x5 VoTRE=\C1 %V
= x=\/—_lx\/§Vx=—\/—_1x\/§ V-T1=i
& x=iV5 Vx=-iV5

1lha de Mogambique, Nampula

-
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1. Estudo dos nimeros complexos 267

x2+2x+2=0 S x=-12V1-2

~ x=-1%+\-1|

S x==1+iVax==1-j

As solugdes destas equagoes sio nimeros complexos.

Nuamero complexo

Um nimero complexo é

qualquer nimero que tem a forma a + bi , onde
=-1ca, beR.

O conjunto dos nimeros complexos representa-se, normalmente, pela

letra C .
Nimeros complexos
Nimeros reais Nimeros nio reais
Racionais Irracionais 1 ; ;
2 ’
13 V3 1,
2 e -3+ E]
=3. 0 n 1.
. 0f2 \3/6 g - 3

1.2 Representacido geométrica de um nimero complexo.
Complexos conjugados e complexos simétricos

Os nimeros complexos podem escrever-se na forma a+bi, comae bER
e if==1.

Sendo z=a+bi um nimero complexo, tem-se:

®*a — ¢&a parte real e escreve-se: g =Re (2);

®b — ¢a parte imaginiria e escreve-se: b =Im (z) ;

*se b=0, onimero complexo z é um nimero real;

*se a=0, ondmero complexo z € imaginario puro.

Considere-se, no plano, o sistema cartesiano xOy .

A cada ponto do plano de coordenadas (@, b) corres-
| ponde o niimero complexo z =4 + bj .
iE“l‘):l’;imirio——» Ao ponto A chama-se afixo ou imagem geométrica do
| S , Ala, b) complexo z.
5 Ao plano chama-se plano de Argand ou plano complexo.
. Ao vector OA chama-se imagem vectorial do namero
- a L ¥  complexo z.
Eixoreal - Todo o niimero real fica representado no eixo das abcissas,
por isso, este eixo é chamado eixo real.
Todo o niimero imagindrio puro fica representado no ejxo das ordenadas,
que, por isso, é chamado eixo imaginario.
(-
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lexo
Exemplo 1  Representar no plano comp

¢ \'t'thll‘!;lllIlL‘[‘llt' 05

1 - - . L ° :";3.. 1
im 2~ 31 zy=31; 23 = 3 | 41,

~]

complexos:
Represente geometr

ucao
Resol ¢ Im (z)

—w— 5
NE1 Jf==vrsareg %

1,1 Represente geometrica- 3Kz,
‘mente: 2
== 42 ==0; 14 ;
e e = R e SN + —

1.2 Represente no

== TTTa s 2 -1 0N1 2 3 4 5Re(@

——-complexo:—- - -2

e ~3f-----7 3
-4

— by z=2+3iez= -5

—(0-que-observou?———

Numeros complexos conjugados

Dois niimeros complexos dizem-se conjugados quando tém partes reais
iguais e partes imaginarias simétricas.
O conjugado de z representa-se por 2.

tm (2 . ‘Exemplos:

[ Sl ] O conjugadode 2+3i é 2-3j.

O conjugadode - 5-8i é —5+8i.
O conjugado de a+bi é a—bi.

Z=a-bi Sendo z=1+i; z=1-1i. z=31; z=-3i.

z=a+bi; z=a-bi. z=3;z=3.
A imagem geométrica do conjugado de z obtém-se da imagem geométrica

de z por uma reflexdo relativamente ao eixo real.

Numeros complexos simétricos

- Dois niimeros complexos dizem-
Im (21 _ partes imaginarias simétricas,
plo_.* O simétricode z é —z.

se simétricos quando tém partes reass ©

Exemplos:

Y I

- (,) O simétricode 2 - 3j & -2+ 3
€z v . )
O simétricode z=a+ bi ¢ —-Z=—g - bi

A A imagem geométrica do simétrico de z obtém-se da imagem geométfif“
€ z por uma rotagio de centro ng origem e amplitude de 180° -

e L
(=)
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2 1=Calcule:

=)t

1. Estudo dos nimeros complexos 269

lgualdade de dois numeros complexos

Dois nimeros complexos sio iguais se

€ SO se sA0 iguais as suas partes
reais ¢ as suas partes imagindrias, ou sej

a;

a=c

a+bi=c+di & e

Exemplo:

Se a+bi=2-8i, entdio a=2 e b=-8§ .

1.3 Operagdes com nimeros complexos

As operagdes de adicio e multiplicagdo de nimeros complexos sio exten-
sOes das operagdes com 0 mesmo nome em IR .

Adicdo e subtraccao de nameros complexos
Se zy=a+bie z=c+di:

21+ =(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
21—z =(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b-d)i

Exemplo 2 Adicao e subtrac¢io de nidmeros complexos

Calcule e represente geometricamente:
2.1 (24 3i)+ (8 - 5i); 2.2 (2 +3i)—(8-35i).
Resolucao

2.1 2+431)+(8-51)=2+3i+8-35i=10-2j

2.2 (2+31)—-(8-51)=2+3i—-8+5i=—6+8i

Geometricamente, vem:  Im (z);

.. 10Re (z)
1 Nz, =10 -2i
2=2+2 B Rl —8-5
3— %1 2 Z,= 1
Im (z)
-g=-8+1i '----__---- :.-:3--:5
1 U+ (-Vy) %
H ] 3 ---~IZI=2+3i
: ! A 1 :
S Z4=—243 P 7
S o h==-2+3ie z,= : ’ ! NV ) =
7 Calcule e represente geome= -8 -6 0™1.2 8 Re(z)
- tricamente: " -- - — = .7 ;
8) 2 ¥z - L
. b) Z RE < e ':;';— et Z4=21— 2, G e RS z: = =%
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=41

73.17 Calcute: '7 :
) (4)

— e

Multiplicacdo de numeros complexos
Multiplicam-se niimeros complexos como se de niimeros reais se tratasge

No fim, substitui-se i* por — 1 e escreve-se o resultado na forma 4 )i

Exemplo 3 Multiplicagdo de ndmeros complexos

Caleule o produto de (2 + 3i) por (8 = Si) ¢ de (2 - 3i) por (2 +3j)

Resolugdo

2 e "
*(2+31)x(8-15i)=16 — 10i + 24i — 15i* (it =
@

=16-10i+24i+ 15
=31+ 14i
*(2-3i)x(2+30)=2*-(3i)*=4+9=13

_“

Repare que se multiplicarmos um nimero complexo pelo seu conjugado
obtemos um nimero real.

2

-Calcule:

Z=(2=3) (23—
Z42=(1=0)-(1=9)=

e

Exemplo 4 Multiplicacdo de nimeros complexos conjugados

Mostre que o produto de dois niimeros complexos conjugados é um nimero
real.

Demonstragao

Sejam z=a+bi e z=a-bi.

z><'z?=(a+bm1‘i)=az—abi+abi—bzi2
S0 =

=a’ + b?

a* + b* representa um niimero real.

Logo, zx2 & um niimero real, c. q. m.

=

[——

S (=243

e At T s
5.2\ =1~==i];

5.3 (FIwir - D

it

S.4 (avbi)s -

Exemplo 5 Calculo do quadrado de um nimero complexo
Calcule:
5.1 (2 -3i)*; 5.2 (-1-35i)*.
Resolugao
5.1 (2-3i)=4-12i+9¢
=4-12i-9
=-5-12i
5.2 (-1-35i)*=1+25i2+10i
=1-25+10i
=-24+10i

Y

e
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1. [studo dos nimeras complexos 271

Divisio de

Para dividir dois numeros comple
pelo conjugado do divisor,
O problema reduz-se, assim

dois nimeros complexos

xos multiplica-se o dividendo ¢ o divisor

_ » A divisio de um nimero complexo por um
numero real,
Exemplo 6 Divisdo de dois niimeros complexos
. 2+ 3
Calcule =331
8 - Si
Resolugao

(2+31D7(8-5))Fr

2430 (2+3) (84 5i)
S 1/89+34-891

8 - 5i _— (8 = Sl) (8 n 51) Multiplicam-se os termos da fracgan pelo conpugado do

denominador.

=16+10i+24i—15

" Efectuam-se os cleulos no numerador ¢ no denominador,
4 64 — (5i)?
- = _ 1+ 341
89
=1 + 34 1 A i f bi
=t — presenta-se o quociente na forma a + bi .
89 89

Outro método para calcular a divisio de dois complexos seria usar a
igualdade entre complexos.

3;-+§;=a+bi = §og Sad=db
& 2+3i=8a+ 8b] - Sai— Sblz Efecruam-se os cilculos.

& 2+ 3i=(8a+5b)+ (8b - 5a)i
(x 5) {8a+5b=2 {40a+ 256=10
~

lgualam-se as partes reais ¢ os

(x8) |-S5a+8b=3 — 40a + 64b = 24 <Ocfictentes dus partes imaginirias.

Adicionando, membro a membro, vem:

89b =34 & b=2

89
Retomando o sistema inicial, tem-se:
(x (- 8)) 8a+5b=2 s —64a-40b=-16
—S5a+8b=3 -25a+40b=15

(x5)

Adicionando membro a membro, vem:
—89a=-1 ¢ a= §1-9-

Portanto:
2 + 3i .—.l+3—4i
8-51 89 89

¢ A
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Poténcias de i

.« ¥ 14— 3 il =
)i sabemos que =~ 1. Admitindo que "= I e R Id, €ncontry.
" U P . a calcularmos as potencias do tipo
mos uma certa pcrlndludndl. a0 calcu po. v,

com n €IN,.

Vejamos qual é:

= i’=1 if=i2xit=(-1)x(=1)=1
i ool e
s A . . =1 X1=1
L el . i'=i I’ =1
15 A f=itxit=1x(-1)=-1
Bilr=-
. i 73 =1 _')=—'
G2y - 7=i"xi’P=1x(-1 1
= =—1Xi=-1
| P=1"x1 1
Qualquer poténcia de i de expoente natural é iguala 1, -1, i ou -i.
A forma mais simples de encontrarmos uma potencia de i, de expoente
natural, é usar o conhecimento de:
=1, i=i, f=-1,=-1i
=1 it =i it=-1 P==i
= =i f=-1 i’=—i
it= =i i=-1 M=—ji
|4n=1 .il-n-bl:i .'l-'.n+2=_1 .idn+3=_.i
i"=1" sendo r o resto da divisio inteira de 7 por 4 (n € IN,)
Exemplo 7 . Poténcias da unidade imaginaria
Calcule 76 +i%,
g Resolucio
_Z_‘___ — _— e (.4)19 =1 Calculo auxiliar
-Caleule: — - = U alE 76 |4
=— = 20 20 3 19
7 — 1™ = {1 XI'=1"=~-
T8 — () ! 1 0
TN —— Logo, i +i®=1+(-1)=0, 2 |4
—_— — 02 20

Raiz quadrada de um nimero complexo

A igualdade de nimeros complexos tambg

. ; m pode ser utili ara calcu-
lar a raiz quadrada de um nimero comple zada p

XO0.

Scanned by CamScanner



1. Estudo dos nimeras complexos 273

Exemplo :
plo 8 Raiz quadrada de um nimero complexo
C : |

alcule a v quadrada do ndmero complexo 34 4.
Resolugdo

Consideremos que a -+ bi ¢ uma raiz quadrada de 3 +4i,

Intdo:
J+di=(a+bi) & I+4i=a*+2abi-1?
3=ag*-b? 3=al_‘iz
PR a
a’

Resolvendo a equagio 3=az—;42~ & a'-3a*-4=0,a20

Substituindo #*=t¢, vem

| £-3t-4=0 & t=4 V t=-1 =“3+4L) 241
t=—1 éimpossivel, pois t=a* e a€ER.
t=4 & a*=4 & a=2 V a=-2
Sea=2: Se a=-12: L
{a=2 g {a=—2
b=1 b=-
8 Logo, as raizes quadradas de 3 +4i sdo 2+i ¢ -2-i.

Repare que as raizes quadradas de um nimero complexo sdo sempre dois
némeros complexos simétricos (semelhante ao que ja sucedia em [R).

1.4 O nimero i como operador da rotagdo de 90°

Exemplo 9  Multiplicar por i
Represente, geometricamente, 0s nimeros complexos:

3+2i, i(3+2i) e -i(3+2i).

Im (z) 1
o gy ) 5
i Resolugao i . .

Represente geometricamente; ——  1emos: F) e
'Zl=; = -z, =3+2i “+ \! /
eI - z=—i(3+20)=2-3i = T
Defina uma transformagio geomé~- T

trica que t_ransformé’ os-afixos dei— -2 .

9.1 2, em z,; — S N :z,

9.2 z, em z,.

PEMMI12-18
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* Este resultado pode ser obtido
do anterior atendendo a que
Z,=—12,.

i O3, 5o
e

N-10
| Mostre que:
¥ L=541,

@bservacéo :

No Exemplo 9, observamos que¢:
T R a norma:
* 0s vectores v, , V; € v tem todos a mesma 2

1711 = llz:]] = llos ]| = V22 + 32 = V13

—A — —pTANR o,
o (7;°7;) =90° e (" 3) = 90°; ) .
e, poder-se-ia obter de ¥; por uma rotagio de centro na origem ¢
ingulo de +90°; _
*7; poder-se-ia obter de v; por uma rotagao flei entro) na otigeimie

angulo de —90°.
De um modo geral:

Se z=a+bi tem imagem geométrica P, entdo z, =i (a + bi) tem
imagem geométrica P', que se obtém de P por uma rotacao de centro
na origem e angulo +90°.

Se z=a+ bi tem imagem geométrica P, entdo z; =—1i (a+ bi) tem
imagem geométrica P", que se obtém de P por uma rotacao de cen-
tro na origem e angulo —90° .*

Exemplo 10  Para mostrar

Mostre que:
B Z1+7; Y. :
10.1 2, X2,=2, X 25 10.2 = _EX%I= , sendo z,=x+Mm,
2=z -
s x#20 e yz0.
Resolugao

10.1 Temos quese z=a+ bi entio z=a - bi.
Pretendemos mostrar que z, Xz, = Z1XZ; , ou seja, que o conju-

gadp do produto de dois niimeros complexos é igual ao produto dos
conjugados dos factores.

Sejam z,=a+bi e z,=c+di.

1.° membro: 2z, Xz; = (a + bi) x (c+di) = ac + adi + bei - bd

=(ac - bd) + (ad + be)i
=(ac - bd) - (ad + be)i
2.° membro: z; X2, = (a - bi) x (¢ — di) = ac — adi — bei - bd

= (ac - bd) - (ad + be)i = 1.° membro
Logo, z; Xz, =2, X 7;, c.q.m.

10.2 Seja z;=x+yi com x, Yy € R\(0} .
R f_‘, x i
Z)— Z x
Substituindo na expressio dada -3

(x+y|)+(x—yi)x_)ii=§_ yi

(x+y1) = (x—yi)  x 2yi 2 =1, c.q.m.

=X+yi, vem:

————
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03

1.5 Raiz quadrada de um nimero real negativo

S¢ a ¢ um nimero real positivo entio = a ¢ um namero real negatvo ¢
tem-se:

“(iVa) =itx (Va) = =1 xa=-
(-iVa) = (i x (Vaf == 1 xa=-a

0 que mostra que i\/E ¢ —iVa sio as raizes quadradas de —a.

Se a€ER*, V-a=ztiVa.

Daqui resulta que:

* todo o nimero real negativo tem duas raizes quadradas que sdo imagi-
narios puros simétricos;

* toda a equagdo do 2.° grau, ax’+bx+¢c=0 com a, b, cER ¢ a#0,
tem uma ou duas raizes reais se 0> — 4ac > 0 ou tem duas solugoes que
sdo nimeros complexos conjugados se b —4ac<0.

Exemplo 11 Resolver equagdes

Resolva, em C, asequagdes:

11.1 2 +2z+17=0; 11.2 2 + 6i* = 8z..
Resolugao
-2+ 2 _
11.1 zz+2z+ 17=0 & z= 2+v2 24 X1 %17 Aplica-se a formula

resolvente.

-2+v-64 -2+iV/
= z= e gu—2tiV6d
2 2
4:»:;‘22*8'4:» ~1-4iVz=—1+4i ,

11.2 2+ 6i2=8z & 2 +6i2-8z=0

z(zZ2+ 6iz—8)=0 {,
z=0 VZ2+6iz—8=0 \\._.\(_‘_“Q. ‘,‘_'."."‘
—6it V() —axIx(=8) N,

z=0Vz= \,;'1'_'.?';.{ 5>
2

-6i + V—36+32
-—6ii\/—4
2

z=0Vz=

—U.’l.i-t_lﬁz-f’ 2
1152567413 e=0\V g=-Bit2i
11 6 f’“'le— 2

—
—
—
= z=0Vz=
[ —
=
L=

z=0Vz=-41Vz=-2i

11-Z—z,+ i = laz,.-—
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1.6 Modulo e argumento de um numero complexq

Ao niimero complexo z =4 = (a. b)
ponto '\ (a, b) cumvector ¥= B

+ bi corresponde, no plano complexg .
)

Modulo de um nimero complexo

Chama-se modulo do numero complexo z=a+ bi, e representa-se por

|z| , ao comprimento do vector v=(a, b).

Assim:

r=|z| = \/c‘.!"“'+b2

No plano complexo, o médulo do nimero complexo z € igual i distincia
da sua imagem geométrica & origem do plano complexo. E frequente usar-se
a letra grega p para representar o médulo de um nimero complexo.

Argumento de um niimero complexo

Chama-se argumento do nimero complexo z = a + bi 4 amplitude, em

radianos, do angulo 6 que o vector v = (@, b) faz com a parte positiva
do eixo real.

Se:ndo 6 um argumento de z, também é um argumento de z qualquer
numero da forma 6 + 2kx , kEZ,

Chama-se argumento

principal (ou sij a0
sendo: pal ( mplesmente argumento) )

<0<

O complex i .
plexo 0+ 0i tem médulo nulo e argumento indeterminado.

Normalment .
€ usa-se a simb i
de z. ologia arg 7 para representar o argument

12.2 4 - -
22 2=-3V343i; 123 5,=-1-V3i"

Resolugéo

121 z=14;

lul =VITTL 5

Sela_ 9‘ um argUmento

Como (1 » e 1.0

Logo, arg(z) -2
i

de 2.

Q € tg 6,

nto dtw M|

1
Syt T .
151, 7 éumargume
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122 2 == 3\3 4 3
NS . Im (2)]
VW aymr, o
Seja 0, um argumento de g ; N .|,
(-3v3, 3 eae 0 T TR (2)
tg 6= 3 = - ﬁ = n- % =2 ¢um argumento de z, .
-3V3 3 6 2

e

Calcule o médulo e 0 argqumento
de cada um dos ndmeros comple-

Logo, arg(z,) =

5

xos.-. = Im (z)
= S — — -3Z=—1_ :
;u1q 3 = = ’ V3i
: e — -1
uzq=z+a = |%|=V%“”L4—V§P=Vl+3=2 E 0/  Ref)
— 12 3
Seja 6; um argumento de 2y ; I 5
------- -3
.\/— Z |
tg 63 - = \/- + T Zn
— TN+ =-— €éumargumento de z, .
0,€3.° Q 33 ’
Logo, arg(z3)=2Tn.

1.7 Forma

trigonometrica de um numero complexo

Na forma algébrica um complexo z representa-se por:

z=a-+bi
Im (2)
P
7
v |
0 ti— Re (z)=

Seja @ um argumento de z

Observando a
cosf=% e

ou
a=pcosb@

€

figura, vem:

) b
smG—p

b=psin 6

£
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ﬁbservalc;lt'»

EL T EHETN

médulo de z arqumento de z

-------- -b

L \B

Re ()

abs{-1-i)
1. 414213562
;J(2)

1.414213562

angle( ==

=2 35619449
-3n 4

'2 35619449

g, e 2.

=13

Represente na-forma- tngonomé‘
-trica cada’ um’dos numero =

plexos = jj,;_

13.1 zl-3
13.2 z,:\/§+i;
13.3 z,=4i;

1t rie—g=ii

13.5 2, =-2i,

Entio, o complexo z=a + bi pode ser escrito na forma
z=p (cos @ +isin0),

que se designa por representagio trigonomctrica de z.

A expressdo cos 0 +1sin @ representa-s¢ abreviadamente por cis 6 ou E(g),

Logo:
z=p(cos@+isinf) & z=pcisd < z=pE(6)

Neste livro usa-se z=pcis 6.

Exemplo 13 Representacio trigonométrica

Represente na forma trigonométrica:

131 15

13.2 - 3;

133 -1-1.

Resolugao

13.1i=1 (cos§+ i sin %) Im (2)
N 1%

i—cisE ‘\
2 "

0 Re (z)
13.2 —3 =3 (cos m+ i sin m) im0}
m(z
ou
-3=3cism
" Pl NI
3 2 -1 O Rel@
13.3 Seja z2=-1-1i -
m (Z
2| =VI- 17+ (C 17 =2 ; 0
Seja @ um argumento de z ; AU %rs Re (2
W .
-1
tg9=:=1 = L3 3n
TNt —=_=" 2z
PE3Q 4 4 ©€umargumento de Z.
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1. Estudo dos nimeros complexos 279

Exemplo 14 Representacio algébrica

n
x Yy = ) . .
sendo g, =2 m( I)' represente 2 na forma alpéhrica,

Resolugdo

. Im (z
2|=2C15(—-§-) = z,=2(cos(—§-)-l-isin(—%)) !

|-
14 = q=2( 2

2

Escreva na forma algébrica:
14,1 z=2cis§; _ <=>zl=\/5——\/ii

_- : . E
1&2;2:’5 ms(_ Z)' — == Logo, z;= V2+V2i.

1.8 Operagées com nimeros complexos na forma
trigonométrica

Calculamos na forma algébrica a soma, a diferenga, o produto, o quo-
ciente, a poténcia e a raiz quadrada de um nimero complexo.

Se os niimeros complexos estiverem escritos na forma trigonométrica é
muito facil calcular o produto, o quociente, a poténcia e as raizes de
indice n.

Para isso vamos deduzir um conjunto de férmulas que nos permitem efec-
tuar essas operagoes.

Multiplicagdo de niimeros complexos na forma trigonométrica
Sejam os complexos:
Zy=ncsh, e z3=rcish,.
O seu produto sera:
Zy X2, =11 Cis 0, X1, cis 6,
=711 X1, cis 0, Xcis 8,
=r1Xr,(cos 6, +isin 0)) (cos 6, + i sin 6,)
=1,X71;(cos 8, cos 6, +1i cos B, sin 6, +1sin 6, cos B, — sin 6, sin 6,)
=nXn [(COS 6, cos 6, —sin 6, sin @,) + i (cos 6, sin 6, + sin 0, cos Bl)]
=7, X1, [cos (6, + 8,) +i sin (6, +6,)]

Logo:
X2 =7 X1, cis (6, +6,)

Para um nimero finito de factores, temos:

HZXH X X2, =X X X1, cis (6, +6,+ ... +6,)
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— calcule na forma

15.3

15.4

15.Z Sendo————

)_trigon
métrica: ——
a) z; X2,
b) z; x z; ;

)z, %2;X2;.

Escreva na- forma trigono-
métrica dois ndmeros
complexos cujo produto
seja 4 cis 0.

Sendo:

5, =V6-V2i;
,==-2i;

2, =2cis (n) ;

calcule na forma trigono-
métrica:

ﬂ) E:)'fl.;

b) z, =z, x z,.

Exemplo 15 Produto de nadmeros complexos na forma trigonométric,
.
sendo 2, =2c153 & Ry=~3,

15.1 Represente graficamente & X 225

. i (o | P alcule na forma ri
15.2 Sendo z,=2i; 2, =—2-US‘§ e 3=5, € a tngong.

métrica e na forma algébrica 2, X 2 X 25 -

Resolucao
1 P __3
5.1 Zl —2CISE € zl— . [m(z)
Comecemos por escrever z, na forma n
trigonométrica. e e .
i -3 0 Re (2
Z,=3cisT )
G x5 =2cs T x3cisn
2 Im (2)
. 3n 1
=6 cis — ]
2 -

=6 cis (—— E) ]
2 0 ; T Re (Z)
|

A cor estd geometricamente represen-

tado o complexo z; X z; . g Yuxa
15.2 Passemos 4 forma trigonométrica os niimeros complexos z; e z;.
zy=2i=2cis L
2 Im (2)}
Z=3=5cis0
Aplicando a férmula referida, vem: 2%%
Z]XZZXZJ=2X1XSCiS(£+£+O R \ jj)
2 23 0 5Rel2)

. Sm
ZYXZyX2Z3= S as —6— — Produto na forma rrigonometrica

Passando o produto i forma algébrica, vem:

leZzXZJ=5(cos£7—t-+isin5—n)
6 6

V3

HXLXL=5|-— 1
| 2 ] ( 2+I2

Logo:

SV3

AR AIy=— >

.,.
I~

» 1
¢ Poondinto na forga e birica
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Moivre foi um famoso matema-
tico francés que passou grande
parte da sua vida em Inglaterra.

Associando a trigonometria 20s
ndmeros complexos, apresentou
um conjunto de resultados entre
0s quais aparece a formula (4)
que ficou conhecida por formula
de Moivre.

Poténcia de expoente inteiro

*Seja z=rcis@ e

neiN

Femos, por definigio de poténcia:

P EIXIXIX... X2

N— ”l
v

nvezes

1. Estudo dos nimeros complexos 281

Substituindo z por rcis @ e aplicando a férmula para a multiplicagio,

vem:

Z'=rXrxXrx..xrxcis(@+60+0+...+0)

1 VEZES

Entdo, 2"=+"cis (), nEZ" .

h VEZES

(1)

* Vejamos que esta férmula é vilida se

Seja z=rcis@ e z=rcis (- 6).

Im (2)]

—_H
o I | z
Entio: z ’=-z7,=

b-

nez .

-

e o
z" % E" (Z % E)"

= o i _
Como Z=rcis (-0) e zxz=|z[", vem:

z' _rcis(- 16)

S

Entio, 2" =" cis (- n0) .

hat 1§

2

o Seja z=rcis@ e n=0.

Entio:

(2)

=" cis (— n6)

2L =1 e, aplicando a férmula definida para n € Z\{0],

tem-Se:
L=r"cis(0x0)=1

Logo, por (1),

2" =(rcis @) =1" cis (n6) , nEZ

2)e(3),se nEZ, vema seguinte formula de Moivre:
il b

(4)
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Exemplo 16  Poténcia de um nimero complexo

Calcule: |
|

Resolugao |

O interesse da escrita de um nimero complexo na forma trigonométricy
¢ agora evidente.

Im (z)
z=1+1
1- ------- ]
0 1 Rez;
- T
%. S 1+1= \/i cis )
16.1° Calcule na-forma- tngono-—
_"‘"‘:;nle_tgca = :T—u—.__-__ (1+1i)® =[\ﬁ cis ( )} = (\/_)!i ci s
:_:;a)z“ sendo z*l ST
' - =2%cis (2m)=16cis0=16
-- : \/g—li=1cis(—£)
—— = ,)JDL_; 2 2 6
-10 -10
“T6:2-Sendo—z-="cis-6-, —mostre- (ﬁ _1 i) = [1 cis (_ E)] =1"1¢is _l_O_Tl'.) ‘
que:= = 2 2 6 6
= =1cis‘s—"'1:—c:osi—+1s1n5—7E —l——ﬁi ’
3 3 3 2 Z ::
Logo:
(1+i)8=16 (ﬁ—l')_mzciss—n=l_ﬁi |
2 2 3 2 2

Divisdo de dois numeros complexos na forma trigonométrica
Consideremos os complexos:

zi=rcisf, e z,=rcisf, e 2z#0.

O quociente entre z; e 2z, é:
=2
24 1 Z
b4} . 4 1 Izzl2
Atendendo a que:
se z=rcis @, entdo z=rcis (—0), vem:
r,cis (—8;)
ol R i 4

Z2 .
—=r,cCis 8, X
r4) L 7'21

-
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Simplificando, vem:

(2]

ryo. "
: - Tl s 0y x cis (- 0,)

f

+9

Coma i se demonstron iy dedugio da formula para a multiplicagio:
Cis 0, x cis (- 0,) = cis (0, - 0,)

Logo:

2y

Nl e
E;—r_z‘:ls (Bl ‘02)

Exemplo 17 Quociente de nimeros complexos

Sdo dados os nimeros complexos:

2=2V2cisE e 5 =_14i.
9

5
(2i X z—)
Z)

Atendendo as operagdes que vamos efectuar,
numeros complexos envolvidos na expressio na

Calcule:

Resolucao

devemos escrever os trés
forma trigonométrica.

: . T
2i=2 cis — Im (z) 4
cis 5
12i
zz=—1+i=\/ic::isE 1
4 I
Hectue-as operagbes-indicadss e 2= 2V/2 cis 2 § .
na- -1 0 Re (2)
Temos, entio:
5 5
5 2cis3£><\/§cisﬁ CiSEXCiS3—n
(Zi ! g) K 2 4| _|2 4
% 2V2 cis -;l cis %
. (n 3n w\/
= —_—t — ——
[C‘S (2 4 3)]
(X 6) (x3)(x4)

=|cis m—)s
- 12

.7
=cis % = Cis (41t +E) =cis LB

Scanned by CamScanner



284

Radiciagao

Scja z=rcis@.

Sendo 1 € IN\(1), chama-se raiz indice 7 de z atodo o niimero que
clevadoa » éiguala z.

Aplicando a defini¢do, vem:

Seja z=rcis & um nimero complexo nao nulo e u # tcis ¥ uma raiz de
indice n de z.

Entao:

u'=z & (tcisy)"=rcisf

< rcis 0 =1"cis ny

r=1t"
O=ny+2kn, kEZ

t=\/r

=
=9+2k1’|: LEZ O0+2kn, kEZ ¢omesmo
’ que 0-2kr, kEZ.

n
6 bservagao
Se:

Logo:
\"/rci59=\’7;><cise—+:‘ﬂ, keZ (1)

z,=pcisf e z=rcsa

a=h < Note-se que se k=n:
p=r
<=>{6=0t+2kﬂ:, ke cisg+’3kn=cis(%+2n)=c15%

—

Assim, s6 os n valores de k:
0,1,2, ..,n-1

conduzem a valores diferentes do argumento.
~ . n a
Podemos, entdo, concluir que V/z tem # raizes diferentes que se obtem

substituindo na féormula (1) k por:

0,1,2, I |

\"/rcisﬂ:\'y;xcise—zz’ﬂ, ke, 1, ..., n-1)
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Exemplo 18

4f . Raizes de uma equacao
. esolviy em €, a equacis »! . :
18.1 Calcule: solucdes, QUAGA0 27+ 1 =0 e represente peometricamente as
a) as raizes quadradas de
Vi-i: Resolugao I
m(z)
b) as raizes quartas de 41=0 & P=-
A S o V1
\/5_ + -\_/—E1 : = z=v-1
¢) asraizes quintasde-32i.  — 1 =1 cis (m) i N ;
: Bt -1 0 1 Re(z)
18.2 Resolva, em C', cadauma  Entio:
~ das sequintes equacdes: —— 2k
= ———— T TH2kR
=m0 z= 1c1sn—\/ixc1sT,k=0,l,2 lm(z”,
)z =] : R
k=0 — z,=cis & /»\v\
" [
k=1 — z,=cis = Q;\ ,"'l ne
k=2 — Z3=Ci35—;- .‘—.1”-";:‘

1.9 Construgdo geométrica das raizes de uma equacao
em C (%)
No exemplo anterior verificou-se que as raizes da equagdo pertenciam a

uma circunferéncia de raio 1 e centro na origem. Verificou-se, ainda, que

as raizes estavam igualmente espacadas e que, portanto, dividiam a cir-

cunferéncia em trés partes iguais.

De facto, temos:

Y v w . (0 +2kT) _
\/TC159=\/;CIS( - ),LE{O,I,...,n 1)

"
o As raizes tém todas 0 mesmo modulo: Vr.

e (Os argumentos sao dados por:
0, 2k% pei0, 1, .rn=1]

—_t

n n

irmética de razao 2x
tos estio em progressao aritmética de =

Ou seja, os argumen

Assim, pode concluir-se que:

a das dice n deum nimero complexo

lados inscrito
regular de 7 lados
lexo ¢ raio r.

(*) A construgao georn_éf;ncrn = s
raizes de uma equagao € e eas geométric dae deump0hgoﬂo

G a. = a0
nio est referida no program .0 nionulo, s . o plano comp
Su;eisi:olseque seja indicado zzras-ec;nferéndadece"m naoﬂgemd P

. 1:oidual ou de puma Cir
tomo trabalho individua

Grupo,
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Fio

-Represente-geometricamente=as-
-raizes-sextas de—="64=

Exemplo 19 Representagao geométrica das raizes de uma equacio

Seja z= 8i.

Represente, geometricamente, as raizes ctibicas de z.

Resolugao

81i=8 cis (%) Im (z).u
—725+2k11:

38Ci$%=%CiST_>k=O) 19 2 'y \,i»\zl

Entio: :. \:J 2 Re(s
LT . 5n % 2
Zy=2cCis—; ZH=2C8— .
1 6 3 2 6 . T
3 N ‘--"_%-_’
. T 3

e zn=2cs|—

? (2)

1.10 Translagdo e rotacédo no plano de Argand

Exemplo 20 0 tridngulo equilitero

Sabe-se que z,, Z, € Z; SA0 Os veértices de um tridngulo equildtero com

centro na origem.
Sabendo que z,= V3 +1i, determine:

20.1 z, ¢ z; na forma algébrica e represente geometricamente 0 triangulo;

20.2 a imagem do tridngulo equilitero de vértices z;, 2z € % pela

translacio Ty, sendo © a imagem vectorial de z,=2i;

20.3 a imagem do tridngulo equilitero de vértices z,, 2, € %3 POf uma
rotacio de centroem (0, 0) e dngulo L

4
Resolugao
20.1 Sabemos que 2 =V3+i.
|z, =V (V3 +12=2
arg 7, = =
gz 6
Entio:
= 12
Z 2c136
z=2cis(£+2'£)=2ciss—n=_ 34
: 6 3 6 !
2 .
zy=2cis 16"'-+2><Tn)=2cxs(37n)=-2i
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20.2 Calculando a soma, na forma alpébrica, z,+z,, z,+ 2, € Z,+ 24,

obtém-se o transformado do tianpulo de vértices  z,

pela translagio T,

2|::g|'g|—\/]1|l2| \/;'}I
L E=n+n=-VI+i+2i=-V3I+3i

’ :..) C :]

20.3 Uma rotagio de % obtém-se multiplicando por cis = cada um

dos complexos correspondentes aos vértices do triangulo.

z"=2cis (%) X Cis (%)

imagens-dos
'-'_outros vertlces, -na forma

.Zoras imagens 2, e zde (3t = A7
4 ez respechva- =2cs{5-+—)=2cis(
= —mente, por uma translagdo"

- T3, sendo U aimagem-
vectonalde w= 1—1 —

2‘3-3 'ns-produtns de- P _é 75
por z=cis de e interp'reté_
graﬁcamente 0s resultados
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QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

n Seja z um nimero complexo de arqgumento ¢ .
Qual poderd ser o argumento do simétrico de 2 ?
(A) - «; 8) -n;

Q) m-a«; (D) 2n+ «x.

10 pontos

E Seja z um namero complexo, tal que:

z=3cis(9—£)
3

Para qual dos seguintes valores de 6 é que z & um
ndmero imaginario puro de coeficiente positivo?

LR 51 |

(A) 3 (B) R
4 11n

(€) 5 (D) =

10 pontos

ElEm C, conjunto dos nimeros complexos, con-
sidere z=1°+1.

Qual é a representagdo trigonométrica de z?

(A) V5 cis (%) ; (B) V2 cis (%) :
(€) V2 dis (%) ; (D) V20 dis (%) .

10 pontos

Na figura esta representado um losango de cen-
tro na origem do plano complexo.

Im (2)

Re (z)

Seja z um namero complexo qualquer, cuja
imagem geométrica estd situada no interior do
losango.

Qual dos sequintes nimeros complexos tem
também, necessariamente, a sua imagem geo-
métrica no interior do losango?

(A) 2z;

(B) Z; € 2Z; (D) z.

10 pontos

B Na figura estio representados os afixos de cinc
nameros complexos.

W, Z,, Z,, Z3 € Z,.

Im (z)

z°® Z

2, Re(z)

Qual é o nimero complexo que pode ser igual a
2w X cis (- m) ?

(A) z,: (B) z; ; ©) z: (D) z, .

10 pontos

A Na figura estdo representados, no plano com-

plexo, as imagens geométricas de cinco ndme-
ros complexos.

Im (z)

2

1 -4
&
-2 -1 0 1 2 Re(2
[ ] .
: 3

z,p-2

Qual € o nimero complexo que pode ser igual 3
i-w?

(A) 2y, (B) Z, ;

(©) z,; (D) Zy.

10 pontos

Em C, considere z=2 cis (E) :
9

Qual & o complexo igual a % g
1 o[- ). Y AP
(A) 5 Cis (— -g—) (B) 7 cis (— —g—)

(C)%cis(-%"): (D)%ciS(’%E)'

1o pont™
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QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

EdEm C. considere z=3-i,
(i designa a unidade imaginaria.)
1.1 Determine w = (z - 3)* (1 - 2i)* - i’ na
forma algébrica.

1.2 Escreva na forma trigonométrica o inverso
do conjugado de w .

13 pontos

ElEm C, considere o polinsmio:
X =3¢ +x+5

2.1 Mostre que o polindmio é divisivel por x+1.

2.2 Determine todas as raizes do polinémio na
forma algébrica.

13 pontos

El Seja z um namero complexo de médulo 1 e Z
0 seu conjugado.
No plano complexo, considere os pontos A e B,
tais que A é a imagem geométricade z e B é
a imagem geométrica de Z .
Sabe-se que:
® 0 ponto A pertence ao 2.° quadrante;
® 0 angqulo AOB tem de amplitude 60°
(0 designa a origem do plano complexoa).

Escreva na forma algébrica:
3.1iz; 3.2

—"INI

13 pontos

Em C, considere:
. (T
Z;=2+1¢e zz=\/§c15(?).
Resolva, em C, aequagdo z} =2z} w.

13 pontos

E Em C, considere z,=3i.
No plano complexo, a imagem geométrica de z, é
um dos vértices de um losango de perimetro 16 ,
centrado na origem do plano complexo.
Determine, na forma algébrica, os nimeros com-
plexos cujas imagens geométricas sao os restantes
vértices do losango.

13 pontos

PLMM12-19

A Resolva, em C , @ equagdo:
_ b
(\/2 cisf) XZel1+1
4

13 pontos

Na figura esta representado, no plano complexo,
um rectangulo [0ABC] .

g Im {z)‘r

(@] Re (z)

Sabe-se que:

® 0 é aorigem do plano complexo;

* A & aimagem geométrica de um complexo z,

" . T

cujo argumento é % ;

* C & aimagem geométrica de z, cujo médulo
é 6\/27;

® a area do rectangulo & 12 .

Determine, na forma algébrica, z, e z,.

13 pontos

B tm C sabe-se que z, tem argumento -;E e que

z, tem modulo 3V/3.
Sem recorrer a calculadora, determine:

10
x?+(4)
2y X Z,
Z1|

13 pontos

Ell Seja z um ndmero complexo cuja imagem geo-
métrica pertence ao 4.° quadrante (eixo nio
incluido). Justifique que a imagem geométrica
de z* ndo pode pertencer ao 1.° quadrante.

13 pontos

Elg Seja z um ndmero complexo diferente de zero,
cuja imagem geométrica pertence a bissectriz dos
quadrantes pares. Indique uma equagdo da recta
& qual pertence a imagem geométrica de z%,

13 pontos
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Solucoes

11 1.2 2 1.3 14 Pdg. 8
8 4
2.1 §= (- 22 S=|~-=, - = rag. 9
S={-2, 4) s 1 5 3' q
2.3 §= (0. 4) 2.4 ()
2.5 S”mi%] 2.6 5=]-1, 2[
2.7 §= -m,—g[u 1],+oo[
4 4
2.8 S:}_cm,——.li U]£,+oo[
2 2
2.9 5={}) 2.10 s=R
_[-x+4 se xE1, 4] p
3.1 a)f(x)-[x+2 bl Pig. 10
b) yn
3 "

¢) DYy=[-2, 3]
d) Zeros: — 2 e 4; monotonia: f & estritamente cres-
cente em [- 4, 1] e & estritamente decrescente em

[1, 4].
x—1-1 sex=-120 4
2 -1|-1= g Pag. 11
3Za)|x 1| 1 [—x+1—1 se x—1<0 g
_[x—z se x>1
Tl-x se x<1
Logo:
-x se -3gx<1
gx)={x—-2 se 1<x<5
3 se x<-3Vx>5
Graficos:
X y=-x X y=x-2
-3 3 1 -1
1 -1 5 3

b) Zeros: 0 e 2.
Monotonia: g & estritamente decrescente em [-3, 1],
estritamente crescente em [1, 5] e constante em
J-oo, =3] eem [5, +oo[.

4.1 f(x)=-Jx~3|+5
k-3 5 sex
“‘)”[,(-xu)wwxd

—x+3+5 e xp3

f("):'x_3|5 se x<3
-x +8 se x23
f(x)=’x+2 se x<3
x |y=—-x+8 X y=x+2
3 5 3 5
8 0 -2 0
— T [
RERENNRANRUEY
[ 5 e 28 el
. AN L
L l ‘
2/ 1|
0 3
4l [ L 1]
4.2 g(x):—-;—x—3

——l-x -3 sex20

g(x) =
EX—3 se x<0
x =—%x—3 x y=%x—3
0 -3 0 -3
2 -4 2 -2
4
Yy
=20 0f 1 52 X
-
43 h(x)=-2x +3
b= [[20 3 5 30
2x+3 se x<0
X Y=-2x+3 x y=2x+3
3 0 3
4 1 -1 1
¥y
k
-10 1 L x
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4.4 a(x) =~ |2x 1 +1

-2x + 4 so u;.,J
i(x) = .
H-2 gexecd
2
y:--21+4 X m
3 3
2 1 2 1
2 0 l_l 0

5.2 Sim. Seja, por exemplo, a funcio definida, em IR, por
fx)=x-2.
J tem trés zeros: —1, 0 e 1.
f épar, pois f(=x)=(-x)' = (-xP=x-x=f@x),

qualquer que seja o valor real de x.

6.1 5= (2} 6.2 5={}
7.1;5[_9,%] 7.2 x€1, 4]
1. (0 2 (8  Pag. 14
3. (D) 4. (C)

e —9<x< -3 - Pag. 15
1. Fi) = ~-x+1se -3<x<0

x+1 se 0<xg2
3 se 2<x<9

2,2

2N
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3. n=10 4,

Solucoes

4. D,=[-5, +oo[; Dy=[0, +oof
Zeros: {- 3}
h & decrescente em [-5, ~3] e crescenteem [~ 3, + oo (.
Dy=[-4, +oco[; D;=10, +o9[
Zeros: {~2}; f & decrescente em (-4, -2] ecres-
centeem [-2, +oof.
D;=[-10, +oo[; 0y=[0, +oof
Zeros: {-6}; g & decrescente em [-10, — 6] e cres-
centeem [-6, +oof .

5.1 4
¥
N
2 0] 1 x
1 =1
g

5.3 {1)

x se 0 €xg 100

100 + 0,8(x — 100) se 100 < x < 250
6.1 f(x) ={220+0,5(x - 250) se 250 <x <330

260 + 0,2(x — 330) se 330 <x < 400

274 se 400 <x g 430
Y
260 ----mme e —
220f------m--e- " O
100[----- -
0] 100 2503303503
6.2 735 Mt 6.3 ((x) =160 x (meticais).
23 Pag. 17
1.1 21 Pag. 20
1.2 abc, ach, bac, beo, cab, cha.
1.3 720
2,1 a)130 b) 60 ) 5040 Pag. 21

2.212,13, 4, 21, 23, 2,31, 32,34, 41, 42 e 43,

3024 Pig. 22

5.5 (-3, -9) e (-% -1).

2 ] b) 1 Pég. 24
5.1 a) 15 o
d -
c)1 ) 17
pe———— T 252 Pag. 25
6.1 13 983 B16 6.2 g
16
T g2 Piq. 21
8.1 2"=128 8.2 137 g. 27
8.3 27=128; =", 8.4 n=6
5: 320° + 800'b + 80a°b? + 400’6’ + 10ab * + b°  Pdg, 28
0, 50, 1y
9.2 243+ 135+ 30x’+-3— + =7 243
9.3 X+ bx\/ay + 6xy + VWY + Y
161— 22 termos. 10.2 46332 Pag. 29
10.3 540 4y’ 10.4 n=15
Ty 2. (D) 3. (D) Pag. 30
4. (B) 5. (0) 6. (A)
(D) 8. (C) 9. (A)
1. 32 2. 4096 Pig. 31
3. 518400
4.1 3) 20 b) 50 4.2 120; 210
5. 120: 360
6.1 252 6.2 21
6.3 4095 6.4 4466
1 8. g 9. 15
BT -3 TERL I | sa.
12 6 Pag. 39
S Paut
36
1. (D) 2. (A) 3. (D) Pag. 40
4. (B) 5. (A)
1. Aproximadamente, 0,122 . Pag. 41
- 4
2.] E 2-2 —g— 2.3 l
1
2.4 = 25 1
. 9
3'1‘;' 3.21 33_2_ 34]
2 33 43
1
. = 5, 1
28 %
6.1 523 6.2 1999 6.3 0.50¢

3

|
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L e e e

1.1 Pag. 45 2.1 a) f-1)=3; f(2)=-1 b) o
) b) ¢)-3e2. d) -35;-2¢1.
X | y=r(x) ¥ . 2.2
3 il o ’ x |=4 -3 -1,2 -0,2 2
2 f i i |\ 2] 3 [—] 3 N[
0 —%- - 10 ~ "i : - Intervalos de monolonia: f & crescenteem [-3; —1,2],
T A 2 € decrescenteem (-4, —3] eem [-0,2; 2] eé cons-
1 = Il I lanteem [-1,2; -0,2].
2 J CE )
3 . 2 3.1 Por exemplo:
2 =
B 2 y
1.2 a) },1 ________ A
81--1 !
: -5 I
1_,; 3.20e 3. 3.3 [-5, 3] 3.40e 3.
— .
-I_-fll]?_ x 4.13h, 9h, 15h e 21h.
4.2 10min, Oh, 12h e 24h.
b) g(x)=x" com x€{~-1, 0, 1, 2). 4.3 6min, 6h e 18h.
. - - o 4.4 a) 0y=[6, 10]
2.1 Minimo: f(-3)=-3 Pag. 48 b) f & estritamente crescente em [6, 12) eem [18, 24) .
Maximo: f(-6)=7 [ &estritamente decrescente em [0, 6] eem [12, 18].
2.2 (-6} 2.3 (-3} ) [= To 6 12 18 2
T - = 10 6 10
3.1 f: R\-2, 2} —R Pig. 49 e oiN6|Z] 10N s [
1
X5 = ——— -
X =4 1.1 x€Jo, 3[ Pdg. 58
3.2 f: R\(-1, 1}‘—"?{_1 1.3 Adrea & minima para x = 1,68 ¢m .
-\'\_/x’_:l B N ——
3.3 f: R—R 3.4 [: R"—R | il tseen) Pag. 59
X X o e — =
P ~ Vi 1. (8) 2.1 (D) 2.2 (A) Pag. 60
4, 42 Pag.51 > (M) L) 5. (D)
g == . . ) S 1.1me -O'O,—!.U‘..|go- — e
1 x<o Pag. 52 12me:-r. 4 ! 13[ — e
6. fx=|x , por exemplo, : : B Mm=-4Vm=4
x se x>0 2. A=4+4m-1)Y>0, YmER
o — = Produto das rafzes: p=1 = _ _ 1, ¥Ym € R\(1)
1. (0) 2. (O) 3. (D) Pag. 54 -1
4. (D) 5 (D) 6. (B) 3. BC=2586m e AC=54,14m ou vice-versa,
- S - ] 4.1 a) 2x+y & o comprimento da rede.
1.1 D,=)-o0, 8] Pag. 55 b) 100 - 2¢ &0 comprimento do lado paralelo ao muro,
1.2 D)=[-2, + oo 1.3 =2 em funcio do comprimento do outro lado,
14 -2, 4¢e8. 1.5 -3 e 1. €) x (100 - 2x) & a area do rectangulo.
1.6 -2, 0] e [4,6]. 1.7 J-oo, -2],[0,4]e[6,8). 4.2

181e-1.
1.10 -2

1.9 0e6.
1.11 -2, 4 e 8.

A drea do lerreno & maxima se as dimensdes forem 25 m
por 50 m.

5.1 8 metros.

‘
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Solucoes

5.2 h(5)=10; a5m, na horizontal, da linha da prancha, a
atleta estd a 10 metros de altura,

5.3 A altura mixima atingida pela atleta é 11,6 m .

5.4 839m

5.5 x=1Vx=5. 0 atleta encontrou-se a 10 m de altura

quando a distancia a prancha, medida na horizontal, era de
1m oude 5m.

5.6 A altura a qual se encontra o atleta & superior a 5,2 m
enquanto a sua distancia, na horizontal, a prancha for infe-

rora 7m.
6- C(t)J ‘ i
0,05 i
0,22 1--s !
_I._ ' &
0,002] | LT L1 001N
0] 12345678 ¢
1. 1.1, 1.2 e 1.4, Pag. 63
2.1 R\{-1} 2.2 R\{- 1}
2.3 R\{o, 1} 2.4 R 2.5 R\{-1, 0, 5}
3.1 x=-5 Pag. 66
3.2 x=-V3 ex=\/§. 3.3 x=-9
3.4 Nao tem. 3.5 Nao tem.
4.1 Assimpota vertical; x =1 Pag. 68

Assimpota horizontal: y =10

4.2 Assimpota vertical: x=7
Assimpota horizontal: y=-2

4.3 Assimpotas verticais: x=—2ex=3.
Assimpota horizontal: y =0

4.4 Assimpota vertical: ndo existe,
Assimpota horizontal: y=~1

4.5 Assimpota vertical: x=0
Assimpota horizontal: y=1

4.6 Assimpota vertical: x=1
Assimpota horizontal: n3o existe.

1. (A) 2. (B) 3. (B) Pag. 70
4., (D) 5. (A) 6. (A)
i.—{ Assimpot‘;_hx;;i‘iontal: y:1 5 Pég.“i;

Quando o namero de peixes-serras introduzidos no tanque é
significativamente grande a percentagem de peixes-serras
tende a aproximar-se de 100% .

1.2 No maximo podem ser introduzidos no tanque 125 peixes-
-serras.

2.2 Com 10 dias de experiéncia & de esperar que o operério
produza 25 pegas .

2.3 b=50. Com o decorrer do tempo o nimero de pegas que o
operador consegue produzir tende a aproximar-se de 50,

3.1 No instante em que a mancha é detectada o seu raio é de
0,25cm.

3.2 Assimptota horizontal: y =5 . Com o decorrer do tempo,
o raio da mancha aproxima-se dos 5 cm .

3.3 .

5 ----------------------

0,25
O t

3.4 A édrea da mancha atingiu 40 cm® cerca de 9,3 segundos
apos ter sido detectada.

»

1.1 As fungdes ndo sido iguais porque nio tém o Pag. 72
mesmo dominio .

1.2 As fungbes ndo sdo iguais porque ndo tém o mesmo pro-
cesso de transformacdo, f(x) =|x+3|.

1.3 As fungdes sdo iguais.

1.4 As fungdes sdo iguais.

21 f+g: R— R ) Pag. 75
X\J4X+E
f-g: R— R
XU?J’-%
fxg: R— R
XV3X2+—BEX-
f 1
=: R —— —
7 A\-3]—n
X 6x
\J2x+1
2.2 f+g: |H\{—4, 0}___,|R
. 2° + 7x + 12
X (x+4)
f—Q:IR\{—4,0}—.|ﬁ
X Ix+ 12
X(x+4)
fxg: R\{-4, o) — R
X X+ 3
ux+4

f
g B\{-4, }— R

"\../-——uxzi'l’;‘le
2.3 f+a: R\[0, 3} — g

3x¥ - 11x + 18
x -—*——_
~ T -3
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RIS Gt 1 0 7 20 )

f-g9: R\{o, 3} —R
21318
x(x=-3)

fxg: R\{o, 3}—R
2+ 2

X

X
N Ty

§= R\{-1, 0, 3}—R

2¢ - 12x+ 18
X(x+1)

X

312) (feg)-2=-3: @of(-2=-2  pig. 78
b) (ea)(-2) =1 (gef(-2) =5

3.2 3) fog: R— R
X b —8x+5

b) feg: R;\{16}— IR

X
V-4
gof: )4, +oo[ — R

[1
“Nxg
€) feg:1-1, + oo — R

1
X
~ Vx+1

gof: ]-oo, —1JU 4, + o[ — R

gef: R— R
x\_JZx’

1
X ;+1

3.3 g(x) =x ou qualquer outra fun¢io g definida por
g(x)=x+b, bE R.

4.1 N3o sdo permutaveis.

Pag. 78
4.2 Ndo sio permutaveis.

5 é(x) =1-|x| e jl'r(x) = Vr x —2, porexemplo, Pag. 79

6.1 £ R0} — R Pig. 81
6

X\J';

6.2 9"': R—R 6.3 h': R\[0} — R
x-1 2+ 3x
X\J 6 x\_/’

1. (D) Paq. 82
2.1 (C) 2.2 (A)
3.1 (C) 3.2 (B)
4. (D) 5. (D)

1.1 Nesse intervalo de tempo nasceram 3000 animais, Pdq, 83

1.2 A diferenca entre o nimero de animais de cada espécie,
com o decorrer do tempo, tende para 10 000 .

-1 se x=11
x—6
11 —-x

1.4

_f_l(X) = H D‘r-l o= |R

se x#11

2.1 A(x) =8«

2.2 P(x) =12+ —g-x +, /z—;x’- — 24x + 144

3.1 N(T (h)) = 16h? + 580h + 1450

3.2 Quatro horas apés o inicio do crescimento a cultura tinha
4026 bactérias,

3.3 Para atingir 5000 bactérias, terio de decorrer 5 horas e

21 minutos.
1.1 s=[%] 1.2 5=() Pig. 86
2.1 5={s5} 2.2 5={-1) Pag. 87
3. 1161,83 meticais.
4. 10,033 Pag. 88
10 3 -

5.1 N 5.2 = Pag. 91
6.1 5= {3} 6.2 5=[V3] Péig. 92
7.1 5={-1} 7.2 §={4} Pag. 93
8. x€10. +oof Pig. 94
9.1 3,59 9.2 2,6 x10" Pag. 95
10.1 5,=R 10.2 Dy=[-4, 0] Pag.99
10,3 Periodo: 2r.
111 x€ [0, 7 Pag. 102
11.2 Zeros: 0 e 2m. 113 -nexn.

T 3n n - - :r‘__"_*
12.1 Zeros: aviivaivy Pag. 103
12,2 Nao tem maximo.
13.1 Pag. 105

YR - |
87| ~ |
of 1 7 o

) %
12 (meses)

13.2 y 25(05[-2 (x - 1.)]0 62

1.2 A populagio da ilha tem uma taxa de
crescimento de 2% ano.

Pig. 106
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Solucoes
Ry et S - D SN

2. 122 842 3. 49,08 m/s

4, 39 5. 26

6.1 4; 3 6.2 20; 30 6.3 96 dias.

7.1 63 7.2 12 Pag. 107

7.3 Nio, a populagdo de cabritos, nunca pode ultrapassar os
200 individuos.

8.1 k=-2

8.2 1,707 dezenas de milhares de meticais.

8.3 900

9.1 5,122 9.2 £=~1,259 x 10%

10. 75 cm

E o resultado da soma da progressao geométrica

Pag. 109

-1+2+4+8+...+263, ouseja, 1B 446 744 073 709 551 615

(aproximadamente 1000 vezes a producio mundial/ano de trigo,
nos dias de hoje).

1.1

1.2
1.3

a) (a,) & mondtona crescente em sentido estrito; Pag. 113
b) (b,) ndo & mondtona;

c) (c,) & estritamente decrescente.

hW==3; =9 e 1;==-27; L,L>u, Ah<u,

Vi=1Livs=0e v;=1; vy<v, e v;>v,.

3.1

5.3

5.4

6.1

6.2

6.3
6.4
6.5
6.6

a)-2,0,2,4,6
b)-2, -5, -8, —-11, —-14
3 1
== T S I——Io
-2, 5 1 5
d)-2,-2,-2,-2,-2

Pag. 118

€ uma progresso aritmética de diferenca 3 .
r=3

-3, -6, -12, —24, —48
-5, 10, —20, 40, —80
1,-1,1,-1,1

Se r=V2: 37\/5 3, 3V2, 6, 6\/2
3VE| 3: "3\/51 6, ‘_6\/5

Se r=-V2: S

Pag. 122

£ uma progressio geométrica de razio

£ uma progressio geomélrica de razdo

P U |

€ uma progressao geométrica de razdo 1 (

=

ucessdo constante),

£ uma progressao geométrica de razio 3.
. . 1
E uma progressio geométrica de razdo 3

Ndo & uma progressdo geométrica,

71 P =3xé‘: 7.2 S;;;zd,SB Pag. 125
-]

7.3 5,,=T[1-Z

8. S,=72630272

. © 2 (0 3. (B)  Pag. 126

4. (A) 5. (B) 6. (B)

7. (0 8. (A)

1.1 y,=10e r=3

21r=-2e u,=-12 ou

1.2 §,,=295240 Pag. 127

r=2 e Ul=12.

2.2 S, =4092 (seu,=—12) ou 5,,=12276 (se u;=12).

T
3.1 aw=107

3.2 S, ~ 248,92

4.1 (A) falsa (B) verdadeira (C) falsa
4.2 (A) falsa (B) falsa (C) verdadeira

4.3 (A) falsa (B) falsa

4.4 (A) verdadeira (B) falsa

4.5
4.6

5.

Verdadeira.
(A) falsa (B) falsa

Os nGmeros sao —1, 1

e 3.

6. Ao fim de uma hora conhecem a mentira 3280 pessoas.

7. A melhor hipétese & a terceira e a pior é a primeira.

1.  Por exemplo: Pag. 132
1.1 u,= (n-9)? 1.2 u,=—(n-4)?
1.3 |.r,,=2—l 1.4 u,,=4+—1—
n n
210a,=0; ¢,=32; 0,=0 Pag. 133

a,=64; a;=0; a,=96

2.2
2.3

b,=32n e c,=0.

ordem a partir da qual to

Nao & infinitamente grande porque se ¢ > 1, nao existe uma

dos os termos sejam superiores a L

uma vez que hé um nimero infinito de termos nulos.

3.1

)

3.2 o 33 o
4.3 (a,) & convergente porque & monétona Pig. 135
e limitada,
=8 Pag. 137
2 4
" 5 - 1
3 - 63 -3
h.!l -3 ().‘) E
217
7. Ve Pag. 138
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Solucdes

8.1 0 1 T e e
8.2 2 Pag. 139
9.1 —oo 9.2 +e 9.3 —:_]:;5;74_1—
9.4 0 95 o
9.6 + oo 9.7 —oo
101 -0 10.2 + oo 10?:: Pé‘g_.-TtE
10.4 1 10.5 ¢ 10.6 1
10.7 o 10.8 + oo 2
.. -
11.1 1 e A
13 11.2 0 113 -1 Pag. 144
11.4 —oo 11.5 % 116 + 50
121 1 12.2 1
2
13.1 0 13.2 % Pag. 145
14.1 - oo 14.2 + o0 14.3 o Pig. 146
1 1
14.4 14.5 0 14.6 2
15.1 e 15.2 ¢ 15.3 Ve  Pag. 149
15.4 ¢! 155 L 15.6 V&
e
15,7 ¢ 15.8 ¢?
1. (C) 2. (A) 3. (D)  Pag. 150
4. (A) 5. (B)
6. (D) 7. (C)
1.1 3 Pag. 151
2:13 2.2 4 230 2.4 0
2.5 +o00 2.6 1 2.7 1 2.8 4

1
3.2 S"=n’_+3 (por exemplo)

R R
4.1 a) p,=(r+2)R; pz=(n+2)?; p;=(n+2)z

b) p,=(m+2)Rx2!-"
c) o
R? 2
4.2 a) 0, =M= G=N—0
b) a,=nR?x2'"*
C) 0. A drea tende para zero.

n
1.1 -12 1.2 -3
1.4 0 1.5 -3
2.10 2.2 Nao existe.

;4y=T

RZ
32

- 26

Pag. 153

Pig. 155

Pag. 156

3.13) im f)=0  b)
€) lim f) =0
3.2 a) ._Li.n_11_ gx)=0
c) .-l-i."ln g(x) ndo existe.
3.3 Por exemplo:

y
24

W

_ R,
—37(1:10 ]\i_;x

24

297

b) ,Eﬂ-f(;j -0 Pag. 157

i =-1
b) lim g(x)

5.19 5.2 -3 53 -n Pag. 160
5.4 0 55 15 5.6 64
243
~ Yo% 58 -10 59 V2
6.1 +co 6.2 —co Pég. 162
6.3 —oo 6.4 —oco 6.5 + o0
6.6 +co 6.7 —oc0
71 + oo 7.2 + oo Pag. 164
7.3 —oo 7.4 +o0
8.10 8.2 0 Pag. 165
8.3 0 8.4 0
9.1 Como os limites laterais sao diferentes, Pag. 166
ndo existe lim
—1x—-1
9.2 Como os limites laterais sio diferentes,
nao existe xll—l1-12x2—4 .
9.3 +o0
10.1 + oo 10.2 + o0 Pag. 167
103 - 10.4 + o0
11.1 0 11.2 0 Pag. 168
11.3 0 11.4 0
121 -1 12.2 -é 12.3 1 Pag. 169
13.1 0 13.2 0 13.3 0 Paq. 170
14.1 + o0 14,2 + oo 14.3 -~ o0
15.1 0 15.2 + oo Pag. 171
15.3 + o0

Scanned by CamScanner



298

Solucoes

1 .
16.1 3 16.2 -6 Pag. 172
563 <= 16.4 -1
3 2
7.1 +oo 17.2 -2 17.3 %
18.1 400 18.2 0 ' Pag. 173
18.3 - oo 18.4 + o 18.5 0
19.1 + o0 192 -1 Pig. 174
1 1 1
19.3 L o L 5L
: 19.4 19.5 2
20.1 1 20.2 1 Pag. 175
203 1 20.4 1
21.1 0 21.2 0
213 - 21.4 + o0
22.1 3 28,3 % Pig. 177
22.3 1 224 1
2
1. (D) 2. (M) 3. (D)  Pag.178
4 () 5. (A) 6. (C)
7. (©) 8. (D) 9. (A)
1.1 D=]-00, —1[UJ0, +oof 1.2 0 Pag. 179
2.1 p,=R 2.2a)-1 b) -
3.1a)1 b)1 ) +e0 d)o

3.2 a) ]-oo, —1[U]1, +00[ b) xE13,17; + o[
4.1 0 4.2 0 4.3 1

5.1 Q(0) = 2506 %%*° = 250

Significa que no inicio (instante t=0) o recipiente contém
250 gramas de sal .
250

5.2 0(10) = 250e %%*10 = 250¢ %% = P 151,63

Significa que no instante t = 10 minutos, ainda havia,
aproximadamente, 151,63 gramas de sal por dissolver,

5.3 Jim () = tim 250e%%t=0
— +00 —*+00

Significa que & medida que o tempo decorre e para um ins-
tante suficientemente grande a quantidade de sal por dis-
solver aproxima-se de zero gramas.

6.1 V(0) = 25 . Significa que no inicio 0 automével tinha uma
velocidade de 25 m/s .
100

6.2 A=—§—

6.3 lim (s = 3'""“’)= 5
t— o0
(onclusdo: A medida gue o tempo aumenta (indefinida-
mente) o movel tende a atingir a velocidade de 5m/s .

1.1 Atendendo a que: Pag. 183

lim £ =f(0)# lim (2
a fungao & continua a esquerda no ponto 0 e descontinua
a direita.

1.2 Atendendo a que:
lim g =g(-1)# lim_ g(x)
a fungdo é continua a direita no ponto — 1 e descontinua
4 esquerda.

1.3 Atendendo a que ndo existe Jhln]h {x) e como neste ponto
0s limites laterais sdo infinitos, entdo a fungao nao é conti-
nua nem a direita nem & esquerda no ponto 1.

1.4 Atendendo a que:
‘_li.njz. ix)=i(-2) ;&x-liTe' i(x)
a funcdo & continua & direita de — 2 e descontinua a
esquerda de - 2.

2.1 0,=[0, 4 Pag. 184
2.2 Em 0, 2 e 4 afungdo g & continua.
Em 1 & descontinua, mas continua a direita.
Em 3 é descontinua.
Pag. 185
=
3.2 A fungdo é continua nos sequintes intervalos:
oo, =2[5 )2, 2; J2, +oof.
4.1 Por exemplo: = —“—~———I_)gg_ﬁ .18_._1.
f: R—R 9: R—R
X\J"z"l X\ rx+1

4.2 Afuncao h & continua no seu dominio, isto é, em IR por

Ser @ composta de duas fungdes continuas em R (fungoes
polinomiais).

5. 6 i
J & continua por ser 5 composta de fungdes continuas.

6.1 Arecta da equagacl,
vertical de f,

Xx=0 éuma assimptota

Pag. 191
0 gra'lﬁco de f tem uma assimptota ndo-vertical (obliqua)
Que € a recta da equacio y =y,
6.2 A recta da equa
grafico de f,
A recta da equa
gréfico de f,

40 x=1 ¢ uma assimptota vertical 4

(30 y=x &uma assimptota nio-vertical do
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R R R R R R G R R e R R R

6.3 A recta da equagdo x =1 & uma assimptota vertical ao
grafico de f.
A recta da equagdo y=-x—1 & uma assimptota nao ver-

tical (obliqua) do grafico de f.

1 () 2. () Pag. 194
3. (D) 4, (B) 5. (D)
1. y=-4x+3 Pag. 195
2. limh(a)=-2 3. k=0
5.1 f écontinuaem R. 5.2 x==3
6.1 k=-10,12
6.2
201
5 L
@)
8 km Pag. 197
1. f &derivavel em IR\{3}. Pag. 202
s & derivavel em R\{0} .
h & derivavel em [R\{0} .
2.1 -2 o " pag. 204
2.2 f: R—R
Xu—z
34 500=0 3.2 () =0 Pag. 205
3.3 fi(x)=0
Z;‘ e . Pag. 206
N
s(x)=1-2x
N1
N oy s
@ Yz 3 *
g -11--
six)=-2_2
A)
4.4
.
2 p
BSEeSH G,
-2 —I(l) 1 2 *

2
51 -< 52— Pag. 208
i W
-1
53 — o
4\/; 4\/;
6.1 6x 6.2 15¢ + | Prég.7209
6.3 - 4x 6.4 —12x+2
6.5 - X +x+1 6.6 -4x’+3x’-6x+%
7.1 y' =323 7.2 y’=_1__+_1_
% 2Vx  6Vr
1 IVx
y S 7 TS S o _
V=E 7.4 y =3V
3 2 11
718 y=bt———+—= 7.6 y'=1-—-=
2 ¥ d e X
P - Y &
Bl Yy=-gmg=a
8.1 6x*—10x + 3 8.20 Pag. 211
= =1 =l mLr s
‘= 2y= 242
9.1y TP 9.2 y'=Gar gy Pag. 21
i o M E B E!
9.3 y =T 1) 9.4 y'= 1)
I+ 9° + X P+ox+mx+2
5y = 9.6 y=
9.5 y (1= ) y (1-£)z
2
101 y =10 (- 2+ 1)° Pag. 213
X -
10.2 y'=- 10.3 y'=——
% V-¥+3 V(-#+2)
, -4 ,_ X +b6x-27
104 y'==F%— 10.5 y'=—"57
' -3()(—1)z 10.7 ,=—X'-2
10.6 y'= (X—z)‘ 1y 2
3¢ (x + 2 )
o y.=__(x__£l‘
2V (Va+ 1)
11. 0,1
T T T o Pag 24
121 y=-3¢ 12,2 y=—e °
. oo 37 xIn3 Pag. 215
13- y e xz ‘
] l)xz’i*;
13.2 y:lﬂz -"ZX—‘XE
L ’ N -1 pag. 216
14.1 y=% 102 y=7 143Y°% ag
pag. 217

&
15.1 y' =@ 3 xIn3
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Solucoes

182 y'a—>L 15.3 ¢ =
y A YT )

16.1
16.2
16.3
16.4
16.5

y'==3cos(-3x+1)
¥ =15 sin* (3x) cos (3x)
¥y =6sin (x+ 1) cos (x + 1)

Pag. 218

y' =6(x+ 1) cos (x + 1)?

Yy =sin x’ + 32 cos x* + 6 cos (3x)

17.1 y'=—10xsin (56 - 7) 17.2 y'=sin (2x)
17.3 y'=9x* cos? (*) sin (x*) 17.4 y'=cos (2x)
17.5 y'=-6(x - 3) sin (x— 3)*+ 2 sin (x — 3) cos (x — 3)

18.1 v(t)=-98t+2 18.2 a(t)=-9,8 Pag. 219
18.3 v(3)=-27,4m/s; a(3)=-9,8 m/s?

1. (D) 2. (D) 3. (A) Pag. 220
4. (0) 5. (D) 6. (A)
(7)_1 _1,31 ps
1.1 f(T)"z. 1.2 y YT Pag. 221
3 =_3,,2
2:1 s 22 y= 3)r+ 3
31 y=x+1

3.2 Sim, pois toda a fungdo com derivada finita num ponto &
continua nesse ponto,

In (2)

8

Q(ty=Axe™®, t20
Q0)=Axe®%=4
Significado: inicialmente, isto &, para t=0, a quantidade
de qualquer substéncia radioactiva é iguala A.

3.3
4.1

4.2 y=0 & uma assimptota horizontal do grafico de Q.

Significado: com o decorrer do tempo a quantidade @ de
qualquer substéncia radioactiva tende a ser igual a zero,

4.3 Q(t)=—-ABe™, t>0
Q e @ sao directamente proporcionais se %{l for cons-
tante. ®
Q(t) Axe” 1

ait) —-ABe™ B

logo Q e Q' s3o directamente proporcionais.

A =200
4.5 . In (2)
5
1.1 Se f(x)=a, a €IR num intervalo £, Pag. 225

para todos os nimeros reais b e ¢ de £, se b<c entio
f(b) 2 f(c) e f(b) < flc) dado que f(b) =f(c)=a.

a) [a, b] b) [a. b) e [c, d]

c)[d. e d)[b, (]

1.2

. %] Pag. 226

2.1 f ¢ estritamente crescente em }— oo,

, +090|.

[

e estritamente decrescente em |-
2,2 f 6 estritamente crescenle em ]- oo, 0] e estritamente
decrescente em [0, +o°[.
2.3 f & estritamente crescente em ]- o2, 1] e estritamente
decrescente em [1, +oo[.

1 3
2.4 f é estritamente decrescente em ]0 p FJ e estritamente

1
crescente em [E' s 00[ -

Pag. 228

3.1 Maximo: 20; minimo: — % .

3.2 Maximo: nao tem; minimo: — 2.

3.3 Méaximo: %; minimo: nao tem.

3.4 Maximo: ﬁ; minimo: e.

4.1 A fungdo tem um dnico extremo relativo. Pag. 231
f(%) € o0 maximo da fungao e & igual a % :

4.2 Afungdo g tem dois extremos relativos.
g(-2)=32 & o maximo da fun¢io e g % =—42i77 éo

minimo da fungao.

4.3 Afungdo f tem um minimo para t=% e esse minimo &

Q-2

4.4 Afungio f tem dois extremos relativos.
f(0) & o minimo da fungdo e f(1) & o maximo.
Minimo: f(0) =0
-~ 1
Maximo: f(1) = P

4.5 A funcio tem um maximo relativo que é f(e).
Maximo: f(e) =%

5. 0 gréfico de f tem a concavidade virada Pag. 234

para baixo em ]-3, 0[ e a concavidade virada para cima
em J-oo, —3[ eem ]o, +00[ .

Os pontos (-3, f(- 3)) e (0,

( 0)) sao pontos de
inflexdo do grafico de f. 1o i

6.1 0 grifico de S tem a concavida
cima em ]o,
11, +eo].

de virada para’ Pdg. 235
1[ e a concavidade virada para baixo em

Oponto (0, £(1)) &um ponto de inflexdo do grifico de f-

6.2 0 segundo gréfico, pois — 1 & zero da fungdo e esta muda
de sinal neste ponto.

7. A funcio tem um mini

f(i)= . (%) Pag. 237

mo relativo igual a

2
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Solucodes

R S

8. (i) Dominio: D, = IR\{0}
(ii) Continuidade:
A funcdo f & continua no seu dominio, isto &, em IR\{0} .
(iii) Interseccdo com os eixos:
0 grafico de f nao intersecta o eixo Ox nem Oy .
(iv) Simetria:
A fungio f nio é par nem impar. 0 grifico de f ndo é
simétrico relativamente ao eixo Oy nem a origem.

Pag. 240

(v) Monotonia e extremos:

A funcio f é decrescente em J-o0, 0[ eem o, 1]
Crescenteem [1, + oof .

f(1) =e & um minimo relativo da fungio f.

e

(vi) Concavidades e pontos de inflexdo:

0 grafico de f tem a concavidade virada para baixo em
]- oo, O[ e virada para cima em 10, + oof.

N3o tem pontos de inflexdo.

(vii) Assimptotas:

A recta da equagio x =0 & uma assi
teral) do grifico de f.

A reta da equacio y=0 éumaa
grafico de f.

(viii) Contradominio:

Dy=]-eo, o[u [e. +oof.

mptota vertical (bila-

ssimptota horizontal do

(i) Dominio: D={xER: x> 0} =R*;
(i) Continuidade:

A funcio é continua no seu dominio.

(iii) Simetria:

Como o dominio & IR+

Pag. 242

., afuncio ndo & par nem impar.
(iv) Monotonia e extremos:

F(1)=1 & um minimo relativo da fungdo f.

(v) Concavidades e pontos de inflexig:

0 grafico de

f tem a concavidade virada para cima em
tod

0 0 seu dominio. Nao tem pontos de inflexdo.
(vi) Assimptotas:
A recta da €quagao x =

0 & uma assimptota vertical do
grafico de f,

0 grifico de f ndo tem assimptotas nao-verticais.
(vii) Contradominio:

o=, + oo

10.1 a)

—————— -

—_——

f tem um minime Para x=0 que

é Pég.“243
f(0) =1 e tem outro para x=3

1 &
- queé
3m) a1
{F)-e1-1.

Tem, também, dois méximos para x =% e x=2q

que sdo, respectivamente, f(%) =ee f(2n)=1,
|1
b) 0,—[e 5 e}

in
10.2 a) Extremos: tem minimos para x=-2n, x=-==e
St 1. V2 \2et
X=T:F' - n ! - 2
2e* :
. _ In _r _3n,
Tem maximos para x__T' x—4 e x >
4
n 4
Iz_.e‘:-\/-_ze__eo
2 2

‘I:)) (—'n:, -é); 0, 1) e (n, —ev.

y
S~ T /\ ~
“2n_3m——x 0 n [3n x
2 2 2

—_—

11. Devem ser dobrados 7 c¢m de cada lado
da folha para que a caleira tenha capacidade m3

Pig. 245
Xima.

12. 0 custo minimo dos materiais para construir
as embalagens cilindricas abtém-se para cil
2,68 cm de raio da base e 6,69 cm de altura.

—_—

Pag. 5:(;

indros com

13. Catetos: 10\/Ecm e hipotenusa: 20 cm
o trangulo,

; Pag. 247
quanto aos lados, classifica-se como isésceles.

14.1 £ no ponto de abciss

a 20 que é minima Pag. 248
a funcdo f. Como a distinciade 4 a1 g € 40m e
40 : 2=20, a distancia mi

nima de um ponto da linha

DC obtém-se no ponto em que a linha dista igualmente

15.1 Tal como a figu

Ta sugere, € no ponto de
abcissa zera que a altura do arco & maxima.

15.2 A distancia de AaaBaij

qual a soma dos valores absolu-
tos dos zeros da funcio f

. Ouseja, AB=2\/15 .

16. A anica solugao possivel seria 0 Jodo dirigir-se Pag. 250
ao ponto P, que dista 346 km do ponto F €, em
seguida, dirigir-se por terra para o ponto N,

17.1 A fungio &

minima para x=0 . a

=1.

A distancia minima da r
AB, éiguala 1.

0 0
Assim, f(0) =& ;e =

ampa ao solo, representada por

17.2 E:f(_z);-e_'l_;_e’_,

301
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Solucoes
e e G S B SR |

1. (B) 2. (M) 3. (A)  Pig. 252
4. (D) 5. (D) 6. (C)
1.1 Afungdo f é decrescente no intervalo Pag. 253

J-oo, 2] ecrescenteem [2, + oof.
A fungdo f tem um minimo relativo para x=2.

1.2 Como f"(x) ndo se anula, entdo a fungio f ndo tem qual-
quer ponto de inflexdo.

1.3 0 gréfico de f tem a concavidade virada para cima, uma
vez que f'(x)=3>0, VxER.
2. e« 0 =R\{1}
* Assimptotas verticais:
A recta da equagdec x =1 & uma assimptota vertical uni-
lateral.
* Assimptotas ndo-verticais:
A recta da equagdo y=e & uma assimptota horizontal,
¢ Extremos:
fi(x)<0, VxER\{1} , entio f & decrescente em
J-oo, 1[ eem ]J1, + oo e nio tem extremos.
* Pontos de inflexao:
A fungdo tem um ponto de inflexdo para x=0, sendo esse

o0 ponto de coordenadas (Q , %)

3. A caixa tem capacidade maxima quando a dimensio dos
cantos a cortar for igual a 4,53 cm .

4. Dimensdes dos terrenos:
Rectangular: % m de largura e % m de comprimento.

Quadrangular: %m de lado.

5. 0 volume maximo do cilindro é -B%gn cm?,

6. f(n)=30(200+ 10n) - (200 + 10n) x n =
f(n) ==10n% + 100n + 6000
A fungdo tem um maximo para n =5,
Assim, para que o lucro obtido pelo proprietario do restaurante
seja maximo, cada refeigio deverd custar:
(200 + 10 x 5) = 250 meticais.

1. F(x)=2Vx Pag. 257
2.1 - Tx+C 2.2 —-g-x+C Pig. 258
2.3 Vax+c 2.4 -%f+c

7 el
2.5 — —

10x‘+c 2.6 n +C

1
2.7 -:'—1+c z.a%\’/hc

1 X
2.9 —9,\"”: 2.10 F+?+C

Bt oig 1
2.11 5; 2x’+zx+('

2

X' ) 3,2 -——+C Pf\g. 260
3.1 ﬁ+ C _\/}
33__21"5_+c 3.4 e'+l—3:—+cosx+3x+f
\/; n3
2 -
4 X iiy-X 4 Pig. 261
2 4
4.2 }_,eh__eu+c 4.3 %e‘(cosx+ sinx) +C
2
. (A 2 (0 3. (B)  Pag. 262
4. (C) 5. (B) 6. (D)
7. (A) 8. (B)
1.1 %—x’+f 1.2 %mc Pag. 263
1.3 %xuc 1.4 %\/FH:
1 7
15 244 ¢ 16 - +C
1.7 %\/FN 1.8 3k +

5 2 4
1.9 2¢_ % b
9 4x‘ 3x3+3x+x+c

1.10 —cosx+C

1.11 sinx+C 112 In|x|+x+C
113 e'+¢ 114 < ¢

zx 2
115 —+c 1.16 3+ 10Vx+ ¢

1
117 Wjr-2-—24c 118 4o 1 _4
£ 2 \Jx

1.19 2\/2_\/;¢—2x+—\£2—x\/§+!.‘

e =
1.20 S+ 1.21 EZ—+29"+x+C

8" N x
1.22 ———aln2+C 1.23 2 +___2><3 +x+C
24 1 2ln 3 In3
&% sin (2 +¢ 1.25 —%cos () +¢C
1.26

1 .
"+E‘5‘“(2X—1)+C
1.28 21 |x|~ cos x4 ¢
1.30 x—%cos(ax)+c
2.1 e(x=1)+¢

#

2.3 1—6(4lnx-—1)+c

2.5 Si"X-chsx+(‘

2.7 nx?
2
2.9 e - 2¢ 4 )+

2:11 XInx-x4r

3.27 % x-%cos (3x+2)+(

1.29 —%cos (2x) + ¢

1

2.2 '2—0(x+3)" (4x=3)+C
x X

24 Z|py-X
3lr'.)r g+c

2.6 Xsinx+cosx+C
2.8 2Vx (Inx - 2)

2.10 3—r(‘_"_ 1 )
N3 (In3)

2.12 %‘(sinx-— cos x) +
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9.2 2) 2y _rz,— R (0, 90°)
b) 2, _rz,— R (0, -90°)

11.1 2=-2iVz=2i Pig. 275
11.2 z2=-5-iVz==54ij
1 1, 1

11.3 =E————i V7= H

z 7 21 z 4+2|
114 z=0Vz==4iV z=4i
11.5 z=0Vz=-3-2iVz=-3+2i
116 z=-2+iVvVz=2+i
11.7 z=0Vz=1-3ivVz=-1-3i
12.1 Madulo: |z,|-3 argumento argz,-.e Pag. 277

12.2

12.3

12.4

12.5
12.6

12.7

Médulo: |z,| =V27 + 22 =8 =2V2 ;

L
argumento: arg z, = ry

Médulo: |z;| =5; argumento: argz,=—

Modulo: |z,| =V(~3)?+V/32=Vo+3=2V3 ;

argumento: argz,=—

Médulo: |z5| =2 ; argumento: argz;=mn
Médulo: |z| = |-V2i|=V2 ;

argumento: arg z;=-—

Médulo: |z| = V12 + (-V3)'=V1+3=2;

argumento: arg z, = -

]

3

Pag. 265
Ndo. g ’
Pag. 268
1.1 lm (2) g
3
2
| 2,
-3-2-100 120 3 Re(2)
s
] -3 :
—4F---7,
1.23) Im(2) b)  Im)
3eag, 3e1g
21 | 21
11 L
0] 1 2'Re (2) 2-10] 1 2Re(2)
Y P -2
-31----2z, zl""'_'g,'
213)6-4i b) -3+4i Pag. 269
¢ 2-2i d) %+2i e) ———=i
2.2 (a+)+ (b+a)i
2.3 a) -3 +5i b) -1+i
31a)-1+2i b) 5+i Pag. 270
. 5.5,
C) 2 + 21 d) E+E'I
3.2 (ac- bd) + (od + be)i
4.1 13 4.2 2 4.3 -2
5.1 -5 12i 5.2 %»fi
5.3 2+2i 5.4 (a* - b%) + 2abi
6.1 -2 52-1-21 Pag. 271
6.3 -3_8; 3,
6.4 =
05 i 13 METR
6.5,-_1,1, ac+bd bc—ad
—_— 6‘6 ___-
272 Crd v
R e :
' 7.2 -2i Pag. 272
8. As raizes quadradas de —3+41—;;o_ o _I;;g: 57_3'
~1-2ie 1472,
9.1
Im (z)

13.1 2= 3cis0 13.2 zz-2cls( ) pag. 278
13.3 z;=4cis (%) 13.4 z,=4/2 cisT
13.5 zs-_~2.:is3—2It

5
14.1 143 14.2 éi__\f Pig. 279
15.2 a) -;—cis (0) b) cisn Pag. 280

15.3

15.4

€) 5cis (3%)

Por exemplo:

zy=2cs(n) e z,=2cis (- m)

. n
z,=4cis(%) e z,= Cis (—?)

a) 8cis0

0 wia(3)
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" Solucodes
R T e e

2} i : an (n )
16.1 a) cis n b) ns(_—;-) Pag. 282 19, finiai Pig. 286

1 .
C) =
) 25 " % \zl
17.1 2cis(£) 17.2 1 ¢ (—E) ag. | tee, f Rel2)
3 = dlsj{pens Pag. 283 b, 2,

V2 (17n) 5\/2

17.3 — = o Z

3 cis 1 17.4 CIS( -

17.5 4 zcis(3—") [

4 20.1 z,=-2; z,=1-V/3i Pdg. 287
T 02 =14 (V- 1)is = -2 =14 (VA )
18.1 a) \/E c1s( 12) 2 EIS( 1:) Pag. 285 " 4

20.3 z;xz=2cis (_n) z,xz:Zcis(—"-);
3n . 3 3
\ —+2k1t z3x 2 =2 cis (2m)
b) Vids =—— 4  k=0,1,2,3 Interpretagdo; O produto de cis (%) por cada nimero
B Fiedl— el (31: complexo correspondente a cada vértice do tridngulo
16 significa que se obtém uma rotagdo de centro (0, 0) e
. . T . "
Se k=1—» cis (1_13) angulo igual a oy de cada um dos vértices do triangulo .
16
. (197 A F
Se k=2 —cis (Tﬁ_) 1. (B) 2. (B) < S (7} Pag. 288
4. (D) 5. (0)
Se k=3—-cis(ﬂ)
16 6. (A) 7. HE)
3Tn+ 2kn : Y- ~
c)zds——5 ck=0,1,2,3,4 1.1 3+ 3§ 1.2 —}::—Ecis(f-) Pag. 289
w 6 4
Se k=0— 2cis %) 21P-1)=0 2.2 -1; 2+ie2-i
' 1 V3, 1. V3,
. (1 3.1 —=—-——"—i 3.2 - =+ —i
Se k=1—cis 10 2 2 2 2
Bl i =11\/'—2_11+2\/§i
Se k=2—2cis 1. 6 6
. 7
157 3 5. -3i, V7e-V1 6. z=lc15(—5)
Se k=3—2cis|—|=2 — 2
0 2 7. z,=1+ie z,=—6+6i.
191 R
Se k—4—02ns(m) 8. 53—\/51
18.2 a) S=[ci50, cisz—n, dsi’i 9, A imagem geométrica de z pertence a0 4.° quadrante
3 3 (eixos ndo incluidos), logo z serd da forma:
T
—rci . <0.
b)5={cisE,dsﬂ‘_'d$5_“‘dsZE] z=rcis @, com 2<9 0
? 4 4 ¢ 2 =7 ds (36)
T =
€)S= %ds(—%),%ds(%),%ds(%) E como —E<6<0,entao:
3n .. T
. {13n -=—-<30<0, ouseja, —~<30<2m.
V2 05(23“) V2 cis (3—21}) Va cis (—5—)] 2 2 .
£ Dai que se 2> =7 cis (36) , com ?< 39<2m, asua

d)S={-1,0, 1} imagem geométrica n3o pode pertencer ao 1.° quadrante,

mas pode pertencer aos 2.°, 3.° ou 4.° quadrantes.
2n 4T

e)s= [O 0, —, Cis —

10. y=0 ou Im(z)=0.
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: , R R EPARAC Manual de Preparagdo para o Ensino Superior

| PARA O ENBINOMBOI;ZE;:;: Esta obra fof concebida para os alunos de Malemética da 10+ 12+ classes

assgmindu parlicular importancia para 05 esludantes que se prepéramearJé

leallzgr 0 exame de Malemalica de admissdo ao ensino superior,

Esle livro contém resumas ledricos acompanhados de exemplos elucidativos

para a resolugdo dos exercicios e problemas que sao proposlos.

Para a concepgdo desla obra pesquisaram-se e analisaram-se enunciados

& gm
M atem atl ca de exames de varios anos e procurou-se, alravés deles, ir ao enconlro das

maiores dificuldades que os alunos sentem,

‘isrﬁa'el Cassamo.Nheze
[1ifs'do’Nascimento:Patlo
" (Heitonlanga
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Dicionario da Lingua Portuguesa

0 Dicionario da Lingua Portuguesa ¢ o diciondrio recomendado para
0s estudantes do ensino secundério mogambicano. Com mais de 55 000
definicdes de vocabuldrio actual e cerca de SOUQ .exemplos e f(asgs idi-
ométicas, é uma ferramenta de {rabalho e um auxiliar de estudo |nd|§pen-
sével. £, sem duvida, uma obra fundamental, editada pela Porlo Editora/ |

Plural Edilores, especialista em Diciondrios.
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