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OBJECTIVOS

& O aluno deve ser capaz de:

* ldentificar proposicoes.

* Atribuir o valor I6gico correcto a uma proposicao.

* Aplicar as propriedades de negacao, disjuncio e conjuncao.
* Demonstrar as propriedades através de tabelas de verdade,
* Interpretar as Leis de De Morgan.

* Aplicar as Leis de De Morgan na resolucéo de problemas.

« Distinguir a €Xpressao proposicional de Uma proposicao.

* Provar com as tabelas de verdade as propriedades den

vice-versa.

« Explicar os métodos de demonstracio de teoremas por indugao matematica.

* Aplicar os métodos de demonstracao de teoremas Porinducdo matematica a
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& CONTEUDOS

1. Introdugdo a Légica Matematica

1.1.Nogéo de logica.
1.2, Proposicoes,
1.3. Operagdes de negacio, conjuncao, disjuncao, impli-
cagao e equivaléncia:
1.3.1. Tabelas de verdade,
1.3.2, Propriedades da negacgao, conjuncio e disjun-
¢do,
1.3.3. Leis de De Morgan,
1.4. Expressoes proposicionais:
1.4.1. Operacées de Negacao, conjungio, disjuncao,
implicagdo e equivaléncia,
1.5. Quantificagéo e quantificadores:
1.5.1. Existencial e universal,
1.5.2, Método de indugao matematica,

Introdugao a Légica
Matematica

Pag. 6431
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Aristoteles sistematizou 0 estudo das condicoes qlfe permiFem afirmar que um d ete"niinado = A |

nio € correcto e definiu a logica como a conht.zcer'nos hoje, COHS'tltuindo-a COMO Uma ciencig AUt Cl_oqé
A sua logica tinha essencialmente um' objegtlvo metodoléglco: mostrar 0 caminhg Correctq Parag .

quisa, o conhecimento e a demonstragio cientifica, Pes.
Foi na Idade Média (Sécs. XIII a XV) que for

les. Ela tornou-se mais sistematica e mais progr

tinha por competéncia validar os actos da razag humana na Procura da Verdade,

mento dedutivo. Procurava-se encontrar 3 explicaco para todog og fen6menos

Jano século XVI, os métodos dedutivos preconizados pela 16gica de Arist
tionados e a ser postos em causa. A ideig de partir do Unjy
pendo assim com estudos seculares da logica dedutiy

AR

am realizados grandes Progressos na légica g, Arig
essiva. Tida compg 5 «ciéncia» de todas g ¢ '

iéncias’ eh
através de y
particulares,

€s comecam g g Ques, |
I, deixa de eXIstir, rop, |

™ Pengg
otel
ersal para o particuly
a. As regras do
cientifica, conduzida da melhor
indutiva, do particular para o geral

O filosofo Gottfried Wilhelm Leibniy (1646-1716
na historia da logica, foi quem procurou aplicar 3 logic
lo algébrico da sua época. Neste projecto de Leibniz,
susceptivel de ser efectuado POr uma méquina organiz
esta a ideia inspiradora nag g4 Para o desenvolyimen;
bém para a criaco de maquinas inteligentes,

No século XIX, século de

), figura de destaque
a, 0 modelo de c4lcy-
0 Taciocinio torna-se
ada para o efeito. Foj
0 da légica mas tam-

Algebra Booleana torna-se uma base para:

a infinidade de raciocinios vélidos e uma infinidade de raciocinios
nao validos.
ii) A teoria de conjuntos.

iii) O desenho dos circuitos nos computadores electrénicos modernos.

Jéd no fim do sec. XIX, sdo criados os si

Stemas para os célculos, propo-
sicional e de predicados. Frenge (1848-1925

), 0 primeiro a apresentar o c4l-

S} e g !
: Giuseppe Peano (1858-1932)
Por ultimo, ao longo do séc. XX, assistiu-se a uma diversificacao dos

estudos da Logica Matemdtica e a mesma atinge um elevado grau de formalizacio, passando a possuir um
sistema completo de simbolos e Tegras para a obtencio de concluspes vilidas.
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Introducéo a Légica Matematica
w

Nocao de logica

A logica é uma ciéncia de indole matematica, fortemente ligada 2 filoso-
fia. Ela cuida das regras do bem pensar, ou do pensar corrente, sendo, por-
tanto, instrumento do pensar. A sua aprendizagem nao é um fim em si, pois (1'7
ela s6 tem sentido enquanto meio de garantir que O nosso pensamente pro- - L ,
ceda correctamente a fim de chegar a conhecimentos verdadeiros. Ela cons- Considere as seguintes ex-
tituiu um meio auxiliar dos estudantes no raciocinio, na compreensao de Pressoes:

= conceitos bésicos, na verificagao formal de programas e preparacdo para Lua,
melhor compreensio de contetidos mais avancados. Estudemos pois alguns 4 + e,
conceitos de l6gica matematica.

Maputo,

Termos e proposicoes o B

Em qualquer lingua, os nomes e frases constituem os dois tipos prin- =
cipais de expressoes, que podem ou ndo ter significado. Evidentemente, v/g.
interessam-nos expressdes com significado.

Quais de entre elas represen-
As expressdes com significado podem ser:

tam termos matematicos?
e Termos, nomes ou designacoes.
* Frases ou proposicaes.

Os termos ou designacdes sdo expressoes que nomeiam ou designam
coisas, pessoas, numeros, etc. Quando diferentes termos designam o
mesmo objecto, como, por exemplo, 7 — 3 e 4 os termos dizem-se equiva-
lentes.

Para se exprimir que duas designac¢des sao iguais ou referem-se ao
mesmo objecto, usa-se o sinal = entre elas. J

Para se exprimir que duas designacdes ndo se referem ao mesmo
objecto usa-se o sinal # entre elas.

| = . N 2
1. Séo termos matemdticos, as expressoes: 5; 5 + 1; \/3_; e; 7; 3,2; 47 etc.

Das expressoes que se se-

- 2. Duas designagdes iguais: 7 — 3 = 4 (le-se 7 — 3 ¢ igual a 4). guem indique as que sio equi-
| 3. Duas designagdes diferentes: 7 — 3 # 3 — 7 (le-se: 7 — 3 ¢ diferente | Rl
| de3-17). A 435
~ L , : {
- 4. 540 proposi¢des ou frases em Matematica, as expressoes; B. — il
| i . | -
| * «O numero sete ¢ maior que o niimero cinco mas menor que o nime- | C. ;2 + 3
ro nove» simbolicamente 5 < 7 < 9, : : .
.~ - - 3 . » | D. == +
* «O triangulo ¢ igual 2 circunferéncia» simbolicamente A = O, 27
I
i erm— | B 4 \T

Chama-se proposicio a toda a expressao a respeito da qual faz sentido F.V9 + 7
dizer que é verdadeira ou falsa.

As proposic¢oes exprimem juizos que formamos relativamente aos
objectos ou afirmam factos, isto é, transmitem pensamentos

4

Digitalizada com CamScanner



UNIDADE 1

Distincdo entre o designado e a designagadjf

. . ]
p— Em geral, quando se pretende designar uma expressio el ¢ escrintl
L3 l entre aspas, para evitar ambiguidades. Quando, por exemplo, escrevemq
Dé exemplo de uma designacao « «6» ¢ um algarismo drabe.
¢ do correspondente designado. « 6 é um NAMero par. ]
No primeiro caso referimo-nos a um simbolo (designacdo) e no segung, |
caso ao niimero designado por esse simbolo o qual também pode ser desig.
nado pelo simbolo: «4 + 2» oua palavra «seis».
Contudo, nio havendo qualquer perigo de confusio, as aspas poden, -
ser omitidas.
o A 9
Valor 16gico das proposi¢oes
Como foi definido, as proposicdes dizem-se verdadeiras ou falsas. %
Exemplos ‘
' Dizemos que sao verdadeiras, por exemplo, as proposicdes: w
- 1. «Quatro mais trés ¢ igual a sete».
I 4
0 2.42<5< 15».
- 3. «Quinze ndo é um numero primo».
Em geral indica-se que uma proposicdo é verdadeira com a ajuda da
— letra V ou do numero um (1) e que é falsa com a ajuda da letra F ou do
W | numero zero (0). Nestes casos, as letras V e F e os numeros 1 e 0, desig-

nam-se por valores logicos.

Considere as seguintes. ex- ] : ) L . i
H4, no entanto, expressoes a respeito das quais néo é possivel dizermos

pressaes:

: ; o i N . X -
i. «O numero 4 ¢ divisor do se sdo verdadeiras ou falsas, como, por exemplo, $5 = 7»; esta expressio

numero X». ) . ]
para algum valor de x é verdadeira, mas para outros € falsa.

ii. «x > 15» «15 é um numero pequeno»; esta expressao suscita algumas duvidas.

iii. «(x — 5)* < 15» Algumas pessoas podem considera-la verdadeira e outras falsa.

Ora a Matematica que aspira a um rigor de linguagem de modo a que
se evitem tais expressdes duvidosas, imprecisas ou incompletas, adopta em

Determine o seu valor l6gico  particular para a Logica Matematica dois principios ou Axiomas:
para os valores de x:

iv. «x € um numero primo»

a)x =7 Principio da nao contradico — uma proposicao nao pode ser simulta-
b)x =15 neamente verdadeira e falsa.
Principio do terceiro excluido — uma proposicdo ou é verdadeira ou é !

c)x =19 . ; : 5 o
falsa, isto ¢, nio existe terceira possibilidade.

Os principios da nao contradicio e do terceiro excluido afirmam que
toda a proposi¢ao tem um e somente um dos valores logicos V ou F.

.J
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. Introdug@o & Légica, Matematica
Representamos os resultados que obtemos das proposigdes através de
tabelas designadas por tabelas de verdade.

Tabela 1
(R T L 2 | I )
 Nfdaproposicio | Valor logico
(1) v
(2) \
(3) F
(4) \%
o (5) F ]

A tabela 1 representa os valores 10gicos de cinco proposicdes designa-
pelos numeros 1, 2,3, 4 e 5. Podemos, no entanto, reescrever esta
mesma tabela colocando os nimeros 1 ou 0 no lugar das letras V e F res-
pectivamente, conforme a tabela 2.

das

Tabela 2
[ Nedaproposicao | ValorIogico )
(1) _ 1
(2) 1
3) 0
4) 1
. e (5) 0 )
Nota:

Nas tabelas 1 e 2 os ntimeros das proposicées surgem entre paréntesis
curvos como forma de evitar que se confundam com os valores 1ogicos 1 e 0.

Como acima mencionamos, hd expressdes nas quais substituindo a
letra por um numero a expressao torna-se verdadeira ou falsa. Sao expres-
sdes do tipo:

j a) «o numero trés é divisor do nimero x».

| b) «x é um nimero impar».

Se substituirmos a letra x pelo numero 15 nas expressoes, obtemos
proposicoes verdadeiras, mas se substituirmos pelo nimero 30 a proposicio —~
a) torna-se verdadeira e a proposicio b) torna-se falsa.
As expressoes deste tipo designam-se por expressdes proposicionais,
condigbes (ou proposicoes).
Chama-se condicao ou expressio proposicional a toda a eXpressao
com varidveis que se pode transformar numa proposicio, quando sio subs-
tituidas as varidveis por valores, nos respectivos dominios.
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UNIDADE 1

Operacdes logicas sobre proposicoes

Muitas vezes, a0 pensarmos, efectuamos certas operaQ(?es sobre' pr'op(?-
sicdes, designadas por operacdes logicas. Estudemos, pois, as principais
operacoes logicas:

Negacao de proposicoes

A negacio € a operagdo l6gica mais simples que consiste em conlvertef
[5 | uma dada proposi¢io numa outra que é verdadeira se a primeira é falsa e €
- N falsa se a primeira ¢ verdadeira.
a) Formule a negacao das pro-
posi¢oes seguintes:

p: 325 € um ntimero par Simbolicamente a negacao €é indicada antepondo o simbolo «~» que se

pode ler ndo é verdade que.
q:O numero 21 é um !

numero positivo. o )
r- O nimero V3 ¢ um . Assim a negagio de «quatro mais trés é igual a nove» ESCI'(’:VE-’SE-
mero racional «~ quatro mais trés ¢ igual a nove», que se pode ler «ndo é verdade
_ que quatro mais trés é igual a nove».

b) Indique se as BIORRSIEOES Do mesmo modo, a nega¢ao da proposicio «(7 >3 + 5)» (Falsa) é a
Fa ] & o0U SHas megactes proposicao «~(7 >3 + 5)» (Verdadeira) que se pode ler «ndo é verdade
so verdadeiras. que 7 ¢ maior que 3 + 5» ou simplesmente «7 nio é maior que 2 + 5» ou

ainda «7 é menor que 2 + 5».

A negacio pode ser ilustrada com a ajuda da tabela de verdade:

—

, ' Tabela 3
| g 3 o oy : .
Valor logico da proposicio P | Valor logico da proposicao ~ ﬂ
\Y F
| 3 b J
|
. @ = -
| = - Conjuncdo de proposicoes
| Dadas as proposicoes:
f A2+ 7=9A\25 =2 Ao estudarmos alguns objectos matematicas constatamos que o
. BT s S zr;ees;nmpcioc.)b_]ecto pode ter simultaneamente propriedades diferentes. Por
C.VI5#4a7<3,17 O't,* lo [ABC)
«O triangulo tem os angul iguai AB e BC
D.5<laVo9 =3 - —_— g angulos A e C iguais e os lados AB e BC

E.17>||Am=4

€ as proposigdes «o triangulo [ABC] tem
_ 0s angulos A e C iguai 1 BC
Determine os seus valores & ¢ SUASN & 40 [

3 ; 0s AB e BC i
logicos sao verdadeiras. C iguais»
' Se uma das proposicses referidas f 5
or falsa, entj .
serd falsa. 120 a proposicio dada

Vejamos «2 + 3 =5¢ > 4n. A
a Proposicao > 4 ¢ falsg. Entio, a pr

Designemos as pro
€ q respectivamente e g
A lé-se «e».

Proposicio 2 + 3
Oposicao 2 + 3 =
POsi¢Oes que intervem na
€Xpressao considerada por

=5 ¢ verdadeira, mas
S5em>4¢falsa,

Proposicio dada por p
P A q, onde o simbolo
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m

Conlorme mencionado a proposigao p A ¢ ¢ falsa se uma das duas pro-
posicoes (p ¢ ) for falsa.

A operacdo que a cada par de proposigdes p ¢ g faz corresponder tma ter-
ceira proposi¢io que ¢ verdadeira se ¢ somente se os valores logicos de p
¢ de q forem iguais a «Verdadeira», chama-se conjuncio de proposicoes.

Os valores logicos da conjuncao podem (7 '

) . p q LA48
ser definidos através de uma tabela conforme -
ilustra a tabela 4. Y b A4

A% F F
Tabela 4 F Y F
@RE F 1y

Disjuncao de proposicoes
Consideremos duas proposicées:

«O numero 5 € impar ou ¢é primo ou ambas as coisas».
q: «dois ao cubo ¢ igual a oito ou é igual a dez, mas nao as duas coisas».

Na primeira proposicio indica-se que uma, pelo menos, das proposicoes /\
«0 numero 5 € impar», e «0 numero 5 é primo», é verdadeira, podendo | 7
ambas ser. Contudo, no segundo caso, precisar-se que apenas uma s6 das
proposi¢oes «dois ao cubo € igual a oito», e «dois ao cubo ¢ igual a dez» €é
verdadeira.

Quando a duas proposicdes se indica que, pelo menos, uma delas é
verdadeira, forma-se uma nova proposicao, que se designa por disjuncao P » PV Q) =p
inclusiva. ' bpvipag <p

Deste modo, a primeira proposi¢ao do exemplo anterior ¢ a disjungao
inclusiva das proposicdes «o niimero 5 é impar», e «o nimero 5 € primon».

Designemos as proposi¢oes que intervém na primeira proposi¢do por
p e por q respectivamente e a expressdo considerada por p v ¢, onde o
simbolo v 1é-se «ou».

A disjuncio inclusiva, conforme se pode entender, é uma operagdo que
s6 ¢ falsa se e somente se sdo falsas as proposi¢oes nela intervenientes (p e q).

Mostre pela tabela de verdade
que dadas duas proposicoes p

eq:

apvqge (pvapaq

A operacao que a cada par de proposicoes faz corresponder uma outra
que so é falsa se as proposi¢oes p e q forem falsas chama-se disjunciao

inclusiva, )
y Osdvalores logicos ldi:lsta opcra:;ﬁlo ]Lam- [ q paq ) \
ém podem ser representados numa tabela,
P P vV \ Vv 8 \
Tabela 5 : I —
\ i { 2 Determine jllSliﬁ(‘zll](.l()_ 0
£ v i valor logico da proposigao.
ik F 4

Quando, respectivamente a duas proposi¢oes consideradas se indica
que uma, e s6 uma das proposigdes consideradas ¢ verdadeira, forma-se

» e — ‘f
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Determine, usando a tabela
da verdade, as seguintes pro-
priedades:

Aavbvoe@vb ve
bav (bac) <

< @vb)a@avo

uma nova proposicdo que é denominada disjuncao GX_d.HSiV_ﬂ- Assim., a
segunda proposicao do exemplo acima considerado ¢ a disjuncao e‘x.cluswa
das proposicdes «dois ao cubo ¢ igual a oito», e ‘«dms ao cubo ¢ igual a
dez». Para este tipo de disjungio usa-se o simbolo v, e [é-se «ou».

A disjuncéo exclusiva tem os seus valores, conforme se apresenta na

tabela que se segue.

Tabela 6
ErasEm 0 )
v v v
v F v
F v v
F F Fas

Propriedades da conjuncéo e da disjuncéo
Sejam a, b e ¢ trés proposicoes quaisquer.

L. Propriedades da conjunciao

¢ Comutativa

anb<baa

* Associativa

arnbac)<e (@anb)ace av(bve)s (avb)ve

* O elemento V ¢ tal que:

aAV=aparatodooa(VouF)

* O clemento F ¢ tal que:

aAF =F paratodoo g

2. Propriedades da disjuncio

* Comutativa

avVbebvg

* Associativa

avbve)e (avh)y
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_— e
* O elemento F € tal que: '

avF=aparatodooa

* O elemento F é tal que:

avV =YV, paratodooa

[

3. Propriedades mistas

* Distributiva da conjun¢ao em relacao a disjuncao

aNn(bvec)e=(@ab)v(anac)
e Distributiva da disjuncao em relacao a conjuncio
avbac<=avb)alavo)

A demonstracdo destas propriedades pode reduzir-se a uma simples
verificacdo pelo uso de tabelas da verdade da conjuncio e da disjuncio
tendo em conta todas as substituicdes possiveis das letras a, b e ¢ por valo-

res logicos.
A titulo de exemplo, verifiquemos a propriedade comutativa da con-

juncio através de uma tabela da verdade.

Tabela 7

T

T T <] >
| <] >

Ti<|m|<| =

T | < | <)

< S

Como pudemos verificar, os valores logicos de a A b e de b A a sdo
iguais, verificando-se a propriedade comutativa da conjuncao.

Propriedades da negacdo e suas relagoes <
com a conjuncgao e a disjuncao

A mais simples das propriedades da negacdo € a propriedade da dupla

negacao:
~ ~ p = p, qualquer que seja a proposi¢ao p / =

Isto significa que a dupla negacdo € equivalente a afirmacao.
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A megagdo pode ser definida através da seguinte propriedade g, cop.
juncéo e da disjungao:

Comprove a propriedade da § quebax=Fe bvx= Fronde_x é ez;actfn;rie\? c;r;t:::lig c()i; b, isto ¢
dupla negacio, aplicando-a 2 = x = ~ b. Teremos pois: ba~b=Febyv p :
proposicio p: «5 nao ¢ divisor

do nimero 29».

E‘F Para todo o valor légico b existe sempre um valor 16gico x, e um s ta] .

Estas formulas traduzem, quando aplicadas a proposicoes, os ‘_1015 prin-
cipios da l6gica matematica, anteriormente Vistos, sob nova forma, isto ¢:

L}l | Principio da nio contradicao — afirmar que uma proposicao ¢ verdadeira

| Deduza, através das tabelas da e falsa a0 mesmo tempo é sempre falso.

verdade, as duas seguintes Principio do terceiro excluido — afirmar que uma proposicao ou € verda-
propriedades:

) deira ou € falsa é sempre verdadeiro.
{
A~ pAad=~pv~gq

\ b)~(aab)=~aab~b Por fim, através das tabelas da verdade podem ser deduzidas as seguin-

tes propriedades:

~pAQ=~pv~qe~(pVP=~pr~q
Estas duas propriedades exprimem as seguintes leis do pensamento,

designadas por primeiras Leis de De Morgan:

1. Negar que duas dadas proposicdes sao a0 mesmo tempo verdadeiras
equivale a afirmar que uma, pelo menos, é falsa.

2. Negar que uma, pelo menos, de duas proposicoes é verdadeira equi-
vale a afirmar que ambas sio falsas.

Exemplo

- A negacio de:

- «5 € divisor de 20 e é impar» equivale a afirmar que «3 nao ¢é divisor de
20 ou néo é impar»

;
|
|

«11 € primo ou par» equivale a afirmar que «11 ndo é primo e nio ¢ par». |
|

Estas propriedades podem ainda ser expressas afirmando que a nega-

¢ao transforma a conjuncio em disjuncio e a disjuncio em conjungao.
Deste modo as primeiras leis de De Morgan mostram a possibilidade de
definir a disjuncio a partir da co

: njuncio e da negacio ou a conjuncao 2
partir da disjuncio e da negacio:

P’\q=~PV~qequ=~(~p,\~q)
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CondicOes universais e condicoes
impossiveis
Consider no conjunto R, as seguintes condicoes:

px):ix+2>xe q(x):x+2+x

A condicdo p(x) dd sempre origem a uma proposi¢io verdadeira, qual-
quer que seja o nimero real x. A condicao q(x) da sempre origem a uma pro-
posicao falsa, qualquer que seja o numero real x. Diz-se entio que p(x)
exprime uma condi¢do universal e que g(x) exprime uma condicio impossi-
vel. Porém, o contrario de uma condigo impossivel ¢ uma condicao possivel
e ndo uma condi¢ao universal. Por exemplo, em R, a condi¢do 2x* — 1 =0 ¢

Vi 2 i
2 2

possivel, visto ser verificada pelos nimeros . mas nao é uni- -~ .
Considere as seguintes condi-

versal. No entanto em N a mesma condigio 2x* — 1 = 0 ¢ impossivel. coes em R:

px): «4x + 7 = O»

& . S v : AT 3 B % 7] R =
Assim, a negacao de uma condicdo universal é uma condicio impossivel  q(x): «x* + 3x + 1= 0»
e a negacao de uma condi¢io impossivel é uma condigao possivel. r(): «(x + 3)2 > 32 + 2x»

Classifique-as.

Operacgoes logicas sobre condi¢cGes

Como jd sabemos as expressdes proposicionais p(x) transformam-se
em proposicoes quando substituimos x por um valor concreto em p(x).
Deste modo, torna-se possivel definirmos as operagdes logicas sobre condi-
¢oes de forma idéntica a definida para proposicaes.

Negacao de condicdes

Chama-se negagao de uma expressio proposicional operacdo logica
que a uma expressao p(x) faz corresponder uma outra expressio desig-
nada ~ p(x) que se verifica para todos os valores x que ndo verificam p(x).

| Negue as condicoes indicadas
1 pGd:x+3>5 no exercicio 12 e classifica-as.

Esta condicao ¢ verdadeira para todos os valores de x maiores que 2 e
€ uma condicao falsa para todos os valores de x, tais que x € menor ou igual
a 2. Deste modo ~ p(x) serd uma proposicio verdadeira quando se toma-

rem valores tais que x é menor ou igual a 2 e serd uma proposicio falsa
quando x tomar valores tais que ¢ maior que 2.
Entao,

~x+3>5)=x+3=<5

(7.
J
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e por outro lado,

x+3=5=~(x+3>5).
Quando isto acontece diz-se que as condicdes sao equivalentes e escreve-se:
~x+3>5)=>x+3=<5

(le-se, nao ¢ verdade que x + 3 > 5 ¢ formalmente equivalente a x + 3 =<5).

LEmR: ~ (x=y) & x=<y,istoé ~ (x>y) ©®x=y Vvx<yepor
“outro lado:

~x=y)ex>yvx<y

2. Em qualquer universo: ~ (x = y) < x # y

Conjuncao de expressdes proposicionais

Chama-se conjuncio de duas expressoes proposicionais a operacdo
légica que a cada par de condigées p(x) e q(x) faz corresponder uma nova
condicao que é designada p(x) a q(x) e que é somente verificada pelos valo-

(141 res de x que verificam a0 mesmo tempo as expressdes p(x) e q(x).

i s Consideremos duas condicoes:
Indique uma condicao formal-

mente equivalente as condi- . ,
¢oes seguintes: px):x*+1>5 e Qi) == 45

a) «Em N: x ¢ multiplo de
21»,

A condjcio p(x) ¢ verdadeira quando |x| > 2 ea condicio p(x) é ver-

: dadeira quando |x| > 1. Assim, as duas condicdes sio simultaneamente
b) «kEmR: 2x < y», . 5
- verdadeiras quando | x| > 2.

Do mesmo modo, a condicio x> 2 A x<5¢éa conjun¢ao das condi-

¢oes x > 2 e x < 5. Assim atribuindo a x os valores 6, 4, 3, 2, —1, teremos

¢) No universo dos triangulos
«x € equivalente».

sucessivamente.
Tabela 8

(i x>2 | x<5 | x>24x<5)
6 v F F
4 A% A% Vv
3 VvV \% AY
2 F \Y% F

\e. =il F Vv F D

E de se notar que a condigio x> 2 A x < 5, costuma escrever-se 2 < x < 5.

De um modo geral, se a e b sdo nimeros reais quaisquer, tem-

se por defi-
. nicdo:a<x<b<x>aax<bh.
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v

| 1. No universo das figuras geometricas, x é um rectangulo A x é um |
losango < x ¢ um quadrado. : ,

|
'2EmlR2x—3y=11/\2x—-y=5®x=1/\y=_3

| 2x—y=5 y=-3

- O que também se pode escrever: J 2¥ ~ 3y = 11 @{x =1
- 3. EmIN: 6 ¢ divisivel por y A 4 ¢ divisivel por x < 24 ¢ divisivel porx. |

Da definicdo da conjuncio de duas expressoes proposicionais segue

que esta operacao tem como propriedades a comutatividade e a associativi-
dade, isto €,

p() A q(x) < q(x) A p(x) — Comutativa
p(¥) A [qG) A 1G] < [p(x) A qG0)] A r(x) — Associativa

Agora usando a conjuncio classifiquemos mais um tipo de expressoes
proposicionais.

Diz-se que duas condicges p(x) e q(x) sao incompativeis num determina-
do universo se para todos os valores x deste Universo a condicao p(x) A

q(x) € sempre uma condicio impossivel. Caso contrario as condigoes
dizem-se compativeis.

Disjuncédo de expressdes proposicionais

Chama-se disjuncdo de duas expressoes proposicionais a operacio
logica que a cada par de condi¢oes p(x) e q() faz corresponder uma nova
condicdo que € designada p(x) v q(x) e que é verificada por todo o valor x
que verifique uma, pelo menos, das condicoes dadas.

Consideremos duas expressdes proposicionais:

p(x):x>2 qx):x < =2

Ligando estas duas condicoes pelo simbolo «v» obtemos uma nova
condi¢do: x > 2 v x < —2 que ¢ verificada por todo o valor x que verifique
uma, pelo menos, das condicoes dadas.

Representamos as condi¢des acima referidas numa tabela de verdade,
substituindo x pelos seguintes valores: —4, -3,0,3.

Tabela 9
s
5% sk =) x>2 x<—2vx>ﬂ
—4 Y E \Y
=3 A% F v
0 F F F
. 3 F A% vV )

15

Dé exemplo de duas condi-

coes incompaltiveis.
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Indique os valores logicos das
seguintes implicacdes:
a) EmIN:

«x € multiplo de 10 = x ¢
multiplo de 5».

b) No universo das figuras

i ILLEmR:x=1vx=—-2<ex+x—2=0
|

lxsyex=yvx<y

i

i “ —

Implicacao formal para condi¢coes

Sejam p(x) e q(x) duas condigées. Diz-se que p(x) implica formalmente
ou implica necessariamente q(x), quando as varidveis que verificam p(x)
verificam igualmente q(x).

A condi¢do p(x) ¢ designada por antecedente e a condicdo q(x) por
consequente.,

Quando temos a implicacao formal p(x) = q(x), diz-se que q(x) é con-
dicao necessaria para p(x). Se o valor x que verifica p(x) nio verifica q(x)
entao o valor logico da implicacéo formal ¢ falso. Consideremos agora o
inverso. Quando p(x) = q(x) tem um valor 16gico verdadeiro, para verificar

q(x) € suficiente verificar p(x). Por isso, p(x) diz-se condicdo suficiente
para q(x).

1 4 ‘Exercicios resolvidos

X—4=0=x2-5x+4=0

Resolucao

geométricas «k é um rectan-

culo = k é um quadrado». |

AOEMR: x>7=x>3».

A expressio x

2 = 5x + 4 tem por raizes reais os ntimeros 1 e 4. Por- |
tanto, x*

—3xt 4 =(x— 1){x— 4). Deste modo v

erificamos que x |
—4=0=xI-5x+4=0 |

|

No caso em que tem lugar a implicacao p(x) = g(x) e a sua reciproca
q(x) = p(x) as condic¢oes p(x) e q(x) dizem-se formalmente equivalentes e
tem-se p(x) < q(x).

A condicdo p(x) diz-se condicao necess

: . aria ¢ suficiente para g(x) ou
p(x) é uma condicio verdadeira Se e somente

se a condigdo p(x) ¢ verdadeira.

1.3 édivisor de x <> x = 3y

| 2. No universo dos triangulos: x ¢ equildtero <> x tem todos os lados |
 iguais.

3. No universo dos seres humanos: x ¢ filho de y < y ¢ pai ou mae de x

Quantificacédo

Para além das operacges logicas estudadas, existem ainda duas de
grande importancia que sio aplicadas unicamente a condicoes. Estudemo-las
de seguida.
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Quantificacdo universal
Muitas vezes em matemdtica sdo usadas expressoes do tipo:

« Qualquer que seja o niimero real x, (x — 1)2 > x — 2x.
« Qualquer que seja 0 numero x, 2x > x.

A primeira condicado é sempre verdadeira, portanto, é condicio universal
¢ a segunda € sempre verda@elra parax € N, mas pode ser falsa parax ER.

No simbolismo da légica matemdtica para indicar que uma condigao é
universal, coloca-se antes da condic¢ao o simbolo «V» (le-se «qualquer que
seja»). Entdo, para as expresses consideradas tem-se:

eVxER, (x — 1)2>x? — 2x
.' VXEN:ZX>X

Desta forma, dada uma condicio numa varigvel o simholo «V» repre-
senta uma operagdo logica que transforma a condicio numa proposicao
verdadeira ou falsa. Esta operacio é designada por quantificacao universal
e o simbolo «V» Quantificador Universal.

De modo andlogo, quando se tem uma condi¢do com mais de uma variavel

e se quer afirmar que € uma condicio universal usa-se o mesmo simbolo, «V».
Assim,

V a,b: (a+ b)*> a? + b?* que é verdadeira em N e pode ser falsa em R.

Quantificacdo existencial

A quantificacao existencial é uma operacio lgica muito ligada & quanti-
ficacdo universal. Desta operacio sabe-se que para que ela seja falsa basta que
exista pelo menos um niimero real x tal que transforma a condicio p(x) numa
proposicao falsa. Isto é o mesmo que afirmar que a condigio ¢ possivel. Para
representar uma condicdo possivel numa variavel, escreve-se antes da condi-
¢ao o simbolo «3» seguido da varidvel e de uma virgula, ou de dois pontos.

Vejamos as expressoes:

* Existe pelo menos um numero real x, tal que x* + 3 = 0.
* Existe pelo menos um numero real a, tal que a > g2,

A primeira expressao ¢ falsa dado que para todo o nimero real x. Fsta
condicao é impossivel.

A segunda expressio é verdadeira em R, pois existem ntimeros maio-
res que o seu quadrado. A condi¢io é possivel.

Usando o simbolismo da légica matematica, tem-se pelas expressoes
acima referidas

IxER:x*+3=0
JaER: aqa> q?

Deste modo, considerada uma condigao numa varidgvel, o simbolo «3»
representa uma operacao logica que transforma uma condi¢do numa
Proposicio que pode ser verdadeira ou falsa, conforme 2 condicao é possi-
vel ou impossivel. Esta operacao toma a designacdo de quantificacao exis-
tencial e o simbolo «3» Quantificador Existencial.

m

17
| ]

-

Indique o valor légico das pro-
posicoes dadas sobre o con-
junto R:

a)Vx, (x+ 1)2=x2+2x + 1
) 2 =P =
=x+y)x+y)
AVx,(x—y)P=
=x3-3x2y +
+ 3xy? — 3P

18

Determine o valor 1égico das
seguintes condicdes em R,

a) Yx: |x‘ =X
b) Ix: x2 = x
C)3x:.\’+i>,\’
4
DIcx+1=x
e l\l =0
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Negue as condicoes do exerci-
cio anterior, indicando o seu
valor logico.

Segundas Leis de De Morgan

Os quantificadores universal e existencial podem ser precedidos do
simbolo de negacio, «~». Por exemplo, consideremos, no Universo R, as
seguintes expressoes:

Vex+1>xedaa*—1=0

A primeira expressio representa uma condicao universal e a segunda
uma condicio possivel. Consideremos agora a negacao destas expressdes:

o ~(V x: x + 1 > x). Esta negacdo significa que x + 1> x ndo ¢ uma
condicio universal o que quer dizer que existe pelo menos um
nimero real x tal que x + 1 =< x, o que é uma condicéo falsa.

e ~@ a: a2 — 1 =0). Esta negacdo significa que a> — 1 = 0 ndo ¢
uma condicdo possivel o que quer dizer que para todo o ntimero real
a,a> — 1 # 0, o que é uma condigao falsa.

Assim, tornam-se evidentes as seguintes equivaléncias:

c~Vxx+1>x)edx,~x+1>x)<dx,x+1>x
c~Aaad-1=0<eVa~@-1=0=Vaa—-1#0
Donde a negacio transforma o quantificador universal em quantifica-

dor existencial e vice-versa, isto ¢é, transforma o quantificador existencial
em quantificador universal seguido da negacao. Assim, tem-se no geral:

~[V x, p(x)] & I x, ~px) ~[Ax: p(x)] & V x, ~p(x)

Estas duas propriedades sao conhecidas por segundas Leis de De
Morgan.

Principio de inducdo matematica
Considere o seguinte problema:
Prova que para todo n €N a seguinte afirmacio é verdadeira:
p(n): n? + n é divisivel por 2
O que se pretende provar é que todas as afirmacées p(n) sio verdadei-

ras paran €N, isto, é paran = {0, 1, 2, 3, ...}
Vejamos:

paran = 0; 02 + 0 = 0, ¢ divisivel por 2.
paran = 1; 12 + 1 = 2; ¢ divisivel por 2.
paran = 2;2? + 2 = 6; ¢ divisivel por 2.

Ao que tudo indica poderiamos prosseguir, analisando caso a caso,
2 = . £ sLe1:
mas, como ¢ ¢bvio, nunca esgotariamos as possibilidades de verificacio,
uma vez que N é um conjunto infinito.

Para se resolverem problemas desta natureza usa-se o principio de
Indu¢io Matematica que consiste no seguinte:

Seja p(n) uma propriedade associada ao nimero natural n. Se p(0) € ver-
dadeira e se p(k) = p(k + 1), isto €, se do facto de se supor p(k) verdadeira,
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se puder concluir que p(k + 1) ¢ verdadeira, entdo p(n) ¢ verdadeira para
todo o0 nimero n natural.
Entéo, a solugdo para o problema proposto fica:

* Paran = 0, temos 0% + 0 = 0, que ¢ divisivel por 2, logo a proposi-
¢ao € verdadeira paran = 0;
* Admitindo-se que k* + k ¢ divisivel por 2 (n + k), provemos que
(k + 1)* (k + 1) ¢ também divisivel por 2 (n + k + 1):

Ou seja:
R D2+ (kD) =R+ 2k 1R+ 1= (24 R) + 20k + 1)
* (k2 + k) ¢ divisivel por 2 por hipatese e
2(k + 1) é divisivel por 2 = ®&+k) +2(k+1)

é divisivel por 2

Logo p(n): n* + n ¢ divisivel por 2, para qualquer que sejan €IN.

B, Exercicios resolvido's

1. Demonstre, usando a inducao matematica:

1+4+7+1o+_..+(3n—1)=”(3"2 D |
‘Demonstracao: i
- 1. A propriedade é verdadeira paran = 1 |
13:1-1) 3—-1 2 ,
\ ' 2 T 4
2. Suponhamos que ¢ verdadeira para um valor qualquer «n» | Mostre, por inducdo matemd-

tica, que:

n(3n — 1)

pn):1+4+74+10+ ..+ 3n— 1) = - Aplicando a inducao matema-

tica, demonstre:
i

e vamos demonstrar que é verdadeira para um valor «n + 1» s
a) 17+ 27+ 324+ 2 =

p(11+1):1+4+7+10+...+(3n—l)+(n+1)3(n+1)—1=
L PN

« ] _nlh+ D@ +2)
—~ e i e
n3n—1) m+DBM+1)-1] |
_.__2 . !b)1¥2+3+(n‘:1)n
Por substituicio teremos:
- n
m+DBH+1)-1] _ 0§, = 7{2(11 +(n— l)dJ
2 - . =L
d) 2+7+12+17+(5n—3)=
3 —n+6n+6-—4 (n+ 1)G@n + 2) ¥
R = = —|5n—1
2 2 ‘_ 7—[ J
4; 3n2+5n+2 _ 3n 4+ 2n+3n+2
| 2 2
1 3n2 + 5n + 2 3n*+ 5n+ 2
{ 5 = 5 ciqud
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Exercicios resolvidos
v
1. Considere as seguintes expressoes:
) |23 - 43 i) |32 — 4| =55 i) 3 + 4,7 iv) Rectangulo
9
V|5+7|=5-7 \'i)—§ +%3émﬂlliplo de 21.

vii) A Ana estuda logica matemitica.
viit) Maputo ¢ a capital de Mogambique.

a) Indique as que representam designagdes e as que representam proposicoes.
b) Diga justificando se algumas das proposicdes sao equivalentes.
¢) Indique o valor logico das que sdo proposi¢oes.

Resolucio
a) Designacdes - 1); iii); iv)
Proposi¢des — ii); v); vi); vii); viii)
b) Nao temos expressoes equivalentes, pois comparando-as elas nio sio iguais.

c) ii) V; v) F; vi) F; vii) V; viii) V.

2. Defina negacdo de uma expressao proposicional.
Resolucao

Negacdo de uma expressao proposicional ¢ uma operacao légica que a uma condigio p(x) faz corres-
ponder uma outra condigdo ~p(x) que se verifica para todos os valores x que nio verificam p(x).

3. Formule a negacao das proposicdes seguintes:

a) O numero 25 é um numero par.

b) O miimero V/3 é um numero racional.
¢) O ntiimero 8 é um numero positivo.
d) 3 nio é divisor do ntimero 32.

e) Nao existem niimeros primos pares.
N7-6+24

Resolucio

a) Néo € verdade que o niimero 25 ¢ um niimero par ou seja 0 nimero 25 nio ¢ um nimero par.

b) Néo ¢ verdade que o numero \/—3— ¢ um numero racional ou seja o numero
racional.

¢) Ndo € verdade que o niimero 8 ¢ um niimero positivo ou seja 0 nimero 8 ndo ¢ wm nimero positivo;

d) 3 é divisor do nimero 32,

¢) Existem niimeros primos pares,

)7°-6=24.

3 ndo ¢ um numero

4. Dé exemplo de duas proposi¢des que possam ser ligadas pela operacao logica implicacio.

Resolucao

p: 20 é muiltiplo.de 10

.q: 20 é multiplo de 5 L
'Se 20 ¢ multiplo de 10 entdo 20 ¢ mltiplo de 5
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e
5. Cada uma das seguintes afirmagées pode ser formulada na forma «se-entdo». Reescreve as afirmagdes
na forma «se A, entio B».
a) O produto de um inteiro impar e um inteiro par ¢ par.
b) O quadrado de um inteiro impar ¢ impar.
¢) O quadrado de um niimero primo nio ¢ primo.
d) O produto de dois inteiros negativos ¢ negativo.

e) As diagonais de um quadrado dividem-se ao meio pelo ponto da sua intersec¢ao.
f) Todo o numero cujos dois tltimos algarismos sio zero tém quatro como seu divisor.

Resolucao

a) Se x é um inteiro impar e y um inteiro par, entdo xy é um inteiro par.

b) Se x ¢ um inteiro impar entdo x* é impar.

¢) Se x € um inteiro primo entdo x* ndo é um primo.

d) Se x e y sdo inteiros negativos entdo xy é negativo.

e) Se a figura A ¢ um quadrado entio as diagonais de A dividem-se ao meio pelo seu ponto de inter-
secgao.

f) Se x tem como dois ultimos algarismos zero, entdo quatro é divisor de x. 27

-

6. Mostre que a implicacdo A = B se verifica se e somente se ~B = ~A4, isto é, (~B = ~A) < (A= B)
Resolucio

i. Suponhamos que A = B e pretendemos mostrar que ~B = ~A. Se (A = B) é verdadeira e também é
verdadeira ~B, entao temos que ~A.

ii. Suponhamos que ~B => ~A ¢é verdadeira e que A ¢ verdadeira. Como ~A ¢é falso também ¢
falso ~B, pois B = ~ ~B ¢é verdadeira. Fica entdo provado que A = B.

7. Uma tautologia é uma expressdo logica que avalia sempre como verdadeiro, independentemente dos
valores légicos das suas varidveis. Por exemplo, a expressdo x v ~ x € verdadeira tanto quando x ¢é
verdadeiro como quando x é falso, x v ~ x é pois uma tautologia. Explica como se pode usar uma
tabela da verdade para provar que uma expressdo légica é uma tautologia e prova que a seguinte

expressdo é uma tautologia:

(xvy)xv~y)

Resolucao

Para mostrar que a expressdo indicada é uma tautologia construimos a seguinte tabela da verdade:

(= y xXVvy Xty (xvy)(xv—vy)w
Vv \' \' \4 Vv
\% F \ A/ Vv
F Vv Vv 17 \Y

Bt B F A% \ 5
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Exercicios resolvidos

8- Seja A {]-s 2'5 3) 41 Sa 6}

e p(x) a seguinte expressio proposicional:
p(x): «0 niimero x de A ¢ um nimero par».
Preencha a tabela que segue:

[ Expressio proposicional p(D)[p@) [pB3) [p@) [pG5) | p(6) )
| Valor I6gico desta expressao )

Resolucio

(EXpressﬁo proposicional  [p(1)|p(2) | p(3) |p(4) | p(5) P(ﬁﬂ
@or logico destaexpressao | F | V | F | V | F i J

' 2, 4, 6 sao pares, entao P(2), p(4), p(6) sao verdadeiras.

9. E um erro comum confundir as duas afirmacdes seguintes:
i. Se A entio B.

ii. Se B entio A.

Encontre duas condicdes A e B tais que a afirmacéo (i) seja verdadeira, mas a afirmacéo (ii) seja falsa.

Resolucio

«Se (A) um animal é um gato, entao (B) é um mamifero» é verdadeira, mas
«Se (B) um animal é mamifero, entao (A) é um gato» é falsa.

10. Prove usando a tabela de verdade que(@ab)acean (bao).

Resolucao
G R g baclanbnac)
Vv \Y \% Vv V A% \%
A\ A% F A% F F F
A% F A% F F F F
\% F F F F F F
F \Y A% F F A% F
F \Y F F F F F
F F \% F F F F
(F|F|F| F F F F

= (aAb) Apéc_l/g(b/\c)

11. Considere as proposigoes:
p: O Paulo gravou um disco.
q: A Helena cantou no domingo.
a) Traduza em linguagem corrente cada uma das proposicdes:
Lpnrq ii.~pvq fii. ~pvp iv.p=> ~q

V.~qVp
b) Supondo p verdadeira e q falsa, indique o valor légico de cada uma das proposicoes.
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4

Resolucio

ra) i. O Paulo gravou um disco e a Helena cantou no domingo.
ii. O Paulo nio gravou um disco ou a Helena cantou no domingo.
| iii. O Paulo néo gravou um disco ou o Paulo gravou um disco, mas nao ambas as coisas.
" iv. Se o Paulo gravou um disco ento a Helena nio cantou no domingo.
| v. A Helena ndo cantou no domingo ou o Paulo gravou um disco.
tb)i E " ii. F iii. V iv.V v.V

12. Considere as expressoes seguintes:
i.xt=4 ii. x2 + 8x=0 iii. [x+5/=5
ivx2+2>0 v. (x = 3)(x + 3)
a) Distinga as expressdes designatdrias das proposicionais.
b) Classifique em N e em R cada uma das condigdes.

Resolucao
a) i. Condicio ii. Condicdo iii. Condicdo
iv. Condigéo v. Expressao designatdria

b) i. e ii. Condicdes possiveis em N e em RR.
iii. Condi¢ao possivel em R e impossivel emN.
iv. Condigdo Universal em N e em RR.

13. Determine o valor légico das seguintes condi¢des no Universo IN:

a) Vx: |x| = x b) Ix: x2 = x OVxx+1>x
dIcx+2=x e)dx: x| =0
Resolucio

a)V ' b) V c)V d)F e)F

14. Negue as condi¢oes do exercicio 11.

Resolucao
a)dx: |x| #x b) Vx: x? # x AIcx+1=x
d) Vx:x + 2 # x e)Vx: |x| #0

15. Prove por indugao matematica quel +24+34+ _ +p= M

Resolucao
(=1 )17 52
1l=——"2 =% _
2 2 ;

Verificamos que a condigao ¢ verificada paran + 1.
-
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g

De seguida supomos que ela ¢ verdadeira para n = k, ou seja

+

1+2+3+...+k=we
mostramos que a formula é vélida paran =k + 1;

R+ Dk+2(k+1) _
1+2+3+...+k+k£k—';l)—k+(k+1)=( 5 =

_R4+3k+2 k+DEk+2)

que corresponde a expressio escrita para k + 1 ¢ deste modo fica provado que
1+2+3+...+n=@,VnEN

16. O método de demonstracio pelo absurdo é um método que nos permite provar uma implicagao A = B.

" Para tal partimos da suposicdo de que B nio se verifica significando que ~B ¢ verificada e entao ~A
também se verifica. Isto conduz-nos a uma contradicio: A e ~A simultaneamente verificadas, o que
nio ¢ possivel pelo principio da nio contradigio, provando-se assim que A = B. Mostra pois, pelo
absurdo, que dadas as proposicées A: «2x ¢ divisor do numero 2°» e B: «x ¢ divisor do niimero 2»
definidas em N, temos A = B.

Resolucio

Suponhamos que x que verifica A nio verifica B, o que quer dizer que:

R> : . oo AT 2°
~£_ =1+ @ onde n é um numero inteiro ¢ 0 < a < 1. Como 2x ¢ divisor de 2°, temos e =m-me& .
X %

Entdon + a = 2m, porémn + « € Ne2m €N.

Porém, da nossa suposicio inicial de que x néo verifica B, temos ~B = ~A, o que significa que a pro-
. posicdo A é falsa, o que constitui uma contradigéo: x verifica e nao verifica a proposi¢io A simulta-
. neamente, 0 que ndo € possivel pelo principio da nao contradicao. Isto permite-nos concluir que os

valores que verificam a condicdo A também verificam a condicio B, sendo vélida a implicacio A = B.

17.Seja A = {1, 2, 3, ..., 10} e k(x, y) a expressao proposicional seguinte:
k(x, y): «o numero x é divisor do nimero y».
a) Indique todos os pares (x, y) que verificam k(x, y).

b) Existem pares (x, y) tais que uma das expressées (x, y) e (y, x) ¢ verdadeira e outra falsa? Indique-os.

Resolucao

a) (2, 4); (2,6); (2,8); (2, 10); (3, 6); (3, 9); (4, 8); (5, 10); (1, 2); (1, 3); (1, 4); 1, 5); (1, 6): (1, 7);
(1,8); (1,9); (1, 10). ,

b) Todas as expressdes indicadas em a) sdo verdadeiras e trocando as posicoes entre 0 1.° ¢ o 2.°
ntimeros obtemos proposigdes falsas, portanto existem pares k(x, y) verdadeiras e k(y, x) falsas.

T -
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18. Sendo p => q uma proposicio falsa, indique o valor légico das seguintes proposigdes:

a) ~pAgq

b) ~p+(~pvy
(1.* Chamada - 1999)

Resolucido

a) Falsa. ' (
b) Verdadeira. A:

19. Sendo p v ~ q uma proposicao falsa, indique o valor légico da seguinte proposicao (~pvq <=q.
(1.* Chamada — 2000)

Resolucao

Sabendo que p v ~q ¢ falsa, significa que p ¢ falsa e q ¢ verdadeira.
(~pArq <q

Eomesmoque VAV eV

Portanto (~ p A q) < q ¢ verdadeira.

20. Considere as seguintes proposicdes:

p: 15 é um nuamero primo.

q: 15 € um ntimero impar.

(1.* Chamada — 2001)
Resolucio
o =1, 7] =Y

a)prq=FAV=F
bp=q=F=V=V
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1. Considere as designagées seguintes:
V22432
i |5+ 52|
1ii. mmc (2, 4, 5)
iv. (22 +3%) - 62
v. mdc (13 ,52)

vi. mmc (\/g, V/45)?

a) Calcule o nimero designado por cada uma
delas.

b) Dentre as designagdes indicadas existem
designacoes equivalentes? Quais?

2. De exemplos de designacdes, proposigdes e
expressoOes proposicionais.

3. Considere as seguintes proposicoes:
p: 15 é um ndmero primo.
q: 10 é um nimero par.
r: O sol é um planeta.
s:\/@>3;t: 52—-12=13
a) Indique o valor l6gico de cada uma delas.
b) Construa uma tabela da verdade.
4. O que entende por proposicio?

5. Considere as seguintes proposigdes:
p: Graca Machel foi Ministra da Educacdo de
Mocambique.
q: Matola é a capital de Maputo Cidade.
r: O Sol é uma estrela.
s: A Lua é um satélite da Terra.
t: Vénus é um planeta.
u: Vénus é uma estrela.

Traduza as proposicoes seguintes simbolicamente
e indique o seu valor légico:

a) Graca Machel foi ministra da Educagéo de
Mocambique e Matola ¢ a capital de Maputo
Cidade.

b) Graca Machel foi Ministra da Educagédo de
Mog¢ambique ou Matola é a capital de Maputo
cidade.

¢) Matola nio é a capital da Cidade de Maputo.

d) O sol é uma estrela e a Lua é um satélite da
Terra. ]

e) Graca Machel nao foi Ministra da Educagido
de Mocambique, nem Matola ¢ a capital da
cidade de Maputo. '

f) Vénus € uma estrela e a Lua um satélite da

Terra. ’
g) Ou Vénus € um planeta ou Vénus é uma

estrela, mas nao ambas as coisas.

Exercicios propostos

S

6. Considere as duas afirmacoes:

i. Se A entéo B.

ii. (ndo A) ou B.

Sob que circunstancias essas afirmacoes sdo ver-
dadeiras? Quando sio falsas? Explique porque
essas afirmacdes sdo, em esséncia, idénticas.

10.

11.

12.

. Prove que:

a)(xAy)v(xA~ y) é logicamente equivalen-
te a x. '
b) (x v y) = z é logicamente equivalente a (x

=2V (=2.

. Com ajuda da tabela de verdade prove as

seguintes propriedades das operagoes logicas:
aanrbve) e (@ab)vianac
Bavbac)e(@vb)alavo)

. Use as propriedades das operagdes logicas para

simplificar as seguintes expressoes:
a) ~(~bA~c)
b)(avb)a~c
cav (~anb)

Uma contradi¢do é uma expressao logica que é
sempre avaliada como falsa, independente-
mente dos valores das suas varidveis. Por
exemplo x A ~ x é uma contradicao. Prove que
a seguinte expressiao (x Vy) A (x v ~y) A ~x
¢ uma contradicao.

Considere as proposicoes p, g, e 1
p: A equipa A tem dez jogadores.

q: A equipa B tem onze jogadores.
r: A equipa C tem oito jogadores.

Traduza em linguagem corrente cada uma das
proposicoes:

a)pAq b)~pvyq c)=~q
dpagar e)~qvp Dqe ~r
graq=r h~(qan

Considere em R as seguintes condicoes na
varidvel x:

p&): |x+6| =2
q(x):x+3=%+x
r(x):3x2+1>0

a) Classifique cada uma delas

b) Indique um subconjunto de R em que a
condicdo seja impossivel.
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13. Dada a condicio x* + 1 = 0, indique um uni-
verso em que a condicao seja:
a) Impossivel.

b) Universal.
¢) Possivel mas ndo universal.

SejaA ={1,2,3,4, 5}. Determine o valor logico
de cada uma das condigdes:
a)IxEA:x+3=10

pVxeEAx+3<10

p)IxeA:x+3=10

Negue as condi¢oes do exercicio 14.

14.

15.

16. Considere as seguintes condi¢des em RR:

a) Classifique-as.

b) Quantifique-as de modo a obter condicées
verdadeiras.

¢) Negue as condicdes da alinea b).

SEja A = {ls 25 35 45 55 6; 7} e P(x, y) KX + y»
pertencem a «A». Indique todos os pares de
elementos do conjunto A tais que verificam

P(x, y).

Nos casos seguintes formule a implicagao.
p => q e suas reciprocas. Indique os casos em
que o teorema reciproco € verdadeiro.

17.

18.

a) p: «O triangulo A tem 2 lados iguais».
q: «Duas medianas do triangulo A séo
iguais».

b) p: «O quadrildletero B € um losango».

q: «As diagonais do quadrildtero dividem os
seus angulos ao meio».

¢) p: «O nimero q € divisor do ntimero k»

q: «O numero 3 ¢ divisor do mimero igual &
soma dos algarismos do nimero k».

19. Escreva com a ajuda do quantificador V, 3 as
espressoes seguintes:

a) «Qualquer que seja o niimero natural x,
existe um numero natural y, tal que x + y é
um numero primo».

b) «Qualquer que seja o ponto x sobre a recta e
existe um ponto y pertencente a e tal que a
distancia entre os pontos x e y € igual a 4».

20. Prove pelo método de inducdo matematica:
nin+ 1)2n+ 1)
6

a)12+ 224+ .. +n?=

B1+2+22+22.. 427 =2"—1
1 1 1
— 7t .. T > \Vn
AV Y Vi
Sejam A e B condicoes em X dadas sobre o con-

junto dos nimeros reais. Prove pelo método de
reducio ao absurdo que A = B se:

2) AGx): x — -;— —OAB(): 22 —1=0

21.

b) A(x): x®2 < x A B(x):x <1

Formule a implicacdo reciproca das seguintes
implicacdes indicando o seu valor 1ogico:

22,

a) Se n é divisivel por 6, entao ¢ divisivel por 3.

b) Se o triangulo [ABC] € rectangulo, entdo:
612 +tcy= :
c) Se x < —1 entdo |x| >1

23. Demonstre, usando a inducao matematica:

2
DP+HDB P+ =["(—"+—D]

2
n—1_— .n

b)1+2+4+8..+2 2 -1

@. Sendo p v ~q uma proposicao falsa, indique o
valor logico da seguinte proposicao:
(~prg)<=q
(1.2 Chamada — 2000)
@. Sendo p v ~q uma proposi¢io falsa, indique o
valor légico da seguinte proposicio:
(~pr~q@) =q
(1.2 Chamada - 2000)

Sendo p => q uma proposicao falsa, indique o

valor l6gico das seguintes proposicoes:
a) ~pAq b)~p = (~pv q
(1.* Chamada - 1999)

27. Prove, usando o método de inducido matemadtica,
que:
n? + 5n
€ um numero par, V n €IN.

28. Mostre que a condicdo «4n + 1 é um multiplo
de 4» ¢ impossivel em N mas é hereditdria.

_____
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O aluno deve ser capaz de:

« |dentificar expressoes algébricas.

« Classificar expressoes algébricas.

» Determinar o dominio de existéncia de expressées algébricas racionais e irracionais.
» Operar com frac¢ées racionais (adicao, subtraccao, multiplicacdo e divisao).

» Racionalizar o denominador de expressoes irracionais.

» Resolver analiticamente as inequacgdes irracionais.

« Resolver sistemas de 3 equagoes lineares com 3 incégnitas aplicando o método de substituicao
adicdo ordenada e Cramer. '

« Racionalizar o denominador de expressaes irracionais.
« Resolver problemas que envolvem equagges.

ae

. Interpretar a solugdo da equacio no contexto do problema apresentado.
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/s



CONTEUDOS

2, f\lgeb}a

2.1 Expressoes algébricas:
2.1.1.Nocio de expressao algébrica.

2.1.2. Classificacdo de expressdes algébricas.
2.1.3. Transformacgoes algébricas. *

2.2. FracgOes racionais:
2.2.1. Nocao de fracgao racional. P i
2.2.2. Dominio de existéncia.

2.3. Operagoes com fracgdes racionais:
2.3.1. Adicao, subtraccao e multiplicacao. 1
2.3.2. Divisao através da simplificacao.

2.4. Expressoes irracionais: &0
2.4.1. Nogao expressao irracional. i
2.4.2. Dominio de existéncia. . }
2.4.3.Racionalizacao de denominadores de expres-

sdes algébricas irracional. i

2.5. Equacoes: [L
2.5.1. Equivaléncia de equacdes. k.
2.5.2. Equagdes do 2.0 grau (revisdes).
2.5.3. Equagoes do 3.2 grau (casos simples). LTI s 22220
2.5.4. Equagoes que se reduzem a uma equacio qua- Pl il ~ Pag.32a69

drética. o e
2.5.5. Equacdes com radicais.

2.6. Inequacoes irracionais:

2.7. Sistema de equacoes lineares a:

2.7.1. 2 incégnitas (revisao).

2.7.2. 3 incégnitas.

Ll
3
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Notas histéricas

; Ny’ B, 5 inomiais.
O principal objectivo da Algebra Elementar € a resolugao de equagdes P"hn;mla £ o pariirdos el
A Algebra Moderna, também chamada Superior, desenvolveu-se em grande parte a p
por Evariste Galois sobre a Teoria dos Grupos. . : ) ; )
E interessante saber que a chamada Algebra Elementar teve inicio na Babilénia carac}t)ezl':;ntcelos Z?iit:iiérgirogl;r
¢ao gradual do simbolismo e pela resolucio de equacdes por varios I_rlet_OdOS, alguns ado scominte modo-.
exemplo, conta-se que Enkil, um rico comerciante, antes de falecer, distnbu.lu as suas terra; » dg S teres (-10 )
Lego ao meu fiel Nabu o equivalente a parte de um dos meus trés maus filhos. Ao bravo Kuriil do o do que
0 sobra do terco depois das partes. (Nabu ¢ Kurlil servos de Enkil)

. - i ilculo matematico.
Problemas como este e a necessidade da sua resolugio levaram ao‘desenvolwmenlo do célcu cemaneo.
Em Alexandria, Diofanto (200-284), conhecido como o «pai da Algebra», desenvolveu um proce genho-
S0 que consistia em encontrar resposta para as equacdes indeterminadas do tipo:

Ax*+Bx+ C=y? AC +BxX+Cx+D=y*

O arabe Al-Khwarizmi (788-850), num livro sobre simplificaio de equagdes com o titulo Hisab .«al-jabr wal-
mugabala» (ciéncia da reducao e da confrontagdo), utiliza pela primeira vez a palavra al-jabr, doncfiercl_envou o termo

«dlgebra», enquanto que o termo algoritmo deriva duma latinizacio do nome do préprio A o) ]

| autor. P \) t

| ' : ’ S |

| Al-Khwarizmi apresenta um método de resoluco de equacdes do tipo: )y 'f

N |

‘ \
| ax? = bx = ¢

" ax? = bx ax* + bx = ¢ {

ax®> + ¢ = bx bx+ ¢ =ad

‘ Os persas seguiram o seu exemplo e, entre outros, Al-Mahani, Al-Khazin e Omar
I Khayyam dedicaram-se ao estudo da resolugio de equagdes.

Omar Khayyam publicou um livro em que resolveu 14 equagoes do 3.° grau por
meétodos geométricos, utilizando interseccoes de conicas.

Alguns séculos mais tarde, na Ttalia, com Scipione de Ferro (1465-1526), surge a
resolucdo de uma equacao do 3.° grau, embora de Ferro nao divulgue o método seguido.

Em 1545, Gerolamo Cardano (1501-1576) publicou Ars Magna, onde surge um
método de resolucao de equacoes do 3.° e 4.° graus.

O método apresentado era da autoria de Tartaglia que, apesar de ter pedido a Cardano
i para nao o publicar, viu o método ser divulgado, contra a sua vontade, e usado pelos
matematicos seus contemporaneos.

Ha vérios algebristas que consideram a publicacio de tal obra como o inicio da Mate-
mdtica Moderna.

T

W

Ni .
ap + ap + ax+ a3 =0, a, % 0, iccolo Fontana (Tartagli)

(1500-1557).
é equivalente a y*> + ay + b = 0, obviamente, depois de transformar x = Y_—a a sua solucio é
dada por: 3a,

‘ b [P @ L [ b [P 3
y=¥—z+\/4+27 Y72 \/TJF%

Conceitos Fundamentais dgq Matematica, Bento de Jesus Caraca,

Livraria S4 da Costa.
Desde essa época varios outros matematicos se interessaram pelo tema, como Rafa

el Bombellj -
Viete (1540-1603), e desenvolveram a Algebra, mas... a equacdo do 5.° resiste! elli (1526-1573),

E 6 com o noruegués Niels Henrick (1802-1829) que, apesar de por algum tempo pensar ter resolvido a equagao

. s 2 i ;
do 5.° grau, detecta um erro e prova a impossibilidade de resolver a equaczo do 5. grau por meio de radicais,
4
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Algebra
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Algebra

A Algebra ¢ uma ciéncia inserida na matemadtica que generaliza as
questoes numéricas, representando normalmente as grandezas por letras.

O historial desta ciéncia comecou no Egipto e na Babilonia, onde as pes- - S
soas aprenderam como resolver equacoes lineares (ax + b) e quadrdticas D¢ 3 exemplos de expressoes
(@ + bx = c) bem como equacdes indeterminadas tais como, x2 + y2 = g2 algébricas.

" E interessante notar que os Babil6nios resolveram as equagdes quadraticas
usando procedimentos de ensino similar aos que usamos na actualidade. \

1

Transformacdes idénticas

Expressoes algébricas

Como sabemos, uma grandeza, geralmente representada por uma letra e

que pode tomar valores arbitrarios pertencentes a um dominio é designada =~ S
por varidvel. Diga se sio verdadeiras ou fal-

A composicio entre varidveis (pode ser apenas uma) e NUMmMeros Com a s g seguintes afirmacaes.
)

ajuda das operacdes aritméticas (adicio, suibtraccio, multiplicagio e divi- TR T g —
< : o o . a) A(x) = Vx - —
sdo) ou outras tais como a radiciacio, a logaritmizacio, a potenciacio, etc., X
formam as designadas expressoes algébricas ou expressoes com variaveis. ¢ uma expressdo algébrica.
W Clz) =2" =2 “niv & tma
expressao algébrica.

Expressoes idénticas

Na pritica é importante simplificar uma expressio dada, isto ¢, trans-
formé-la numa outra mas conservando o conteudo. Matematicamente esta
transformacio exprime a nogio de identidade.

Duas expressoes algébricas dizem-se idénticas se elas ttm o mesmo .
dominio de definicdio e tomam o mesmo valor.

Exelm/plljojsERNN .
1. Expressoes algébricas: A(x) = 2x? — x + %; Blxy) =2y +x—5
2. As expressdes (x — 1)(x +2) e x>+x—2 sio idénticas em R, isto ¢,

x—Dx+2)=x*+x-2.

La

3. As expressoes \/;)2 e X nao sdo idénticas. Elas sdo iguais para valo-
res de x positivos, mas tém dominios de definicao diferentes. A pri-
meira expressio € determinada s6 para x = 0 enquanto que a segunda [
¢ determinada para qualquer valor de x. L
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Dominio de definicao

3 ¢bri = 2. Esta expressio s6
Consideremos agora a expressao algébrica \/x Xp

) ; e radical ndo for negativa, o
< conti i0 que estd sob o sinal d _
tEréssentlclo SefaExpressio —2=0.isto é, se x = 2. Neste caso diz-se
que acontece para este €aso, se X = ,d il
\ que o dominio de existéncia da expressdo dada ¢
\
3 D;{XER:X_ZZOOUXZZ}
v) 3.Determine o dominio de . : 3 ;
: is a expressio serd
definicao das expressoes Para todos os valores de x maiores ou 1guais a fio deslie o
- d inada. Substituindo o valor de x por qualquer nimero ,
chu“'ltcs_ e[ermlna a. u Stl u m . . h, OS em ue uma
obtemos como resultado um valor numérico. Porém, hd cas nq o o
a) @+ P expressdo se considera indeterminada. Nesses casos, certas operacoe§ na
a=1 izdved ivisa 1o, o calculo de raizes qua-
realizéveis, como, por exemplo, a divisdo por zero, ¢ al )
b) Vx2 -1 dradas de numeros negativos, a logaritmizacao de nimeros nio positivos, etc.
1 . - . - - - .
A Vat+1 Chama-se dominio de existéncia de uma expressao algébrica ao conjunto
W dos valores das variveis (ou varidvel), para os quais a expressio é deter-
OV —6x +8 minada, isto ¢, ao conjunto dos valores das varigveis (ou varidvel) para
X : . = 5
I e 0s quais esta expressdo tem sentido. |
B ]
1. Determine os dominios de existéncia das expressoes algébricas
seguintes:
} _1-x .15
VAR = T+
b) B(x) = 5x> + \/ -3 ‘
x—2 ‘
i
4.

Resolucio

Indique a expressio identica
da expressio \/P‘ e 0 respec-
tivo dominio.

a) A expressio A(x) so serd determinad
dor for diferente de zero, pois, com
em R, nio ¢ possivel. Entio:

4 S€ a expressao no denomina-
0 sabemos, a divisao por zero,

Dy={xER:x*+ 2 # 0} = XER: x(x + 2) = 0]
|

. N =Nt = 3 /’_
2 40 b(x) = 5x> + Vx — 3 .
b) A expressao B(x) = 53 + \/x x — 2 CONem um termo ¢com sinal f

de radical, portanto a exXpressio sob o sip
negativa ¢ um termo com um
como sabemos, deverd se

al de
4 expressio no (
r diferente de 2
Dpg={x:x=0ex -2 #

7

0} = XER x>
2[UJ2, + =] T e By

radical nao pode ser !

¢hominador, a qual,
ero. Entao:

i




EXxpressoes racionais e irracionais

As expressges algébricas designam-se por racionais ou irracionais
consoante a variavel nao aparece ou aparece sob o sinal de radical, respecti-
vamente.

Dentre as expressoes racionais temos as denominadas intciras, se
nelas nio figura a varidvel (ou varidveis) no denominador; e fraccionarias,
caso a varidvel (ou varidveis) figure no denominador.

1. As expressdes x> + 2 e (x — 1)? + x—5 sdo racionais inteiras. j

2. As expressoes (x _xf)&a__z)z e w sdo fracciondrias. '

| Vx2 VL s |
3. Asexpressoes Vx* + 2x—1 e 3 sdo irracionais.
‘ .

x-—1

Identidades notaveis

As principais identidades notdveis com as quais trabalharemos sao as
seguintes:

s (x +y)?2=x+ 2y + y? ext—yr=(x—y)x+y)

e (x—y)P=x*—2y +y? e —P = (x— Y +xy +y2)
st yP=2+3y+32+y s+ =[x+ -x+)
o (x —y)® == 3x%y + 3x? — y?

resolyidol i

1. Factorize as expressoes:  a) x° — 64 b)yx—2 ) 125+ d> |

|
Resolucao ‘

a) x5 — 64 = (3) = 8= (x3 — 8)(x* + 8) =
=X -2+ 22X+ D+ 22— 2x+ 4) = i
=(x =D+ + 22+ 42— 2x+ 4)

b)x—2=(Vx—-V)Vx+ V)

A1 +a=0GB+a)25~5a+ a?)

Fraccgoes racionais

As fracgoes algébricas nem sempre sio divisiveis umas pelas outras.
Contudo, se recordarmos a nogéo de frac¢io ordindria, por analogia, pode-
mos considerar razes de expressoes algébricas. Por exemplo:

X -%y+4 X+ +7x-3
4X+_y ’ sz—x—3

Delermine se as expressoes
que se seguem sao racionais
(inteiras ou fracciondrias) ou
irracionais:
iy <1

2x:+-1
b) BN

c)xt-3x+2
d) (x + 2)(x — 3)

| 1
| . Vxi—2x

V2x+ 4
LR )
y x5—3
& (x=1D(x—3)>

Determine os nimeros reais a e
b, por forma que sejam idénti-
cas as seguintes expressdes
algébricas:

X+ (Sa=b)x*+x+ab e

4+ ar+x+ (a=h)

7

Mostre que:

j {ere 3} ==

5 3

= x> +3x% + 32 + y

8

Calcule:

a) (Bh" — Zbc)l Se—

Rt
b) (24\-‘ =+ 3—‘,)
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UNIDADE

o Estas espressoes, razoes de expressoes ’-;‘lgébri(.:as' §ﬁo-d65ig?adgs o

o —— fraccoes racionais. As operagdes sobre fraccc?es racionais dsao realiza las dp
Factorize as expressoes: mesmo modo que sobre 0s nimeros racionals.. Deste. nrllo o,dpa;a multipli-
Adutou-7 car uma frac¢io racional por outra € necessario multiplicar de forma sepa-
b) \ b rada os seus numeradores e os seus denominadores, e sempre que possivel
€)@’ x? ~ 167 y° simplificar o resultado.

Exercicio resolvido

|

E Determinemos o produto das seguintes fracgoes racionais:
10
¢ o x* — 3y . 23— 1
Simplifique a fracgio: 22+ x+1 4 + x2
_ da’ =2 _
A= 5 gs Resolucio
xX =3y s I i 3 8 - il (SO
| 2+ x+1 4+ x* ¢ +x+ 1) (4 —x%)
27— — bt + 3x B 2> — x> — 6xt + 3x |
. -t tAax— P4 Tt ax -0+ 4 ;
11

Indique as trasformacoes idén-

. No numerador e no denominador de cada uma das fraccdes racionais
ticas, mostrando em cada caso

P T——s temos expressdes algébricas nao racionais e, como podemos verificar, o pro-
o dominio da equivaléncia. - o - Loy 2 sbri
- Dix + Dix — 3) duto de duas expressoes algébricas, nio racionais, é uma expressao algébrica
a) o y— cujos termos se obtém multiplicando cada termo da primeira expressio pelos
g .23 termos da segunda e adicionando os produtos dos termos semelhantes.
X' = X " - - - . PR s
b Para a adicdo e a subtrac¢io de frac¢oes racionais é necessario, do
X —X ” . . s .
mesmo modo que para os numeros fraccionarios, reduzi-los ao mesmo deno-
2 = . 2 . i . .
&) e 3¢ minador e s6 depois adicionar ou subtrair os seus numeradores, e por fim
7
- hix =20

simplificar o resultado, caso seja possivel.

B’ Exercicio resolvido =

i Determine a diferenca das frac¢oes racionais seguintes:

| 2x—4A 3x+ 4
| P +8 T X —4x

; Resolucio
-4 3xt4

=D - —-4)  Bx—4)-(+8)

(x> +8): (x} — 4x) O +8) (3 —4x)
A +16x x4 24x + 4x0 +

2 _ —x =8¢ 4 40x + 32

)
A — 32x X —4xt+ 83 — 32 X0 — 4t + 8y = 32y
)~' . .

Consideremos agora o caso da divisio de expressdes algébricas racio-
nais. Para este caso, como jd o sabemos, podemos transformar a divisio
numa multiplicacio invertendo os termos da frac@o racional divisor, isto ¢, 0
numerador dessa frac¢io passa a denominador e vice _

. -versa, e procede-se de
igual modo que para a multiplicagao.

n {
/
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Algebra

Uma outra possibilidade, ¢ de imediato olhar-se para os numeradores e

para 0 denominadores constantes na divisio, factorizd-los e simplifica-los,

caso seja possivel.

Exercicio resolvido

1. Resolva:
e 9t b G
d)x2+x+]_ x3~§-]_ a?—4a+3 ac—1 {»12‘
Resolugdo Calcurlie'; N
w-6x 9+ _ W —6x -1 _ g 2 —6x 53—
A i+l B-1 LHx+l 9-« Xt+x+1/9-3
wx —3Nx-DEE+x+1D)  _ 2xx—-1) _ 2x(1—x) b>fj§:§ jf_—:Jf
o+ x+ DG =0G+x) =R o g
T
Prd L aty? Xt axt4
b) 2-4a+3  a-1
_ _tppP-ayta)  fa—Dletl)
T (a-Da-3) O+ a7
PP+ +1)
(a—3)y+a

Racionalizacdo de denominadores

Para racionalizar denominadores de expressdes algébricas irracio-
nais multiplicamos ambos os termos da fraccdo por um radical de
modo a obtermos um radical em que o indice seja igual ao expoente
do radicando.

B’ Exercicios resolvidos:
1. Racionalize os denominadores das seguintes expressoes algébricas irracionais:

1+ V3x 3x 4x2

a) T b) c) :
5v2 Vs 23 — V5x
Resolucio
1 + V3x Ve (22 L+V30) - (V2D Vi Vi
2 ﬂ) 3 = 3 . 353 = . S (S SN i o
5v2 5v2 2 5v/23 10

3 3x V5 35«

b . N =
V5TV Vs 5
2 V3 +V5x 423 + V5w

~ 2

_ Ax
Vox 2\/_—\/5_\' 2\/3—4-\/5_,\' - 12 — 5x?
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Equacgoes

Conceitos gerais e equivaléncia
de equagoes

i\ Chama-se cquacdo a uma igualdade em que aparece uma ou mais letras

i idos: a(s) letra(s) chama-se
a Tepresentar um ou mais valores dsconhecidos: A essa(s) (

incognita(s).

Exemplos
| L Vx+1=x-x+2

2. 3=« +3y=xy

* A semelhanca do que acontece para as expressoes algébricas, para as
. equagdes também se define o dominio de definiczo.
Chama-se dominio de definicio de uma equagéo ao conjunto de valores
das incognitas para os quais ambos os membros da equacio sao definidos.
.

B, Exercicio resolvido
Determine os dominios de definicio das equacdes seguintes: ?

2x—3 4x+5 -
) e b) Vx—4 =V2—x

|

i
ASx—-ND=2{x+1)-7 ] . Resoluciao

|

i

13

- f—— -

Determine os dominios de
definicao das seguintes equas .
1 coes:

b) —2 ; 4 _ _3§y_ =5 ) A equacdo ndo estd definida para os valores de x tais que x—1=0
, e x—2=0. Entio, o dominio é:

: - | D=[xERx-1#0Ax—2+#0)«D=R\|[12] |
c) '5- =8 — )— | A ‘

- b) Como intervém radicais as expressoes sob o sinal
dVax+1+8=0 ! ser positivas ou iguais a zero. Fntdo:
e ; x—4 2 0« x=4e2-x=0 <« x <2 Tendo em conta estas duas
e) \/ Sk~ 3 condicoes v'cmos que o dominio de delinicio ¢ o conjunto vazio, {
pois nao existem valores que simultancamente verifiquem as duas
condicoes ¢, como ¢ obvio, a nossa CUACA0 Ndo tem solugio.
D={xER:x-4=0A2—-x=> 0D =0

de radical devem

DVx—1+V2x+2=4

Como ja sabemos, a solugio de uma equacio ¢ o conjunto de valores
das incognitas que verificam a ¢quacao, isto ¢, que transformam ambos os
membros numa igualdade verdadeira.

No processo de resolugio de equagdes, isto ¢, de determinacio das

suas solugdes, deparamos com equagdes que tem as mesmas solucdes num
mesmo dominio, S3o as chamadas ¢quacoes cquivalentes.

o~

18
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1. As equacdes x = 2 e 2x + 4 = 8 tém por domfnio o conjunto R e tém |
a mesma solugio x = 2, portanto sio equagdes equivalentes.

2. As equagées x =3 = 0 e x* =3x = 0 embora tenham o mesmo dominio
R, ndo sdo equivalentes, pois a segunda equagao x2 — 3x = 0 para além
da solucdo x = 3 admite a solucio x=0 que ndo é solugio de x — 3 = 0.
Se se fizesse uma restricio ao dominio para R\(0} as duas equagbes |
seriam equivalentes relativamente a esse dominio.

Antes de passarmos a resolucdo de diferentes tipos de equagoes conside-
remos algumas operacdes tidas em conta nas transformacées de equagdes:

Substituicao de um dos membros por outro equivalente.
36— =x-le3x-Dxk+1)=x—1

Transporte de uma expressiao contida num membro de uma equacao
para o outro membro.

e +y2=2_xy+5<i>x2+y2—2xy=5
Elevacao de ambos os membros de uma equacio ao quadrado.

Vx+4 =lsx+4=1

Extraccdo da mesma raiz a ambos os membros de uma equacao.

Esta operacio s6 ¢ possivel se ambos os membros forem positivos.

(x—1)2=1

Extraindo a raiz quadrada desta equagio temos [x

—1|=1 que € equivalente
a equacao dada.

No processo de aplicacdo das operagdes possiveis na resolucio de equa-
¢oes podemos restringir ou estender o dominio de definiczo, o que por vezes
resulta na perda de solugdes ou no aparecimento de solugdes estranhas. No
processo de.rééo}ucﬁo das equacdes lidaremos com casos desta natureza,

Equacoes do 2.° grau

O primeiro tipo de equacdes que estuddmos nas class
as equacoes lineares do 1.°

aeb EReax=0.Como sab

¢ anteriores foram
grau, isto €, equacdes da forma ax + p = 0, onde
emos, a sua solugio é-nos dada por:

b
=T —
a

14

Verifique para cada uma das
equacoes que se seguem a
solucao indicada:

a)x*—3x—4=0:x= -I:i':
x=—-4

, | .
b)3x:2;x=§ S

OVx+s+\Vx=5 T

DVx+3-Vx+1=1
x=-3
+

iyt = T

1
S R
X 2y x-—1

(93]

>

d
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15

Resolva as seguintes equacoes:  reco

A5 -4 =2x+1-7

b)2x*+15x+7=0
l C)L-_—S__i
Y y

d) x> —3x+2 =0
e) —3x*+3x=0

D42 —12x+9=0
2 x+2 _ x—1

x= X=2
h) (x+ 1)?=16

Dx+ D2+ (2x— 1)2=134

16

i Separar o quadrado perfeito,
determinar as raizes e factori-
| zar os trindmios quadraticos
L; incompletos:

E a) x2 — 2x

2
- X
b)5- 5

17
Sem resolver a equacao
2 —-Tx+6=

determine uma outra cqua-
cao quadrdtica, cujas raizes
sejam inversas das raizes da
equacdo inicial.

¢ A>0: entio x; =

* A = 0: neste caso xj, X, = Sa

Uma equacio do 2.° grau é a vulgarmente conhecida por equagao

quadritica ou ainda por trinémio quadrado e, como sabemos, a sua forma
geral éax? + bx + ¢ = 0,ondea,becER,a #0 e x é a varidvel.

= a
A equagao quadratica é bastante conhecida da 10.? classe e vamos
rdar apenas os conceitos fundamentais. e
Em termos gerais as solugdes sdo-nos dadas pela conhecida térmula

resolvente:

' —p*VbhE—4ac

2a

X, X2 =

Nesta férmula a expressio A = b? — 4ac é designada por discrimi-

nante. Na sua determinacéo podem surgir trés possibilidades:

—b— VA —b+A

oux; = ~— 5 e temos assim duas
2a 2a

raizes reais distintas.

4 € assimxj = X; e 2 Nossa equacao tem

assim duas raizes reais e iguais.

* A < 0: tendo em conta que o quadrado de um numero real nio pode

ser negativo, neste caso a nossa equacao nao tem raizes reais.

Um conceito importante no estudo das equacdes quadraticas é o teorema

que relaciona as raizes da equacao.

Teorema de Bezout: se ax* + bx + ¢ = 0 € uma equacio quadritica

cujas raizes sao x; e X, entao:

b

'x1+x2=——
a

o

eXy Xy = —

Q

Demonstracao

Usando a fé6rmula resolvente temos:

bV i b+ VP ta
Xt x= =
1 2a 2a
_ —b— Vbz_ 4ac —b+ \/b2—4ac _ 2b b
2a 20 a

2a

b2 — bVb*— 4ac + b\Vb*—4ac — b2 + 4ac
4q? =

Xy * X "( == 2b2—4ac )( —b + Vb= 4ac )
17 %2 7 a =

N
S

a
4a

|

]
a Bl

c.q.
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Muitas vezes a soma das raizes é designada por S e o produto por P e

assim tem-se:
b C
=C=—— . =P=—
x1+x=S S ean a
Comoax1+bx,+c$0©xl+'%x+—f‘-,(a#=0)¢
xt—Sx+P =0

que € uma férmula que permite escrever facilmente uma equacdo do 2.° grau
cujas raizes sejam conhecidas.

B’ Exercicios resolvidos

1. Escrever uma equacio do 2.° grau que tem por raizes os niimeros — L

|

2

el :
Resolucio [
7 5 . L
ComoS=—é+1=—%ep=_é_1=_% l
tem—sexl-l-%x—-;—:O@2x2+5x—7=0 i

2. Considere a equagdo 3x* — 7x — 2. Calcule a soma e o produto das

suas raizes. |
Resolucio |

) ) 7 2 li

| I = == o i = C = & |
‘ Como sabemos S = . =S 3 3,P » =P 3 |

Equacoes do 3.° grau

Chama-se equacio do 3.° grau em R a toda a equacdo real que pelos
principios de equivaléncia pode ser reduzida a uma equagio da forma:

ad+bx*+ox+d=0 a,b,c,d ERea#0 (1)

Casos particulares:

*Sea =0ebx0 tem-se uma equacao do 2.° grau, com a qual ja lida-
mos.

*Se d = 0, a nossa equacio (1) pode ser reduzida a uma equacio de
grau inferior, pois

o+ b+ ox =0+ (@ +bx+x=0ex=0vad+hr+c=0

Algebra

18

Resolva as equacdes:
A —x=0
bx*+x=0

€)%} — 4x2 + 5x= 0

19

Determine as solugoes das
equacoces seguintes:

X +x=-2=0
b) 2x3-3x2=2x =0
)7 —xt=0

d) x3— 4x2+ 6x — 6 =0

. Sabemos que 2 ¢ uma das suas

© solucgaoes.
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20

Escreva uma equacio ctbica
com as raizes:

a)0,le2
b) —12¢3

>x +3=0vxX=3x+0=0ex=-3

"s-—"{“%l

g Exercicio resolvido

B’ Exercicios resolvido's

Assim, as solucoes desta equagio sao-nos dadas por x = 0 e pela solu-

¢do da equacdo quadritica ax? + bx + ¢ = 0 cujas raizes facilmente sabe-
mos determinar.

1
Resolva a equagio x3 — x2 — 6x = =
1 Resolucio Gkt :
' . xl —x — 6=20 ) i
| Como vimos, a equacio pode ser reduzida a uma equacao de grau |

e — 1*xV1-40)(=6)
inferior. o 2 |
[
X - —bx=0ex(2d—x=6)=0 +5 'f
X = 15 i
ex=0vxl—x—-6=0 2 f
x=0vx=3yx=—) RIS B R .
=12, 0,3 |
*Se b=c¢=0, temos a equagio ax> + d = 0 « x> + g = 0. Usando

N YA
a substituicio q = hobtemosx®+ =03+ (\/t_) = 0. Usando
uma das identidades notdveis.

P+ WP =0 & 6+ VDt xVi+ VE) =0 o
e &tV =0 v (xz—x\a/t—+\3/tT =0

‘Resolvendo as duas tltimas equacoes jd sobejamente conhecidas, obte-
mos as solucdes da nossa equacio. Como ¢ obvio t representa um nuamero
real pois ¢ o quociente entre dois nimeros reais.

~ Resolva a equagio: 2x3 +54 = 0

| ao ?
Resolue Por uma das identidades notaveis ,
x> + ‘34:-()<:x‘+§7i=0©.\:‘+27:0. c.a, !

' - A =b?— 4a¢ i
- g .} - gL S S . C I

(P +27) =0 (W +3) =0 (x+3)(* = 3x + 9)=0 A==-27 '

A equacs 2.0 oy 3 ‘ i |
[uacao do 2, Erau ndo tem raizes reais
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Algebra |

\
* Se ¢ = d = 0, temos uma equacdo na forma ax> + bx* = 0, Para a

sua resolugio, dado que x? ¢ o factor comum, coloca-se este factor em evi-
déncia e obtemos:

al+bxt=0ex2(ax +b) =0« x*=0vax+b=0. i
b r
a

*Destemodox; =x; =0vx=—

B’ Exercicio resolvido

- Determine a solugio da equacio 5x° — 9x% =0 .
| . Determine a e b de modo que:

121

" Resolucao | _
- - - a) 3 scja raiz dupla da equacao
- Factorizando 5x° — 9x2 = 0 < x(5x — 9) = 0 de onde x> = 0 L X+ axt—5x+b=0;

| s 9

- ou5x — 9 = 0. Como solucio temos x =0 v x = —5— b) 1 seja raiz dupla da equa-
| 9 cao x> —ax? + 3x + b= 0.

| S = { , g]

* Caso geral: ax® + bx? + cx + d = 0. Iremos considerar apenas os casos
em que d é um nimero inteiro. Para a sua solucio consideram-se os divisores
de d e por tentativas procura-se uma das raizes da equacéo. Encontrada a raiz
por vias conhecidas sio determinadas as restantes, caso existam.

B’ Exercicio resolvido

Determine as solucdes da equacio'x3 +5x* —x—5=0.

Resolucao

Se existem raizes inteiras, elas deverao ser divisores de 5 que representa o d na equacio geral do 3.°

grau,

O conjunto dos divisores de 5 ¢ D = {—5, —1, 1, 5}. Vamos substituindo os valores contidos em D na

nossa equacao até encontrarmos a 1.” raiz, procedendo como se estivéssemos a determinar as raizes de |

um polinomio.

-nta —_ =(—=1)} S - S - - . .

I;ntao, P=-D=(~1P+ (-1~ (=1)=5 = =1 4+ 541 =5 =Daerds assim — 1 raiz da equagio.

| Encontrada a primeira raiz, usando a Regra de Rullini, iremos obter uma cquacdo quadratica.
Deste modo:

| 3 :
| X HoOx-—x~5 = c.a
|

| e (x+ DO+ 4x = 5) =0 o ) A =1b — 4ac
| @x+1=0vx+4x—5=0 -1 5 -1-5 A=16+20
j @x=-1lvix-1x+5)=0 - i =ik = v _ i -4 +136
‘ @x=-]lvx=lvx=-5 | | 4 -5 0 2 2
Nraeat me . -4=-06
i S SE N+ D (4 4y - 5) . T 47+6V»\'z= .
i
1 @x=lvy="73

Gt R
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UNIDADE 2

° Reducido da equacao a um grau inteiro.
* Substituicdo 4 —teuso de identidades notdveis.

* Colocacgio de factores comuns em evidéncia.

cacdo da Regra de Ruffini para determinar as outras raizes.

2

— e

i Resolva 2 5 i . 'y
’1:1 ; )eici \_ a ;szegua_coes seguintes quadl"atlca
i b)X*—%xz—%=O

| - Equacao biquadrada

Chama-se equacio biquadrada a uma equacdo da forma

g B - ax* +bx+c=0, a,b,c, ERea + 0

Resolva as equacoes seguintes:

obtemos a equagio a2 + bt + ¢ = ( ¢ pod
equacdes quadraticas,

B’ Exercicio resiol

Resolva as equacoes
a)x*—14x2 + 40 =0

Resolucio

| ) Para a resolucio desta equacao facamos a substituicio ¢ = 2
Usando a formula resolvente obtemos ¢ = {4, 10}. Como ¢ ¢bv
equacao inicial teremos voltar a nossa substituicio.

Parat = 4, tem-se:

d=4eox-4=0e (x—2)(x+ 2)=0ex=2vx=—)

Parat =10, tem-se: o
=10 <x-10= 0 x=YID)(x + V) = 0% x= VT vx = TG,
5={-VI10,-2.2, V0|

b) Efectuemos a substituicao x2 = { ¢ teremos;

e, A IR st bt s 3o S e il

t* = 5t + 6 = 0 que ¢ uma equacio quadrdtica. Pelas teenicas jd conhecig
Parat=2= xX=2<ex=+\2 Parat=3= =3

S - [—-\/5,—\6, \/5, \/3 }

e o

as, t= (2, 3},
®x=*13

| : L ———
o

obtendo assim (2 — 14/ 4 40 = 0.
10, para a obtencio da solug

Tendo em conta os casos vistos, verificamos que para a resolugio de
equacdes da 3.° grau destacam-se as seguintes técnicas de resolucio:

* Determinagdo da 1. raiz de entre os divisores de d e depois da apli-

Equacgdes que se reduzem a equacdo

)8 +73-1=0 Esta equacio pode ser considerada equacao quadratica relativamente a
)b — 120 x?, pois é equivalente a a(x?)? + b(x® + ¢ = 0. Fazendo a substituigdo x2 = ¢,
% - emos, assim, aplicar a teoria das

ao da

o
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Equacdes do tipo ax?" + bx" + ¢=0, onde n |
¢ um numero natural maior que 3

A resolucdo deste tipo de equagdes faz-se mediante a substituigao ¢t = x".
Feito isto, obtemos uma equagio quadratica com a qual jé sabemos lidar.

e

P

B’ Exercicio resolvido
- Resolva a equagio x6 — 10x* + 9 =10

S

|

Resolucio . \

| Facamos a substituicdo x> = t . Obtemos uma nova equacio em (:
t2 — 10t + 9 = 0. Facilmente obtemos as solucdes t = {1, 9}, pois, por -
exemplo, sabemos que a soma das duas raizes ¢ 10 e o produto ¢ 9.

| Parat =1, vem: :
P=lex-1=0e x-D2+x+)=0ex=1v+x+1=0.
Esta equacdo ndo tem raizes reais. Aqui temos apenas x = 1 por solu-
cao.

Parat =9, vem:

P=90a3-0=0e (x - VOl +xVo+ (V9)2) =0 -

A ultima equacdo também nao tem raizes reais e assim o conjunto das
nossas solucoes ¢:

S = (1, V9}

|
=SSR e e

Em geral, temos ax’® + bx"+ c¢=0, a, b, c, ER e a # 0. Para este
tipo de equacdes, como vimos, usamos a substituicdo t = x".

B, Exercicio

1 Qual ¢ a substitui¢io para a resolugdo da equagio 8x° + 7x> — 1 = 0?

resolvido

Resolucio

.-

Faz-se a substituicdo, por exemplo, z = x°.

T

i

Equacdes irracionais

Chama-se equacio irracional a toda a equagio em que pelo menos um
dos membros é uma expressio irracional da(s) incégnita(s).
Para a resolugéio deste tipo de equagdes sio tidas em conta as operagoes

usadas nas transformacGes das equacdes e os dominios de definicio.
L 4

R jexereicioNreseIvide B

3 -
1. Resolva as seguintes equagdes irracionais:

D Vr=3=-1 Va2 =Visy OVE=T + VaTi=4 f

Lo I
¥

o e

B i ) g ————————e AT

-

' S : v
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UNIDADE 2

~

\ Resolucio
i s
| a)Vx—3=-1D={xERx—-3=0};D=1[3, + =l
= (Vx - 3)1 == 1)2_ Elevar ambos os membros ao quadrado.

S>x—3=leox=4

AR Lo

Verilicacao
x=4Vi-3=-lel=-1 (Falso)

Logo, x = 4, nao ¢ solucdo da equacio S = &

c.a.
7] b)'\/x—2=\/1—x x—2=0Al1l-x=20
D={xERx-2=0A1-x=0) D=0  ex=2ax=1
Como as expressoes nio estdo definidas no mesmo dominio este ¢ vazio D=

e, portantd, a equacio niao tem solucio. S = &
A/ _1+\/ +2 =4 c-a:

&y = x—120Aax+220
D'—'{XERIX—IZOAX+220} sx=lax= -2
D=1, + o
Vx—1+Vx+2=4eVx-1=4-Vx+2 Isolar o radical.
= WVx -1 =¢-Vx+2)?

Elevar ambos os mem-
< —19=—-8Vx+2

. R : Simplificar e isolar o
= (- 19)" = (- 8Vx +2) < 361 = 64 (x + 2) sadical
<361 = 64x + 128 & x = 233

64 Elevar ambos os mem-
bros ao quadrado.

26343 Simplificar e determinar

o valor de x.

Verificacio x =

[ [ _—

(233 _ | 238 .5 o /&,64_ 233 + 128 itic x ey 233
\l = ] <& \' o 4.3 _4©\ o +\ — = 4 Substituir x por 64 -
13 19 _ 32 _,

g T 5 =4 3 =4

04

4 =4 (Verdade) S = [ﬁ}

— o= T T T T T ey

Como A% = B? # A = B, ¢ necessario verifi
das sao as solugdes da equacio ou se sio solu
solucdes da equagio A2 = B2

car se as solugoes encontra-
¢Oes estranhas, ou seja, se sao

€ 10 sao solugio da equaciio A = B,

A=B= A2=pR2

A=B<e A3 =73
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Inequacoes irracionais
Antes de entrarmos a fundo no estudo das inequagdes irracionais,

recordemos alguns conceitos ja conhecidos, tais como a nogio de inequa-!

¢d0 e sua resolucio.
Para a defini¢do de inequagdo, um conceito importante ¢ o de desi-

P—

gualdade.
Chama-se desigualdade a toda a férmula que se obtém ligando duas

expressoes algébricas por meio dos sinais «>», «<», «=» ou «=». 24 \

Considere as seguintes expres-

s0es:
gtl o alz.
; l.a2+b?>= —2ab;Ya, b ER. b E-=Ya-b
[ 2.3+VI0<17. RNV Tk ]
Qual das duas expressoes repre- ’-

Chama-se inequacao a uma desigualdade em que pelo menos num dos senta uma desigualdade?

membros aparece uma ou mais incognitas.
Dentre as inequagdes podemos encontrar as que podem ser escritas

numa das seguintes formas-padrio:

ax +b>0; ax+b=0 4 b xER
ax+b<0; ax+b=0 25

designam-se por inequacdes do 1.° grau. Escreva uma inequacio equiva-
A = ~ : oy s Nl e
A semelhanga da resolucio de equagdes, resolver uma inequacio € lentea Vx> —4x + 1> 0.
determinar o conjunto de valores do seu dominio que verificam a inequa-

¢do, isto €, € determinar as solucoes da inequacio. _
Duas inequagdes dizem-se equivalentes se elas tém o mesmo dominio e

de existéncia e 0 mesmo conjunto de solucées.

Exem pf‘lv‘q

1. Inequagoes:

1
+ — >0.
a) 5x 3 0
b)35 - 7x<0.

| 2. Inequagdes equivalentes:
| 1
| a|)5x+—>0¢:>5x>—i
! 4 4
. b)) —4x =0 4x =0,

De um modo geral, as defini¢des utilizadas para as equagoes sio vali-
das para as inequagdes, porém, existem algumas particularidades que se

baseiam nas seguintes propriedades:
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e R N e, -

* O sentido de uma inequagdo néo se altera quando adjcj
ambos 0s membros da inequagdo a mesma expressio, ist
exemplo, num dominio D, f(x) > g(x) e h(x) é uma fy
dominio, entéo:

Onamy a
0 év se

2

Determine a solucio das

scguintes equagoes irracionais: - f) > glx) & f(x) + h(x) > g(x) + h(x)
A Vx+5=4 |
\b) V18 - 2x = 4 * O sentido de uma inequagdo ndo se altera quando ela ¢ multiplicad,
‘c‘) Vet 1=16 ou dividida por um numero positivo. |
A Vi 3+Vax T 1=4 . ((1) Silngdo de uma inequacdo altera-se quando ela é multiplicadg og \
ividi numero negativo.
O ViTi-1= ividida por um ni g
| Y Sejam f(x) e g(x) duas funcdes na varidvel x. As inequacdes do tipo
VAT 5= .
* J60) - g(x) > 0; fx) - g(x) = 0 4 fx) - gx) < 0; f(x) - gx) = 0,Vx EIR, g
U =Vr—4+Vx=1 |
- Vix=1 sdo denominadas inequacdes produto.
hVx-2-Vx+3=6 '
) Vit 23— V2T =0 Po mesmo modo se f(x) e g(x) sdo duas funcdes na varidvel x as ine- i
o, quacdes na forma
D Vx+7 = Vx5

IO o ) S ORI |

o) ) A e <0; @S 0, com g(x) # 0 i \

~ . . = . ’
séo denominadas inequacées quociente.

Resolucdo de inequacdes

Inequagdes do 1.° grau

Consideremos a inequacio ax + b > 0, 1

ax+b>0©ax>—b©x>—£,a¢0
a

i
i

\

A\

Ou seja, a inequagao admite como solucdo todos os numeros reais excepto

a = 0. Se se considerasse g = 0, entdo a inequacio nio admitiria qualquer
solugio e, como tal, seria impossivel.

B’ Exercicio resolvido

)2(2x-9) <3
b)x(x +11) =
) (x+1) Bx-4) <o

{
8
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Resolucio {
) 15 |
Ir
i
|
|
|

‘. a)22x+9) =34+ 18=3ex S_T

4

b) Como sabemos, para que um produto seja maior ou igual a zero,
ou ambos os factores sao positivos ou ambos os factores sio nega-
tivos. Entao: }

x(x+11) =20 x=0Ax+1120)v(x=0ax+11=0) &

15
S='[xElR:xS——}

sx=0Aax=-1D)vix=0ax< —-1]) =
sx=0VE=10
CS=[0, + = [U] - », —11].

c) Como sabemos, para que um produto seja negativo os factores
devem ter sinais contrdrios. Entao: i -
(e +1) (3x—4) <0®(x+1'<0 A3x—4>0)v(x+1>0n
A 3x—4<0) z

AY)

3

4 -+
©<x<—1/\x>')v (x >—1/\x<—)

Muitas vezes, para a resolucdo de inequagdes utiliza-se um processo
pratico designado método dos intervalos. Osioinais e e
Para este método utiliza-se uma tabela onde na 1.* linha se escrevem, jndicam os sinais das expres-
por ordem crescente, as raizes das expressdes intervenientes. No caso do pro-  sges nos intervalos corres-*
duto as raizes dos factores e no caso do quociente as raizes do numerador ¢ pondentes.
do denominador. Nas linhas seguintes escrevem-se as expressoes interve-
nientes. Na intersec¢do das linhas contendo as expressoes intervenientes
com as colunas que contém as raizes, coloca-se o zero. Os sinais resultam
das regras da multiplicacdo e da divisio de nimeros inteiros.

oo b) (x + 1)3x —1) <0 |

> —
D) T h) (x + DBx 1) '
Resolucio |
a) Construamos a tabela. As raizes do numerador e do X -7 -1 |
i denominador sdo —1 e —7 respectivamente. Assim : : [
temos: i - : - 0 M
Como pretendemos o caso em que a expressio seja  x+7 - O + +
positiva ou igual a zero, entio: ol : }
S=xE]—o,—7 [U-1,+of X7 + o= 8 |
= e

.
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‘ A solucdo serd: S = xE] -1, + —%[

o ® . Inequagdes do 2.° grau ‘
|
i

UNIDADE 2

b (x + 1)(3x -1) <0, x —
As raizes dos dois factores intervenientes (5 N E
1 x+l - - :
sio: x=—1 ex= 3 3x-1 _ E =
(x+1)(3x-1) + O =

Resolva as inequagoes seguinte
)2 — B<E Dxat 7
b)x(x*+ 1) (x*+1)>0

5=
c)
¥

Chama-se inequacdo do 2.° grau, as expressoes do tipo:

w2 +bx+c>0; at+bxtc=0  ;pceERea#0 .
o +bx+c<0; al+bxt+tc=0

L 50
D

A resolucdo das inequacdes do 2.° grau (ou inequagGes quadraticas)
pode ser efectuada de duas formas: analitica ou geométrica.

Resolucao analitica

0 l\_T -f: > % Para este tipo de resolugéo sao possiveis dois casos:
cax?+bx+c¢c>0 Y
g B b SEY Iniciamos a resolucio d
et cdo determinando as raizes da mesma. Se]am elas X
e x,. Por factorizacio, a nossa expresso inicial toma a forma
h) \*%r <x (x — x7) (x — x) > 0. Assim:

) [x—x1>0 v[x—x1<0 x>x x <x ]
X5 g v
< x> =

i) =0 x—x;>0 X—x<0 x> X x<Xx
. |
=3 i SH |
K X i g3 S ) Usando o eixo numérico: |
/// . |
g ‘
x 200 Au.t. leletatf %) U —> .
) |

Solugo: x € ] =, x;[U] x,, + o

A ax* +bx +c<0

Neste caso a equagio inicial toma a forma (x = xPx—x) <0

e p o T B s i i i, i,
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{x—xl<0 [x—x1>0 {x<x1 {x > x
=3

v
x—x;>0 x—x<0 X > X x <X,

Usando o eixo numérico:

KRR
%. %/4 y \\\ R Z,
X X X X2
& XE] X1.X [ ‘

Solucao: x € ] x;, %[

g Exercicio resolvi

Determine a solugdo da seguinte inequacdo x> — 4x + 3 =0,

|

Resolucio
As raizes da equacdo do 2.° grau sdo 1 e 3. Factorizando temos:

| . % =1 =l x—1<0 xZ ] o< 1]
Cx—1Dx—-3)=0= v = v
‘ x—3=0 x—=3<0 x=3

Usando o eixo numérico:
-+ —

EW///@” U § :’:.:.

‘ x e[3,+[

A solucio é: x € ] — =,1]U[3, + «[

N Para o caso das inequagdes de grau superior a dois, os métodos de
resolucdo sdo 0s mesmos que para 0s casos anteriores. Particularmente no
caso das inequagdes polinomiais, inicia-se a resolucio factorizando o
polinémio e depois procede-se de forma ja conhecida, tendo em conta o0s
diferentes casos. )

Resolucao geométrica

Para este tipo de resolugdo, como ¢ 6bvio, recorremos a representagio
grafica da equagéo e dependendo do caso; se a inequagao for maior ou igual a
zero a resposta encontra-se na parte do gréifico representada acima do eixo
dos x, caso contrario a solugdo encontra-se na parte do gralico representada
abaixo do eixo dos x.

Resolva as inequagoes que se
seguem, aplicando o método
dos intervalos:

N2 =0 =
a) x 9 =0 ™
i =10,
o ——— /\
b) x+ 2 0
A kx—=3) <o
x+1
D% St
d). 3 5 >
3% — 5 pral ¢
> =2 +
4 6
[ T -
e ulg~ a7
" i ~ ~p b
— ‘ L
20
Determine a solugao das ine-
8
(UACOLS (ue se seguem:
2 b2
a) 2T e -2
=

P=2x+3 5 3
b) =3
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UNIDADE 2

Exercicios resolvidos :

g

- . ~ 2 —
30 Determine geometricamente a solugao da inequagdo x* — 4x + 3>
Resolva senorrioe o Resolucdo
Csolva gt‘omclricamcnle as ) -
seguintes inequacdes: Fazemos o grifico correspondente e tiramos a soolugao., N ;
§ =g Aplicando o principio de que a equacdo do 2.% grau € positiva fora dag
aQ = > ;
. raizes e negativa dentro. %)
b)-x*+3>2 | | \ :
[ I U Y A
| x2—4x+3]| +f0J — ‘Ol % \ 1
- 1 l ,
] ' ) ' ) A -
| _— N ‘
| A solucao é: frevees
| §==2%, 1]L[3, +&]

Vejamos agora o que se significa inequacéo irracional. ‘
i et Chama-se inequacio irracional a toda a inequacdo em que a(s) incog-
Resolva graficamente as ine- Dita(s) aparece(m) sob, pelo menos, um sinal de radical.

quacoes:
)22 —5x—7=0
b) x*>7x— 10 i

c)%x255—3x |

d) x* + 9 < 6x ‘52.V4x—3>§—2

{3.\/3x—2z\/2x—3

Para a resolucéo deste tipo de inequacées, sio vilidas todas as normas
para a resolucdo de equacoes e de inequacdes ja estudadas.
Ao resolver inequacdes irracionais verificamos que para a obtencio da
32 sua solucdo € necessdrio ter em conta o seguinte:

oV f(:x) existe apenas para f(x) = 0.

Resolva as seguintes inequa-

coes irracionais: * Para esses valores f(x) = 0: as desigualdades f) = h(x), fz(x) > hx)
) Vil > x sdo equivalentes no mesmo dominio, se g(x) = h(x), V x €D.

b) V4 - V1 —x>\/2—x‘ .

N Exercicio resolvido "

¢) Vxt = 55x + 250 < Resolva a seguinte inequagio:
il Cx+1>Vx+3
dx+1=Vx+3 ]
B Resolucio |
e) Vix—3)(2-x) < ‘ ) t 3
< Vad+ 12+ 11 1}“">V-"+3 '
[ | D= l,\’ ER:x+3= 0}7 l()g() D = [__3‘ + ,x[
D \% _} - - \/X + ] > () . ['\”[(‘S (l(' (.\l(‘\/}_llrln()s'3“]]])()5 0S l]](‘[‘[]hn)s a0 (|llzldmd0 é [)I’CCiSO llniﬁcar de
g) " r——x —a =48 _f\, > 1 ] modo que ambos sejam nio negatvos. Porissox + 1 =0 < x = — 1. R

E : e o < o
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Passemos agora a elevacao de ambos os membros ao quadrado:
X+ 1)2>x+3eox+x-2>0<
S x+2x-1>0<

@ x>-2ax>D)vix<-2a<]) &

Sx>1lvx<—-2ex€]—wn, =2]U[l, + o !

Para a nossa solucio interessam-nos os valores no dominio. Portanto,
x > 1. Falta-nos verificar o caso x = —2, isto ¢,—3 = x < —2. Porém,
neste caso torna-se negativo enquanto que o segundo ¢é positivo. Por
isso, a nossa solucio é x > 1, ou seja, ,

Sistemas de equacdes

Sistemas de duas equacdes

Como jd sabemos, duas equacdes lineares, sejam 3x + 4y = —5 e
2x —3y = 8, podem ser resolvidas de modo a obtermos valores de x e y que

A

satisfazem as duas equacées simultaneamente. Ao procurarmos os pares (X, Fscreva um sistema de equa-
¥ ) que verificam simultaneamente as duas equacdes, a nossa condicio é caes impossivel e um determi-

designada sistema de duas equacdes a duas incégnitas.
Em geral sao-nos dadas duas condi¢des num certo dominio f(x, y) = 0
e g(x,y) = 0 que se escreve na forma:

{ fxy) =0
gxy) =0

procuramos os pares (x,y) que verificam esta condicao.

Do mesmo modo que para as equacdes se define a equivaléncia para os
sistemas de equacdes resultantes. Assim, dois sistemas de equacdes dados
no mesmo dominio dizem-se equivalentes se tém nesse dominio 0 mesmo
conjunto de solugdes.

Para o estudo da equivaléncia de sistemas de equagoes, para além dos
conhecidos métodos da resolugéo de equagdes, dois novos métodos sio
tidos em conta:

Método de substituicao

Num sistema, podemos resolver uma das equagdes relativamente a
uma das incognitas e substituir na outra equagdo (ou nas outras equacdes,
caso o sistema tenha mais que duas) essa incognita pela expressao obtida,
pois o sistema mantém-se equivalente.

nado.

34

Calcule as dimensoes de um
rectangulo de area 25 m? e de

perimetro 12 cm.

A
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g Exercicio resolvido ——

| Resolva os sistemas que se seguem:
A

2 =
2 -3y =11 & x2+y__15
a)[z"'y=5 alkde

a
itui aex j0 na 2.2, temas?
y 10 em ordem a x e substituindo a expressa :
a) Resolvendo a 1.* equacio er

= L
Tlutsy-y=5 " |27=-6

|
l

1 Resolucio
a

|

1

|

i

4

X¥+y =5 (2+y’=5 (1+y)2+y>=5

S=1{(2,1); (-1, -2)]

Onde aparece o traco signilica que a equaciio n

-— L —

| x—y=1 T |k=1+y ¥|— —

| \, 2 -1 V1+41)Q)

| 72 ) — = '2+\/—2: =

: - 2"+ 2y — 4 O@} ] a | 2 .
I Sy S-xhiy |
! —il =3 -14+3 ] = 3 - b 252

! 5 A E i s -

ﬁ = X x=2 |x=~]

')

]

|

a0 solreu qualquer alteracao.

. | ~ b /
Metodo de reducio ou da adicdo ordenada

Substituindo qualquer das equagoes de
adicionando ordenadamente os seus dois

alente. Neste processo es
coeficientes simétricos que

e deste modo a determinaca

um sistema pela que se obtém
membros aos da outra equacao, 0
taremos a lidar com equacdes de

Permitirao a eliminagio de uma das incégnitas
0 da outra incognita.

B’ Exercicio resolvido

~ Resolva o sistema:

A‘Sy:l
3x+4y=7

SNSRI

e G

g

sl
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Resolucio
Para resolvermos por este método procedemos do seguinte modo: mul-
tiplicamos a 1.* equacdo por 4 ¢ a 2.* por 3. Em seguida, adicionamos
as duas equacoes e obtemos o valor de x.

Algebrg

332

Resolva 0s sistemas que se
seguem, usando o método de
substituicio:

ptdy =9
W ]2x=3y=1 8x— 12¥=4
= L a) x+8y=1
plIX+4y=17 Ox + 12y =21
17x =125 xty=2
25 [x +2y=1
=3
. i S5x +y
Voltamos a0 sistema inicial e procedemos da mesma forma para deter- | c) [3x ~2y=1
minarmos o valor y. Multiplicamos a 1.* equacdo por 3 e a 2.* por —2. I
| Em seguida, adicionamos as duas equacoes e obtemos o valor de y. ( 2x+y=0
| é d){ =i
@y[2x =3y =1 { 6x — 9y = 13 g o)
= i
‘ |3+ 4y=7 —bx — 8y =14 ; 6x+2y =7
| = —
| —17y=-1 ;- C)[3x+y—b
| _u | :
é . B, 17 : [ X DY =
. C x + 7y =
| Logo, a solucao do sistema é: | =4
ES_{(ZJ 11)} © [1lx+13y=8
{ - |
17° 17 | 8)[x sl
Muitas vezes, no processo de resolucdo de sistemas, usamos o desig-
nado método misto. Este método surge como uma mistura dos dois
métodos: substituicdo e redugdo. Neste método determina-se a 1.* incog-
nita pelo método de reducao e a 2.* pelo método de substituicio.
B’ Exercicio resolvido =
; Resolva o sistema:
2x+3y=5
| =3x+5y=7
i
| "Resolucio
Inicialmente utilizamos o método de reducao. Multiplicamos a 1.* cquacao por 3 e a 2.* por 2. Em

seguida, adicionamos as duas equacoes ¢ obtemos o valor de v.

(3)( 2x + 3y =5 [ 6x + 9y =15

D= 3x+5y =7 -6x+ 1oy = 14
19y = 29

29

T
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S

s L 1O . i ”
SRSCRUIE ety

vemos uma das equacoes em ordem a x e substj.
alor de x.

i A i I A i s St i Pk e ST P

Obtido o valor de y voltamos ao sistema inicial, resol
v
tuimos o v pelo valor obtido. Deste modo calculamos o

, 29 S, .
e, 4
3= 3y 5-3 19 = -————l-g—— x= —
w+3y=5 _|YT 2 T e P Y
& e 29 29
Wt Sy=7 29 29 yr= y=—
y = e y— s 19 19
19 19 |
‘. k ‘
| s [(1. 2B
i S\ 19719
Regra de Cramer
Um conceito importante para a formulacdo da Regra de Cramer € o de
determinante. ) .-
BB Determinante ¢é, por definicdo, no caso de uma fungdo com 4 varidveis
Usando o método da adlcao b
ordenada, resolva cada um dos a\7<( =ad—bc, ¥ a,b,ced€ER. g
seguintes sistemas: cH ™ ]
(x+y=3
a) Voltando a0 nosso sistema de duas equagoes a duas incognitas. Pelos
=il principios de equivaiéncia
=T a)fax + by =c —adX—ba'y=—ca
b) +3y=-1 ' 1] ;(1)© ! o — A
X+ 3y @|ax+by=c ax+ab'y=ca
i (ab' = bd')y = c'a — ca'
1 8 — 9y =0 ' '
1 ) ca—ca :
c ) I _ - ]
8x + 6y = 0 Y= ab' — ba' 1
:
5 =3y =0 Voltando ao nosso sistema (1) e pelo mesmo processo podemos deter-
| d) o minar a outra variivel x.
| x—y=-—1
| ! ! ! g
[ ax+by=c —ab'x — bb'y'= - b'c ;
<>
‘ 37 7 » (b)[a’x +by=¢ { a'bx + =cb 4
: Resolva cada um dos seguintes (ab' — a b)x =bc—cb :
! sistemas: b'c—c'b . ] !
; Ry=t *Z b = bd ‘ |
: a) _ J
i x—y=-= 1 =
A solugio do nosso sistema é ( be-cb , ca-ca 2) 1
3x+2y=5 ab'-ba'" ab'-ba : i
D s -
2x+3y=0 Como ¢ do nosso conhecimento o denominador devers ser diferente |

de zero, entdo ab’' — bg' = 0.
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Ww

Prestando atengio a esta expressdo, ela ndo ¢ mais do que o chamado
determinante do sistema (1),

a b , ,
=an — b
(l' b ( ' , d

que se representa pelo simbolo A. Entao A = gb' — ab’

Se o determinante do sistema ¢ diferente de zero, entdo o sistema tem
uma wnica solucio dada por (2).

Tendo em conta a solugdo do nosso sistema, (2), tomemos:

€ b_ ' ' a C ' '
Ax—c, b,—cb—chAy=a, o ac —dc

Entao:

Regra de Cramer: os valores de x e de y que verificam o sistema sio /
obtidos por duas fracgoes que tem por denominador o determinante do sis-
tema e os numeradores sio os determinantes deduzidos deste, substituindo
os coeficientes de x e y respectivamente, pelos termos independentes das
respectivas equagoes.

B’ Exercicio resolv

Resolva o sistema:

[ x+y=3
g 2x—3y=—4
Resolucao

Calculemos A, Ax e Ay.
{ |

(o

|1

|
Ajz -3

)

~
T
~

=—-3 -2 — 5 TAX 'l, 4

| Ax -5 Ay =10
| Entdo:x=—=—=1; —
| [ntao: x A e

|

S =1{(1, 2)]

e . 7 i
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10

3¢

Resolva os sistemas seguintes:

IXx+y=3
a)
13.\ -y=3
2xx—3y=1
b) s
3x+4y=7
39 -

Resolva, aplicando a regra de

cdih0. i b

a é A = 0 entdo o sistema o ¢ determ; i

Se o determinante do sistem .
bilidades: ado,

Colocam-se entdo as seguintes posst
e A=0 A Ax =0 — Sistema indeterminado.

« A=0 A Ax = 0 — Sistema impossfvel.

e i i N et s s a3,

« A=0A Ay = 0— Sistema indeterminado.

« A=0 A Ay = 0— Sistema impossivel.
0 — Sistema impossivel.

cA=0nc=0vC=
ente indeterminado.

«A=0Ac=c=0—>Sistema duplam

S S e

. )
» Para os primeiros dois casos d Ova=0.
intesh=0v Db’ =0. :

a=a=b=b=0.

o Para os dois casos segu

o Para os dois ultimos casos

Sistemas de trés equagoes a
trés incognitas
A definicio de sistema de trés equagdes a trés incognitas pode ser dada

de forma semelhante a do sistema de duas equacdes a duas incégnitas.
Como é obvio, para este caso intervém as incégnitas x, y e Z e 0 sistema

pode ser escrito do seguinte modo:

Cramer, 0s sistemas seguintes:

a)

b)

x+yt+tz=1 4x+3y+2z=5 2x+y+3z=4
a){2x+ytz=2 h){3x+2y+z=3 ¢) {4x+2y +62=28
xt+2y+tz=1 &xty+z=4 x+y+z=0

cios resolvidio

Resolva os sistemas seguintes:

apx + apy + apz=h

X + aypy + apz=b, a,bER (1)

asx + a3y a3z = bs

Resolver este sistema significa determinar o terno ordenado de nimeros
reais (x, y, z) que verifica simultaneamente as trés equacoes que formam o
sistema (1). Neste sistema dayy, diz, d13, a1, daz, d23, 31, 32, G33, by € b
representam os coeficientes que intervém no sistema.

Para a resolucdo deste tipo de sistema, (1), podem ser usados os méto-
dos adoptados para o caso de sistemas de duas equacdes a duas incognitas.

[ S - -
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Resolucio

sibilidades:

* Mctodo de substitui¢io

b i i

Algebrq S

a) A resolucdo pode ser efectuada atraves dos dois métodos ji conhecidos. Consideremos as duas pos- £

o i e g

xt+yt+z=1 F=l=y=z Fm——
A+y+z=2 e 2l-y—-2+y+z=2 « 2-2y—27+y+2z2=2 &
| X+2}’+Z=1 1—_)'_Z+2)/+Z:]_ )/:O
E— e x=1
! =3 =Fsy =y > =
e - Y aiX 0 ..
B = y=0 }:O
S = {(1,0,0)}
* Método misto
Adicionando a 1.* e a 2.* equacdes obtemos x = 1
Ty T e=1 —x—y—z=-1 g=
§ Mty t+E=de R EytLg=1 Sstlx+ry+teg=2 y+z=0 o a
C Ux+ytz=1 |x+2y+z=1 1+2y+z=1 =1 }
| |
| — x=1 f
! >
|
‘ S =1{(1,0,0)} }

cao (1,0,0).

W+ Oy+teg=2
Ix+2y+z=3 &
z2=4

| b)
J 2% +.9%
X Ty=2
35 a2y &
+y+z=4

_3@

\

I

2
+1

| rX+y

Xty
2x+)'+z=4

N ————

=qx—35y— 2
3x+2ytz=
o+ & F=e

~

D

x+)]:2
=3x =2y — g=—3
&k+ytz=4

Verilicamos as duas primeiras equacoes deste sistema sio as condicoes x +y =2 ¢ X ty
OSSI\C
Isto ndo ¢ possivel, entdo o nosso sistema nao tem solucio e diz-se que o sistema ¢ imp

Seguindo-se o raciocinio da parte final da resolucao pelo método de substituicio, obtemos a solu- |

X —~N= =2 .
Multiplicando a 1.* equacao |
., Py N o 2 \
Nt 2ytz=3 < por (—1) e adicionando a |
[2;\‘ +y+z=4 1. e a 2. equacdes. i
|
T p=d Multiplicando a 3.* equa- |

¢do por (—1) e adicionan- |

doa2*eal?

—X—y=+1 &

equagoes.
2Ty +gz=% s

|
|
5
I
s
l
F
)
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e -

¢) Dividindo a 2.* equacdo do sistema obtemos a 1.* equacao.

S b i PO T
4+ 2y+6z=8 & {x+y+3z=4< xty+z=0
x+y+z=0 x+y+z=0

Eslamos, pois, perante um sistema equivalente de 2 equacoes com '3 Incognitas. Pc?ra a 5“? riISOh'l-

¢o {ixamos uma das incognitas, por exemplo 2 ¢ podemos detcrmm.ar o usando os mctodos jj
. 30 Y dS.

conhecidos para a resolucio de um sistema de duas equacdes a duas incognitas

Usemos a Regra de Cramer.

Estamos perante o sistema:

[2X+)’+32=4 {Z\‘—%—y:-}—}z
=

x+y+z=0 Xt = =g IE
Entao: i
2 1
= = ). — : =
A 1 J 2 = ] alli=
Ax=4_:_3: ll\=4—3:+:=+—2:
z_\yz) 4_3§=—ZZ—++3:=:—+
#
.\‘ZA'—\‘:A}—ZZ
A .
/
Ay
1:_::—-}
=R

A solugdo do nosso sistema ¢ (4 — 2z; z — 4: z). Dado que fixamos z, 0 nosso sistema tem uma
infinidade de solucaes e diz-se que o sistema ¢ indeterminado.

1
A
Note-se que a Regra de Cramer ¢ valida para os sistemas de trés equa-
¢Oes a trés incognitas. ]
E
Consideremos 0 nosso sistema (1):

ay T ap +a;=h
1 ! ]
Iy T dy t dyy = b, -
5 + U}l + aiy = 173 3

Os determinantes deste sistema, tendo em conta que ¢ de 3 equagdesa3

|
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incognitas, terdo 3 linhas ¢ 3 colunas, Os coelicientes colocam-se na
mesma ordenm que no caso de sistemas de 2 equagoes a 2 incognitas.

an a2 a1y by an ds
A= |dn az ax; |, Ax = bz dx axl;
ay a4y ay by a4y Ay
an bl a3 ap (5] b]
A\' = |y bZ a3 ‘ Az =|d) [15)) bz 3
as b3 as3 as) dy; b3
Deste modo,
Ax A Az
X = —’ =l =
A y A ) € ré A

O célculo de determinantes de 3. ordem, com os quais lidamos na resolu- 40
¢do de sistemas de 3 equagdes a 3 incognitas, serd aprofundado mais adiante. i o »
Porém, ¢ importante saber como calcular este determinante, pois permite-nos, ]‘““"]"‘f‘ DE SR que.at
por vezes, resolver os sistemas de 3 equagdes a 3 incégnitas com relativa 5"

facilidade. [ it 5 =
A titulo de exemplo, consideremos:
a) 2x + y 32=3
ap 4 413 o
Ay =|dy1 ay) ay3| = \,\' +2y+2z= 4
31 a3 ds P s B
X+y+2z =1
= ay(ay " a33 — a3, " dy3) — ayy (A * a33 — a3y - ap) toap(ay an=das-ap) P o y+3z=1
E importante prestar atengio ao seguinte: tomamos o 1.° coeficiente da x+y+z=1
1. linha e procedemos como se no existissem a linha e a coluna que con-
tém este 1.° coeficiente. A S
¢)
2x+y+z=2
a —_— ——
- 5)) 3 Xk o =]
- “3_’><“3; L
I+ 4y b 22 3
. b ~ . d —
Para a obtengio do 1° termo temos entdo ay,(d,, * ay; - ay) * yy). A X +oy+3x=2
expressao entre paréntesis ¢ obtida procedendo como no caso do cilculo 7
dos determinantes de um sistema de 2 equacdes a 2 incognitas. De igual ¥rhy =l
modo procedemos para os termos seguintes: W L S
)
—_— ap) — — _ gy ¥ 2x+2y+3z=3
) — () e i) ) -
| 5 3y 2=
as3) >—< a3y "'.|><va — \

)
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resolvido

x+y+Z=1
41

|
T — | Resolvya |2xt+y+3z=3
Resolva cada um dos sistemas ! x+2y+2z=4
que se seguem: l
j Resolucao
x+y+2z=3 | Para este caso usemos a Regra de Cramer. Assim,
a3+ 2y +3z=1 i 111
2x+3y+2=0 1 frestd 173 :](2_6)_1(4—3)—{-1(4—1):—4—1+3=—2'
| Q=
( Wx+y+2z=2 1 22
b){ x+ 2y +3z= | I 2 1 ,
[3x+3y+z=4 | Ax=[313|=12-6)-16-1)+1(6—4=—4+6+2=4
( | 4 2 2
6x+ 9y +2z=5
Ay 2x+3y+z=2 ? 111
L8x+12y+3~=7 O Ay=1]2 3 3|=16-12)-1(3-3)+18-3)= —6-1+5=6-2
) 1 4 2
x+y+g=2
di 2x+3y+4z=1 n 1 e
Az=12 1 3|=14-6)-18=3)+14—-1)= —2—-5+3=—4 ;
| xT2y+3z2=0
1 2 4 1
Entao: !
N N ‘
S8 8 - = i
Ay ' =2
y="p =3 =k
Resolva os sistemas seguintes | - ' |
aplicando a Regra de Cramer: EQI]OSSA SOlFlc‘lo CS _ , (=2,1,2)). i‘

B

2c+ 2y +2z=1

O estudo que efectuamos sobre sistemas de equacgdes permite-nos veri-

a){x+2y+2z=1 ficar que os sistemas de equacdes lineares podem ser classificados do

tx+y+3g=2 seguintes modo: ;;
Determinados *

¥t 2yFe=] Possiveis (uma solugzo)

. . Sistemas de equacoes IndeEem}mad_OS) 4

X+ty+2z=] lineares (solucdes infinitas

|

Impossiveis
(nao tém solucoes)
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idos

. Determine o dominio de definigio das seguintes expressoes:
DVx—4=x2-3x+3
1

b)xl'-2= 2 —x
OVx+3+Vix—1=4
dx+ D Qx — 1= 34 4

Resolucao

a) A expressao sob o sinal de radical deve ser sempre positiva ou igual a zero. D = {x ER: x —4 = 0}
D = [4, +o[

b) A expressao no denominador néo pode ser igual a zero. Entio,

2 —x#0< x# 2, logoD =R\(2).

0)D={xERx+3=0A 2~ 120}, pois ambas as expressoes encontram-se sob sinal de radical.
Entio,xZ -3 /\xz%@)cz%alogo

d) D =R, pois ndo ha qualquer restricio.

Vx—y +Vx+y
se:

xX+y
aA)x=4 e y=2 b)x=1 e y=0 Ax=0 e y=4

. Determine o valor da expressao algébrica seguinte:

Resolucao

a) Vamos a expressao e substituimos pelos valores correspondentes, obtendo

Va—2+vVa+2 Va2 +Ve Vaa+vs)

4+2 B 6 .

b) Procedendo do mesmo modo que para a alinea a) obtemos 2.

¢) Procedendo de modo idéntico para as duas alineas anteriores, obtemos que a expressao nao tem
solucdo em R, pois nao podemos calcular raizes quadradas de niimeros negativos.

- Das expressoes seguintes determine quais delas sdo racionais, irracionais. inteiras ou fracciondrias:

4 x+ 21 xX+5
aA)xt+x—-7 b) j
3xt— x>+ 4x—8 L)x—'j ‘ &) 3

)3 g DV — x + 3 ; x+4
c\/_ \/; Vx* —x + x ;’)——m
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Exe

s 3 LRSI e
e iied

Resolucao
a) Racional inteira b) Racional fracciondria ¢) Racional fracciondria
. i 1 . o
d) Racional inteira ¢) Irracional ) Irraciona g) Irracio 12

4. Efectue as seguintes operagdes:

g _ 10 yx=l, x1

*—2x—3 x+1 4 6 i
a) —= . —_— =+ — - ¢ 2 e Yy —
Vi r e tatx 2 DT T T x+2 x*=2x—8
‘ Resolucao
y X =23 Lo e s P D0 By 2 3 Dk
Vot —x 2 20x* + 23 + x2 — X) 26t + 228 + % — X)
+ 43
| A, 6 .8 10 _ 48+436+32+30 _ 86 _ 43
X 2x 3x 4x 12x 12x 6x
; 9 x—1 x+1 _ x—1 =(x—1)(x—4)+(x+1)=
! x+2 xXX—2x—8 (x+2)(x—4) x+2)x—4)
f - oy s 0 o ) R e
| (x +2)(x — 4) (x+2)x—4)

5. Resolva a equagdo irracional Vx +3 — Vx+1=1

Resoluciao

Comecemos a resolucio determinando o dominio:

D={xERx+3=0Ax+1=0)eD=xERx=-3rx=-1}<
oD={xERx=-1}<D=[-1, +x|

BV o
i S Vx+3=1+Vx+1 Isolar o radical
| =x+3=1+2Vx+1+x+1  Efectuar as operacdes
.‘ e (1)2=QVx+1)2 Elevar ao quadrado
; =1=4x+1) Resolver em ordem a x
== 4x + 4
<> —3 =4x
- -

Verificacao

' \/:%+3—\/j:}3—+1=1 Parax = —

H|w

E— ]
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Verdadeiro

6. Resolva o sistema
x+2y+z=1
2x + 3y + 32 = 2, usando a Regra de Cramer.
3x+y+2z=1

Resolucao

Calculemos primeiro o determinante A do sistema e depois os outros determinantes Ax, Ay e Az.
Como ja sabemos que A ¢ formado pelos coeficientes dos termos que intervém em cada uma das equa-

coes, entao:
121
A=123 3
312

=1:(6=3)-2-4-9+1-2-9=3+10-7=6

Para o cdlculo de Ax, na coluna correspondente aos termos em x, colocamos 0s termos independen-
tes do nosso sistema,

12
Ax=|2 3
11
11
Ay =|2 2
31
1 2
Az=|2 3
3 1
Assim, x =

1
3
2

—_— N = N W

Ax
A

=1-(6-3)-2-(4-3)+1-2-3)=3-2-1=0

=1-(4=3)-1-(4-9+1-Q—-6)=1+5—4=2

=1'(3—2)—2'(2—6)+1~(2—9)=1+8—7=2

£ Oy Ay _ 2 _,1 _ Az 3w il
6 0 s ek il Z=A T =3

Eano 30 é: 1 1
ssa solugio é: {(0, 33 )]
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- xermcnos resolv:dos

x+yt= usando o método de substituicéo.

7. Resolva o sistema <
2x—y=2

Resolucao
P, a - _ o 4
Resolvendo a 1.? equacdo do sistema em ordem a x e substituindo na 2.% equacdo, temos: _ B

L= x+1=—y2 @{2 :: @(2+1= i

n—y=2 " |20-y) - eha-y-y=27|»+y=0 y(2y +1) =0 :

> {

: x= .

l — x=1v 4 ;

| Q[)’:O\/Zy+l=0©y=0 g !
| y=-=

N

[ )

8. Determine o valor da inequacdo seguinte:

lx — 51 <Ix+ 1

Resoluciao
\

A equacdo |x — 51 < [x + 1 tem por dominio R e € equivalente a:

Ik —5°<I|x+ 1/%. Entdo,

lx—ﬂ<h+1h¢&—5f<&+]f®
er—10x+25-—xX—-2x—-1<0«
e —]x+24<0e —12x< -2 =12 >24 =x>2

Solucdo é x > 2, ouseja: S = [2, + o[

0. Demostre a identidade:
(x +y)? = x>+ 3x%y + 302 + ¥’ |

Resolucio

(P = (x4 +y)(x+y) = 2+ yx +yx + YD +y) =
= (@ +200(x +y) = +xy + 20y + 207 HyxF Y=
=3+ 3x%y + 3xy% + y3 el

|
J
o
4
i
o
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Exercicios propostos

1. Dada a expressio , calcule os valores

3a? + b?
a

da mesma para:

a) a= 1; b =1

b)a= V2;b=-\2

2. Mostre que as expressdes V(x — 5)(x — 1) e
(x — 1) Vx — 5 sao idénticas em R.

3. Factorize as expressoes seguintes:
a) 43 —x*—8x+2

b)xt+ 22 -3

xt—5
e) ———
4a* + x*

4. Determine k de modo que a expressio
2x? — 3x + k = 0 defina uma equacio quadra-
tica com:
a) Duas solucoes.
b) Uma solucio.
¢) Nio tenha solucéo.

5. Escreva uma equacdo do 2.° grau que tem por
solucdes:

)= o7
- e
vy

1 1
b)—zez
3 10
c)geg
d)23e3

6. Calcule dois ntmeros reais sabendo que:

7
A A — —_—
a) A sua soma é 5 €0seu produto 36 -

b) A sua soma é 2,2 e 0 seu produto 1,05.

7. Um pai tem 50 anos e a filha 25. Determine o

tempo necessario para que a idade do pai seja
n vezes a idade da filha.

8.

10.

11.

12.

13.

14.

Determine as solugdes das equagdes que se
seguem:

axt—-x2+2=0

p)2xt—3x*—5=0

o)x’ —5xt+4x=0

d)x>—6xt+5x=0

e)xt+5x*—-36=0

Dxt—6x2+5=0

. Resolva a equacdo: x*—5x>+2x>+20x—24 = 0,

sabendo que —2 e 2 sao duas das suas raizes.

Resolva a equacdo x° — x* — 3x° + x4+ 2x=0,
sabendo que —1 é raiz dupla.

Determine o valor de p para que a divisio de
x3 + px* + 2 por x — 1 seja exacta.

Resolva as seguintes equagdes irracionais:
aA) Vil +1=x-1

b) Vx* +4x+4=x—-3

) V2x—6+VxI—3x=0

Resolva as seguintes inequacdes:

a) 6 =32+ 2D —Tx+12) =0
x(* + 4x)

2l x—1

o) Vx+2>x
DV +3x+2<1+Ve2—x+1

¢) V2 —55x + 250 < x — 14

<0

Resolva cada um dos sistemas seguintes:

3x+2y—z=1

2x—2y+42=-2
a) }{

x4+ —y — =
xzyZO

X+3y—2z=5
b)<3x+5y+6z=7

x+y—2z=4
)Sx—y+z=2
xX+2y—z=1

o
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OBJECTIVOS

O aluno deve ser capaz de:
« [dentificar as equacdes e inequagoes exponenciais

* Resolver gréfica e analiticamente as equacoes e inequagdes exponenciais.

* Resolver problemas reais da vida que envolvem equacdes e inequacoes exponenciais.
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S Equacoes e Inequagdes
¥ Exponenciais
|

3. Equacoes e Inequagoes Exponenciais

3.1. Equacao exponencial:
3.1.Nogao de equagao exponencial.
3.2. Resolugdo gréfica e analitica de equacées.

3.2. Inequacao exponencial:
3.1.Nogéo de inequacao exponencial.
3.2. Resolugdo gréfica e analitica de inequacdes.
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Notas histdricas

-

o e—— B

\ 4
solicitou aos seus subditos que lhe inventassem yp, novf?
or do jogo considerado melhor teria direito a realizay qila?
drez. O principe ficou maravilhado e sentiy.g, llad
ntor e disse-lhe que ele poderia pedj k

Conta uma lenda que um principe Shiram
J0go, com o fim de diminuir o seu tédio. O invent
quer desejo. Um dos seus subditos inventou o jogo de xa .
obrigacio de cumprir com a sua promessa. Mandou chamar o inve
que desejasse.

O esperto inventor Sissa Ben Dahin pediu que as 64 casas do tabuleiro do jogo de xadrez fossem
preenchidas com graos de trigo, seguindo a seguinte condi¢ao:

= Na primeira casa seria colocada umg grao e em cada casa seguinte seria colocado o dobro dos graos
que havia na casa anterior.

gp* O principe satisfeito com o pedido, pois considerou-o facil de ser atendido ordenou que o pagamento
fosse providenciado. A sua surpresa foi quando lhe vieram dizer que nem a producao de vdrios anos
de toda a India chegaria para pagar tal recompensa.

il 00 i

Pt

S6 na tltima casa o total de graos era 2%, o que corresponde ao produto de 4 294 967 296 por
2 147 483 648. Isto so6 na tiltima casa. 1

Imagine-se agora a soma dos graos contidas em todas as casas... Quantas toneladas seriam? Supondo
que graos pesam 1 grama de determina quantas toneladas de trigo pediu o sabio?

e

Investiga qual a produgdo mundial de trigo nos tltimos anos e faz uma avaliacio do pedido de Sissa
Ben Dahim.
Esta ¢ uma aplicacdo das fungdes exponenciais, particularmente da funcio y = 2.
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Equagdes e Inequagdes Exponencigis

Nogoes de equagao exponencial

Para que possamos ter uma nogio correcta de equagio exponencial,
recordemos alguns conceitos referentes a fungio exponencial.

A fungio exponencial ¢ muito importante pois ¢ usada nas mais varia-
das situagoes da vida real.

Vejamos, a titulo de exemplo, o seguinte caso: num charco de dguas
paradas havia 1 milhdo de bactérias até ao fim do més de Abril de 2005.
Supondo que, em média, cada bactéria se divide em trés ao fim de uma
hora e representando por t o nimero de horas decorridas apos 30 de Abril,
determinemos uma expressao algébrica que modela a situacio e calculemos
o numero de bactérias que existiam passados 10 dias, caso nada tenha sido
feito para contrariar o crescimento das mesmas.

Observemos a tabela que se segue, onde t representa o tempo em horas o
e N o numero de bactérias: | 1y

l

Um biélogo estuda a evolucao

({;‘" t(horas) | N (milhoes) ) de amibas, que culFiva no seu
B n 0 ' gt A — - laboratdrio. Num dia D, deno-
tado por O, o bidlogo avalia

J 2 em um milhdo o numero de

2 9 ~ amibas e constata que este

3 27 numero duplica em cada dia.

C L 3 y (Dia [0[1[2[3] 4] 5] 6)

Efec-

Verificamos que N(t) = 3. Deste modo, passados 10 dias (240 horas), Voo
teremos como numero de bactérias N(240) = 3%** ¢, como podemos ver, o

niimero de bactérias seria muitissimo elevado. Verifique na “j‘bda acima que

Ao estudarmos funcdes teremos casos de fungdes como a que acaba- P todo o numero natural n,

mos de usar para o cdlculo do nimero de bactérias. Neste tipo de funcoes a 0=n=6, o electivo no dian

1248163264J

] e e éde2".
base é uma constante e o expoente é varidvel.

A funcao exponencial de base a e expoente, a varidvel x, de dominio R
define-se por:

fiR—R*
x _ f)= a,

onde a ¢ um nimero real e diferente de 1.

Representacio grafica

. 2

Num mesmo referencial representemos os graficos das seguintes fun- - =

¢Oes exponenciais: Represente num mesmo refe-
CNCi idficos das seguin-
yy = 2%, rencial 0s graficos d 5,568
tes fungdes exponenciais:
1 x 4X -X
- )X —_f —\ . '=‘+'C"=’i"
y2=2 @yz—(z), ) )
Y3 =35
1 x
y4= (3 )
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N

|
—

S = (=)
L.p-mn—' (8]

Para a representacdo grafica da funcz,
exponencial, como j& o sabemos, podemq,
efectuar uma tabela de valores e esbogar
grafico. A titulo de exempl~o, consideraremg
apenas a tabela para a fungio y; = 2*.

.........

=3 43 ~] O

Propriedades da funcao exponencial

« A funciio é estritamente crescente para d > 1 e € estritamente decres-
cente para 0 <a <l.

« Todos os seus graficos intersectam 0 eixo dos yy no ponto de coor-
denadas (0, 1).

* O contradominio da funcio é: D} = ]0, + =[ e 0 seu dominio éR.
* A funcio é injectiva.
* A funcio é continua.

* A funcdo é sempre positiva. .
* Osgréficosdey =2edey = (3 ). sdo simétricos em relacao ao eixo dos yy.

E importante notarmos que para o caso particular das fungdes expo-

nenciais de base a, com 0 < a < 1, as mesmas podem ser escritas com uma
base superior a um e um expoente negativo.

1

Sabe-se que a* = ] )x . Em particular se a -;— tem-se (%)x -1 5__!‘

a

Transformagées dos graficos
da fun¢do exponencial

Partindo dos gréficos das funcdes, y=a‘,ondea>0ea#1 por trans-

formagdes podemos obter os grificos das funcoes do tipo y = ca* * 9 + b,
Para tal, € importante ter em conta a tabela que se segue:

e Translacio de a na direc¢io do eixo dos ¥y.

Translagio de —a na direc¢do do eixo dos xx. |

Esticar ou encolher segundo o factor a, na direccio do eixo dos xx.
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Equagdes e Inequagdes Exponenciajs

W~ - ‘ i Wﬂ; A"‘E'r‘:’; ' ;]t‘ 4 .~‘_’ Wi ;'; 'f‘.'"‘d‘l: ;.. ‘:\ F-,,rg
 tar ou encolhersegundo  fctor &, ma direcio do eo dosx
Simetria em relagho a0 elxo dos xx. B
s Stmetrhem relagdo ao eixo dosyy,

| Partindo do grafico de y = 2¢

e\ patte do grifico que se encontra abaixo do
:dl-sliﬁmielmnnte em relagio ao mesmo eixo.

construa o grifico de

cixo dos xx é reflectl- | y = |27* - 3].

Manté¢m-se os pontos de abcissa positiva e o
relativamente ao eixo dos yy.

grafico fica simétrico

m

|
|
1
!

’ 5

| y=3

1. Partindo do grifico de y = 3, deslocando trés unidades para a direita obtemos o grafico de y = 3* =3

y=3x—3

01 2

A
3 X

2. Partindo do grifico da funcéo y = 2*, deslocando duas unidades para a esquerda obtemos o grafico

~ dey = 2**2¢ deste ultimo, subtraindo 3 unidades
unidades para baixo.

Obtemos o grifico de y = 2x*2 — 3

, efectuamos uma translacio do mesmo em trés

A 4

>
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UNIDADE 3

Equagoes exponenciais

Tendo em conta que as funcdes exponenciais sdo injectivas para a & R

1,sea* = @ entdox =Y. ) .
“ OEsemaéfxma propnedadc usada para a resolugio de equagdes exponenciajs,

B’ Exercicios resolvidos _ WS——"

" 1. Resolva cada uma das seguintes equagdes:

A =64
4
m b) xt l=¢
Resolva cada uma das

seguintes equacoes:

=
a)100 2 =01

¢) 2Xt2—2x=06 |
5% —3*—15-255+15:3=0

b)ex1=1 Resolucao

a2 a)D =R
e 2 x-3=gpen~3=2ex—3=6%x=9 S = {9}

ey | woe

2"+1=6®x+1=10g26©x:—1+log26
&) 9x2+ =5 _ 05

={=1+log, 6} ‘
Sx+l_T2x+3 _ c)D R ' ‘
% 1 ° 2)‘1“2—2"—06©2x 22 X =23 3©2"(4—1)—25 3
g 10-25— 4 =16 x“.;_\)\ L2 3=203e2=ex=5 5=5)
3\d+l _ (3\5%9 ‘ B ’ i
(7 =(3) HD =R e e 155
52 — 3¢ —15.25*+15-3F =025 —-15-25=3"—- 153«
)9r—6.3*=27 , . (25
< (1—-15)25 =§1715)3"©25“ =3 ? =1
25V [25Y
e|l—|=(7|ex=0
3 3
S =10}
2. A funcdo C(x) = 200 000 (%)_ , X = 0 ¢ usada para determinar o
preco de um carro x anos depois da sua compra.
m a) Qual ¢ o custo inicial do carro?
Resolva as inequagdes seguin- b) Determine o custo do carro dois anos depois da sua compra.
tes: ¢) Quanto desvaloriza o carro por ano?
a) IEL 3 Resolugio
)4 —3:2—4>0 a) O custo inicial do carro obtém-se subtraindo na equagao dada x por 0.
0 4+ 2-']— P(x) = 200 000 ( ;r ) , X =0; P(0) = 200 000.
—
O carro custa 200 000 M.
d) 2+x+1)>1 -

; ” e TN i
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Equagdes e Inequagdes Exponencigis

B ,

b) o) custo 2 anosrdepoisr oi:tém-se substituindo na equaga‘o X porr 2;
P(2) = 200 000 (%)_2 = 200 000 (%)2 = 112 500 MT.
logo 2 anos depois da compra o carro vale 112 500 MT.
¢) P(x) = 200 000 (%)—x = 200 000 (%)2, x=0.

Entido subtraimos % - 1= =-0.25.

logo o valor do carro diminui em cada ano 25%. ; ’

Inequacao exponencial

Para a resolucao de inequacdes, as regras sio ja do nosso conhecimento
e como € 6bivio sao vilidas para o caso das inequacdes exponenciais.

B’ Exercicio resolvido

" Resolvaa seguinte inequacdo: x &~ — x>0

' Resoluciao

xel—x>0ex(El-1) >0
Determinando as raizes e usando o método dos intervalos, temos:
' x=0vel-1=0<«

r©x=0ve*‘l=l© = O 1 W
e x=0vx—1=0 = - 0 .+ :
i©x=0vx=1 ) - - b+
 Logo, S =], O[UJL+e[  <eZD] + o - o =+

Aplicagdo das equacdes exponenciais
a vida real |

A introduczo do presente capitulo foi feita através de um exemplo
concreto. Tomemos mais alguns exemplos de aplicacio de conceitos rela-
cionados com a funcio exponencial na vida corrente. _ }

Um exemplo bem preseénte nas nossas vidas é o caso dos juros. Num
primeiro mes o Paulo vai ao banco e deposita 1000 meticais a um juro de
3% ao més. Passado um més o seu rendimento serd 1000 MT mais 30 MT,
logo o Paulo tera 1030 MT, isto ¢, 1000(1 + 0,03) = 1000 - 1,03. No més
seguinte o seu juro serd calculado sobre 1030 MT, que constitui o seu capi-

tal neste més e que serd a base para o cilculo de juros deste més. Entao no
fim do segundo més o seu capital serd (1030 - 3%), isto é,

[(1000 - 1,03) - 1,03] <> 1000 - (1,03)2

Ao fim do 10.° més, o saldo do Paulo, caso ele nio

etire e nem coloque mais
capital no banco serd 1000 - (1,03)10

, isto €, o capital inicial multiplicado

¥ |
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tempo de aplicacdo. Deste modo, 0 montante fingi 2l

al C multiplicado por, 1 acrescido pela taxa unigy, : |

seja M = (1 + i)', designada por férm:f:
a

pelo juro elevado a0
| ¢-nos dado pelo capital & T
| elevado ao tempo de aplicagao ot

dos juros compostos.
k Tomemos de seguida mais alguns exemplos de aplicacdo da funcy,

exponencial.

e M SIS s -»‘————»A-:—_.,_‘W
ximadamente segundo a funcao

Exercicios resolvidos

I

1. O numero de bactérias num meio de cultura cresce apro
n(t) = 2000 - 3°%%

sendo t o nimero de dias apés o inicio da experiéncia. Calcule:
a) O numero n de bactérias no inicio da experiéncia.
b) Em quantos dias 0 numero inicial de bactérias ird triplicar?

2000 - 30:0# = 2000 - 30 = 2000.

go temos que calcular n(0) =

nicio da experiéncia era 2000.
le triplicar o numero serd de 6000.

) = 2000 - 30.0%. Temos entao que

a) Sabemos que no inicio t = 0, lo
Logo, o numero de bactérias no i
b) Temos agora que 0 numero inicial era de 2000 e quando e

|
l
! Resolucao
i
|
1
amos de ter n(t) = 6000. Mas como sabemos n(t

Assim precis
! 2000 - 309% = 6000 = 2000 - 3
1‘ 300t =3« 0,04t=1
1
| — =
! t 0.04 <t=25
a triplicar as bactérias do inicio da experiéncia serao necessarios 2

5 dias.

Logo par
ncdria a uma taxa de

' 2. O Jodo Massinga aplicou 12 000,00 MT durante 6 anos numa instituicdo ba
juro de 1,5% ao més, no sistema de juros compostos.
a) Qual serd o saldo ao fim de 12 meses?
b) Qual serd o montante final?

Resolucdo
a) Apés 12 meses: O capital C ¢ 1200; a taxa unitariai = 1,5% = 0,015 et = 12 meses. Logo,
M= C(1 + i)t = 1200 (1 +0,015)!* =
= 1200 - (1,195618) = 1434,74 M1
Ap6s 12 meses o Jodo Massinga terd um saldo de 1434 meticais.
b) Montante final: ao fim de 6 anos temos 72 meses, entao,
M=1200-(1+ 0,015)7 = 1200 - (1,015)2 =
= 1200 - (2,921158) = 3505,39
Apo6s 6 anos ele terd um saldo de 3505,39 meticais.

3. Sob determinadas condi¢des, o niimero de bactérias N de uma cultura, em funcdo do tempo t € dado por
t
N() = 2% . Qual serd o numero de bactérias 6 dias ap6s a hora zero?

Resolucio 1 »
6 dias = 6,24 = 144 horas, logo N(t) = 15 o N(144) 2 = 212 = 4096
A cultura terd 4 096 bactérias.

,
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Equagbes e Inequagdes Exponencigis

M

Sistemas de equagdes envolvendo
funcOes exponenciais

Para 0 caso da resolugdo de sistemas, temos apenas uma aplicagdo pratica
das regras das funcoes envolvidas,

! X—y=7 ’
| 1. Resolva o seguinte sistema: |
IE © T13%y = i
l i
| Resolucao ?.
| !
| XT3y = -
| 13 1 13%+3y =130 {4x +3y=0 {4x -3y=0 {}’ =—4
t x=21
| x=3
| s=(6,-4)
| »ry=3
' 2. Qual é a solugao do sistema: 8
j x—y=1
lei A. (_2, _3) B- (_2: 3) C' (25 _3) D' (2') 3)
| ,
l, 1. Epoca, 2010
i Resolucao
1 S
 [rew=2 M rp=3  [2.piwy=3
H=y =i x=1+y - T
_ 3 1 Y =273
3- == == = —
—_— x=-2

2= 1(72,3) Opgio: A
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Exercicios resolvidos

v 4
1. Partindo do grafico da fungao

Ay, =31 b)y, = -3+

y = 3* descreva como pode obter o grafico das funcoes seguintes;

C)_}’3 = 3'X|

T S —

El'i'rrei'ta obtemos 0 gréﬁcb de3*°1,

Resolucio o
|r~a) Partindo do é}é’;ﬁco de 355, déél(;c;lndo-uma unidade para a il L
3 b) O grafico de y, = —3¢-1 obtém-se do grafico de y1 = Fo=ls efectuan@-se uma simetria relatwam ;
| ao eixo dos xx. 4
| — 3%| obtém-se do grafico de y = 3, por simetria em relagdo ao ?:1X0 fi_O? -

il
2. Resolva cada uma das seguintes equacoes:
2) 5 = 715— b) 64 = 427 ) (—116—) =256
Rgsolugﬁo - - | ‘ , N
a)5x=—21g©5"=5_2©x=—2 5= 2]
b6t =a e =423 =2 —xex="1 - §=(-1)

C)(-ﬁs—)x=256¢4‘1"=4"'©—2x=4©x=—2 i g = 2]

| ARSI

3. Resolva cada uma das seguintes equacdes:

a) e'f’x—l — 83x+5 b) ox— -3¢ = 27

sa)e7x+1=esx+5©7x+1_—_3x+5<=4x=4©x=1 S =1

'b)9*—6-3*=27 ; seja3 =t

6+ V36 + 108 s

| 2—6-te2T=0e1,=

3 2
t-6t -7
_6*xV144
@y = &
2 )
6*12
Sty =
1,2 ) <~ %
po= 12 6—12 ‘}
! 2 = -3

F=0e3F=3ewx=2

3% = —3 impossivel
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|

\ Exercicios resolvidos - ?.
QS

\.,

4. Resolva a seguinte equagio exponencial 75+ + 4 - 771 = 347,

Resolucio

et e ST T— R R AT P L 22 o “"———-v-!

[—7'x+2+4.7x-1=347 : . J
¢>7X’72+4.7X7_1=347 P }

e e

; x{ 2 A\

o7 (7 + = 347 Colocar em evidéncia o factor comum. |

| - |

343 + 4 |

= 7x( B AR ) = 347 Resolver em ordem x. *’
347

¢7X(T)=347®7"=347-%®7"=7¢x=1 S= {1} i

5. Partindo do grifico da funcao, indique os passos necessarios para construir o grafico da fungao

y=|2"'1—2|.

Resolucio

 Deslocando uma unidade para a direita, o grafico de y = 2% obtemos o grafico de y = 271, Efectuando |
| uma translacio em duas unidades, para baixo, a0 longo do eixo, dos yy obtemos o grafico de y = 212,
Reflectindo a parte que se encontra abaixo do eixo dos xx, em relacao a0 mesmo eixo obtemos o grafico da
' fungéo pretendida y = | 271 = 2.

6. Resolva a seguinte inequacdo: x €1 — x>0

Resolucio

[xez"‘l—x> 0ox(E*1-1)>0
| Determinar os zeros:

ie:’-"‘l—1=0<$ez"_1=e°®2x—-l=0®x=%
x=0 v ex1-1=0
(o 1 N\
| —_ O —— _|.
i 2 2 2 2
X — 0 + +
ex-1-] — = il 2 0 1
x(€x1-1) T O s o > ]_m’ O[UJ? +°°[
\ e/ =

7. Um funciondrio publico aumentou o seu saldrio, nos ultimos cinco anos, em 15% ao ano. Hoje ganha
34 970 meticais. Quanto ganhava h4 cinco anos?

Resolucio

O = abif() <> f) = a- (1,15) O =a- W15y
f(5) = 34970, logo a - (1,15)° = 34970 <> a = 17 386

=
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Exercicios resolvidos

\‘ + 23x—
| 8. Considere as COI'ldi(:‘(_)CSZ

l 8 3 = 4 . 93x 1
\\\ Lx- xt2 = X I, &

‘ 1 \~xt3 '
It IIL 2x+1 4 Jx+1 = g4 V. 217> > (7)

:H As resolugdes seguintes estéio erradas. Descobre onde se cometeu O €ITo ém cada uma delas e Tesolye.,
[ correctamente.

\ Lx ¥ ?=xe32=X a3 -]ex+2=0ex="2

" X

\\

H II.8"+3=4-23"‘1©8"+3=83"_3¢>x+3=3x—1‘:4:2"@":2

\ Hl_zx+1+2x+1=64_¢>2x+1+2x+1=26@x+1+x+]_:6©ZX=4<¢x=2

r{ B\ 21‘X>(%)_x+3©(%>_”x>(%)_m@ ltx>-xt3eu>4ex>2

Resolugio

L. Como x pode tomar o valor zero, ao dividirmos os dois membros da equacdo por X nao obtemos
uma equacao equivalente.

S = {0, -2}

IL 4 - 2271 3 8371, s factores nio estdo escritos com o mesmo expoente.

S=0

I1I. A soma de poténcias com a mesma base nio ¢ uma poténcia com a mesma base e expoente igual a |
soma dos expoentes e, por isso, 2¥*1 + 2¥*1 = 6 nio ¢ equivalenteax + 1 + x + 1 = 6.
|
= [4) |
; 1 1\~ 1+x 1 \—x+3 |
I IV. A exponencial de base X é decrescente e, portanto, (7) > EY < —-1+x<-x+88
!
( ( §=1-w,2
| LS

‘ / 9. Resolva as inequacdes seguintes:
” a) 4¥+1 > /3« b) 91_"<% )3 —xt-3¥=0
)/ Resolucio
“ 3)4"H>\/§3x®22(’(+1)>2T©Zx+2>3?x®4x—3x>—4©x>—4 |

b)91—x<—;-®32(1_X)<3_1©2—2x<—1©—Zx<—3®x>—3—
] 2

OIS - 3= 0 < 3* (1 — )

=0 1-x2>0porque >0,V xER e x [—1,1/]
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Exercicios propostos -f»

1. Qual das seguintes afirmacées ¢ verdadeira:

A. Existe um par ordenado de ntimeros reais
(x, y), tal que:
5% = 2571y
x+y=11

o e 1
B. A equacdo 27 = B € impossivel.

C.6¥—Tx+10=1ex=5
Da=adwex=y

E.ax<ay©x<y

2.Um psicologo desenlveu uma formula que
relaciona o numero n de simbolos que uma

pessoa pode memorizar no tempo t, em minu-
tos. A formula é: -

t

n() = 30 (1 - ehg).

a) Calcule, de acordo com a funcio n(t) e com
aproximacdo as unidades, quantos simbolos
uma pessoa pode memorizar em 4 minutos.

b) Uma pessoa memorizou 26 simbolos. Quanto

tempo precisou, aproximadamente, para
realizar tal tarefa?

3. Partindo dos graficos da fungio y = 2* obte-

nha a representacio grafica para cada uma das
funcoes:

a)y = |2
b)y = —2*
Qy=2%-1

4. Resolva as seguintes equacdes exponenciais:

a) 2%+ 2% =4

1
b) 25 = —
) 5

c)\/i;-\/3_"=36
d) 23x.3x_ 23x—1 .3x+1 + 288=O
e)32"—3"—15~25"+15-3"=0

1+-2 1 L
D5 x —=7-10x +2:4% =9

5. Resolva as seguintes inequacoes: ,

_’1 4x2

D -3-2-4>0 b=
F+x—4

O +x+1r<l d)———F—=2

x—1

e) |x|x2‘x‘2<1 HE?+x+1)<1

6. Das afirmagdes que se seguem diga, justificando,

quais sao as falsas:
A. A fungio f(x) — (—4)* é uma funcio expo-
nencial.

B. A funcdo f(x) = x> é uma funcdo exponen-
cial.

C.Se4* = —é, entdo x = —1.

D.Sef(x) =2 e f(x) =8, entdo t = 3.
E. Se f(x) = 10 entdo f(0) = 0.

E Se f(x) = &, entioj(%) =e.

G. A funcdo f(x) = 3* + 37 ¢ idéntica a fun-
cao fx) = 20,

H27<3™ | se x€]—w, 0]

L. O dominio da funcio f(x) = 27*éR.

7. Resolva em IR, as condicdes:

a) L =< 251«
Vs

b) 0,25% < gx+1
c) 47> ox
d) 81% = 27%2-5

1
e)%" =4
-1 .
>
) 3y =0

8. Determine os zeros, caso existam, de:

a) f(x) =3*-3
b) g(x) = 2¥*3 4+ 4
¢) h(x) = 3 — o«
d)rx) =1 - o

(T
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OBJECTIVOS

Vart |

O aluno deve ser capaz de:

« Identificar equacoes e inequagdes logaritmicas.

» Resolver gréfica e analiticamente as equacoes e inequagdes logaritmicas,

* Resolver de problemas reais da vida que envolvem equagdes e inequacoes logaritmicas
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Equacoes e Inequacoes
Logaritmicas

R

CONTEUDOS

4. Equagdes e Inequagoes Logaritmicas

4.1.Nogdo de mantissa e caracteristica.
4.2. Cologaritmo de um ntmero.
4.3. Nogao de antilogaritmo de um nimero.
4.4. Equagao logaritmica:
4.1.1. Nogao de equacéo logaritmica.
4.1.2, Resolugéo de equagdes logaritmicas.
4.5. Inequacéo logaritmica:
4.5.1. Nogao de inequacao logaritmica.
4.5.2. Resolugao de inequagdes logaritmicas. o .
4.5.3.Resolucao de problemas concretos aplicando i & » Pag 84299
logaritmos, T S

T T T e S ———
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Notas histéricas

- creve freneticamen b

Em Franga, Galois (1811-1832), na noite anterior a um duelo onde‘wrclla a fa:lljggz; e: AL déeGa:oS;as :
descobertas incluindo a teoria dos grupos, um estudo sobre a re§OIU¢aO 'efeqto e 56 mais tarde a5 descoberts de
tria. Pede a um amigo que entregue essa carta a Gauss ou Jacobi, o que ¢ 1€ito, 3
Galois sao reconhecidas.
1 John Nepper introduziu o cdlculo logaritmico em 1614. . sistema que facilitasse a multip
‘ Homem muito culto e conhecedor das matematicas da época, decidiu progurar u?rqonomia. pli-
(1,  cacdo desenos, que intervinha com muita frequéncia em calculos na navegacao € as
| O sistema foi fogo estendido ao calculo corrente. o tivessid
A obra de Nepper envolvia implicitamente o nimero €, embora 0 autor nao
i este nimero viria a ter.

7 .
_L e s uma excelente aproximacio ¢
Na notacio actual o logaritmo de Nepper tinha como base ( = 107 ) que € urn P 9

b

>

Yl

PO

valiado a importancia qye

nimero e~! = .

f O inglés Henry Briggs, professor de Geometria no Gresham College de Londres, foi o pri-
li | meiro a entusiasmar-se com o trabalho de Nepper. . d
| Quando, em 1614, Nepper publicou a Descricdo da Maravilhosa Regra dos Logaritmos, pode
l dizer-se que se deu uma verdadeira revolucdo nos processos de calculo. o
T} A ideia foi recebida com entusiasmo ¢ imediatamente adoptada e aperfeicoada, pela 51Enp111f1~
;llj _ cacao que trazia aos complicados processos de efectuar multiplicacées, divisdes e poténcias,

PN NN e S R S T RO N R I S SRS TS NP B,

{ h i1 . = John Nepper
1l conhecidos e utilizados até entio. (1550-1617).

i Os cdlculos eram feitos recorrendo a tabelas de logaritmos previamente elaboradas. As tabelas de
logaritmos mais usadas eram as de base 10 e as de base e (constante de Fuler ou mimero de Nepper).
| No século XVII, com a criacio da dlgebra simbolica, desenvolveu-se o conceito de funcao atra-
| vés, nomeadamente, dos trabalhos de Kepler, o movimento dos planetas e dos de Galileu sobre a
L queda dos graves.
} Matematicos como Viete, Descartes, Newton, Johann Bernoulli, Euler e Leibniz tiveram uma
i l importéncia determinante no desenvolvimento do conceito.

Gottfried Wilhelm Leibniz nasceu em 1646 em Leipzig, na Alemanha, e faleceu em 1716 em
Hannover.

Gottfried Leibniz
Aos quinze anos ingressou como estudante de Direito na Universidade de Leipzig. (164617108

! Aos vinte anos estava preparado para receber o grau de Doutor em Direito, mas tal {oi-lhe
recusado devido & sua pouca idade. ;

Leibniz deixou entio a sua terra natal e inscreveu-se na
foi convidado para a Catedra de Direito. Nao aceitou. Queri
J" na carreira de Conselheiro Politico.
| Inventou o Calculo Infinitesinal, por uma via diferente da seguida por Newton.
| Os simbolos e termos utilizados na Anilise Matematica, incluindo o termo «funcion», sio
il , devidos a Leibniz que em 1692 os utilizou pela primeira vez. Este grande matemdtico acred ——

va que uma boa notagio era uma grande ajuda ao pensamento. P(EIESSD_ }2;';‘;‘

Johann Bernoulli foi o priméiro matemitico a utilizar letras para as fungoes, Fm 1698 surgiu |

a representacio de uma funcio de variavel x por X ou &
Em 1718 modificou esta simbologia designando uma fungao por x.

Em 1735, Euler substituiu esta notacio por ¢(x), como actualmente utilizamos,

Dirichlet, importante matematico natural de Ddren, a
defini¢ao mais ampla e moderna de funcio:

Se uma varidvel y estd relacionada com uma varidvel x, existe uma segunda a qual um valor tinico de
y fica determinado, entao diz=se que y ¢ funcao da varidvel independente x.

Universidade de Nuremberg onde
a ganhar mais dinheiro e ingressou

ita-

ctual Alemanha, Propos em 1837 uma

Johann Bernoull
Peter Gustay Lejeune Dirichle (1667-1748).

o

-
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Equagdes e Inequagdes Logaritmicas
M
»Nocao de equacdo logaritmica . A

Antes de introduzir o estudo das equacdes e inequagdes logaritmicas
recordemos o conceito de fungao logaritmica e suas propriedades e de fun-

¢do inversa, que nos serdo liteis para a introducio deste novo conceito.

Funcio inversa de uma funcéo injectiva
S6 as fungoes injectivas tém inversa.

Um ponto (b, a) pertence ao grafico de ™" se, e s6 se, (a, b) pertence
ao grafico de f. Num referencial o.n. (a, b) e (b, a) sio pontos simétricos em

relacdo a bissectriz dos quadrantes impares.

B, Exercicio resolvido
Considere a funcéo injectiva -
| fR—R
f x_, f&x)=3x—6
. Caracterize !

Resolucio
| Df =R

Calculo da inversa.
- Procede-se do seguinte modo:

Uma funcio real de variavel
real f: A — IR ¢ injectiva se a
elementos diferentes do
dominio correspondem ima-
gens por f diferentes.

f: A =R é injectiva se:

VX, % EA x # X<

 f) =3x—6 & f(x)) # f(x)

| 9= 3x — 6 Substituir o f(x) por y. Graficamente verificamos se
| x=3y—6 Trocar as variaveis x e y. uma funcao é injectiva tra-
| =3y=—x—-6 Resolver a equacio em ordem a y. cando rectas paralelas ao
)= % 19 eixo do x. Se o gréfico da

funcdo f intersecta a recta no
maximo num ponto, a fun-
cao diz-se injectiva.

Logo, f7'(x) = % =2
D1 =R

f‘.l:R—>}R
x_ flx) = % +2

Se f ~Lexiste, entio:
~ _l . f - L) . i
f € uma funcao injectiva. :

* O dominio da fun¢io inversa é o contradominio da funcio.

Df—l = D}

* O contradominio da fungio inversa é o dominio da funcio.

Df"l = Df

1
Digitalizada com CamScanner



_» Funcéo logaritmica

al y = 2% A fungdo ¢ injectiva ¢ Por

i i0 exponenci

Consideremos a fungao : 1 inje
150 admite uma fungdo inversa, que ¢ designa fungaoqlogammma'
= 2 base é a ¢ uma fungdo da forma:

Uma funcao logaritmica cuj

-

fR* =R
%, fix) = log,x

\
ondea>0nra# lelogx=y®@=X

Como consequéncia da defini¢ao tem-se que: |
|

¢ O logaritmo do nimero 1, qualquer que seja a base é 0.

log 1=y @=1

Comoa # 1, entaoy = 0.
« 56 podemos calcular logaritmos de niimeros positivos. 7

Tomando qualquer nimero negativo, seja —8, escrevendo
log, (—8) =y < @ = —8.Porém,a>0ca# le, como tal, ndo existe |

nenhum valor de y que satisfaca a condicéo.
Da segunda consequéncia tem-se que o dominio da fun¢éo logarit-

|

mica 8 R*. : |
Ao calcularmos logaritmos deparamos com logaritmos com duas bases: |
especiais: os logaritmos de base 10 e de base €. Sdo logaritmos cujas bases

geralmente sdo suprimidas:

¥ logwx =logxe logex =Inx

B exerciciosiresoivia

(1] =% | 1.log, 64
Calcule o valor das seguintes | Resolucao
Ry  log,64=y e V=640V =2ey =g |
a)log,2” ' 2.log . 2
b) 72lng75 ‘ -}-

log, 16 - log, V27 Resolucio
¢ log, 8 1 v cl 1

IO 2 = = = =2y —

d)]OglOs ng y¢>(4) 22 )_—2@_-2},:11_)’:_3
e) log 1000 i,

S -
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Equagoes e Inequagdes Logaritmicqs '

‘ T VTP it . e - " "R

{ ¢
3.logy 1 + log, (%) :
Resolucio ° A
1 1 v *
10g3l+10g3? =0+y ; 1083? =yeoy=3ley=-1

Entéo,

1
log31+log3?=0—1=_1

4. Escreva a expressdo 10%1963 + 10logx — 3logy ¢ ycar o simbolo log.

Resolucio |

. Dadefinicao d¢ logaritmo, temos: log x=yo @ =xedar=x |
{ a

Entéao:

'\f 10xlog3 = 1010g3x =3

B
‘ logx=3logy, — 10log ¥’ = X
| 10 108" = 3
Assim:
10 log3 + 1Qlogx—3logy — 3 4 _x3_
. ) y

o
Representacio grafica —

5, . )
Para cada uma das fungoes
indique o dominio e o contra-
dominio:

Conforme vimos na defini¢ao de funcio logaritmica, as fungoes expo-
nenciais e logaritmicas sio funcées inversas e portanto os seus graficos sdo
simétricos relativamente a recta y = x. Consideremos, a titulo de exemplo, '
as fungdes f(x) = 2*e f(x) = log, x. o )y = log x-

Para a representacdo grafica destas funcoes, facamos a tabela de fun

b)y =log, (—x)
¢do (y = 2¥) e da sua inversa (y = log, x). ' e

Temos assim: : N Ay =log, (x+2)
Ogl 1 : (B’ yA Y= ZX dys= 10go‘3 9 — x9)
og /2 = 2.’ . e)y = -3+ 2og(x — 1)
2 2
flog,8 =3. (01

/3’ = log,x
1) =

RY

& 012 |3]y=logx)

y=2[1[2]48 [« )

E importante notar que fl(x) = }’(LX) No caso do exemplo anterior, se
&

o) =2,

T ke 0o
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Propriedades da funcdo logaritmica

' 1 e € estritame
+ A funcdo ¢é estritamente crescente para 4 = . nte decre, 3

cente para 0 < d <1

i xx no ponto d
« Todos os seus graficos intersectam 0 €1X0 dos ) € Coord

nadas (1, 0). .
30 6 ominio é R™. .

« O contradominio da fun¢ao ¢Reoseud
| « A funcdo ¢ injectiva.

« A funcio é continua.

1

| k
| Propriedades dos logaritmos |
des dos logaritmos estdo relacionadyg -

bemos, as proprieda ¢ ota
‘ como = -k Vamos entao recorda-las:

com as propriedades das poténcias.
Logaritmo do produto: log, (x y) =log,x + log y
X

Logaritmo do quociente: log, (;) — log x —log,y

I-_ogaritmo da poténcia: log, () = p log x

Mudanga de base: log, x = log x - log, a

|
S— 3
Eﬁ Exercicio re_solvndq Ses s o
3] ' . Most log, b = 4
| | ue log, b =
l_3 | ostre que log, log,a
Usando ﬁ'p?ébriedades dos j
logaritmos, transforme as = Resolucio
seguintes expressoes: lox. b .
log (2x —5) +log Bx +7) = log,h = —2b =
a) log ) +log(x+7) o log, a log, a
4log 2. 8 8 q.m. =~
b) logl(zx +7)_10g2(x_7)=3 _// - e
c)2log2 +log(x?> = 1) = o e
= log (4x — 1) Transformacdes dos graficos

das funcoes e logaritmicas

Partindo dos gréficos das funcges,

) y =log x, onde a>0 e qa# 1 por
transformacdes podemos obter os grafic

os das funcdes do tipo

y=blog (x—¢) +d
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+ i | Translagdo de a na dii'eccao do eixo dos yy.

Translacio de —q na direccdo do eixo dos xx.

‘| Esticar ou encolher segundo o factor a, na direc¢io do eixo dos xx.

| Esticar ou encolher segundo o factor 1

=, na direcgio do eixo dos xx.
a

Partindo do grafico de

Simetria em relacio ao eixo dos xx.

y = log, x construa o grafico
dey=2 logz(x -2).

| Simetria em relacéo ao eixo dos yy.

~ |dasimetricamente em relacio a0 mesmo eixo.

A parte do grafico que se encontra abaixo do eixo dos xx é reflecti-

~|relativamente ao eixo dos ¥y.

' |Mantém-se os pontos de abcissa positiva e o grafico fica simétrico

' Partindo do grafico da funcio ¥ = log, x, e deslocando trés unidades para 4
! a esquerda obtemos o gréfico de y = log, (x + 3) e deste ultimo multipli-
cando-o por 2 esticamos o grafico duas vezes na direc¢io do eixo dos ¥y

obtendo o grifico dey = 2 log, (x + 3).

Nocao de caracteristica e de mantissa

de um logaritmo de base 10

Considere a tabela seguinte:

'

IA ’ ‘
y=2log,(x+3) {

i -

Vs .-“.t_..r.'.;.\.v._,,‘v ———— = = T = z e
AT Natore Parte inteira do | Parte dec.unal
i logaritmo do logaritmo
—2,30103 0,02 =2 0,30103
—1,30103 0,2 =l 0,30103
0,30103 2 0 0,30103
1,30103 20 1 0,30103
230103 200 2 030103

i

Digj)italizada com CamScanner



a0 4 notagao usada na tabela, podemos ve,
om logaritmos e mostra que se a djy;
e 10, basta mudar a parte inteira do

Prestando ateng
ela simplifica operagoes ¢
mimeros é um multiplo d

imal.

reservar a parte decim o |
p Se um ?ulmero estd entre duas poténcias consecutivas de 10, 0 xpoeng
. . . ]

do menor poténcia € 2 m;@cazdo longnfmo‘dessé nl.l_lflero, i g
ca entre o logaritmo do numero e a caracteristica € aﬁ!ﬂl&sgr e o

decimal do logaritmo.

S

iﬁ.car
logantmo e

log (20) = 1,30103
‘_D» Mantissa

Caracteristica

Nocdo de antilogaritmo e de
cologaritmo

Para além dos conceitos de caracteristica e de mantissa relacionadog
como logaritmo, temos os conceitos de antilogaritmo simbolicamente anti-
log e de cologaritmo, simbolicamente colog.

Como sabemos, log, x = b=>a® = x.

Analisando a palavra antilogaritmo, podemos dizer que ela Tepre-
senta o contrdrio ou o oposto do logaritmo. Assim por definicio,

antilog,x =b=a*=b

@, Exercicios resolvido’s

1. Consideremos antilog, 5.

' Resolucio

Determie: Por definicio antilog, 5 = 2% = 32,
a) antilog, 4

2. Pretendemos determinar antilog, (log1 27).
b) antilog | 3 2
+ Resolucio

c) antilog, (log, 9) 1\«
: Comolog%27=x=>(§) =3 =P ex=-3

Entdo temos antilog, = —3 = 3-3

Confqrme acima mencionado, um outrg conceito relacionado comd
logaritmo é o de cologaritmo, que por definicio ¢ tido como o simétrico 40

{logaritmo’
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Equagdes e Inequagdes Logaritmicas
A ———— e g,

Entdo tendo em conta que,
log, x =b=>a® = x, temos colog, b = —log, b
que:

COIOga b= _loga bis loga = loga %

| .
Pretendemos determinar colog,  0,10.

Pela deducio acima cologw 0,10 = log10 ﬁ Mas como sabemos

|
l -
1( 0_,1 = 10. Entdo temos log10 10 = 1. Portanto colog10 0,1=1

Equacdes e inequacdes logaritmicas

Tendo em conta que log x = y < @’= x algumas equacdes que envol-
vem logaritmos podem ser resolvidas através de uma equacéo exponencial
equivalente e vice-versa.

E importante ter em conta que na resolucio de uma equacio logarit-
mica é necessario atender ao dominio.

Como ambas as funcdes a € R, exponenciais e logaritmicas sao injec-
tivas para

a€ER,a>0ea#1 A= x=y log x; = log %, & %= x,

B’ Exercicios resolvidos = =

Resolva cada uma das seguintes equagoes:
2xtl=¢

Resolucio

2x+1:6

D=R
2x+1=6©x+1=log26©x:—1+log26
$={=1+log 6}

Pelas definicdes e propriedades do logaritmo podemos ainda deduzir {—Eﬂ
|

| Lot o)

Calcule:
a) colog, 64

b) colog , 27
3

¢) colog, (antilog, 2)

174

Resolva cada wma das seguin-
tes equacaes:

a) log (x — 3) — log 2x—9)=0

- b) (log,x)? = 4 — 3log,x

¢) % log(2x—1) =

=1—log Vx—9

- d)log, [log,(log, )] = 2l
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g ” e T . L. S
R it iy,
RN o,

| 2. (log, =4~ 3 log; *

; | Resolucdo
|
|| 2. (log, x)* = 4 — 3 1085 ¥
Se_]a —31__3\/10g3x—- 4<¢x=3 4¢>x=_l‘

log |2xI

|
!
?
: |
if 1 D=R
| |
| ) =
| 3.log(x—3)+logx =

- = . Resolucao
N 3 + log »? = log| 2x|
Fol 2>0A|2¢|>00 D=D,+o

Resolva as inequacdes seguin-
tes:

3.log (x —
D={xEIR:x—3>0/\
log (x — 3) + log x* = log| 2x| > log[(x = 3) - ¥*] =log (2 &

’ \ "a) log,(2 + x) > 0,5 i @(x_3)x2:2x¢bx3_3x2_2x:0©x(x2_3x‘$—2';):()%

. b) log,,2 — 5x>2 | __é—'}'—}/—ﬁ—vx= 3 - \17
‘ F+5_ _ ; @ex=0vx= ) 2
C)103v6—5x> 1 |

Bt VAT 5 "
Comox=0ex=——5 140 pertencem ao dominio, a soluczg ¢

(e

" 4 Considere a funcio y = —3 + 2271 Determine o dominio, o contra-
dominio e a fun¢do inversa.

Resolucio

4. Dy = R. A funcao é injectiva e por isso tem inversa.
y=—-3+2%le2*l=3+ye
log,3+y)=2x-1<

| 1+1 +
= 25— 1 + Il & F= og§(3 y)

Dj=1-3, + «f
Logo,

f11-3,+ o[ >R ionlrt 3
1+logy(y +
g = ______Og_zy —

- | .
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Equagdes e Inequagdes Logaritmicqs
M
Aplicacoes das equacdes e
inequacoes logaritmicas 3 vida real

Em 1935, Charles E Richter, comparou os tamanhos relativos dos sis-
mos ¢ formulou uma escala baseada na amplitude dos registros das estagdes
sismograficas. Para o cdlculo da suga magnitude existem vdrias formulas
diferentes, dependendo do tipo da onda sismica medida no sismograma. A

magnitude e a energia podem ser relacionadas pela formula descrita por
Gutenberg e Richter em 1935:

LogE=118+15M,

onde E representa a energia libertada ¢
magnitude do terramoto.

Uma das férmulas utilizadas: M =log A —

m ergs lerg = 1077 ] eM representa a

log A, onde.

z Exercicios resolvidos

& by ST A = ” . A S NPT » o il . '
1. Suponhamos que um terramoto teve como amplitude 1000 micrémetros e a frequéncia a 0,1 Hz. }
Qual 2 magnitude desse terramoto 1o local onde estd instalado o sismégrafo? )

1
|
| .
~ Resolucio

'\ My=log(A-f) +33=1og (1000-0,1) + 33 = log 100 = 33.

Considerando log 100 = x < 10 < 100 < x = 2.

Consequentemente M;=2+33=53 (com margem de erro 0,3 para mais ou para menos) na
escala de Richter.

2. As indicacdes M) a M,, na escala de Richter de dois terramotos estio relacionadas pela formula:

E ,
M, —-M,=1lo “— onde E, A E, so as medidas de energia libertada pelos terramotos, sob a forma
1 2 € E, 1Ay _

de ondas que se propagam pela crosta terrestre. De dois terramotos, um com M; = 9 e outro com |

M
M, =5, qual o valor da razio Mi ?

Resolucio
=] & 1 = = 9
9-5=log M, < logE; — log E; entio 9 = log E; <> 10 =E,

e por outro lado 5 = log E, < 10° = F,

B E,__ 100 "
ortanto E, = 105 =10
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UNIDADE 4

e 3

e T antidade de energia que a onda
| 3_A Fisicz defi " ;;irife};s‘idade de uma onda sonora» como a c(laugnot:wido oy pisle dotect
| tranfl}r(x:iie :t;fés de uma certa drea. O som menos 1112tenso qu

5 -12 -2
| numa frequeéncia de 100 hertz, ¢ cerca de 10 ;Nn:-l . fade 1 (em watls pOY TEtT0 adoadio)
l . . P
;O r}i\{el N(1), medido em decibéis, de um som de 1
| definido por:
| 1 — 10-12 /m?
| N() = 10log Ty sendo Ip = 10 W

_ ia o nivel zero corresponde
Se, na equacdo anterior, considerarmos 1 = I, obtemos N = D; o e 5
ao limite de audibilidade do ouvido humano. _ iaite’Y. el P
Seja entdo N(I) = 10 log (102 - 1) o nivel em decibeéis, de um som de intensidade I, P

- 5 irio proteger os ouvidos
produzido por um martelo pneumatico € 1 W/m?, averigua se ¢ Fecessar L
com auscultadores quando se trabalha com um martelo Pl_'leuma‘tg:g'd ibéis. Se o ruido produzi-
b) O nivel de ruido correspondente ao trafego numa grande cidade é ec .

do pelo metropolitano tem uma intensidade 10 vezes superior ao produzido pelo trafego, qual o
nivel do ruido do metropolitano, em decibéis?

c) Exprime a intensidade 1 de um som em funcdo do seu nivel N.

Resolucio

|
1
!
| , intensidade do so
!\ a) A partir de 100 decibéis é aconselhével proteger 0s ouvidos. Sabendo que a 1ntenst m

a) N(1) = 10 log (102 -1) =10 log (1012) =10-12 =120
O nivel correspondente é 120 decibéis e é, portanto, necessario usar proteccao.
b) Seja 1, a intensidade, em W/m?, do som produzido pelo trifego citadino.

Entao 10 I, é a intensidade do som produzido pelo metropolitano e:
N(101.) = 10 log (10'2- 101.) € 10 [log (1021, ) + log 10
| 2 10log (10'21,) + 10 = N(I,) + 10 = 90 + 10 = 100
O nivel do ruido produzido pelo metropolitano é 100 decibéis.

c¢) O que se pretende ¢, afinal, a expressao da funcao inversa de N. Vamos resolver a equacao
N =10 log (10'*1) em ordem a L.

g
N X 10 N-120
= 12 — = 12 2 I : i
N'=101log (10°1) < 75 = log (10121) « 10101012 | & = oz —l<l=10 w°
N-120
I(N) =10 19" exprime a intensidade do som em watts por m
etro v

| do som dado em decibéis. g Quadrado, sendo N o nivel

; 4. Numa determinada cidade a taxa de crescimento

- Em quantos anos a populagio desta cidade ir

populacional ¢ de 4% aq ano, aproximadamente.
| mesma?

4 dobrar, se a taxa de Crescimento continuar a
Resolucio

Consideremos a populagio base P,. Entio a populagi ‘

nsideremos ’ . a populacao apés um ano ser4 p.. - =P
lagao apos dois anos serd Py - (1,04)2 = Py, e a populacao apss x anos (;requlg -(11104? % °1; @ popu-
nhamos que a populagio dobrard em relacao ao ano base apos x, temo R
| Logaritmizando, ’ ”
P, = 2Py« Pp(1,04)* = 2Py <> Py(1,04)* = 2. Logaritmizando, x - log(1,04) = log 3
: A log 2 _ _ 030103 = °
log 1,04 001703 X 11676
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Exercicios resolvidos

1. Para cada uma das seguintes fungdes, caracterize a funcio inversa.

= - -3 =i 2 = :
)y=3+log x+2) byy=-1+e* AOy=- +InG-1) i

Resolug¢ao -

st s . T e

a)y=3+log2(x+2)¢>y—3=10g2(x+2) '

—

y3=x+2< P73 —2=x=Afuncio inversaéy ! =23 -2

S PR A

by = _1+ex—3¢y+1=e"‘3©ln(y+1)=x—3©3+1n(y+1)=x=>Afuncipinversaé

i
3+hG+D)
3 o ER N | i
C)y = -—2— + 1n(x ].), ;
D= (= 1> 0} & == 1[U]1, +=[; D'f =R. |
A funcdo nao € injectiva e por isso nao admite funcio inversa.
7. Resolva as seguintes equacoes:
5
a) log, , x =2 b)log,x=—4  c)log, x+log 10==- d)log (2 +x + 6) + 4
Resolucao | |
I‘V,_.,r~ — o = - > e
| a)log,, x=2<x=(0,3)1ex=009; 5 = (0,09}
| b}
| b) 1 x=é4©x§'3_4©x='l_' §=m
| 08, 81’ 81
| log_10 = —-; Sefa =yslog 0= —2 21
| O log),x +log, 10= "7 5¢jalog X =y = 10g, 1V = log, x
| 10
1§ 5 _ _ 1
y+;=3®2y2—5y+2—0©yu—[E,Z]
_Entéologmx = % S x= \/E\/loglox =2ex=V10 vx=100;  S=(V10,100)

L ———

3. Resolva o sistema: { logx =logy

3logx —logy =2

Resolucao

{]_0gx=logy {x=y {xzy {x:y {y:lo |
’ 31 - < < < {
ogx—logy =2 3logy —logy =2 2logx =2 logx =1 Lald

|
o M
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Exercicios resolvidos

4. Resolva em R a inequagao:

log(1+x) —x<0

Resolucao S
B G log (L o0 = 111=0
e1+x>0(x>0Alog(l+x)—-1<0)V x<0Alogd+x)
‘{ ¢>x>—1/\([x>0/\10g(1+x)<1]\/[x<0/\10g(1+x)>1])

|

| ©x>—-1/\([x>0/\10g(1+x)<log10)\/[(x<0/\log(1+x)>10310])
| B IA(x>0A1+x<10]\V [x<10A1+x>10]) i

!

Cex>— 1A (x>0Ax<9]VIx<0Ax>9])

-1>0)

{
{
|
|
{

; ex>—1ANx>0NAx<9)
' 5=10, 9 |

5. Determine o tempo (em anos) necessrio para que duplique uma quantia, Q, depositada num banco ao
juro continuo de 10%.

Resolucgao
. A expressao que dd a quantia ao fim de t anos ¢é: 1
3 V= Q S eO,lt |
Entao, teremos:
20=Q et 2=l I’ =ne?e0lt=n2et= 1(1;12 < t=6931

R.: A quantia duplica ao fim de, apoximadamente, 7 anos.

6. A figura ao lado representa um reservatorio. Considera que o reservatorio estd ini-
cialmente vazio e vai ser ligado a uma torneira, de débito constante, que o vai
encher de dgua. O reservatorio fica cheio ao fim de 24 horas. admite que a altura,

em metros, da dgua no reservatorio, t horas depois de se comecar a encher, ¢ dada
por:

h(t) =a— log, (128 —41),t €[0,24] a € R*
Determina o valor de a e a altura do reservatoério.

Resolucao

Podemos determinar o valor de a atendendo a que o depdsito estd inicialmente vazio e, portanto, h(0) = 0';
h(0) =0<a—log, (128 -4:0)=0<log, 128=a<a=7

A altura do reservatorio € a altura da dgua ao fim de 24 horas e

|
!
|
h(24) = a —log, (128 — 4-24) & h(24) = a — log,32 < h(24) =a—>5 |
i

' Como a = 7 concluimos que a altura do reservatério é 2 metros.

]
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Exercicios propostos i"g
QY

1. Determine 0 dominio de existéncia das fungoes:
a) logs (x = 5)
b) logyo (7 = x)
¢) logyy (6 + x = x)

2. Qual das seguintes afirmagdes ¢ verdadeira?
a) log (9+log(9+logx))— =0 x=¢
b) log, (3* + 8) = x + 1 é uma equaczo impossivel.

c) log 100 — log 25 = 2 ¢ uma equacéo inde-
terminada.

d)ln(X+1)—1n(x—1)—1n(1+ %) i

1
+In (1+—>=0 se x>1
X

3. Resolva as equagées logaritmicas seguintes:
a)log, x =3 = log, 7
b) 2log, Vx = log, (9 — 2x)
¢) log,; (4,5 — x) = log,, 4,5 — log,, 10
d) log, x + log 22 =1
e) log,, (x* + 19) =log,, (x = 8) =2

Dlog,(4-3-1)=2x+1

4. Resolva as seguintes inequacoes:

2x—1 1
log, | - <-=
Y og"( x+1 ) 2

b) 25¢ — 2208971 - (. 5x-1

5. Caracterize, caso exista, a funcio inversa, f1
de cada uma das seguintes funcoes, f:

a) f(x) = 3*71
b) f(x) = 37
c) f(x) = In x?

d) fx) =2 = log (x + 2)

6. Qual das seguintes alirmacoes ¢ verdadeirg?

1 1
a)(3‘\ﬁ'33)+(3‘\/§)3 =37
b) log,64 = —x e x = %

¢) 398227 4 gloge 4 = 3]

d) 6x2 —Ix+10 = 1 @x=5

. Partindo dos gréficos das fungées y = log, x

obtenha a representacio gréfica para cada uma
das funcoes:

a)y = log, (= x)
b)y =2 + log, x

c) log, (2x)

. Diga, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas

as seguintes afirmacaoes sendo a € R* {1).
Alog x=log yex=y,(x>0ey>0)
B.logax= logay @ x<y,(x>0ey>0)

Ca<adex<y

. Resolva as equacdes: <1

a) log, x = —log, 7

b) 10g2x =3 - 10g27

o) x8* =16

d) log, x + log_x = log_35

e) 1og10 0,5+ x) = log10 05— 10g10x

Dlog (45-x = log /4,5 - log  x
1 2

g - =1
5+ log  x 1 +log, x

h) log, x + log 22 =1

i) log, x - log x =log, 7

j)log3 (4:-3*—1)=2+1

k) log2 (2*+1) - log, 1 +2)=2

b
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OBJECTIVOS

0 aluno deve ser capaz de:

« Aplicar vectores na resolugao de problemas.
« Escrever as coordenadas e componentes de um vector no plano.
« Escrever um vector como a diferenga de dois pontos.
« Determinar a soma de um ponto com um vector e a soma de dois vectores.
.« Determinar o produto de um nimero real por um vector.
« Determinar a norma de um vector no plano,
« Determinar um vector colinear com o outro.
« Resolver problemas envolvendo os conceitos norma e colinearidade entre vectores.
» Calcular a distancia entre dois pontos.
« |dentificar a equacao da recta.
« Determinar o declive de uma recta.
« Escrever a equacgao da circunferéncia conhecido o centro e o raio.
« Resolver problemas envolvendo circunferéncias.
» Identificar o centro da circunferéncia e o raio dada a respectiva expressao analitica.

» Interpretar a condicao de paralelismo e de perpendicularidade de duas rectas em fungao dos
seus respectivos declives.

» Determinar o ponto médio de um segmento através da férmula.

» Determinar os pontos de interseccao de duas rectas.

« Calcular a distancia de um ponto a uma recta.

« Definir elipse e identificar os seus elementos.
« Escrever a equagao de uma elipse com centro na origem dos eixos de coordenadas.

« Aplicar a equacao da elipse na resolugdo de problemas.
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Geometria Analitica no
Plano

CONTEUDOS

£ | LT

4. Geometria analitica da recta no plano j '

4,1, Aplicagdes de vectores.
4.2, Distancia entre dois pontos (com a sua demonstra-
¢ao).
4.3. Equagao vectorial da recta no planc.
4.4, Equacao geral da recta.
4.5, Equacao reduzida da recta no plano.
4.6. Declive de uma recta.
4.7. Célculo de declive de uma recta dados dois pontos da |
recta.
4.8. Posicao relativa de rectas no plano.
4.9. Condicao de paralelismo e de perpendicularidade de
duas rectas em funcdo dos seus respectivos declives.
4.10. Férmula para determinar o ponto médio de um seg-
mento e suas aplicagdes.
4.11. Determinacao de pontos de interseccao de duas rec-
tas.
4.12. Galculo da distancia de um ponto a uma recta.
4.13. Equacdo da circunferéncia de centro e raio dados.
4.14. Equacdo da elipse e equacdo da hipérbole.
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Notas histdéricas

RS ESEESRE ™

Rt i sou 0s vectores para descohy;
5 jas. Aristoteles W cobriy
0 dos desde o tempo de Aristoteles até aos n0ssos dias 0s
" s vectores sio usados e,
i dos por Char Que permyy
das forcas. de ter a sua origem nos «segmentos onentadoszl 13—:; algéﬁaricas de segmentos oricntados, iam St
a e ter i : 1 :
i 'A fn Ocao1de viagrriodas com comprimentos, por outras i «moeno espaco, sob a designagio de vectores ligados sob
tituir {6rmulas relacio Jano com : ‘ i
: to no pla - Jasses» de segmentos orientados . [
i oram considerados, tan ) im, «cla i
Os segnflen[os oner;ta(;osdf nipaloncia (equivalencia), obtendo-se assim, . |
. ' ) |
quais se define uma relagdo : o e Aiens i
direcgao uma dessas é chamada um veictor llvge. s orientados € recente, tal com: tOr livre ¢ vl
- i s» de seg
E claro que esta linguagem de «classe
ligado ou aplicado. ‘
As grandezas cinematicas, fisicas, como a forga,
que tivesse sido feita qualquer defini¢o do termo...
E eram representados simbolicamente por segmentos :
Houve um progresso substancial quando se compreen A e de vectores € saber operar com eles:
mente cada vector; o que importava era considerar certc;ls congll N s ropricdi des fundamentais.
o : . ; _
i somar dois vectores, multiplicar por um niimero e reconhece ; CgUIO IX. E 56 1o século XX esse conceito
Assim se foi elaborando o conceito de vectores durante 0

] veio a ganhar o seu contorno definitivo. Hamilton (1 850-1865) que, no decurso de per-
i ; s . ~ 113 _
J Pensa-se que terd sido o matematico irlandes William Ha iroduziu a nocio de vector,

sistentes investigagdes sobre os niimeros complexos e 0s qu:ar'temcl)eS,_lO Hormann Grassman (1809-1877),
| E de referir, contudo, que Hamilton (1843) e o matematico 2 en?z < eriadores do clculo vectorlal
l { embora partindo de pontos de vista diferentes, podem ser amkios considera %o «produto internon de dois
| Também se deve a Hamilton e a Grassman a classificagdo e aplicacao e
vectores, hoje chamado produto escalar e cujo resultado € um nimero .(esc‘a dés
Sao de sublinhar duas inovagdes na definigio deste produto, a primeira
imento da sua importancia: ) ) o )
| nhe(-:lRompeu com a rlc))tina do produto de duas quantidades de um certo tipo ser amd_a dse:sge;;ﬁc;, : p;g-
| duto escalar nio é uma lei de composi¢do interna no conjunto de vectores e nao q
i | ciente de vectores.
I
|
|
|

efeilos

a . eram considerad, |
; ; a aceleragdo, etc as veg |
a pressio, a velocidade, tores oy
- ue esse simbolo fosse suficientemente ex

g sem q : ]
orcllentzi‘fnéo tinha sentido considerar isolada-
eu

plicitady,

quais dificultou o reco-

» Permitiu a Grassman desenvolver o estudo da ortogonalidade e dar outras aplicacOes geométricas as
as teorias. .
Osriatema‘tico americano W. Gibbs (1839-1903) e o ingles O. Heaviside (1850-1925) aperfeicoaram a teo- Hermann G
ria e deram ao célculo vectorial a sua forma quase definitiva. ' (18091877 rassmanp
Uma das personagens mais notéveis do século XVII foi o francés René Descar[e; :
: Em 1637, sob a proteccio de Richelieu e do principe de Orange, publica o Discurso sobre o Método para Guiar a Razdo pg
E | Procura da Verdade ¢ da Ciencia. Um dos apéndices desta obra foi La Géométrie, que levou o seu ponto de
vista ao conhecimento dos seus contemporaneos.
Referencial cartesiano e eixos cartesianos sio termos que todos os estudantes conhecem. Parece que
" esta ideia surgiu a Descartes quando observava uma mosca que esvoagava no tecto do seu quarto.
Associou s arestas do quarto a ideia dos eixos. Deste modo, qualquer ponto ou figura existente no

plano ¢ identificével e mensuravel em relacio aos pontos da escala que marcamos sobre os dois eixos.
Nasce assim a Geometria Analitica.

Descartes morre prematuramente em 1650 em E
gada para dar licdes 2 Rainha Cristina da Suécia sio
No séc. 111 a.C. Apolénio, matematico grego, est
Conforme a posicio do plano, obtinha diferente

=

stocolmo. O rigor do Inverno e o levantar de madru-
demasiado para a sua fraca satde.

udou as secgdes feitas por um plano num duplo cone, 4 rainha Cristina &
1 g i 3 s o éci rtes.
s linhas que tém a designacao genérica de conicas, Surcia;com.Desce

€ &

- v

(A7 o A
v Circunferéncia /N

/X Elipse

pticas. Ao conhecer a equacao da orbit: - i dado
: : a 0 astron. dade num
instante do movimento, auta pode determinar a veloci

Em Mecanica usam-se as pardbolas. Os farsis dos automoveis t2m a forma parabélica

e 8 ) : : sirin0 60
as varidveis entre sig de proporcionalidade inversa e o modelo geomf:ll'l‘foé
QL R P

~ CESSEENE Y y

Em Fisica, muitas situacoes de relagdo entre du
-ramo de uma hipérbole. :
—
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Geometria analitica

A Geometria Analitica tem por objectivo a
métrica para a lingllagc1n analitica ou alggbric
as propricdades das figuras geométricas co
métodos analiticos.

Os conhecimentos adquiridos nesta unidade
ber-se de que a linguagem das coordenadas e dos
utensilios para a resoluc@o de problemas abordad,

tradugio da linguagem geo-
a € vice-versa, isto ¢, estuda
M a ajuda de cdlculos ou de

Permitirdo ao aluno aperce-
vectores lhe fornece novos
S noutras perspectivas,

conceitos gerais sobre vectores

O conceito de vector € muitas vezes usado nas Ciéncias Fisicas Matema-
ticas. Na Fisica, 0s vectores podem representar grandezas, tais como forcas ou
velocidades. Estas grandezas dizem-se grandezas vectoriais, Na Matemitica, os
vectores $30 tidos como entes matemadticos caracterizados por:

» Uma direccao.

« Um sentido.

o Um comprimento.
Em geral, 0s vectores sdo designados por letras mintisculas com uma

(@h<.

O vector a definido pelo segmento de recta orientado [A, B] represen-
—

seta por cima,

ta-se por AB e pode escrever-se:

Q
Il
B

-
- . >
B

A

O ponto Ae geralmente denominado por ponto de aplicacio ou ori-
gem e o0 ponto B por extremidade ou ponto final.

O vector nulo € um vector que tem direc¢ao e sentido indeterminados
e comprimento zero. Este vector representa-se por 0.

A medida do comprimento de um vector é designada por comprimento

ou norma do vector. A norma de um vector a representa-se por ||a] e le-se
norma do vector 4,

S cxercicio vasotvizo

Determine o comprimento de cada um dos vectores representados na
figura.
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sl L
PRSP

e e o g
Resolucao s
||l = 3 - Pela observagio da figura.
Hb“ = \/22—"‘22— = \/m = \/8 - Pela aplicacio do teorema de Pitdgoras.
| le| = V3 +3= \/'9_1_ = '\/IB_ —Pela aplicagﬁfﬁlﬁ_{fﬂf}?ﬁt@flﬁﬂxﬁﬁ\

3

Para cada uma das situacdes
seguintes, determine o com-
primento de cada um dos vec-
tores. &

a)
g
1 2 3 4
b)b=(—1.4)
o) c=(2,3)
=

Desenhe dois vectores:
a) Colineares. 3
b) Opostos entre si.

Dois vectores u e v di-zem-se
opostos entre si se eles tém o
mesmo médulo, direcgio e
sentidos opostos.

=7

Os vectores cuja norma € igual a 1 dizem-se vectores Unitarjgg

Igualdade de vectores

Dois vectores ii = (a, b) e v = (c, d) dizem-se iguais se ¢ Somente g,

=ceb=d

isto é, se as suas normas sao iguais, as suas direccoes e os seys sentidgg
coincidem. :

B’ Exercicio resolvido

| Qual seré o valor de a para que os vectores i = (3,4) eV = (3, q) sejam
| iguais?

. Resolucio

|
I } Para que os dois vectores sejam iguais, a tem de ser igual a 4.

T ——

Colinearidade de vectores

Dois vectores i e v sio colineares se existe um numero real k ta
que:
u=hkv,kRER

Se 08 vectores u (uy, 1) € v (v, v,) sdo colineares, entao existe U
- proporcionalidade directa entre a5 suas coordenadas, ou seja:

L S Vi \5)
\5)

_“L-:k
u1=kV1 V1
N
U =kv,

O vector nulo é coli

_ andi
. : 40 10
) near com qualquer vector pois tem direc¢
erminada. g P

Digitalizada com CamScanner



i A

me——

Geometria Analitica no Plane

Dois vectores ndo nulos com a mesma direccdo sao sempre colineares.

a o
(R

Treés vectores d, b e ¢ dizem-se complanares:
» se dois deles sdo colineares ou
o se existem k, A €E R, tal que:

i

c=kE+AE

Exercicio resolvido

Determine um vector de norma 1 que seja colinear com o vector

u=(-1,0,1).
Resolucﬁol |
u=(-10,1)

lill = VDF+ 0T+ 12=V2

O vector colinear serd: [

v=ki=k(-1,0,1) = (—k,0,k)

logo [¥]| = V()2 + 0+ 12 =kV2 =1 < k= Lz |
| 5 —\17;(—1,0, 1) :(—%,0, _1_2.)
| |
ou ;
= (___\/l 0 ﬁ_) i

Projeccdo de um vector sobre
outro vector

Observemos a figura:

° 3

1.° caso 2.° caso 1y I

B B, Determine a projeccdo dos

H ‘ — = il

: : vectores OA sobre OB, sabenco

4 : a (ue 0s Mesmos sao perpendi-
H .

o) E' O - M & culares.
A C 0 %

o] . 2 A
1.° caso: @ ¢ um angulo agudo.
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(0B A 0A) representa a ampli-
tude do angulo convexo for-
mado pelos dois vectores.

cos(180° — o) = —cos &

4

Dados os vectores v = (20,4) e
u=(15).

Calcule a projeccdo de v

e =
sobre u. Supondo o angulo ~

entre eles a = 60°.

Dos conhecimentos da trigonometria temos;

oo = MO o 5T = 0B - cos
|oB|

||55|| representa a projeccao de OB sobre OA,

Assim, - .
Chama-se projeccao de OB sobre ?A_f Tepresenta-se por pry; . &
duto do médulo de OB pelo cos (OB ~ OA). A8 a0

—_— —_— —_ A —
proj OB = |OB|| cos(OB  0A)

2.9 caso: @ é um angulo obtuso. /
cos(180° — @) = —%l%gljl_ = foc]| = 08| cos(180° - o

Pela figura apresentada, a projeccdo de OB sobre OA ¢é: — ]IEQI

.

A projz, OB é um , escalar un serd um numero positivo se ¢ 3,
entre os vectores OB e OA for um angulo agudo e serd um niimero Negatiy,
se 0 angulo entre os dois vectores for obtuso.

Operacdes lineares

Adicao de dois vectores

Dados os vectores i e V nao paralelos o vector soma 7 + V pode st
determinado de duas formas diferentes:

* Usando a «regra do paralelogramon.

\.

Constréi-se um paralelogramo que tenha por lados os dois vectores (ev)
aplicados no mesmo ponto e traca-se a diagonal a partir desse ponto. 0

vector soma € o vector resultante, com a direcciio e o comprimento da dix
gonal.

* Usando a «regra do triangulon:

ity i
; - ) und?
Ap6s desenhar o primeiro vector, 1, aplica-se a origem do s2

vector, v, na extremidade do primeiro.
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Geometria Analitica no Plgng

O vector soma, i + ¥, é o vector que se obtém unindo a origem do

primeiro vector u com a extremidade do segundo vector v.
* Se 0s vectores U e v tiverem a mesma direcgdo e 0 mesmo sentido:

i A

— iy
S S—— u+v

O vector soma, i + 7, tem a direccdo e o sentido dos vectores parcelas
€ a sua norma € igual 4 soma das normas.

* Se o0s vectores U e V tiverem a mesma direcciio e sentidos contrarios:

[ﬂ‘m

=
i+v
O vector soma, i + V, tem a direccio dos vectores parcelas e o sentido

do vector parcela com maior norma. O comprimento do vector soma € 0
valor absoluto da diferenca entre as normas dos vectores parcelas.

Diferenca entre dois vectores

Dados os vectores d e b quaisquer, a sua diferenca é a soma do primeiro @
com o simétrico do segundo, isto ¢,

d—-b=d+ (-h)

b5
7 -5 4

Multiplicacdo de um escalar
por um vector

Dado um vector u, temos:

i 21

Y
A

v

é fcil de observar que:
* 2ii, tem a mesma direc¢io, o mesmo sentido e a sua norma é o dobro

da norma de u.
* —2u, tem a mesma direccio de u, sentido contrario de U e a sua

norma é o dobro de u.

De um modo geral se, dados um nimero real k # 0 e um vector i # 0,
0 produto do niimero real k por if ¢ o vector k i com:

* A direccio de u.
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UNIDADE 5

« O sentido de i se k> 0 e sentido oposto se k <,
« O comprimento igual a0 comprimento de u multiplicag, Por |

il = el |l

Decomposicdo de um vector
em vectores da base

Dados 0s vectores v, e v e 0s NUIMEros reais a, e a,.

Fo
memos q vect()l“b
de tal modo que:

—

b= a1V1 St az—\’.z

Neste caso, diz-se que o vector b ¢ uma combinacio linear de Vev

Dois vectores ndo colineares v, e v, formam uma b
( "5 se qualquer vector b deste plano pode ser representado
. linear dos vectores v; e V5. Entao, podemos afirmar que

Sejav =2i — 4 tor b do plano podemos determinar numeros reais a; e
= (1,0)ej=(0,1)

ase sobre ¢ plang
como Combinagao
a; que satisfazep, ,

expressao: |

Escreva as coordenadas do
vector i, sabendo que este: pr - -

. . - : b= a vy 3 avy
a) [ colincar aV e tem + vezes
o comprimento de .
b) Tem a mesma direccio e Esta expressio dd-nos o desenvolvi-
sentido de v ¢ metade do mento do vector b na base {v}, v,}; os nmime-
comprimento de V. 10s a, e a, dizem-se coordenadas do vector b

em relacio a base {vy, v,}.

Logo,b = (ay;a,)

Teorema: Qualquer vector b pode ser desenvolvido na base dada (v, v}
de uma unica forma.

Demonstracao:

Suponhamos que o vector b pode ser desenvolvido na referida base d¢
duas maneiras diferentes:

6 -

o b= avy + avy, e b= bﬁl’l + bz-V.z
De quantas formas um vector

D : Subtraindo da primeira igualdade a segunda obtemos
v pode ser desenvolvido numa
base dada? Justifique.

(a; = b))y + (a, = by)v, = 0

- . . < 5 posst
1 Como os vectores da base nio sio colineares esta igualdade s0 ¢ poss
velno caso em que os coeficientes sejam todos nulos, isto é,

al‘b1=0©a1=b1 e i—b,=0=a=h
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Geometria Analitica no Plgne

o que significa que o desenvolvimento de b na base [v}, v5) € unico.

Se a = (x}, y;) a sua norma serd entdo

lall = Vx? + 2

Se V= (a, b) e Ww = kv, entdo

w = (ka, kb)

Exercicio resolvido I -

' Dados os vectores i = (7, —2) e v = (1, —3). Calcule:
|

Dados os vectores

|
Ca)u—2v |-
) Ju—2v] | = e
| §e=(1 =3):
' Resolugao ‘ Calcule as coordenadas de:
aAu-2v=(7,-2)-2(1,-3)=({7,-2)—2,-6)=(5,4) } a) —3d + 2¢
b2+ 1z

b i -2 = V5T + 4= VA

Angulo entre dois vectores

Dados dois vectores a e b, o angulo de d com b é o angulo convexo a,
definido pelos vectores dos seus representantes aplicados na mesma origem.

B
/ B
2 B 7 &

As semi-rectas OA e OB formam o angulo de i com V e representa-se por:

9

* O angulo de dois vectores nao é orientado, portanto

—A

" N=0"1) =a
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Calcule o valor do produto
interno, u - v em cada um dos
casos seguintes:

a)
C g
60° .
6 G
b) Al
6
90° R
8 9y
¢) wil
2w
: v
2,5

Os numeros associados aos
vectores representam as res-
pectivas normas.

« O angulo entre yectores ¢ convex

0° = a = 180°

: 0 mesmo i 0
e dois vectores colineares com sentido ¢ (°,

/—_"__)‘.’B’——"_}
d

« 0 angulo d

i entidos
« O angulo de dois Vectores colineares com 0S 5 0postos ¢ 1y

k,j____(.),z————-?
0

Produto interno de vectores

Dos conhecimentos que temos da Fisica,
o trabalho w realizado por uma for¢a que € 5
exerce sobre um corpo, nao actuando na
direccio da trajectéria do corpo, €-10S dado _

=]
ul

pela formula:
W=F-d=| F| EII cos a, sendo a o angulo dos vectores Fe d

Fm termos matemticos F representa o médulo de um vector, relativo 3

forca, d 0 médulo de outro vector, relativo ao deslocamento, e & 0 angulo dos
dois vectores. Considerando F como sendo o médulo de um vector @, F =||d e

d'a norma de um vector b, d = || b ||, tem-se assim:
w=a||||b] cos o

0 que em Matemdtica representa o produto interno ou o produlo escalar
dos dois vectores. N
O produto interno ou produto escalar de dois vectores a e b represer-
ta-se por @ - b e é um numero real, ou seja, € um escalar.
Por definicéo tem-se:

3 b=0sea=0vb=0

— = = =" — A - — -
a-b=|al-||b| " costa,b),sea#0eb#0

A partir da defini¢do de produto escalar de dois vectores nao nulos
(@ # 0eb +# 0) verifica-se que o produto escalar ¢ um nitmero real positiv®
negativo ou nulo conforme o valor do cos (@ "B

=z Gf —A— A=
*Se a-b=0< cos(a,b) =0< cos(a,b)=90°
Os vectores d e b sdo perpendiculares.

. . . 4
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Geometria Analitica no Plgng

- — __A-.
eSed b>0< cos(@ . b)>0e 0= (T, b) <90°

O angulo formado pelos vectores a e bé agudo. %

. A= A=
«Sed-bh<0< cos(a,b) <0< 90°< (7 B) < 180° 3

O angulo formado pelos vectores @ e b é obtuso. v
= L. N I
*Sed b=|a|l||b]|« cos(@,b) =1 (@,b)=0° Nﬁ—

Os vectores a e b tém a mesma direcgio e sentido.

—A—

*Sed b= ||| e cos @) = -1 (@, b) = 180° b

a
Os vectores @’e b tém a mesma direccio e sentidos contrarios.
b d
Exercicio resolvido '
- M———
Calcule o valor do produto interno # - v em cada um dos casos seguintes:
D7l =27 = 6 e @17) = 30° |
Resolucio ,
.
~ = . , : ,
a)u-v=|ul - [v|]|* cosi *V) A figura [ABCD] ¢ um quadrado
= — SR | de lado 7 cm. E ¢ o ponto de
ull = 2; Wli=6e G,v)=30° ! interseccio das diagonais.
Entﬁo, ! D C
e . \/3_ /—_ [ \\\ l"
neye=2eh - gos WP =12 -—=§Y3 NE L
2 A
— —_ A ] ,’ \\
D) lull=6;[v]|=10e @ ,v)=90° ‘ o S
| Resolucio 7 A B
b) i =6; [v] =10 e @ v)=090° Caleule:
a) AB - DC+
W' v=6-10-c0s90°=60-0=0 " b)AE - DC
A 2T - ¢)AB - BD

C) ”E“ = 3a§; ”V” =2e (u s V) = ?
Resolucio

]

wl'_‘]"

ull =35 [V[=2¢ @ v)=

|-

3

s = 27
u-v=3,5-2-cos_:7-(—

o=
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Calcule projf,‘i se “l;“ = 106,

HHHZ—%L‘mb: —4

. 1. Observe a figura ao lado.

Pela figura sabemos quc:

:QV

0

— A —
- OA = [ OB - 10A]| - cos (OB, OA)

Como

—_ AN

projd’AOB = “OBH CcoS (OB , OA)

vem 7
OB - OA = || OA| - proj,OB

O produto escalar de dois vectores ¢ igual ao produto da normyg 4, -
deles pela projecgio do outro sobre 0 primeiro.

B’ Exercicios resolvidos

Mostre que:

|
|
I
| W vVF=upv
|
' Resolucio

Temos_:lue: -
| Proj-up = proj-u, e
G- 5= b)) proj;a;
@ b= b proj a3
Logo,a ' F: EZ T;

2. Num referencial o.n. considere os pontos A(1, 1) e B(3, —4) e o vector:
= —=

) €. Calcule a projA—B-{_'

Resolucao

-- I /\IETI ¢ necessario caleular:

AB=B - A= (’3,--—.})~(|‘1)~_-_-( 5)

|
1 proj - (= L:48
JAB
|
|
! 2, =5
!
|

“ABH =V4+ 35 = V)00
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Propriedades do produto interno

Sabemos que:

A multiplicacao de ntimeros reais ¢ comutativae @ 1 b) = (b, @), con-

| B

\ 0 \ 0 \ .Hi A

-b=|a]- b cos(@’ )

ai

ca=|b- 4] costb >

S

sequentemente, o produto interno é comutativo.

O produto interno ¢é distributivo em relagao a adigao de vectores.

O produto interno é associativo relativamente a um factor numérico.

« Para determinar a abcissa entre R(x;, y,) e P(x; e y;) a hipotenusa do
triangulo utilizamos o triangulo [RQP] e pelo teorema de Pitagoras,

obtém-se:

a-b=b- a, Vdeb.

- b+0=d-b+ac

(c@) - b = a(@: b)

RPZ = QP + RQ?

‘:’ﬁ:lxz—xxlz*' ly2 = »n

Como |x; = x |2 =(g-x)’e|n-n |2 = (y, = y))?, vem

|2

RP = d =V — %)+ (y; — y)*

E

I

Calcule:
il + 3v)

sabendo que (w7 < v e

ey |

12
Dados os vectores
4. -1): b(-2, 8) e c(-3,
verilique que

i-b+b=da-b+d-c

i)

13

Dados os vectores i = (2.

13 I

v=1(0. -5 ew=(—2 -

calcule:

au v
Du-w
Vv w
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Dados os pontos:
P2, 5): Q(5, 2): R( 3, ?) ¢
Sl 8: 2).

b) Determine aﬂlis_lﬁnci_ns
catre 0s pontos: PQ; PR ¢ QS.

. 2,1
| Determine a distancia entre 0s pontos (

a) Represente-os graficamente.

[9' Exercicio resolv

) e (8,9).
ASTA T
Resolucio s

d=Vio -x P+ -y <d= 2-872+(1-0)e
- /_—_’/‘,). ;
od=V(-672+(-8)? «d= V36 +64= \/m =10

Note-se, particularmente, que 4 distancia dum ponto qualquey P

a origem dos eixos €:

)

d=Vx—- 02+ (—0?% <«

Divisdo de um segmento
_< \
numa razao dada

Dado um segmento AB diz-se que um ponto P o divide numa Tazig
se e somente se

=
e

—— =k
PB

Pretendemos determinar as coordenadas de um ponto P quando sz
conhecidas as coordenadas de A e B e a razio k. Pelo teorema de Tales:

@:AIPI= AP, Lty
PB PiB; P;B,
Consideremos A(xy, y,), B(xg, yg) e P(x, y).
Tomando-se:
Sl —peXATX
P\B, X = Xp =
XX = k(x—xB)©
s xA —X= kx - kXB¢>
@XA+ka=sz-i—x@xA-}.ka:x(k.*.l)@
': : E S —% X = m
[A160,0) P(x0) B 00 X k+1
= Xat kg

114

k+1
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Geometria Analitica no Plano

\; B
' Do mesmo modo teremos: E
_ Yathyy
SRR

B’ Exercicio resolvido

Determinar as coordenadas de um ponto P que divide um segmento B |
| narazdo %— sendo A(2, 5) e B(5, 10).
Resolucdo
’ Fdis 5 £
| xythks _~ 3 _ 3 _16 |
xX= = = ‘
k+1 2 4 5 5
5 3
sy 22 |
h+1 2.4 5 |
3 3 |
2 |
As coordenadas do ponto P( 5 7)

No caso em que P é o ponto médio de AB, k=1, pois _%_ = 1. Entdo:

_ Xtk xptxa o _Yathyg _ yatys
k+1 2 e R+ 1 2

B’ Exercicios resolvidos

L. Determinar as coordenadas de um ponto P que d1V1de a0 meio o seg- | |
mento AB onde A(2, 5) e B(6, —9). |

Resolucio
X:M: 6+2 __4 _)’I;+)’A__ —9+5 L. J
2 2 R S ) - ) - = P RS
| ) e
Portanto Pid,—-2, | Determine as coordenadas do

i ¥ - ponto médio de [AB], em que:
Determinar a medida da mediana AM do triangulo [ABC] onde ; l
| a) A(3,5) eB3, -4

=(7,105B=(2,5);C = (8,3). | by A(—4. 1) e B(-4,7)

Resolucio S

2.

Se AM ¢ mediana do triangulo [ABC], entio M ¢ o ponto médio de BC.

T ———e

I

!

e T
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UNIDADE 5

]()g(): Vi + _)/( 3% 3
ptXe 2+8 _ 5 ymM= 2 -T2 4

Im = 2 2

M = (54) na AM ¢ a distancia entre A e M; entio

mas a medida da media

Vg — ¥+ Om~ yr=VE5 - 72+ (4 — 10)2=

dai =
=V4 + 36 =V40
mas a medida da mediana AM ¢ a distancia entre A e M; entdo
w///_\/’"_ 2] —10)2=
day = Vo~ x)2+ O~ YA 2=vV(5-7’+ (4 )

Equacdo vectorial da recta no plano

Dados o ponto A(4,2) ev = (1, —1).

Existe uma tnica recta r que contém o ponto
Os pontos B = A + ¥ e C = A — 3V pertencem a recta. Qualquer

ponto da recta r obtém-se adicionando ao ponto A um multiplo de vectory

A e a direccao do vectory,

e pode ser expresso na forma:

P=A+ki,kER

A equacio de recta que contém o ponto A(4, 2) e tem a direcgio do

vector v = (1, —1)

(x,y) = (4,2) + k1, -1),kER

Generalizando:

Dados um ponto A(xp, yo) e um vector v = (v, v,) nao nulo, existe
uma Unica recta r que contém o ponto A e tem a direccio de v.

Entdo, sendo P(x, y) um ponto qualquer da recta r, tem-se P = A + k,
comk ER, isto é,

(6, y) = (%0, ¥0) + k(vy, v2), k ER

que representa a equacao vectorial da recta que contém o ponto A(xp, Yo ¢
tem a direc¢do do vector v = (v, v,).

G, y) = (x0, yo) + kv, v,), k ER}
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FIELAT o

representa a equacdo de semi-recta AB. 18

——

Determine as equacées veck;
(x,}’) e (xO'n.yO) + k(V], VZ)a k E [01 1] Haik dis rectas P passa»m

pelos pontos A ¢ B e tém 5
representa a equacao do segmento de recta [AB]. direccao do vector v.
Ao vector v, chamamos vector director. Uma recta tem vectores direc-

tores infinitos. /
2----
io resolvido l /
g Exercic A=3D) Y

Determine a equacao vectorial da recta r que contém 0 ponto A(2 1) e ;
tem a direccdo dovectorv=(=L4. | Ao

(O] PR
=

Resolucao

Como sabemos, a equagao vectorial de qualquer recta é-nos dada por
(x,y) = (xo, ¥o) + k(vy, v,), kR ER

Entio, no caso concreto Lemos i
(xy) (2 1)+Iz( 14) k ER.

<!

b
-~ [
Equacao reduzida da recta
Num referencial ortonormado representa-se a recta s.
Relativamente aos pontos A e B verificamos que a uma variacéo de
uma unidade na horizontal corresponde uma variagio de duas unidades na
vertical.
Ao quociente % chama-se coeliciente angular ou declive, m, que
depende do angulo que a recta faz com o eixo OX. Dado um ponto P(ay, a,) e
um vector v = (v}, v3), a
s Se o declive € positivo a recta passa nos 1.° e 3.° quadrantes. recta que passa por P e tem a
» Se 0 declive é negativo a recta passa nos 2.° e 4.° quadrantes. direccio de v, tem por
Dada uma recta s nao vertical e dois pontos distintos da referida recta ¢ Equacdes paramétricas
A(x, y1) e B(xg, y2)- X =ay+ kv, R ER
Chama-se declive de recta s e designa-se por m: y=ay+hy,
* Equacio cartesiana ou
oy dBL— AL continua
X2 X
X—4 _ yY—a
4! V2
Mas se a recta estd definida na sua forma vertical, o declive serd obtido Equacio geral
a partir do seu vector director, v = (v, v) calculando o quociente entre a Agt By & C=0
ordenada e a abcissa do vector director. y
m —s lL
Vi
117

y
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UNIDADE 5

Se a recta s € vertical o declive m ndo € UM Nimero req), logg n3
0

definido. by
Partindo da equagao vectorial de recta 1, que passa pelg Pontg it
e tem a direccdo do vector V.= (L —%L): 1

(x,y) = (4, 2) + k1, 1),k ER

Iremos deduzir a equacao reduzida da mesma recta. Desty CQuagsy
On.

clui-se que:
o R —4 = X—4=
. Nas rectas horizontais o seu x=4tk o x—4=k - - k
declive é zero e a equacgio yi= = kL kER y—2= =k -_L1:==

reduzida é do tipo y = b, ja
que s6 se verifica varia¢do no
eixo das abcissas.

| | namos o k e escrevemos que.

Como duas grandezas iguais a uma terceira sao iguais enge g; elin;
Y 1~

YA
_a=3=2
Bbloi= b x—4 —1
0 i resolvendo em ordem a y, vem:

y—2==x+4ey=—x+6
' Nas rectas verticais nio faz
sentido falar-se em equacio A equacdo reduzida da recta r é:
reduzida, pois a variagdo no
eixo das abcissas € zero. As
-equacdes destas rectas sao do

y=—-x+6

tipo x = a. Uma equacio do tipo
s
y=mx+b commebER,
Ix=a
N demomina-se equacio reduzida da recta, define uma recta, em que m éo

0 a X ; : .
| | 2 declive@ e b ¢ a ordenada na origem.

‘do's

T Y

B, Exercicios resol
L. Dados dois pontos A(1, 2) e B(0, 3) de uma recta r. Escr

eva a equagio

17 . reduzidada rectar.

Aequagio 3x — 2y —5 =0 Resolucio

representa uma recta. Qual é a | 0

smquaias e idsy | S pontos A e B pertencem i recta r de equacdo y = mx + b.
~ Entéo: =
‘I 2=m.1+4p 2=m+b m=—1
| - -
! 3=m.0+b 3=b b=3
{
| Aequaca i
j quacdo reduzida da recia Ry =r%#3

I~

. - . ioer
Escreva a equacio da recta cyjo declive ¢ % e cuja ordenada na o1&’
-

P
L

é — 37.‘ Represente graficamente essg equacao.
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o - - . WA L BRSNS it 224 e SRS

Resolugio }
comom l) ch=+~13 |
A equacio pedida seri y = L C
2 18
| A recta intersecta o cixo das orde- YA Determine a equagdo da recta
nadas no ponto (0, =3) ¢ o cixo das | que passa pelo ponto [ =1, ;3'_)
abeissas no ponto (6, 0). Basta, por- / !
tanto, unir os 2 pontos para ter a 6 7y % : |
representagio grifica solicitada. / e tem por declive =3
x|y /; ,
0] -3 |
61 0 }

T —— e e

L —————_ s L

Equacao de uma recta dados
um ponto e o declive

Dados apenas um ponto P(xj, y;) e o declive m a equacio de recta
serd:

Y~y =mlx—x)

Exercicios resolvidos B

i 1. Determine a equagio de recta que passa por A(—3, 2) e tem declive {
i m=— % <
J Resolucdo e i
| y—y =m(x—x) ‘ [
i y~3 == Lix+3) |
3 |

»

“y=-gx-1+2 : |
sy= -l \

y B + 1 !

| 2 Determine a equagdo da recta que passa pelo ponto (=2, 5) e tem por
declive o,

Resolucao

Serd uma recta vertical ¢ terd por cquagdo x = —2,
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Equagdo de

recta que passa

por dois pontos

Dados dois pontos A(1, Y 1) e B(xa,

y2), primeiro calculamos o decliy,
3

P m:
10 '
ralio i N s Y el
Determine a equacio da recta = ﬁ
que passa pelos pontos A(2, 4) ]
e B(6, 0). .
e em seguinda escrevemos 2 equacao de recta dado um ponto e o decliye
vem:
utilizando, por exemplo, 0 ponto Alxy, Y1)
y—y=mb&x—x)
Exercicio resolvido S
20 1

Dados os pontos A(2, 3)

TSP__dz@nl:t-—]Q‘—?”l: 7

¢ B(—5, 1), determine a equacao geral de recta AB,

g

T -2 2

| Usando, por exemplo, A(2,3), a equacdo da recta serd:

) . 1 XY,
Determine a equacao da recta | Resolugio
que passa pela origem e, por |
AQ3, 2). - 1.° Processo
| . B -
M= "x, *m=
i .
{ Aequacdo derectaé:y —y, = mx — x,)
| 2
p— 4}’—3:7(-‘<—2)
2l |
ipaem—— [P -0 L |
Dados A(3, 0) e B(9, 3), | Y= Tx— = +3
determine a equacao da recta | 5 1
que passa pela origem e con- | <y = =X+ R
tém o ponto M que divide AB | |

na raziio - 1 2.° Processo
|
Entdo
3=m-2+h
! l=m(=5)+0b
22
Determine o declive da recta que
passa pelos pontos (4, =2) e | 3y + L0 — S
(0, —10). 7 -

A equacao reduzida da recta ¢: y =

A equacdo geral da recta ¢: 2y — Iy +17 =

— .

GO3=2m+ b
Ol ==5m+b

Os pontos A e B pertencem a recta AB de equacao y = mx + b.

« |13 =10m + 5b
2=-10m+2b

17 = 7b
b:lT7 ’
/
+]7:21@]4))1=+®m=i©m=;
14 7

A7
e
0

~

X T

\III\J
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Posicao relativa de duas rectas

Dadas duas rectas num mesmo plano, elas podem ser paralelas ou

concorrentes.
Paralelas
/r/
1 =5
s

® I € s nao tém ponto
comum.

°r e s tém pontos -
comuns infinitos.

* Neste caso, r e s sdo
paralelas distintas.

* Neste caso, r e s
sdo paralelas coin-
cidentes.

Condicéo de paralelismo de duas rectas

Duas rectas de declives m e m’ dizem-se paralelas se tém o mesmo declive.

m=m

A recta de equagdo y = 5x -1 ¢ paralela a qualquer recta -7

de familiay = 5x — k, k ER.
- Observemos a figura.
Os angulos « e o indicam a inclinacio da recta.

Inclinacio de uma recta é o angulo positivo que a recta faz

com o eixo dos xx sendo este eixo o lado origem do angulo.

Também podemos definir o declive de uma recta como a tan-

gente trigonométrica da inclinacéo da recta. Logo,

" Ser//s, entio o = o e tga=tga oum=m queéa condiciao de

paralelismo de duas rectas.

!9’ Exercicio resolvido

' Verifique se as rectas sio paralelas:
ry=-2x+25 e siy=-2x+15

Resoluciao
By=—2&+5=m= -2

S:y=-2x+15=pm' = -2

Concorrentes

e Neste caso, r e s Sdo
concorrentes.

como m = m’' /s,

"

Geometria Analiticano Plang

e
S T A YA

23

Verifique em cada um dos
casos seguintes se as rectas sao
concorrentes, paralelas ou
coincidentes.

3)3,\‘—5}"*’1:0
el —5—5=0
b)6x—4y+1=0
e9x—06y+7=0
J3y+4=0e2y-7=0

° 1y e s tém um unico
ponto comum. 24

Determine. h de modo que as
rectas

Gh+2Dx+5y+1=0 e
Xy = h+ L=

sejam:

a) Paralelas.

b) Concorrentes.

Determine k na equacio:
3= 2k + Dy + 2k =0 de

modo que a recta represen-
tada:

a) Seja paralela a x — 4y = 0
i b) Passe por (2, 0).
|

26

| Determine para que valores
| reais de a, as rectas
 nax+2y+1=0¢

| s:8x+ay+3=0sd0 parale-
|

las. Suponha a # 0:
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Calcule o angulo entre as rec-
tas 2x — 5y =3 ex+ 3y =0.

122

Angulo entre duas rectas

¢ s concorrentes ¢ nao perpendiculares, chams.g,
» menor das medidas dos angulos em que as recyy

Dadas duas rectas I
angulo de duas rectas

dividem o plano.
Nas figuras, a representa 0 an

i L
V
V s
b

O angulo de duas rectas no plano coincide ou ndo, com o angulo des

dois vectores directores de cada uma delas.
Considerando i e v os vectores directores das rectas a e b, respectiva-

mente, o co-seno do angulo de duas rectas ¢ igual ao valor absoluto do co-seng

do angulo dos dois vectores.

gulo entre as rectas d e b.

cosa = |cosT V|
ja que cos (180° — @) = —cos a.

Mas, ja sabemos que cos (i V) =

cos @ = Gt ea=cos"1—|_—.@—
[N Il (]
Considerando u = (uy, u;) e v = (v4, v,), em termos de coordenadas
serd:
[uyvy +u v, | .
oV = L s =g Uy !} + U, \'»l
ell 11l ( ]l -1

Condicao de perpendicularidade

Sejam 1 ¢ s duas rectas de declives m ¢ ', nao nulos, 7 = (1, m) es = (L,m)
seus vectores directores. ,

As i -
. I’Clclas ' ¢ s sdo perpendiculares se e so se os vectores e § forem per
pendiculares, ou seja, se 1 - m' = ) !
. ! 14, 1 +m m—0¢$m-m‘=—1<$m="'ﬁ;
Resumindo;
Se duas rectas sio perpendicul

, ares, o declive de uma recta ¢ simétrico do
declive da outra:

\)
m==-=comm#0
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Ly-7 representam

Verifique que as equagoes y = —3x + 5 e y=3

rectas perpendiculares,

Resolucao

A.primeira equaci i T e
I aequacdo tem declive m = =3 e g segunda m’ = 3 Tem-se

como condicao de perpendicularidade que m’ = —

m’

Neste caso, m’ = 1
3 m?

portanto as rectas sio perpendiculares,

Disténcia de um ponto a uma
recta no plano

Dados uma recta r e um ponto P nio pertencente a r,
chama-se distancia de P a r ao comprimento de PA, onde
A € o ponto de intersec¢io da recta s com a recta que
contém P e é perpendicular a s. !

Seja d a distancia de P a s, entao d = PA. Podemos
determina-la por vérios processos.

B, Exercicio resolvido

' Determine a distancia do ponto P(3, —1) arecta2x —y —4 =10

Resoluciao

| Comecemos por escrever a equacio da recta que contém P e € perpen-
dicular a recta dada.

m= - % e P(3, —1).

Sabemos que y — y; = m(x — x|). Assim,

y+l=-—%(x—-3)

@y=—%x+%—l
©y=—%x+%

Logoarectaé¢y = — =x +

i
7

ru]»—a

(29

M
Exercicio resolvido ,

28 >
Determinar k de modo qu
rectas 2x — 5y =3¢
lx + 3y = 0 scjam perpendi-

¢ as

-~ culares.

Para cada um dos pares de
rectas determine se as rectas
sio concorrentes ou paralclas:

ar.—3x+y—1=0e
ss—2x+3y—-5=0

br2x+y—6=0e
ss—4x—2y+12=0

30

Determine a equacao da recta r
que passa pelo ponto A(1, 3) e
¢ perpendicular a recta s de
equagio 2x —y + 3 =10.

S

Deduza em cada um dos
seguintes casos, uma equacao
da recta que passa pelo ponto
dado ¢ ¢ perpendicular a recta
dada:

a) (—2;5);3x — 4y = 24
b){(—3,-1);2x +y =12

32

- Os vértices de um triangulo sao

(2,3),0,— 1) e (5, 7). Verifi-
que que as rectas que passam
pelos vértices e sio perpendicu-
lares aos lados opostos se
encontram num ponto (orto-
centro do triangulo).

33

Dois vértices apostos de um
quadrado sao (— 4, 6) € (8_, g
Determine os outros vertices.

Digitalizada com CamScanner



UNIDADE 5

RE)

Dada a recta
e — 4y + + 11 =0, calcule a

'ﬂ'\.\
distancia de P(5. 4) a ¢ |

recta.

35

Calcule a distancia do ponto |
dado a recta dada nos sgguin- |

LeS €asos.
il (= B 500 4y =24
b) (5,10);x+ 3y =15

36

Determine a distancia da recta
r de equacio:

8x — 6y + 5 =0 a0 ponto
onde s da equacio

Y = —3x + 3 intersecta o eixo
das ordenadas,

B

Calcule a distancia do ponto

dado a recta nos scguintes

Cas0s;
2)(—2,5):3x = 4y = 24
b) (5:10);x + 3y = |5

124

. 15 - cguida determinamos as coordenadas do pontg 4 o
e segulidi

y ==

| 1
y::—‘.\'+ l 2 ‘ T

loa 1l oay |
y=2x—4 =gy = CXtIs

+ 2
10 5

9 9
" e A(’ “s‘)
-5x=—9 X:%

!
P

Determinemos agora a distancia de P a A. Sabemos que 4 dlslanmad

Alxy, ) 13(\,‘ y2) € dada pela formulad = V(x, — x))? 4 o )
Temos: '

. f(-_@)z+(i i ﬁ_
V\ 3 5 \23 25

A‘QI
Il
—
pa s e
1] ©o
|
W
p o
+
/T\
Ul |
S
—t

P
U'/d:/

T —]
No caso em que as rectas sio dadas pela equacio geral Ax+ B

Y +C=(
a distancia d do ponto P(xg, yo) pode ser determinada usando a formul

7 | Axo + Byp + C|
VAL +B?

ou a distancia do pont_()) (x0,yo) arectay = mx+ b é
¢

i |y0—mxo—b\
Vm?+1

| SCOFOTN .
; I Determine a distancia dg ponto P(3, —4) arecta2x +y +3=0.
- Resolucio

Temos A = z

Entio d = "'J*l*' ii] B e ot || =

) D;t(elrmi;e a distancia do ponto C(1,—2) a recta AB, sendo A, )
£ y 3). )

R('snluqim

femos comecqy Por determin :

ara equacao geral da recta AB ™
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A2, 1) e B(1, 3)

. ool RN
Mg = "1-2 — 1 = —2, entdo;
!
y=1==-2(x-2) =

©y=—2.x+4+l©y+1x_5 0

A {6rmula a utilizar sera:
|Axg + Byg + C|

/S

Como C(1, —2)

+1(-2)-5| _

5V5

= |2 5 |
VIR S V5T 2X=Vs
Logo:d = V5 I

Equacao da bissectriz

A determinacdo da equacio da bissectriz de um angulo pode ser feita
tendo em conta que um ponto qualquer P da bissectriz encontra-se 2
mesma distancia das rectas que contém os lados do angulo.

B’ Exercicio resolvido

J Determine as equacdes das bissectrizes dos angulos formados pelas rectas:
r3x—4y+2=0e s:8x+6y—4=0

i
{
. Resolucao

Se P(x, y) é um ponto da bissectriz, tem-se d(P, 1) = d(P, s)

[3x — 4y + 2| [8x + 6y — 4|
V32 4+ (—4)?2 \/82 2 52
[3x—4y +2| |8+ 6y—4|
5 - 10
3x—4y +2 8x+ 6y —4 3~ 4942
5 10 5 -
—8x — 6y + 4
B 10

®0x—8y+4=8r+6y—4 v ox—8y+4=-8x—-6y++4
@i+ 14y-8=0v l4x—2y=0

3x—4y+ 2

2

®x+7y-4=0v 7x—y=0

As equacoes serdo x + 7y—4=0e7x—y=0

!

e P v—————
Y e gy e

\‘ Geometria Analitica no Plang

38

Determine as equacoes das

' bissectrizes dos angulos for-

mados pelas rectas dadas nos
seguintes casos:
a)3x+4y=5

12x — 5y = 41

b) 4x + 3y =

=4

x| = [y| =
Sx=yvx=—Y

39

a) Determinc o ponto A de
interseccao das rectas
Lx —y -+l =0 e

N s 26— Y3 =0

b) Sendo t a recta de equagao
5x—y+9=0,provequer,s

; ¢ L concorrem num mesmo

POI]M).

40

Determine a equacdo da recta
r que passa pelo ponto A(1, 2)

. X plid
. ¢ forma um angulo de 45

com a recta
2x =y +3 =8

4
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circunferéncia

\ sncia é 0 lugar geométrlco. df‘ t(?dos os_Pontos
A circunferénci a uma mesma distancia r (raio) g
de circunferéncia.

eump

Bl

4

|

i i lizados ongy ¢ O
i i que estao loca o [ch‘

denominado o centro

i

 Equagdo da circunferéncia

Seia C o ponto de coordenadas @b eP _, (x,y) up
eja

Pontg
AT . u
feréncia de raio r e centro C. A distancia de C 5 p éi q
de circun

gual 3 T alque[

x—al+@-b?=r
ou seja;

G D) =

ue Tepresenta a equacao reduzida de circuferéncia de C
q

raior. .' |
Caso a circunferéncia tenha o centro na origem do referencia] 5 equag

w (@b,

sera:

x2+y2=r2

B’ Exercicios G)ﬂ\ﬂj@lﬁm
L. Escreva uma equacao da circunferéncia:

) De centro na origem do referencial e raio 3 m.
41 ~ b) De diametro [AB], sendo A @ -De B(—2,1).

Escreva uma equacio de cir- { Resolucao
cunferéncia: ;
|
1

a) Se 0 centro ¢ o ponto C(0,0) e 0 raio é r = 3 4 equacdo serd:
a) De centro (0,2) e raio 4.

P )
x4+ y= =19
b) De centro (-2, 2) ¢ 1aio V3. | b) O centro de circunfergn

¢ia ¢ 0 ponto meédio do segmento [ABl:
¢) De centro (5, —3) e que passa |

C $=3 =14 :
pela origem do referencial, ~ 2 ’ = ) e
d) De diametro [AB]. Sendo €. (i 0)
. » o v ¢
Av(l,5)CBv(‘3, i Oraloeadlsl{mm

e) De centro (=2, %) e que

passa pelo ponto (4, 1). r=CB= (=2 -12% (1-0)2=/10

— (_i’—])l+),1:lo :
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M

(x=22+ (y+3)2=9

Resolucao

A

2. Indique o centro ¢ o raio de circunferéncia de equagao: i
|
|
:
1

C@=3er=/9 =3

Equacao geral da circunferéncia

Transformando sucessivamente a equacéo:

X+yr+6x—2y—15=0<
ex2+62+ . +yP—2y+. =15+ ..«
exX+6x+9—y?-2y+1=15+9+1<«
@ x+3)2+@y-2)72=15 B

Obtém-se a circunferéncia de centro (—3, 1) e raio 5.

Considerando a equacao geral de uma circunferéncia:

R+y*+ax+by+c=0 (1)

Desenvolvendo teremos:

Z+yl+ax+by+c=0<
exttax+ .ty +byt+..=—c+.. o
extat Lipipy+ Lo a’ b2

YTy 4 T
a \2 b \2_ _a’+b*—4c
©<x+2)+(y+2)— P
O centro de circunferénciaé(—%, —%) e 0 raio é:

_ |2 tbh—4c _ 1 JET P =4
r= \/ 7 =3 + b* — 4c
Como é do nosso conhecimento se:

sa?+ b —4c>0, condigdo (1) representa uma circunferéncia.
* a®> + b — 4c = 0, condi¢do (1) representa uma ponto.
* a® + b? — 4c <0, condigdo (1) representa uma conjunto vazio.

Exercicios resolvidos Jl

1’ I. Caracterize o conjunto definido por:
| A)x*+y +4x+ 8y —5=0

| b)2x* +2y2 4+ 3x — 2y + 2 =0

J ) x*+4y2 - 6x + 8y + 25 = 0

|

42

Indique o centro ¢ 0 maio de
cada uma das circunleréncias
seguintes:

il) (X - 3)2 + ()’ —_ l)l = 25
b) (x + 2)*+ (y — 3)* =1
Oxt+ (y—6)Y=

d) x* + yi =

43
Identifique o conjunto definido
por:

a) x> + y2 + 3x — 2y =0

b) 4x2 44y +8xv—16v+20=0
)3t + 3y +x =0
d) N7t yY+Ix+15=0

—

;
|
|
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UNIDADE 5

i' Resolucio ca,
4 \2
| Bt ISR T (?):PN
%\ oxd+taxtaty rByH16=51T47
; e (x+22+@F+4*=25 o ﬂ _2 —4) eraio5. -
% A equacdo representa uma circunferéncia de centro { (T) el
| b2 +22+3x—2y+2=0 m'
i @x2+)'l+%-.\‘—_\‘+1:0 ' N
1 )
> | -—g— o i (\hﬁ) A
©x2+—%‘_‘{+~l‘%+)‘“-}'+7_ ]T]h 4 W e
3\
2 1\ _ _—16+9+4 4% 3
IR -3

1 L Vs 1
< |(x+ Fy Yy ‘] 16 3
3 : a7i ‘« 2 soma de dols numeros nao negativos nunca é i
A equacdo representa um conjunto vazio, pots a soma de dois ¢ it unca ¢ igyg|
a um negativo.

it + -+ 8+25=0 (_(,_)123::()
oxl—6+9+y +8y+16=-25+9+ 160 53
e x—=3)2+@HF+H=0
A equacio so tem uma solucio:

8 \2
I (7)=41=16

Logo, representa um ponto, cujas coordenadas sao (3, —

e
i

Elipse

A elipse ¢ muitas vezes tracada pelos jardineiros quando se pretend
construir um canteiro de {lores. O procedimento ¢ prtico e simples: am®
ja-se um fio e atam-se as pontas a duas estacas. Espetam-se estas duas &
cas no chao de modo a que a distancia entre elas seja menor do que met

do comprimento do fio. Com um pau, e mantendo o fio esticado, desea#*
uma linha no chio sendo a linha obtida designada elipse.

- Chama-se clipse ao con o

doi junto de pontos do plano cuja soma das d:m oles
a dois pontos fixos é constante (2a) e maior do que a distanci2 entt”

i L TR
Construcdo dd um canteiro ehiptico

nelo métodoe do jardinetro
l

|

B
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Geometria Analitica no Plane

Os pontos fixos sio designados focos da elipse e a distancia entre 05
focos chama-se distancia focal (2c).

Equacao de elipse

Designemos por F e F; os focos. A propriedade que caracteriza todos
os pontos P da elipse é expressa pela seguinte igualdade: d, + d, = 2a,
sendo d, e d, as distancias de P a F, e F,, respectivamente.

Os focos da elipse tém por coordenadas F(c, 0) F5(—c, 0).

- b|B'

De acordo com a propriedade que caracteriza todo o ponto P da elipse,
temos:
PF, + PF, = 2a
SVx+T+y? +Vix— ) +3y* = 2aes

Elevando sucessivamente ao quadrado até eliminar o radical vem:

(a2 — A+ aty*=at(a* =) (1)
Como a > c entio a’ = b* + ¢%

Da figura retiramos que b? = a? = ¢* ¢ entao (1)
b2 +a’y?=ad*b?

Dividindo por a® b?, vem:

J.

-

32
+F=1 se a>b

S

Esta ultima equagio representa a equacio da elipse.
‘ A elipse representada pela ultima equacao tem por eixos de simetria os
eixos coordenados, e por centro de simetria a origem das coordenadas
Elementos principais de elispe:

* Focos: (%¢, 0) * Veértices: (+a, 0); (0, +b)
* Eixo maior: 2a « Fixo maior: 2p

4
Digitalizada com CamScanner



UNIDADE 5

44

Dada a equacio:
9x> + 10y? = 90

a) Escreva a equacio reduzida
de elipse que a equacdo repre-
senta.

b) Indique as coordenadas dos
focos, dos vérlices e a excen-
tricidade,

c) Represente geométricamente
a elipse.

45

Dada a equacao:

Xl Yl
16 " 351

a) Indique as coordenadas dos
focos, dos vértices ¢ a excen-
tricidade.

b) Represente geometricamente
a clipse.

Dizem-se vértices da clipse 0s pontos A(a, 0); A’(—
B'(0, b), pontos de intercepgao com 0s seus eixos. |

,S ,a > b o segmento AA' é designado eixo major da o]

e

BB' ixo menor. )
BB’ chama-se €1X0 '

2a e 2b dizem-s€ respectivamente
vez 2c diz-se distancia focal da elipse.

4, 0). B(O, b
¢

Ipse () Se

: : T
0 €IX0 MAioT € o ejyg i Iy
Or P

R0

l'%‘

€ .+ Aoci centricidade da el '
A razio — ¢ designada ex 1pse e 8eralmen,, .
e

e

.

senta-se pela letra e Entdo:

Para o caso de a < b, vem:

b2 =a2+ 2 .
x* 2 ‘ - 4

.y '
'&T?Fp-‘—l a<b

Neste caso a representa o semi-

i eix mi-¢iv
maior. X0 menor e b representa o se

Elementos principais

* Focos: (0, )

* Vértices: (%4, 0): 0, =h)
* Eixo maior: 2} e .
* ixo menor: 2¢ |
* Distancia foca]: 2c

* Excentricidade: p = €

.

Como c< em 1 ‘ em-se €
a - a
» L _Se qu? e< . Em particular tem- ’
c=0ea be a €quacao Sera uma circunferencia

nlt
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Geometria Analitica no Plang

B’ Exercicios resolvidos

i X 4 Y

1. Dada a fungéo: 6+ 5 =1
Desenhar a elipse que ela representa e indicar focos e vértices,
Resolucio —— e y‘3 o
a=1—a=+4 E i i |
=9—b=3 N § o 5 —t >
c=\a—b—a=V7 , E0 Fn‘* X
Focos (£/7,0) ot ]
Vertices (=4, 0); (0, £3) T3

' - 2 2

2. Desenhar a elipse de equacio: % + '1L6 = 1 e indicar os focos e os s
vértices. ’ o
Resolucao

2=9—>a=3
b=16—b=4

<=\ —at—=c=V7
Focos (0, =:/7)

Veértices (£3, 0); (0, %)

|

46

Os focos de uma elipse perten-
= : o 2 cem a recta de equacio
" Se a elipse de equacao i %2' = 1 for deslocada segundo uma trans-

lacdo associada ao vector v = (x;, y;), entdo a equacio de elipse transforma- tendo um deles abcissa 9.
da sera: Uma das extremidades do eixo

menor ¢ o ponto (2, —3).

Escreva uma equacio de clipse.

X — %1)? = y1)?
( a21) +(V azyl) =1

Exercicio resolvido P

(x=2? , (y=1)?

= 1 e indicar os focos e os vérti
36 55 p értices.

Desenhar a elipse de equagio

A
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Geometria Analitica no Plgng

M

1. Dada a funcao: liﬁ + % =1

Desenhar a elipse que ela representa e indicar focos e vértices.

Resolucao BB

@=16—a=4 i \:
PR=9—=b=3 N N A

c= qz'_bz‘—x'ﬂ:ﬁ ‘ —41 F IO-' F |4'£
Focos (£3/7,0) L 2 i

- Vértices (x4, 0); (0, £3) =3
‘ . ' ) 2
2. Desenhar a elipse de equacao: % + % = 1 e indicar os focos e os K
vértices. . s
Resolucdo |

-bl = 16 —-h=4
= ‘bz_— a—=c=V71
Focos (0, £/7)
Veértices (£3,0); (0, =4)

Os focos de uma elipse perten-
- C 2 3 cem 2 recta de equacio
Se a elipse de equacdo “ 5 + %2- = 1 for deslocada segundo uma trans- i e
. - )/r —3 I
tendo um deles abcissa 9.

Uma das extremidades do eixo
menor é o ponto (2, =3).

lacdo associada ao vector v = (x;, y1), entdo a equagio de elipse transforma-
da sera:

Escreva uma equacio de elipse.

| .

! — 9)2 — 12
Desenhar a elipse de equacao (x 3 62L 4 L 251) = 1 e indicar os focos e os vértices. i

131

Digitalizada com CamScanner



UNIDADE 5

;"l“\
Y
- Resolugaoe 1
‘ ipem:
. «elipse centradia na OFIRCIE
P Piimeno escrevemos aequagao de elipse cen E
\ % '
|‘ ‘\\‘ :) 3 l ,:
d\ l‘ '
| b’ 30 6 ?
. =11 B '
| 0“\\\\\'\i \ ]1,0) E
| » Vertices (20, 0); (0, £53) wor  tmmeeeeee e TTweeTT i
| Em seguida, adcionamos as coordenadas do \julml 25
L V= (2, —1) as coordenadas dos [ocos ¢ dos vertices.
':x i = T2 1
" }\ ._‘ 4 (y —1) = 1 y
i 36 25 4
| I s S e I
| Focos: ': AL §
— \ '
| (+V11,0) + (2, -1) = (VIT + 2, -1) ! 1 5
| (—VIL,0) + (2, -1) = (V11 +2,-1) TA——— :
24 T T T 0 T
- Veértices: . < § X
. 1
| (¥6:8) * (2, =1) =48, —1) ! 1 :
| (—=6,0) + (2,-1) =(—4,-1) 1 ]
L (0, +5) +(2,-1) =(2,4) | :
i ©0,-3»+2,-=4+» e 56"’5‘ =T}
{ - S o ————

Hipérbole

Hipérbole € o lugar geométrico de pontos de um plano tais que o modu

da diferenca das distancias P a dois pontos fixos é constante e menor quea
distancia entre eles.

Os pontos fixos F) e F; sdo os focos da hiperbole.
O eixo que Passa por esses pontos chama-se cixo transverso:

2 - 44
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\ Geometria Analitica no Plgng

AT 304, 5

T A T

Equacao de hipérbole

Com centro na origem e focos no eixo dos xx

Designemos por Fy(c, 0) e Fy(—c, 0) os focos e por 2a o comprimento
dado, que supomos positivo e menor que a distancia entre F, e F. Seja P(x, y)
um ponto qualquer da hipérbole. Temos:

Ve+ 02+ —Vx— 0T+ % = 35
SVt P+y =220+ Vx— i vy

Elevando sucessivamente ambos membros ao quadrado, temos:
x+ 0’ +y =4a 24aV(x— 02+ + (x + )2 + y2e

& xc—at= i‘a-l-m@
e x2? = 2073 + at = @202 — 2ex + 2 + ) e
@ (2= ) — a2 = (2 — @)
Pela definicio, como
2c>2aec>aect—a2>0
Entao fazendo b? = ¢ — a2, vem:
B2 — a2y = 2 - b

e dividindo os dois membros por a? b?, vem a equaco:

2 2
x2 Cgiyag s
a b?

Esta é a equacio reduzida de hipérbole.

Focos: (*¢, 0)

. C i o
A razio — chama-se excentricidade da hipérbole e representa-se por e. -
a ¢ P P POT € viertices: (xa, 0)

- C
Excentricidade: e = —

a

e:; e>1

Tendo em conta que 0 < a < ¢, a excentricidade da hipérbole ¢ sempre
um numero positivo e maior que 1. Os pontos em que a hipérbole intersecta
0 eixo dos x, A(a, 0) e A’(—a, 0) chamam-se vértices da hipérbole.

A hipérbole tem duas assimptotas:

b
=
Yy _ax

=
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Determine uma equacao de |

wma hiperbole sabendo que

A ) i .
cont¢m o pmuo .I st 4) .L
que os vertices distam 8 uni-
dades.

48

Determine a equagio reduzida
de uma hipérbole, sabendo
que a sua distancia focal ¢ 8 ¢
a sua excentricidade ¢ 3.

49

Exerclclo resolvido

3
|
|
!
|

XY
Seja a equagdio da hipérbole: 7= = 5

"y

e

Representar gralicamente

a hipérbole e indicar os focos, o
i Véruc(:s
as assimptotas.

A

Resolucao

at =4

P=3

C= \/:}—:5‘: 3
Focos: (£3,0)
Vértices: (£2,0)
Centro: (0, 0)

Vs

.y —— i —_—X

Assi as
Assimptota ) /

Com centro na origem e focos no eixo dos Wy

e et by
b? at

Focos: (0, =¢)
Vértices: (0, £b)

b
Assimptotas: y = = ——

Q

Determine o lugar geométrico

dos pontos do plano cuja dife.

renga das distancias aos pontos

l:\}(..).,())L'] ,( 2.0)¢ 2.

Representar graficamente a hipérbole ¢ indicar os [ocos, os vértices¢
as assimptotas.
yT

Resolucao

b? = 4
“,2

- !3
c=JaX ¥ =3
Focos: (0, +3)
Vértices: (0, +2)

2

'\/“

Assimplotag: y = -+ -
5

X
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Geometria Analitica no Plang

Para cada uma das hipérboles consideradas, podemos ainda fazer uma
translacdo a um vector u = (x, y;)

yJ\

[PF, — PF;| = 24 [PF; — PF;| = 2b
(x—lezz_(_y—z])z:l G—y)? _ G—x) _,
a b? b? a’

Centro: C(x; - y,)

CF,=CF, = ¢ c2=£12-i-b2

*Focos: iy —gydebatay)  Guy—eGpy + 0
® Vértices: (x; — a; y;) e (x; + a;y1) (x;y1r—b)e(x;y, +b)

b 50
* Assimptotas:y —y; = +— (x — x ,
p_ . a ( ) Escreva a equacio reduzida de
cada uma das seguintes conicas.
As curvas definidas por uma equacio do 2.° grau em x e y: a) 9x? — 16y* + 18x + 64y —
— 190 =
@2+ bxy +cy? +dx+ ey + =0 i

5 i ) b) x* — 2y2 + 492 — 8y + 1 =0
chamam-se cénicas que se classificam em trés grandes grupos: : :

* Elipses:se A = b2 — 4ac < 0
* Pardbolas: se A = b?> — 4ac = 0
* Hipérboles: se A = b2 — 4ac > 0

As equacoes do tipo,

ax?+cyt+dy+tey+f=0 (b=0)

definem conicas com os eixos de simetria paralelos aos eixos das coorde-
nadas.
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g Exercicio resolvido

Ry

Considere a equagdo de hipérbole: Ox* — 16x* + 18x — 96y — 7921
e indique todos 0s seus elementos.
Resolucao
9x2 — 16x% + 18x — 96y — 279 =0
:}9(x2—2x+1)—9—16(y2+6y+9)+ 144 = 279 = )
e ox+ 12 -16(y +3) =144 <

x+ 1?2 G+3P_,
< 16 9

O grifico da hipérbole pode ser obtido da hipérbole

* ¢

T B
por uma translacéo associada ao vector: v.= {~1, <3
Para a hipérbole Para a hipérbole
2 Yy (x J1r61)2 _ G +93s)2 -
16 9
Vem: Vem:
Centro: (0, 0) Centro: (—1, —3)
@?=16 —>a=4 =16 —> a=4
b =09 - bp=3 6 =y o =y
2=1649 = ¢=35 e N
Focos: (£5,0) Focos:

(5,00 + (—1,-3) = (4, -3)
(=5,0) + (=1, =3) = (=6, -3)

Vértices:

(4,0) + (—-1,-3) = (B,.=3)
(=4,0) + (-1, =3) = (-5, -))

Vértices: (%4, 0)

Excentricidade: e = % Excentricidade: ¢ = %
: i L ol ;
Assimptotas: y = "_'Tx Assimptotas: y = i—?}-(x +1)
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Exercicios resolvidos

I. Averigue se 08 seguintes pares de vectores sito colineares,
o (1 - 1T
'.ﬂu=(2.—4)t‘b—(')—.-l b= (1,6)ed=(-3,4)

Resolugdo

a) O vector a ¢ colinear com b se existir um numero real k # 0, tal qued = k * b, ou seja:

4
S B OUR R (S L) % * (=4) logo, os vectores sio colineares.

1 _6 , . o7
b Neste caso, temos que — = 2= o que ¢ falso, logo, os vectores dados ndo so colineares. Néo existe

nenhum numero real k # 0, tal que, ¢ = k- d. E de notar que este processo ndo pode ser utilizado se
ambos 0s vectores tiverem alguma coordenada nula.

—_

2. Considere 0s seguintes vectores: u = 3i + 4j, y = —2j + 3k = Ly 33'7 Calcule:

N

ATV Dk

Resolucio

DT-V=Gl+4) - (=20 +3) =31 (=21 + 3)) + 4(~2i + 3)) =
=30 (=20 + 31+ 3+ 47 (=20 + 473 =
=-6|if+0-0+12[if=-6+12=6

= 20iF +9G 7 + 267D + 12[jP =

= élﬂ2+0+0+12m2= 2
2 2
3. Determine a equacao reduzida da recta que passa pelos pontos (2, —1) e (=3, 5).

Resoluciao

Temos, neste caso, x; = 2,y; = —1,x, = =3, ¥, = 5. Aplicando a férmula
Y=

Y=y1=m(x—x;),ondem = , obtemos:
2T X1
S+ 1 _ . _ 6 12 __ 6 7
Assi 29 solici e Z
Ssim, a equacao solicitada é y = sxt =

137
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: trob=(5,2)
4. Determine um vector que seja perpendlcular af = (6,1)eoutl
Resolugao
= —6x
6y - 6H=0 [ex+y=0 _ -
B sl
xy G=0 |5x+2= 0 ) 2
a=(6,1).

rpendicular a0 vector d

O conjunto dos vectores da familia (x, —6x) é pe

Por exemplo, para x = 1
(1,—6)'(6,1)=6—6=0

' 5 - 5,2
E o conjunto dos vectores da familia (x, = EX) ¢ perpendicular 20 vector (3,2)

Por exemplo, parax = 1
2,-5)(5,2)=10—-10= 0

3 —2)eé paralela arecta2x — 3y + 6=,

5. Determine uma equacao da recta que passa pelo ponto 3,

Resolucao
: LN ;
em = —5-; logo, para determinar b:

Usando a equacdo y = mx + b, a recta solicitada terd um decliv

—2=2.3+beb=—4

Entﬁo:y=mx+b¢>y=-§—x—4ou2x—3y—12=O.

|
| 6. Considere a recta de equacao y = — —%—x + 5.
a) Escreva a equacdo da familia das rectas que sdo perpendiculares a recta dada.

b) Escreva uma equagdo da recta que € perpendicular a recta dada e contém o ponto A(=2,1).

Resolucio
a) As rectas que tém declive 3 sao perpendiculares a recta dada. A equagdo da familia das rectas peds
das é, pois,y = 3x + a. '
b) A recta pedida ¢ perpendicular a recta dada, portanto ¢ da familia de y = 3x + a.
Como contém o ponto A(—2, 1) e temos:
substituindo o ponto A na equagdo y = 3X +a
1-3(-2)=ael-(-6)=awa=7
A rectapedida é y = 3x + 7.

e -
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7. Considere os pontos de coordenadas A(6, 3) e B(—1, 2). : . — .nha norma 10.
Determine as coordenadas de um vector v de modo que seja colinear com AB e tenh

e TR NI RO 75, e AR 4, 1 SISO e OSSR AT LSS  A

Resolucio

Vamos calcular inicialmente o vector AB:

AB=B—-A=(-1,2) - (6,3) = (-7, )

Para o vector v ser colinear com o vector AB tem de satisfazer a seguinte condi¢ao:
8= 1 AB ou seja v=h(=7,=1) = v=(=Tk, — k)

Por outro lodo, a norma do vector v é igual a 10, logo:
- 2
[vll =10 < V(=7k)2 + (=k)? = 10 & V492 + &2 = 10 & V50k% = 10 = (V50* ) = 10% <>

@50 =100 k2 =2ek=*+V2.
O vector v pode ter de coordenadas:

v=(-7V2,~V2)sek=V2 ou v=>0V2,V2)sek=-V2

O vector v = (— 7\/— —\/_) além de ter a mesma direccdo também tem o mesmo sentido que AB
por que k > 0.

O vector v = (72, V/2) tem a mesma direcco mas sentido contrario ao AB porque k < 0.

8. Determine a inclinacao da recta r de equacéio 3x + 2y = 1, em graus, com erro inferior a 1"
Resolucao
Para evidenciarmos o valor de declive da recta vamos escreve-la na forma reduzida:

O declive darecta é m = —% e, como o declive é negativo, a inclinacio a ¢ um angulo entre 90° e 180°

Recorrendo a calculadora, obtemos:

gl (—%)z —5631°e &~ —5631° + 180° e @ ~ 123,69° < o ~ 123° 41

9. Determine o centro e o raio da circunferéncia de equacéo: x> + y2 — 6x2 — 12y + 2 = 0

Resolucio

c.a.
x2+_y—6x—12y+2 0« 6V _ .,
Sx—6x+9+y2— 12y +36=—-2+9+ 36« (2)‘3‘9
SK&-3)7+(-6?2=43 ;
A equagio de circunferéncia de centro (3, 2) e raio \/"E (%) =6 =36

10. Caleule o centro e o raio da circunferéncia de equagao: (x — 2)2 + y—12=2

Resolugio

Pela equacao reduzida da circunferéncia: x—a)?+(y=b2=r temos CQ2, 1) er= V2.
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Exercucnos resondos

ser 50x2 + 18y? = 450
11. Determine, os focos € & excentricidade da elipse: 50x2 y

Resolucao

2
cdo da elipse na forma padrao: X B

Dividindo ambos os membros por 450 obtemos & equa w1

V=& cim H
Neste caso, a = 3;b = 5; ¢ = Vb? — a? =4;e____g_ =

-se que neste ca
Os vértices sao os pontos (0, £5); (£5, 0) € 05 sol(OFF sN(;(Ef:edecrlxtes pelo facstg gzr; K d
minar a excentricidade foi necessdrio trocar a com b nas formas p

icidade € = € que 0S extre .
12. Determine a equacdo da elipse sabendo que a sua excentricida 9 mos do ¢,
maior sao os pontos (8, 0).

Resolucio

Temosa=8ecomoc=a-e=8 \/— =43 ; b= 2—c2=\64— 48 =4

2
A da eli gl = ]
equacao ae 1pse sera; 64 6

13. Determine os vértices, os focos, a excentricidades e as assimptotas da hipérbole de equacio:
3242 — 18y = 288.

Resolucio
2

Transformando a equagio tem-se — — % = 1 de onde se deduz que:

=3,b=4,c=Va* - 2 =5,e=£=§
a

Os vértices serdo pois os pontos (£3, 0, os focos os pontos (5, 0) e as assimptotas serdo as
rectasy = + %x

Resolucao

Como sabemos, a distancia focal 2¢ = 12, 1o

a-———4b _aZ -\/_‘_2\/—-

g02c=12©c=5;
. :
A equacio solicitada sera pois <— _ Y2 _

20 — 1-
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Exercicios propostos

| Explique porque € que AC# CA.
a= =1 b= (- 2,8) e = (=3, 5).

Fscreva a8 coordenadas dos vectores:
N

Dath
wh+<
@+ 0t b
3. Considere trés pontos, A, B e C, nido alinhados.
Marque 0s pomos D ¢ E tais que:
) w BA ¢ AE CA

b) BC = ED. Justifique.

¢) Como classifica o quadrildtero [BEDC]?

Determine um vector v, colinear com o vector

i=(3,4),eque tenha comprimento 15.

5.Seja it = 3i-2ei=(1,0 ej = (0,1). Escreva
2 coordenadas do vector @, sabendo que este:
a) Tem trés vezes O comprimento de e a
mesma direccao de .
b) Tem a mesma direc¢ao e sentido de il e a terca
parte do comprimento de u.

6. Calcule as normas do vector u, sendo:

Vs V3
b=
2 2
7. Determine as normas dos vectores
w=-2e ?=E—3§sendo
i=(-1,0) eb= (-é;ﬁ

=9ed-b=—

9. Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

8. Calcule projzb se |[d

a) Os vectores i = (s, a) e vV = (2, —3) sdo iguais s

s==3ea=2,

h) Os vectores @ = (- 3; 0,5) ¢ b = (1. - %‘)
$40 colineares,

C)Q simétrico do vector v = (—1, 2) ¢ o vector

=(2,~1).

d) 2(1,2) - 3(1,5) = (-1, 11),

10, Represente num sistema cartesiano ortogonal
08 pontos:

A(=1,0); B(3,0);

o2 E3,
11. Dados os pontos: A(4, 1); B(=5, 2); C(1,=2) e

D(x, y).

a) Verifique se 0s pontos A, B ¢ C estdo alinhados.

2
3

b) Determine os valores reais x ¢ y de modo
que: AC = %AD.

12. [ABCD] ¢ um paralelogramo e as suas diago-
nais interseclarg—se no ponto O.

M

Considerando AB = u e / AC =y, escreva em
funcio de iie de v AD BD e DO.

A

13. Mostre que se as diagonais de um paralelo-
gramo sdo perpendiculares, entdo o paralelo-

gramo é um losango.

14. Dados os vectores u = (1, 3) e v = (=5, 6),

calcule:
a)u-v
b) O angulo dos dois vectores i e V.
15. Das seguintes afirmacdes diga quais sao as fal-

sas e justifique a sua resposta.

a) Se [[dl|= 2, [b|=3 e @~ b = =6, entdo os
vectores a ¢ b sio colineares.

b) Acerca de dois vectores u e v sabe-se que
|=[[V]| = 10. Entio, =10 =1 -V = 10.

¢) Sabe-se que |||l = 3 ¢ proj; d = 2, entdo,

u

@ b) = %T .

d) Se a pmjugao de um vector i sobre um
vector V¢ igual a metade da norma do vec-
tor 1, entdo o Angulo entre os vectores iie
Vv é60°,

141
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16.

17

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24

239.

Calcule os comprimentos dos lados do trian-
gulo cujos vértices sio (=3, —4), (0,—2) e
(4,3).

Verifique analiticamente que o triangulo de
vértices (2, 2), (~2, —2), V3, -2V/3) ¢

equildtero.

Determine y de modo que (5, y) seja equidis
tante de (4, 3) ede (1, —2). —

Determine um ponto equidistante dos vérti-
ces A(—1, 1), B(2, 1) e C(3, 2) do triangulo
[ABC].

Determine um ponto P no eixo das abcissas
equidistante de A(1, 2) e B(5, 4).

Determine um ponto P no eixo das ordenadas
equidistante de A(2, —1) ¢ B(3, 1).

Determine P(x, y) que divide AB na razao —2,
sendo A(2,3) e B4, 7).

Determine a abcissa de M que divide AB de
A(2,0) e B(—8, 0) na razdo —%-

Dados os pontos B(2, 5) e C(8, 3) determine
as coordenadas do ponto médio de BC.

Observe a figura:

[P0 1 S S
=

L
1 2

=
a) Quais sdo as coordenadas do vector AB.

b) Escreva uma equacao da recta AB, da semi-

recta AB e do segmento de recta [AB].

¢) Indique as coordenadas de dois pontos da

recta AB distintos de A e de B.

26. Determine a de modo que a recta y = ax — 2
passa pelo ponto de interseccao de:

y=3x—7ey==-3x+0

27. Quais sio os valores a serem atribuidos a a e
a b para que a recta de equagio y = ax + b
passe pelos pontos (1, 2) e (5, 14).

Exercicios propostos

28.

29,
30.
Bl
32,

33

- 34.

39,

36.

k8

Determine a equacdo reduzida dq reey
tos [—1, 2 ? qu
passa pelos pontos » 3| € tem pg, deq
cli.

ve =3
Determine uma equacao geral dag Tectas
verticais que passam pelo ponto (2, -3 dy

Determine o declive da recta que

Passa
pontos (2, —1) e (0, =5). p

Ql()s

Determine a equacao reduzida da Tect

a
passa pelos pontos (5, —=3) e (0, —=3). Qe

Determine o coeficiente angular da rec, g
equacdo € —3x +y—5=0.

Determine as equacoes simplificadas dag -
tas que verificam as seguintes condicges:

a) Passa pelo ponto (3, —2) e tem o declive ~3_

3
b) Passa pelo ponto (=3, 20) e tem o decly,
infinito.

¢) Passa pelo ponto (6, 3) e tem a inclinacio 133

d) Passa pelo ponto (—1, 7) e tem inclinag
de 90°.

Escreva, na forma geral, as equacdes das rectas
determinadas pelos seguintes pares de pontos

a) (3,5)e(7,-1)
b) (—1,2) e (5, —4)
c) (0,3) e (6, —1)

Determine ¢ de modo que os pontos (—3,10)
(7, —10), (1—2¢, 3t) sejam colineares.

Verifique, em cada um dos seguintes casos,
as rectas representadas sio paralelas, concor
rentes ou coincidentes:

A)2x—3y—7=0e8x—12y+3=0
b) 4x + 10}’_6=066x+15y—9=0
C)3x+5=0e2y—7=0

Considere o triangulo de vértices (0 ’62
(q, 0) e (=2, 10). Determine, analitiCﬂ‘mean
a recta que passa pelo terceiro vértit
paralela ao lado oposto.
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Exercicios propostos

38. Identilique os lugares geométricos definidos
pelas seguintes equacdes, e quando se tratar
de uma circunferéncia determine o raio e o
centro:

a) x> +y*+16x+ 12y = 0

b)x2+y*—10x+ 7y +9 =0
AxX+y?—4x+2y+5=0
dx*+y?=2x+3y+12=0

39. Determine o centro da circunferéncia de
equacao:

' x2+y2+4x—2y=3
40. Ache a equacio geral da circunferéncia de
centro (2, 3) e que passa pelo ponto (4, 5).

41. Determine a equacéo da circunferéncia de
centro (=1, —2) e raio 3.

42. Determine os vértices, os focos, a excentrici-
dade e os semiexos das seguintes elipses:

a)x*+16y2=100  b) 10x2 + 6y2 = 30

43. Partindo da definicdo de elipse, deduza a equ-
¢do reduzida da elipse que tem por focos os

pontos (£2, 0) e por extremos do eixo maior -

(%3,0).

44. Determine as equacdes das elipses com os
seguintes dados:

a) Extremos do eixo maior (0, *10), excen-
- 3 /
tricidade =.
5
b) Focos (%5, 0) extremos do eixo menor (0, £5).

45, Determine os vértices, os focos, a excentrici-

dades e equagoes das assimptotas das seguin-
tes hipérboles:

a) 9y? — x2 = 36
b) Ox2 — 2542 = |

46. Determine a equacio da hipérbole com os
seguintes dados:

Focos (+10, 0) e excentricidade = .

-

q‘) ' '1-3“ ,

47. Diga justificando quais das alirmacgoes sdo a5
falsas.

A. O angulo de duas rectas no plano ¢ sem-
pre menor do que um angulo recto.

B. A inclinagio de uma recta no plano € igual
ao declive da recta.

C. Se uma recta tem de equagdo y = 5x + 2,as
1 ~
rectas da familia y = % + a sdo per-
pendiculares 2 recta dada.

D. Sio paralelas as rectas de equacoes:

y1=-x+3
y2=x713

E. A bissectriz de um angulo ¢ uma recta.

48. Partindo directamente da defini¢do de hipér-
bole, deduza a equacio reduzida da hipérbole
que tem por focos os pontos (=10, 0) e por
vértices os pontos (£8, 0).

49. Escreva uma equacao da hipérbole que tem"
vértices em (0, —=3) e (0,3) ee = 2.

50. A equacio
9x* — 16y? + 18x — 96y — 279 - 0
define uma hipérbole.
Determine:
a) Focos.
b) Vértices.
51. A equacio
9x2 + 25y% — 18x — 100y — 116 =0
define uma elipse.
Determine:
a) Focos.
b) Vértices.

¢) Excentricidade,

s
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OBJECTIVOS

O aluno deve ser capaz de:
« Identificar a funcao, equacéo e inequacao trigonométricas.

« Representar graficamente as fungdes sen x, cos x, tg x, cotg x.
y=Asen(ax + b) + Bey = Acos (ax + b) + B, como funcdes reais de variavel real

« Identificar a periodicidade das fungées trigonométricas.
« Interpretar a periodicidade das fungdes trigonométricas.
» Fazer o estudo completo das fungdes sen x, cos x, tg x, cotg x,

y=Asen(ax+0b)+Bey=Acos(ax+ b) + B ‘
+ Aplicar a formula de seno e cosseno na resolucdo de problemas reais aplicando triangulos. -

+ Aplicar a formula da soma e da diferenca, dos angulos duplos, da bisseccao de angulos e do
produto e da soma na resolugio de problemas praticos da vida. i

« Identificar as equagoes e inequacoes trigonométricas.
» Resolver as equagdes e inequacdes trigonométricas.

» Transformar a férmula da soma em produto,




 Funcbes, Equagoes e
“Z) Inequagées
| Trigonometricas

e CONTEUDOS
' P 4 %

6. Fung¢oes e Equacdes Trigonométricas

6.2. Funcoes trigonométricas:
6.1.1. Representacao gréfica das fun¢des sen x, cos x,
tg x e cotg x como fungées reais de variavel real.
6.1.2. Periodicidade.
6.1.3. Estudo completo das fun¢ées (Dominio, con-
tradominio, zeros da fungdo, variagdo da fun-

¢do, variacao do sinal da fungao). ;

6.3 Fungdes do tipo: b
y=Asen(ax+b)+B N 15
y=Asen(ax + b) + B o

6.2.1 Estudo completo das funcées (Dominio, contra-
dominio, zeros da funcdo variacio da funcao,
variacao do sinal da funcao e periodicidade). N e

6.4.Resolugdo de tridngulos: formulas dos senos e '\ Pag.144a175
~ dos cosenos. . %

6.5. Formula da soma e diferenca.

6.6. Angulos duplos.

6.7, Bisseccdo de angulos.

6.8. Formula do produto e da soma.

~ 6.9.Equacdes e inequacdes trigonométricas.

\ -

-t

4
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1 -
i 1 -

e triangulos com recursg
_secante e compreende a Trigonometrig
bre a superficie esférica).

tros campos, na Anidlise Matemética :

as fu 3

A resolucdo d
| 1 A Trigonometria ¢ o ramo da Matemdtica que estuda a s
dang ¢

e ¢Oes seno, co-seno, tangente, co-tangente, secante € o
z ~ a Trigonometria Esférica (que diz respeito a tr1ar§gulos 56 .
KR Mas as funcoes trigonomeétricas tém imensa Importan—c ok meriiicsE.
1 nos ramos da Fisica relacionados com ondas e outros fenom S P ¢ 5 Historia da e

~ - lo é tdo antigo quanto o € a 1Storia da Propria Ma

O interesse pelas razoes entre lados de um triangu e

mdtica, como vamos ver. )
’ . a estudar
A partir de 430 a.C., com Hipdcrates de Chios, os gedmetras gregz)ls cc;miﬁi\ir;lzem mesmzs Ei??:s entre
) o i as
| arcos ou angulos ao centro duma circunferéncia e as respectivas cor ; _P _ : ela de
. : ; étricas». Claudio Ptolomeu, o mais notave] g
i cordas (140 a.C.), primeiro passado das «tdbuas trigonom i p ' geg-
Rikid 5 iti ia i tacio dos movimentos dos astros e da geografia terresyy
] ‘ grafo grego, astronomo e matematico, cuja interpretac (140 .C.) uma tabela 1 e
i influenciou o mundo durante 15 séculos, apresenta na sua obra AlmagCSt"i‘ o f01'rar'n a de cordyg
I 5 o alor
il de angulos, acompanhada da descrigio clara do modo como esses Vv
et obtidos. o ‘ )
it Atribui-se ainda a Ptolomeu o estabelecimento de varias identidades trigonomeé-
Lt tricas. '

Foram mais tarde os hindus que substituiram as cordas por meias cordas, ou
seja, introduziram pela primeira vez o conceito de seno como ¢é entendido na actua-
fl;f n( | ‘l' lidade.
| e - -
i Tal como aconteceu com os ntimeros, a Trigonometria, na sua forma actual, che-
' gou-nos dos hindus por meio dos matematicos drabes. Foram as traducoes de arabe
i ‘ﬂ' | B para latim, feitas no séc. XII, que introduziram a Trigonometria na Europa.
il i ’ M O nome seno, usado em trigonometria, nasceu precisamente de uma confusio na
| J _ pas.sagem de sdnscrito para drabe que nao foi reconhecida na tr.adugao para latim. A Prolomeu (século l)ga
e meia corda era chamada Jiva em sanscrito e essa palavra drabe «jaib» que é um termo  vura do século XVL
[ trivial e que significa bata, bolso, oco. Embora o termo nio fizesse sentido na matéria em estudo, na tradu-
B e ¢ao para latim, os tradutores, que conheciam o drabe mas ndo o sanscrito, leram o termo usado nas tabe-
las de meias cordas como sendo «jaib» e transformaram-no na palavra latina para baia ou bolso que ¢
| sinus. , A
I Foi no fim da Idade Medlf‘ que 0 seno, o co-seno e a tangente receberam os seus nomes actuais.

) No Outono de 1858, um jovem escocés antiqudrio, desceu o vale do Nilo. Numa velha tenda de Luxo

descobriu um «livro», um volumoso papiro, que lhe despertou interesse por lhe parecer muito antigo
Comprou-o,

Andlises feitas por peritos localizam-no em 1650 a.C. Embora

dote que o copiou, este papiro é conhecido em todo o mundo por
nome do jovem coleccionador.

Ora este antiquissimo papiro contém, entre muitos problemas resolvidos, alguns sobre piramides ond
se aplicam as razées entre os lados de um triangulo. = P
Algumas placas de argila encontradas na M
ainda anteriores a época em que foj compilado o
Tanto para os babilénios comg

triangulos e nao dos angulos,

Ahmes seja 0 nome do escriba e sacer
«O Papiro de Rhind» de Henry Rhind, ¢

célebre papiro.
para os egipcios, estas razges eram encaradas como prOpriedades de

Y AT e . g
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Fungoes, Equacdes e Inequagoes Trigonométricqs

Revisao de conceitos basicos

Representemos num referencial dois circulos: um de raio 1 e o outro
de raio r. Tracemos um angulo o com um dos lados coincidente com a
parte positiva do eixo dos xx e o outro lado a intersectar o circulo de raio 1
no ponto P(x, y) e o circulo de raio r no ponto P(a, b).

Chama-se seno de « e representa-se por sen o 4 razao que nos ¢ dada
pela formula seguinte:

sen o = =

ordenada do ponto associado _ b y
raio da circunferéncia roo1

b

Assim, sena = y.

Chama-se co-seno de o e representa-se por cos « 2 razio que nos ¢
dada pela formula seguinte:

_ abcissa do ponto associado  a
coso = = - e ==—="=x
raio da circunferéncia r 1

Deste modo, cos o = x.

Chama-se tangente de « e representa-se por tg o a razao que nos €
dada pela férmula seguinte: '

tg o= ordenada do ponto associado _ b _ Y
x

abcissa da circunferéncia a
2 Y
Entdo, tga = -

Chama-se cotangente de o e representa-se por cotg o a razao que nos
é dada pela formula seguinte:

abcissa do ponto associado _ a _ x

Colg & =, rdenada da circunferéncia by

; %
Assim, cotg o = —

E importante recordar que:

* O valor de cada uma das razoes trigonométricas nao depende do raio
do circulo.

* Conforme sabemos, se um dos denominadores for Zero, ndo existe a
razao trigonométrica respectiva.

Para a determinacio das razoes trigonométricas, de um modo geral, é
usado o circulo de faio 1, designado circulo trigonométrico.

Chama-se circulo trigonométrico a um circulo de centro na origem do
referencial e de raio iguala 1.

g
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UNIDADE 6

Na figura seguinte [ABC] é um |

triangulo rectangular em:
A
18cm

B 275cm  C
Determine, com duas casas
decimais, tg «, cotg @, sen «, e
COS «.

Para identificar, no circulo
trigonométrico:

* Os angulos com: seno

x=-2
5
3
traga—se arecta N Sy

sen a = sen 3 =2

* O angulo do 1.° quadrante
com seno igual a sen 155.,
marca-se o lado extremida-
de do angulo de 155° e
identifica-se o ponto do
circulo trigonométrico no
1.° Q com a mesma orde-

nada de P

B' Exercicios resolvidos

& —
| Consideremos o triangulo [ABC] rectangulo em A. \\i
Determine: B

a) AB .
b) sen a, cos a, tg a e cotg a. c |
Resolucao .
Ll . 8 Cm A

a) Pelo Teorema de Pitdgoras:
BC2 = AB2 + CA2 < B
AB2=BC2— CAZ =100 — 64 = 36 => AB = 6. ,
b)Senazﬁz._ﬁ_:_?’-; C05a=c_é'=%=%

BC 10 5 B \

CA_8_ 4,

tga=%=%=%; colga= ;5= =3

Linhas trigonométricas

Como vimos nas definicdes de razdes tri
igual a ordenada do ponto associado; o cose
ponto associado. Consequentemente, o eixo

trigonometria, muitas vezes designado eixo
sas, por eixo dos co-senos.

Como € Gbvio, existem também os eixos das tangentes que é um

linha vertical que contém o ponto (1, 0) e das cotangentes que ¢ uma linh
horizontal contendo o ponto (0, 1).

31

gonomeétricas, o seng de N
no de « € igual 3 abcissa ¢
das ordenadas €, no kstudg d
dos senos e, o eixo das abcis

cotg o i
g _~Eixo das cotangentes
: tg o
se a{i &
1
. 1
Eixo dos cos 1 *
CO-senos
—Lixo das tangentes

—Tixo dog senos

Em conformidade com o €Xposto podemos afirmar que:
—l=senx<1le-— l=cosx<= 1.
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Fungées, Equagées e Inequagdes Trigonomeétricqs

M

As razoes trigonométricas tangente e cotangente, de acordo com as . lo trigc o
suas definicoes, podem tomar qualquer valor, No circulo trigonométrico,
para identificar:

Razoes trigonométricas dos ﬁngulos 00’ 900, 180°e 270° e Os ﬁngulos com Co-seno

. P - 2
Tendo em conta as definicées das razges trigonométricas e de circulo X~ T3

. strico, facilm . 3
trigonometrico, ente poderemos construir o quadro seguinte: 2
traga-se arectax =~
S o
e;m Co-seno Tangente CotangexF y
0 1 - 1 0 = E
N 3
L S /)
X
T T i L/
x=L_
‘ - g = e
cos a = cos B ==
4 3
B’ s ~ * Para identificar o angulo do
Exercicio resolvido 1.° quadrante que tem co-
; Calcule sen 0° + cos 90° — tg 180° ) ) seno igual a cos 325°,
marca-se o lado extremida-
| Resolugdo de deste angulo e identifica-
Como sabemos, sen 0° = 0; cos 90° = 0; tg 180° = 0. se o ponto do circulo
Entdo: sen 0° + cos 90° — 1g 180° =0 + 0 — 0 = 0. trigonométrico no 1.° qua-
| = ‘ : drante que tem a mesma
abcissa de P
[] f— (] > ® £
Sinal das razoes trigonométricas #
Voltando as definicées das razdes trigonométricas e tendo em conta 450
que o ponto P pode estar situado em qualquer dos quadrantes: 1.°, 2.°, 3.° :
ou 4.°, prestemos atencdo aos sinais das coordenadas do ponto P em cada 5 - %
um dos quadrantes. Y 5
No 1.° Quadrante, ambas as coordenadas, x e y, sdo positivas. Entéo, 25P
P(x,y) < P(+,+) * Para desenhar os angulos

com tangente 2, marca-se 0
ponto P de ordenada 2 sobre

Como consequéncia disso, 0s sinais das quatro razoes trigonomeétricas,
arectax =1 e traga-se a

Seno, co-seno, tangente e cotangente sdo positivos neste quadrante.

: ; e recta OP.
No 2.° Quadrante a coordenada x é negativa e a coordenada y € positiva.
Entio, : )1\
2f---- fp
AR
Consequentemente, o seno estando relacionado com a ordenada que ¢ T %
Positiva tem sinal positivo; o co-seno que estd relacionado com a abcissa que Ll
é i . . ~ ) ]
d:ecglanva tem.smal negativo e a tangente € 4 cotangente que sao 0 quociente =
> duas anteriores tém sinal negativo.
tga =18 B=2
23
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UNIDADE 6

ordenadas s3o negativas, Asg;
No 3.° Quadrante ambas as €O g ssim,

P(x,y) < R =) ‘

Para desenhar o angulo do

l .
| 4 nada sao negativas, logo o e
i 2.° quadrante, com tangente Sabelr}oslque a .abcis: ; r?g:i:: - cotangelg‘lte g sirg1a1 posilt?v;' 0
simétrica de tg 200°, marca- Seno tém sinal negativo, ) iy ) vo.
l\ se o angulo %ie amplitude No 4.° Quadrante a coordenada x € positiva € a y negativa. Engz,,
l‘! 200°, o ponto P, e o ponto P’ )
simétrico de P em relacdo a P(x,y) < P (3
Ox e OP'.

T i i CO-Seno positi
b, Deste modo, 0 seno tem sinal negativo, O ) V0, a tangEntQ

e a cotangente tém o sinal negativo.

//V
" 0s no quadro segyjnte-
\,le, NE Podemos, entdo, representar estes resultad q €guinte:
2008 — 0T X )

’ oo | oo [emaene [Coamgene
: ‘ : D e A..A g e s L ) S —— 7 ok
| GEEEeEs | < + o
tg o= —tg 200°e q = 160° i i IR = s :
e Q ! + ;
320 = = °F +
e = + = =

Razoes trigonométricas num
m on - ) Pad
— triangulo rectangulo

Nos tridngulos rectangulos das

figuras seguintes, calcule a . Recordemo-nos das razges trigonométricas num circulo de raio 1.
medida x indicada: '

JT
a) A
B
5| * ’
B 8 «
b) C
b)
g I5° A . .
x = —_—
sen a = Ai, cos o = %, tga = -A_—B Cotgaz__%
’ r OA” AB
Como consequéncia destas definicdes temos que num triangulo rec-
tangulo qualquer:
C cos v = —omprimento do cateto adjacente ¢
b comprimento da hipotenusa b
a
B oy = comprimento do cateto oposto _ 4
A L B comprimento do cateto adjacente ¢
c
seny = comprimento do cateto oposto _a A comprimento do cateto adjacente _ ¢
comprimento da hipotenusa & comprimento do cateto oposto a

Digitalizada com CamScanner



Fungées, Equacses e Inequagdes Trigonomeétricqs

B’ Exercicio resolvido

| petermin€ as razoes trigonomeétricas do

| Rcsolucﬁo

| Comecemos por determinar CA .
oy 22— 82 = 144 — 64 = g

2 4\f5
=SS COSQ'=“—=
3 12
2 2Vs

5)

Prestemos agora atencio a alguns
um quadrado de lado 1 e a metade de um triangul

triangulos

C

12

o]

ngulo « da figura seguinte:

rectangulos: a metade de
0 equilatero de lado 2.

Calcule as medidas das diago.
nais dum losango de 4,8 cm de
| lado sabendo que um dos seus

angulos mede 60”.

Na figura abaixo determine
" Sen ayeosaetg .

45° ‘ of i
V2, &
2 2 5
\'%}
50
60° B
1 - 8 C
1 1
Aplicando as definicdes das razdes trigonométricas ja conhecidas,
obtemos os valores das razoes trigonométricas correspondentes aos
angulos 30°, 45° e 60°. A :
g
30° 45° 60° 28
il V2 V3 No triangulo [ABC] da figura
7] 2 2 abaixo, rectangulo em C, onde
@ ¢ a medida do angulo A e B
V3 V2 1 a medida do angulo B, com-
2 2 2 plete usando as medidas a, b, ¢
18kt \/5 l: V3 =\/3— ¢ i S
V3 3 1 1 A
1 3
1 N3 %)
Consideremos agora as razoes trigonométricas como funcoes reais de B B a C
varidvel real,
sen @ =
cosa =
tg o=
sen B =
cos B =
tg B =

(HL
i
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84

Sendo a um angulo agudo,
diga justificando quais das
seguintes afirmacoes sao fal-
sas:

a) A cotangente do angulo o
nio pode ser maior que 1.

b) O co-seno do angulo a pode
ser um numero qualquer desde
que seja positivo.

¢) Conhecendo o seno do
angulo « pode-se determinar o
seno do angulo (90° — a)

d)0<sena=1.

7]

Considere a funcio real de
varidvel real definida por:

Yy = sen 2x

a) Usando uma tabela de valo-
res esboce o seu grifico no
intervalo [— 7, 77].

b) Indique os zeros da funcio
no intervalo [— 7, 7]

¢) Indique os valores de

x €[— m, 7], de modo que
J(x) seja maxima,

d) Determine os valores de
x € [0, 7] de modo que:
y=0,5.

coes graficas

enta e e
Repres trigonométricas

das funcoes

trigonométrl
no re

co, consideremos alguns ap
ferencial a amplitude desseg

8ulog ng
. an ul()s
ntos correspondentes aos Tespectivog ¢,

Usando o circulg ;
intervalo [0, 2m]. Assinalando

i e
desenhando na vertical, 05 segmr .
e unindo os pontos obtemos 0 §

f:R—a ["1, 1]

xuf(x) = sen x

- : n
fico da funcao seno nesse interyaly %

3 ra do intervalo consj
Atribuindo novos valores aos angulos, fo derady,
teriamos o esboco seguinte:

Por observacio do esboco grafico podemos concluir que:

onzR
*Dp=[-1,1]
* sen(2m + x)

= sen x, sendo por isso a fungio perisdica de periodo 2.

* A funcio seno anula-se nos pontos x = ki, k € Z.

Do mesmo modo que para a funcio seno

podemos representar a fur-
€a0 coseno.

fiR=[-1,1]

X f(x) =cosx
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Fungoes, Equagbes e Inequagdes mn?"?méirim,

Pt ooy ad rabiva vongluimo i
0 =R
sfv={-L 4

camd 0= Gon e POT o a fungao periodica de prriodo 2n

o A Sy ao coseng anula e nos Pontosg y = 3 i ’m‘ k€ 7

Utilizando uma wabela de valotes ¢ ox co

av fanades Tangente e cotangente, pode
Jestas mesmascTungoes,

nhecimentos que temos sobre
femos tambem eshogar os praficos

FIXERY# T 4 ka ke z) g

Xof(x) = gx
‘A ) K

/)

i
|
|
h‘f‘ 0 .5(.! = 3217;* o ljl_ 3 *?
|
l

—Es1a funcio tem:

ODJ‘—:{XGR:X#=$+ k:rt,kEZ}
. Dj =R
*1g(x 4 T) = 1g x, sendo por isso a funcio periodica de periodo .

* A funcio tangente anula-se nos pontosx =kx, k€ 7.

SAXER:x # kn) - R

X f(x) = cotgx

Wt

Esta fungio tem;

°D=leR:x¢kn,kEZJ
QD} =R

54 "!'
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UNIDADE 6

: cas seguintes:

’( ( a) —2sen 2(3t — 12)

ot
b)2—3scn( 7

(SR

)

/ T
c)—3scnk4m+ j)

d) — 2 cos 3t — 12)

e) 2 + cotg (mx)

-

| Determine o periodo de cada
[ | uma das fungdes trigonométri-

_ do por isso a funcdo penodlca
e cotg(x + m) = COBX PRI e pergg odo

A funcdo cotangente anula-se 10 POTLOS X = + kn, ke z
[ ]

Periodo de uma funcao
trigonométrlca

familia y = cos kx owy = sen hy
Ao considerarmos fulflcoes dz alteracao No periodo. Como Sabep()dm
rifica um e,
mos observar que se Ve

funcoes, completam um periodo quando Ikl x varia entre 0 0 e 21,  que Slgm

fica que:

0<|klx=2n QOSXS—"?

o, estas funcoes completam um periodo quando se varig g, 3§

2n 2n
2T . deste modo tém periodo Tr TR

|H

Portant

Como é obvio, para as fungoes tg(kx) e cotg(ke x) temos:

T
0<lklx=a «0=x <m'

-
Consequentemente, elas 1ém periodo l

Considerando funcoes do tipo y = @ sen X ouy = d €os X, a0 coeli
ciente |al chama-se amplitude.

v e Aok
B Exercicios resolvidos

Determine o periodo de cada uma das funcoes trigonométricas seguir-

tes:

a)y = 2sen 2(x — ) b)y=3sen(2t—12r‘)

c)y=~3cos(%+x> d)y=2+tg(mx)
Resolucao

O grafico das funcdes da familia y = a sen [k (x — b)] + ¢ tem pen'odo

_ 27
P= Tk

- Entéo,

a)y =2sen 2(x — ) logop = ZTW©P=7T

. —
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Fungoes, Equagdes e Inequagdes Trig°"°mé1ricqs,

T
b),\'= 3 sen (2[ "'i)@p = 3 sen [2 ([ —%\)] logop = —2—2-71 Sp=T

C))'=_3COS(§E+X)lOgOZJ=ZT’IT¢>13227T. )

Transformacdes dos graficos
das fun¢Ges trigonométricas

Como jd o sabemo_s, partindo do grafico de y = f(x) podem ser obtidos
graﬁCOS de outras funcées. Usando a tabela vista no estudo das transforma-

gﬁe.s do§ graflcos das funcoes e€xponenciais e logaritmicas, poderemos cons-
truir graficos das funcées do tipo:

y = asen[k(x — b)] + ¢; y =acoslk(x — b)] + ¢
y=atglk(x—b)l+c e Yy = acotg[k(x — b)] + c.

B’ Exercicios resolvidos

1. Considere as fungdes y; = 2 + sen x e y2 = — sen x. Descreva como |
obter o grafico de cada uma delas a partir do grificode y = senx e |
represente-os, respectivamente. ‘

Resolucio

y1 =2+ senx: O gréfico desta funcao tem a mesma forma que o gra- | !
fico de y = sen x, mas deslocado na vertical para cima duas unidades. = = .

- Partindo do gréfico da funcao

|
|
!
{
|
|
|

'y = sen X, construa o gréfico
y -
4 | da funcéo

3 ‘: )/=Zsen(x—%).
2 ¥,= 2+senx i
-------- | N, |

/y= sen x
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s 3 v n S e K g

P

Vit
g
-

i R o deste A0 Lem i mesn; .
\ |y, = =sen O grifico desta fung ma formg g,

) ¥
amétrico em relagio 2o eixo dos

Hr.ﬁ[l,\,“ %
§
{
i
|

de v = sen v mas €

B

Num mesmo grafico construa
o grifico das fungdes seguin-

g ; iay = acos|k(x — +
tes 2. Considere as fungoes da fal(lllﬂlfl y o e l "( db)l " C Represer,,
. duas funcoes da familia cujo periodo seja 4z ¢, . "
a)y = cosX gmﬁcamcnlc ) 4 ampl,.
tude 2.
b)y = cos i
c)y = 2 cos 2x Resolucao
d)y = —2cos x 2 1 .
' Se o periodo ¢ 4T, CNA0 Y1 = 4 <> |kl = 5 - E como a ampliyg,
¢ 2, entioa = * 2.
- : 1
As funcoes sao do tipoy = *£2 | cos 5 x—=Dbh)|+c
Consideremos os casos:
2.1.b=c=0ea= 2 Assim, temos 0 caso y = 2 cos % X.
Esticando o grafico da funcao y = cos x, no valor % = 2, a0 longo &

eixo dos xx, obtemos o grafico de y = cos % X.

Esticando este ultimo gralico no valor 2, na direccao do eixo dos

obtemos o grafico de y = 2 cos L)
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Fungées, Equagdes e Inequacoes Trigonometri

cas

2‘2_;,::\:,(1:2‘35: — 1. Temos agora y = 2 cos %(x—n)— 1.

Efectuando uma translacao ao grafico de Y = cos x, no valor &, ao
) k)

T ———

longo do eixo dos xx, obtemos o grafico de y = cos(x—).
Esticando o grafico da fungio y = cos(x—) no valor 2 ao longo do

. b [ .-
eixo dos xx, obtemos o grafico de y = cos % (x — 7). Esticando

este tiltimo grafico no valor 2, na direccao do eixo dos yy obtemos o

grdfico de y = 2cos % (x — 7). Deslocando Yy = 2 cos % (x —m)

|
: : : , [ 11 i

na vertical uma unidade para baixo obtemos o gréfico de |
Construir o grafico de

y=2cos—12— (x—m — 1.
y = — cotg 2x, partindo do

IA grafico de y = — cotg x.

P RE :

Y 7 N\ = cos(x—m)|
= 7 4 \ —)- '

X ‘

/ B
\_‘ o r g y= 2cos% (x—m)

~— o

= 1 —m) —
b% 2c052(x m—1

3. Considere a funcdoy = — tg —%_-x. Efectuemos a sua representacio gra-
fica partindo do grafico de y = tg x.

Resolucao

Esticando o gréfico de y = tg x no valor 2 ao longo do eixo dos xx

obtemos o grafico da fungio y = tg —%x. Deste, reflectindo-o sime-

tricamente em relacdo ao eixo dos yy, obtemos o grafico da funcéo

y=—tg%x.

— = g4 x

N »
3w {

157
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(12)

Duas drvores localizam-se em

lados opostos de um lago. O

angulo entre as linhas de visao
de um observador que as vé é
de 120° e o angulo formado
por uma dessas linhas e a
linha que une as drvores é de
45°. Sabendo que uma das
drvores estd a 100 m do obser-
vador, calcule a distancia entre
as arvores.

187

Dois lados de um triangulo
medem 10 cm e 6 cm e formam
entre si um angulo de 120°.

Calcule a medida do 3.° lado.

Resolucdo de triangulos.
dos senos e dos CO-senos

; I ue se aplica
Iremos demonstrar dois teoremas ¢ plicam a qualqye, :
exemplo.

Fém“lla ’

Po g,

Teorema dos senos

Mostre que para qualquer triangulo [ABC] se tem:
o3 . ;_ b _= c :'-_",‘

'enA ~ senB sen E

\
N L
1

Demonstracao

Seja [ABC] um triangulo e h a altura relativamente ao vértice ¢

@

C

h

1
]
a ;.
1
]
1

- alal

A c B D

A

et = s w B e 2
o
(o]

No tridangulo [ADC], sen A = h <h=hsenA

N
No triangulo [BDC], sen B = b < h=asenB

Q

Mas sen (180° — I§) = % < h = asen (180° — IAS) < h=asenB

Podemos escrever que:

A A
bsenA=gsenBe _4 __ b
A A
senB senC

Partindo da altura relativamente ao vértice A e do mesmo modo ¢
concluiria que:

b c

A

A
senB senC

Logo, em qualquer triangulo [ABC], tem-se:
a b c

A A 7

senC

(teorema dos senos)
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Fungoes, Equacgoes € Inequagdes Trigonométricgg
\

i is 4 d triangulo e um (741
Este teorema permite-nos, dados dois angulos de um g 141

. o ’ 2 i h‘—"‘"’——'__\
rminar o outro angulo e os outros dois lados. Também € posswel | pertmetttlas
dete g 1e 0P

do, A 0 Determil
rsar este teorema dados dois lados e um angulo, desde que o angulo nao riangitlo [ABC] dados:
seja 0 formado p(,)'r estes diois lados. lado b = 8 cm; angulo = 63° e

|

| | A Angulo B = 42°

, ‘
Exercicios resolvidos , '
' = Ten

E 1. Consideremos um triangulo
{ qualquer [ABC]. Por conven-
| o o angulo ABC representa-
se por B e do imesmo modo
para 0s outros angulos.

Use 0 teorema dcl)s senos para
calcular o perimetro de cada
um dos seguintes triangulos:

a) [ABC] se o lado ¢ = 8,2 cm;
- n ' Bl A=50%B=39"

) - - | ~ .
Determine o]perimetro do trianguld [ABC]. . b) [ABC] se o ladoa = > an;
| ' | b=4cm;B= 42"

Resolucdo ( ) [ABC] se o lado ¢ = 5 cm;
a 8 8 * sen 63° ' ' b =6 cm; Angulo A = 90% ¢
sen 63°  sen42° 4= Tgen420  ~ 10,62 cm. ! angulofi = 52°
Para determinar ¢ é necessario calcular-se primeiro o angulo C. | e
C=180°—42°—63°=75°. -
' De um triangulo [ABC] sao
Entio: 8 = s 8-sen75® 11,55. conhecidos os lados: a = 13 cm,

o A -
sen 42° sen 75 sen 42° « b=12cmec =19 cm. Deter-

Assim, o perimetro do tridngulo [ABC] é aproximadamente igual a | mine as amplitudes dos an
30,2 cm. : gulos A,Be C.

. 2. Determine a amplitude dos angulos ACB e CAB. B | ;17

>, e
Resolucio - c | Determine se Sao verdaqelras
5 ' ou falsas as seguintes afirma-

Agora temos dois lados do triangulo e um angulo. A

coes:
. : 4 5-sen41°
Entdo: sen64l° =2 C < senC = 6 ~= A. A drea dum octogono regular
>en de lado 20 cm é 1 931,4 cm?.
< sen é =~ (0,547. - B. As funcoes

f(x) = cos* x — sen? x A

Como sabemos, existem duas solucoes para o ﬁngulo‘ C: 33,2° ou 5 L= om
g(x) = 1 — sen” x sdo idén-

146,8°. Verifiquemos entdo qual é a solucio ou se sao ambas solugdes.

ticas.
| Se é =33,2°=> A = 105,8° e se é = 146,8° = A= —7,8° que € C.Como sen? x = sen? x entdo
] uma solugdo impossivel. Assim, a solucdo do problema €é tunica: | senx = —senx
| (=332°eA=1058" +  V6-\V3
. = - I ) R D.cosﬁ= 3

A partir das propriedades do produto escalar de dois vectores iremos

demonstrar o teorema dos co-senos. '
E. cos(x-i— L ) = —sen(x— _;.[_)

Teorema dos co-senos 6

Mostre que num triangulo qualquer [ABC] se tem: 2

@ =0+ 2 - 2bccos A

d
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| Demonstragao
i b b — — N 1
o i \CA-ABE-_-.HAC||-||A11||-CO_S.A . -E)Jr—-
| | | ' poroutro lado, CA + AB = CBouCB = —AC+ A
\1 Entio: . R R

CB- CB = (~AC + AB) - (ZAC T B :
ICB |2 = || AC| ~AC - AB— AB-AC+ | AB||

— = - = 9
GBI = | ACI —24B - AC + |4BI
245 AC=— || CBIP+ I ACI + | 4B Q)

Por (1) e (2), vem:
GBI+ | ACIE+ 1 ABIF = 2 ACI - [ AB || - cos A«
| |GG = |ACR + 1 4BI - 2 ACI -1 4B - cos &

ou )
at= b2+ ¢ — 2bc - cos A
do mesmo modo se concluiria que:

b= @+ - 2ac - cos B ¢t = a2+ b*— 2ab - cos C

Este teorema permite-nos, dados dois lados de um triangulo e o anguly
por eles formado, determinar os outros elementos. Também € possivel ys3],
quando dados os trés lados.

ol

Num triangulo [ABC], sabe-se
que AB =19,AC=1le

Bf Exercicios resolvidos i

1. De acordo com os dados da figura, calcule o R
perimetro do triangulo [PQR].

BC = 16,5. 6 cm p
Determine a medida dos angu- | h 70°
los do triangulo. - 9am U
Resolucio
o * p2=62+92—2-6-9c0570°®p2=80,061@pzS,Q.Desle
l 19 I 3 ~ modo, o perimetro do trigngulo ¢, aproximadamente, de 25 cm.

Demonstre, usando a féormula | 2
dos co-senos, que nio existe |
nenhum triangulo de lados 1, |
les. Resolucao

. Os comprimentos dos lados de um triangulo sdo, em centimetros, 12,
13 e 19. Determine a amplitude de cada um dos angulos do triangulo

. . A
Determinemos o angulo A. Temos,

" A 2 2132
132:122+192_2'12'19C05A®C05A= 122 + 197 -1
™ A_ o 2'12'19
E' Para o angulo B: 122 = 132 4+ 192 — 2-13-19 cos B < B = 386°¢

Mostre que i para C: 180° — 38 6° — 42,5° = 08,9°, B
sen’t + sen’t + cos't = tolt B e - —
cos?t + cos’ t &
el
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™ Funcgdes, Equagdes e Inequagoes Trigonométricqs -

~ . 51
[‘ '__j,.w.» e
Relagoes fundamentais -

da Trigonometria Al como fungoes trigonométricas

de um angulo do 1.° quadrante;

10 recordarmos as definicdes das principais [ungoes trigonométricas 2) cos 126,

.ilmcnlﬁ chegamos as seguintes relagoes:
e b) sen 240.°

" ¢) cos 150.°
' P () - d) g 330.°

=

sena =y, Cosa=x tga= ‘i‘ e cotga = i, Simplifique cada uma das

y expressoes:
a) cos( -127—7' + x)

. ‘ b) sen(x + 4m) + cos(x +
iltimas duas relagdes temos ' 4 6m)  sen(—x + 57)

' w = & cos a
temente, tg a = 4 . o
Consequen » 18 cosa & cotga= . Destas ainda:

{ cotga.tga=1

Observando a figura acima, onde estd representado o triangulo rec-
ungulo [POA], temos: 1 = x* + y? < 1 = (cos @)? + (sen a)? e por con-

vencgao escreve-se

sen’a + cos?o = 1

expressio tida como sendo a formula fundamental da trigonometria.
Partindo desta formula e tendo sen « # 0 e cos a # 0, temos:

* Dividindo a formula fundamental por sen® o obtemos,

* Dividindo a formula fundamental por cos* @ obtemos,

Pl

161
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Redugao de um angulo ao 1.° quadrang,

Para a reducdo de um angulo ao primeiro quadrante teremog em ¢ ol

duas hipoteses:

Angulo é dado ’
Neste caso, escreve-seé 0 angulo como 180° — o ou 180° + a ou 3600 _

S.
ou4.° quadrante
conforme ele estejano 2.°, &
Neste caso, a fungao ¢ mantida, isto €, se € seno permanece Seng ¢

nte.
tem-se em conta o sinal da funcao nesse quadra

Exercicio resolvido |

" Calcule sen 283°.

@ Resolugao /

Sabendo que sen x =% eque | 7830 =40 (), Entdo, 360° — 283° = 77° < sen (360° — 770) =8 Sen 77°,

x € 2.°Q, determine: . . Como no 4.° Q seno € negativo, tem-se:

cos x + tg x. sen 283°= sen(360° = 77°) = —sen 77" .
Angulo nao ¢é dado

Se 0 angulo surge como uma soma ou uma dlferen(;a com 180° gy
360° mantém-se a funcio.

Se o angulo surge como uma soma ou uma diferenca com 900 g
270° passa-se a co-funcio, isto significa que seno passa a co-seno e €o-seno
passa a seno.

A mesma, em ambas as situagoes, é preciso ter-se em conta o smal do
quadrante |

B Ex ercicio resolvido
| 1. Reduza sen(x — 7) ao 1.° quadrante.
| 24
z Resolucio
Acerca do angulo « sabe-se
i _E,enix —)gé C;en(x — 7+ 2m) =sen(x + 7)=? sen x. Como
VI T+ X ¢ neste quadrante o seno ¢ negativo, temos:
sen (7 + a) = 3 eque sen(x — 7) = — sen x. °
0<a<%'7 2. Sabendo que sen(7r + 3w
que sen(ar + a) = —eque T <a< =, calcule:

Calcule cos(m — a).

S
| COS(T + a) +sen(m - a) + g a.
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Funcoes, Equagdes e Inequagdes Trigonométricas
; ~ gesolugie | |
| anl Q) = “SCnd e sen = — : Coni Jl(< §< )2& alin d <0l

emos que d €i. Q.
’

RIS

b

Ns(‘g‘ Lz ") +sen(t —a) +iga = cns(% # u) +sena+iga=

= —sena+senat+iga=1ga

ysando a formula lundamental da trigonometria, temos:

(_é_)'_*_msZa: 1] e costa= <> cosa==* %.Porém ae3.°qQ, !
4 —24 pestemodo, tga =4 wga= 3.
entdo, cos@ == 5 A cos a & 4

-

rransformagoes de expressoes
trigonométricas |

, , ,
pormulas da soma e da diferenca / Acos asena)

o trigonométrico e dois angulos a e b. Os pontos

Consideremos o circul
Ae B tém por coordenadas (cos a, sen a) e (cos b, sen b) respectivamente.

Por aplicagzo do produto interno de dois vectores, temos:

7.5=7115] - cos @"B)

—~A— a

- b
cos @ 5) = g ]

(cos a, sen a) - (cos b, sen b)

cos(a—b) = =
Il
. . 25
sl == cosa-cosh+sena-senb i i
1-1 Simplifique as expressoes
Logo . seguintes:
&0, cos(a—b) =cosa-cosh+sena-senb¥abER ; cos 5+ %) - tg (dr— )
A— T\

T
i ; ; . ) sen(r+x)cos|5 —X
épa_rur desta formula, é possivel obtermos outras relacoes usando o (-’- )
raciocinio légico e conhecimentos anteriores.
L]
cos (a + b) = cos [a — (—=h)] = cos a cos (—b) + sen a sen (—b)

= cos acos b — sen a sen b. = ¥ e \(i(

Co :
mo sabemos, cos (—h)= cos b e sen (—b) = — sen b. Assim,

b) sen 4x cos 3x—cos 4x sen 3x

cos (a+b) = cosacosh — senasenb, Va, b ER
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UNIDADE 6

.sen(a+b)=cos(—(a+b))=cos|:(—a)_b}=

‘ _ =senacosbh +
\ = Cos ( - a) cosb + sen( a) senb cos dsen

Entao,
sen(@+b)= senacosb + cosasenb,Va,bER
en(a — b) = sen(a + (=b)) = sena cos(—b) + cos asen(=b) =
L] s — —t
— senacosbh — cosasenb.
\\ | Assim,
\| sen(a—b)=senacosb—cosasenb,Va,bE}R_
| ﬁa Considerando cos (a + b) # 0, cosa # 0 e cos b # Obtemos,
’ b+ cosasenb _
_sen (a+b)_senacos _
Wipsirgaidentithrle g @+h)= o (a+b)  cosacosb—senasenb
TiT o s asen b
=g senacdsb , ¢
a7 cosac;a(sb+ cgsacosb _ tga+tgh _
- cos@dcosh senasenb 1 —tgargh
cofacgsb  cosacosb
Entao,

ga+tgl
tgla+b) = %com cosa- cosb - cos(a+ b) #0
o

~ De igual modo que para a tangente da soma poderemos deduzir paraa
~tangente da diferenca obtendo,

tga—1tgh

tga—b) = Tiigatgh cOmcosa- cosb - cos(a — b) #0

* Para as formulas andlogas da cotangente ¢ necessdrio ter em contad

relacio,
tog=Sena _ 1 1
— R —
S Cosa Cos a COtg a

sen a
|
! Teremos assim,

cotgacotgh — 1 »
cotg (a+b) = m comsena- senb- sen(a+ b) #0
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Fungées, Equagbes e Inaquagbes Trigonomeéiricas

i o BACORD 4 |
er @ —BT'l&'——-colg =colga ‘omsena: senb sen(a = h) # 0

F(,rmulas do ﬁngulo dlelo m’J el

T
- Dado 0= x = 5 ¢
<n 2a = sen(a + a) = sen a cos a + cos asen a = 2sen a cos a fodss 2
R
A sen x = i,
5
sen2a=2senacosa Va €ER a) Calcule cos x, sen Ex

cos 2x ¢ tg 2x.

> 5

cos (a + @) =Cosd-*Cosd—Sena-send = cos’a — sen . Assim, b) Em que quadrante se situa o

=2 1=
w2 angulo correspondente a 2x?

cos2a = cos’a— sen’a YV a ER
Com alguma facilidade e usando os mesmos principios teremos:

_tgattga  2iga
lé~2.1=lg(d'*'a) T 1-tgatga 1-tgatga

. Assim

k
tgza=T-_2—t%é—a'(a¢%+TwAa#%+kmk€Z)

Analogamente:

_cotgla—1 s
cotg 2a = 2cotg a (a#k 5 kEZ

Formulas da soma e do produto 28

Translorme em produto as
expressoes seguintes:

sen(a +b) + sen(a—b) = sen a cos b + cos a sen b + sen a cos h—
— cosasenb = 2senacosb

Considerandog + b=aea—-bh = 3 entio, a) sen (2v +y) +
+ sen (2x — )')
as= C%ﬁ; b= (—L%—/j b) sen 7x -+ sen 5x + sen 3x F
+ sen N

Destas wltimas f6rmulas; ¢) cos 2x + cos 4 +

+ cos 6x + cos 8X

sen o + sen 3 = 2sen Q%B cos q—-z-‘B

S -
/] -
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UNIDADE 6

€

Por subtracgao termo & ermmo sen(a + b) — sen(a = b) = 2cog ¢
or subtr

d i
rrespondentes a a e a f3, poderemog Bse

. r
com o apoio das expressoes ¢ e fpode e‘
sena—senp= 2c0S ——32 =
De igual modo teremos:
. 0 s E5P cos a_B
cosa + cosB = 205 -———‘62 -

on 228 sen ‘i—;—ﬁ =2$engz—-|2"—@sen%
cos @ — cos B = —2sen ") : )

ou seja:

l a__j-{ sen B=a

cosa — cos B = 2sen 2

0 remos:
Para as funcdes tangente e cotangente te

sen(a * B)

tga=1gB = o5 acos B

sen(a * QZ

~+ =
\ cotga * cotg B= o gy sen B

| Equagodes e inequacoes
| trigonométricas

’ Vamos tratar das equacdes e das inequagdes trigonométricas, partin
| das mais simples e utilizando conceitos ja conhecidos da resolucio
| ' equacdes e da trigonometria.

\ A equacio sen x = a. Como sabemos, a nio pode tomar valores ma
’ res que 1, nem menores que —1, pois —1 <senx < 1.

1’ Paraa=1senx=1letemos x= T + 27k k=0, 1, *2, .,

2
} ékeZ
|
| Para a=—1,senx=—letemosx=—g+2k,kez.
I
| Para a=—1,senx = —1 e temos x = —-721 +2k, ke Z.
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Vejamos agora um exemplo concreto. sen x = \—/22 No circulo trigono-

- R i v o PIT , =
métrico as solugées sio x = g VX =tw— % Mas como sabemos, a funcio

seno € periodica de perl'odo 2. Deste modo, para obtermos a totalidade das

solugdes a cadi uma das solucoes contldas no circulo trigonométrico adl-_-<‘

cionamos o perfodo da fungao e temos como solugdes gerais.

x=7 i e - 71— T +2mhheZ

Vejamos agora 0 caso cos3x = 0.

cos x = 0 nos pontos x = + —2‘ Entao a solugdo geral desta equagio
(A

3x=T +amk 3x———+27-rk keZ

= 7— L 27k
S x = 6 + Tk vV x=— 6 + 3_ keZ
De segulda tomemos dois exemplos envolvendo as funcoes tangente e

cotangente. Seja tg X = \/— A solugao desta equagio ¢ x = g + 7k, ke Z
e
tendo em conta que o periodo da funcdo tangente ¢ .

Se considerarmos cotg 2x = \/3— ex==Z 7—Tk keZ.

6
Vamos agora considerar exemplos de equagdes na sua forma mais
geral.

Exercicios resolvidos
* Resolva as equacgoes seguintes:
1.2cos2x=~1

f
J
f Res%lugao

2 cos Zx\—l <> coS 2x «—%— Esta equacao tem uma infinidade de

solugdes. Como solugdes gerais temos,

COS 2X = cos -23—n

| < x = S 3 +2nkv2x——23—n+2nk,kez
|

©x=%+nkvx=—%+nk,kez

|

167

e
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&

Resolva as seguintes equacoes |

10 desta equagao € necessario usarmos a substityjos
Para a resolucédo X ma equacio do 2.° o
cosx = 1 — sen’x, para ficarmos com uma equag + BTaU. Tepy,

1

| ® _
 5senx—6costx—5=0.
|

|

|

|

|

|

trigonométricas: assim, _ Fe—

\

T l l G55 I
a)sen3x=sen; 7 c:SSenx—6+65‘3n2x—5=0 ,
 6sen’x + 5senx — 11 =0. |
Substituindo sen x por t, obtemos 6 t?+5¢t— 11 =0. Resolveng, |
S |

i

|

. esta equacdo quadratica teremos: £} = lout, = ==
) | 11 nio tem solugdo pois — 1 <-1 |
1 Entdo, temos sen X = — = qu€ 6 ou
2

senx=1<x= —’21 + 25k, k € Z que é a nossa solucéo geral.

e) tg3x — V3=0
@ _ 3
Dig (Sx * 6) -3 3. cos(—2x) = —cos 3x
g) cosx —senx = 0 Resolugiio
h) Sseer;:; = ]_1 =0 cos(—2x) = — cos 3x < cos(2x) = cos(3x + )

o 2x=3x+m+2mhv2x=-3x— 7+ 27k, keZ

o -x=7m+2nk v 5x=—-n+2nk,ke”Z

Sx=—-g—2ntkh v x=— % +%7rk,k€Z.
4. cosx = sen x
Resolucio
COSX = senx < cosx = cos(%L = x)
®x=%—x+2nkv x=—£+x+2nk,k€Z

2

®2x=%+2nk,kEZ©x=%+th,kEZ

5.2 cos’x — V3 sen 2x = 0
Resolucio
2 cos?x — \/gsen 2x = 0. Dividindo ambos os membros por sen’,
obviamente com sen x # 0 temos
2 cotg’x — 2\/;colgx =0 < cotgx (cotgx — /3) = 0
scotgx=0 v cotgx—\/-3—=0

ex=Zink v x=2 +akhel
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; das inequacoes trigonométricas simples.
5

¢

‘ _ ] ,
I, gesolva inequacgdo cos 2x < n

Exercicios resolvidos

gesolugao
| (onsideremos 2x = t. Desenhemos o
geafico de y = c0s L € tracemos a recta
_ AL cost =1
7~ 2 2

wt=%+ T +h heZ

y=cost

/ i
T+ g o >

Esta recta intersecta o grafico de cos x num namero infinito de pontos.
4 ¢ .
Na figura, destaca-se um dos intervalos da variavel x onde todos os
[1 y :
: T S
i a desigualdade considerada: [ = —
pontos satisfazem g =

Porém, para completarmos a solucao é necessario termos em conta o
periodo da fungdo. Assim,

t=ZL + 2k vi=— % + 2k keZ
3 3
Logo

354_2:[;‘,5[5%’5 +2nk,kEZ

57
+2nk@% +aks=x< S + ak, k€ Z.

1
Wl:a

+ k=i =
|
| 2. Resolva a desigualdade tg x > 1.

Resolugio

| Resolvendo inicialmente a equacio tg x = 1 obtemos os pontos onde a
tangente ¢ 1. Porém, pretendemos onde a tg x > 1. Por representacao

.-——-h.__\_.—._— )

Funcées, Equacées e Inequagoes Trigonométricas

passemos agora a resolucdo de inequacdes. Restringir-nos-emos ao

il
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i e e R S i i

\| g e S —---.<_;~4\

‘ 1 “"“‘r ‘z;lii;fqdlmente verificamos € podemols destacar o intervalg ong, .
: st > 1.

| | %alores da varidvel x s30 1a1S que tg x

| YA

E3

Resolva as seguintes inequa-
coes trigonomeétricas:

a) sen (2x— %) 2%

|
N

T >

”7

1z _'31: Pela periodicidade da tangey,

b)tg 3x>1 | O intervalo que nos interessa € 15

o=

3x =
o eos 3 ,ﬂ_+nk<x<2£+nk,kez.

obtemos como solucao:
d)cos(Zx—%T—>>0 1 | N
' 3. Determine a solucdo da inequacao:
I n = V3
= + sen senx =
e)tg(x—-17—><—1 cos ¢ cosx +sen g 5

4

Resolucao

V3 (—’1 - X) > Y3 et

T ﬂ: o e S
= en x = < COS
COoS 6 COS X + Sen 6 S 5) 6

mula do co-seno da diferenca de angulos.
Do mesmo modo que para 0s casos anteriores esbocemos o grifico ¢

y=costondet=%—x.

YA

Tracemos a recta y= ﬁ

5 - Destacando um dos intervalos onde

cost=

V3
5~ ¢tendo em conta a periodicidade da fungao coseno,

temos por solucio: —g tuk<t<T4 ok ez
6 b

_x n_o_m
= 6—I—2nks6——xsg+2nk,kez

170
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Fungées, Equagdes e Inequagdes Trigonométricas
gquacoes quadraticas

Para a‘rcsoluc‘ﬁ(’. de equagoes trigonométricas de 2.4 ordem, ou de
wigdes trigonométricas quadrdticas ¢ necessirio o uso das [6ormulas tri-

s,‘oumnélricas através das propriedades das funcoes trigonométricas para os
jransformar numa forma mais simples.

8’ Exercicio resolvido

| pesolva a equacdo:

| ssenx— 6 cos’x—5=0.

| &

Resolugdo
| Usando a identidade fundamental da trigonometria, | Resolva as seguintes equacdes
S . trigonomeétricas:
S (P — 2 !
tCOS'x—l sen<x ta)cosx (1l + cosx) =0
g substituindo na nossa equacao vem: | b)cos’x —4cosx+3=0
| B |
'5senx—6(1 —sen?x) —5=0 cos’x = 1 — sen?x)
< 6sen’x+5senx — 11 =0 Substituindo sen x por ¢
temos
6t2+5t—11=0 que € uma equacdo quadratica
11
Terfamos t) =1V = = “¢~
entao,
— = — il
senx =1vsenx = 6
s : = _ 1l g e 3 ;
ex=" + 21k, k € Z, pois sen x = 5 ¢equacdo impossivel.
Portanto:

‘!.S=[XERZJ(='%_T‘+27T;Z,}ZEZ}

Digitalizada com CamScanner



Exercicios resolvidos

V

1. Determine as razoes trigonométricas do angulo B da figura a baixo.

Resolucio
Determinemos BC c B |
AB'=5C + AT s '
— 12
< BC2=122- 8?2 o
< BC2=80

< BC=180 =4\5
Assim:
8 _2 5 _ V5

BT L R

2
Bsen 8 . S o0 2V5”T |
gp cosf 4[5 V5~ 5 [
3

) 2. Determine o periodo de cada uma das fungées trigonométricas:
' a)y=23sen3(x—m)
b)y= —2cos(% +x)

Resolucao
O gréfico da familia das fungoes ; \/ N P
y = asen[k(x — b)] + couy = acos[k(x — b)] + c1ém periodo —-’“— \3) |
. ' ~ |
Assim, / |
. 27 o !
a) 3 sen 3(x — ) tem periodo, p = - Q '
- <+ e
.Q\ a
2 i.
b) —2 cos (—721 + x) tem periodo, p = —177- =27 &\ ;
|
3. De acordo com os dados da figura, calcule o perimetro do triangulo [ABC].
Resolucao
Usando o teorema dos co-senos, temos
- c . 3
62=82+102—2-8'10c0560°©cz=64+IOD'—16O%© B
) ' 8
) 12
S =84t c=0)2 4

O perimetro do triangulo € 27,2 cm.

172
|
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Exercicios resolvidos

— b ga=—1gbh
+. Demonstre que g(a = b) = 1+ 1ga-tgh
= Resolugio
_sen(a—b) _ _senacosbh—cosasenb *
gla — l{) = cos(a—Db) cosacosb + senasenb :
senacosb _ cosasenb
_ cosacosb cosacosb _ _tga-—tgh

cosacosb senasenb ~ 1+tga-gh
cosacosb cosacosb

5. Resolva a equagao: sen’x + 3sen x — 4 = 0.
Rc§olucﬁo

Fazendo a substitui¢do: sen x = t temos
2+ 3t—4=0quetem comoraizest = let = —4. Entdo, parat = 1 vem sen x = 1.

Assim, X = 12'7 + 2 7k, k € Z e sen x = —4 nao tem solucio.

s={ 73T+2qu kEZ}

6. Resolva a equacao: V3 cosx + senx = 1.

Resolucao
Vicosx+senx=1%1g % cosx+senx=1<
T
@ sen =
sen 3 s

T mT_ s
< cosx+senx=l@sengcosx+senxcos 3 = C0s 3
T

cos 3

»

= -

wlz} :

x T
ésen(x+%)=cos§®sen(x+g)=seng©x+ €+k27rvx+§

=—g—7r+k27r¢>x=—% + k2w, hEZ Vv x=%+k2ﬂ', kEZ.

' (.7. Mostre que sen (2x) = 2—:7‘;%;2— Vx# 5 T+ k2m hEZ

Resolucio

Partindo de um membro e transformando até obter o outro (método sintético) vem:

2lgx _ 21gx . _ 2senx . .o »

& = . = . = nx cosx = sen (2x

2+ g2 x 1 21g X+ cos“x Ersis cos®x = 2senx cos x = sen (2x) bl
cos? x

Digitalizada com CamScanner



1. A medida, em radianos, de um angulo ¢ dada
\ \ por:

Determine a medida do angulo em graus.

\ 2. Determine a medida da amplitude, em radiano§,
| do angulo cuja medida da amplitude, em graus, €:

a) 40°
b) 1280°

l
\
\‘\ \ 3. Diga, justificando, qual ou quais das seguintes
‘ afirmacdes sao falsas.

a) tg 330° = ~ N3

3
‘ S !
b) cos 5 = cos2

c) sen 1350° = sen 45°
d) sen 2a = 2senacosa

e) Numa mesma circunferéncia definiram-se

dois angulos ao centro de amplitudes 2 rad

e HT“ rad. Os angulos tém pontos comuns.

4, Considere a funcio real de varidvel real defini-
da por: f(x) =5 + 2 cos (—=3x + 12).

a) Determine o contradominio da funcéo.
b) Determine o periodo da funcio.

5. Para cada uma das funcées determine o periodo
e o contradominio:

a) y, = cos 6mx

b) y, = 3 cos 3mx

AOy;=-1+3 sen[n(é + 2)]

6. A partir do grafico de fun¢do y = cos x descreva
como obter os graficos seguintes:

a)y =1+ cosx
b)y=1-cosx
c) y = |cos x|

d) y = cos |x|

X

=2+
e)y cos 2

Exercicios propostos

7. Considere as fungdes reais de variave] Tea|
T
=cos|——TX|e =2+ -
)'l 2 }’2 Sen ( 2X+ Jt)

Das afirmagdes que se seguem assing|, q
dadeira: ver
a) O contradominio da funcao y, ¢ [~ 2]
b) O periodo da fungio y; € 2.

¢) O periodo da funcéo y, ¢ th

d) O contradominio da fungéo y, ¢ [~ ; 3
8. Observe a figura. Calcule com duag casy

decimais 2 tg B+ tg B — 2tg B.

4

9. Na figura seguinte, determine sen a, cos ae tg,

10.Se sen(8 + @) = — % e 6 € 2.° quadrany

calcule cos(m + ) + sen (3—; = 6).'

11. Das seguintes afirmacoes diga quais so ¢
verdadeiras:

a) Verificou-se que os graficos das fungoes t
gonométricas f e g coincidiam. Isso proy
que as funcgdes sdo iguais.

b) Sdo idénticas as funcoes f e g definidas
f(x) = cos 2x — sen 2x e
g(x) = 1— sen 2x.

COS X

c)tgx =
)g senx’

d) O valor exacto de sen 405° é —%——i

12. Resolve cada uma das equacoes e indica
conjunto das solucdes que pertencem
intervalo [—m, 2n]: '

a) sen 2x = —sen x
b) cos 3x = —cos x
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!13, Aplicando as [ormulas:
 cos(axzh)= cosacosbx senasenb e

sen (a * b) = senacos b = cos a sen b, mostre

un:
V6 + V2
4

} a) cos 15° =

b) cos 2x = 2 cos® x —1

¢) cos T x|=senx
2

d) sen 2x = 2 sen x cos x

14. Demonstre as seguintes igualdades:

a) 1 + 2senxcosx = (sen x + cos x)2

—1+(cos x + sen x)*
2 cos x

b) senx =

¢) (sen x + cos x)* + (sen x — cos x)2 =2

d) sen3 x + cos’x
senx + cos x

= ]1—sen x cos x

_ 2tgx

C) 1 £ ].
1—sen x 1 +senx coS X

15. Simplifique as expressoes:
a) tg X Cos X
b) cos 3x + cos x sen®x
ol- —C—ong; (cosx # 0)
16. Resolva as seguintes equacoes trigonomeétricas:
a) cosx —sen x = 0

b) 2 sen?x = sen x

sen’x—1 _
9 senx —1 0

d x\_ V3
)tg(5x+ g)_T

b) sen 2x <0

c)sen(x+lt> <—l

3 2

T
S 0
d) cos (2x 4> >

e)2sen’x — 3senx+1=0

18. Considere os seguintes triangulos:

Calcule o seno, co-seno e tangente de a em
cada um dos casos.

19. As diagonais de um paralelogramo medem
10 cm e 8 cm, respectivamente ¢ formam um
angulo de 60°.

Determine a drea desse paralelogramo.

20. Num triangulo [ABC] traca-se uma recta CD
onde D ¢ o ponto que divide AB em segmen-
tos de medida 9 e 6. Sabendo que CD =8,
expresse a drea do triangulo [ABC] em fun-
cio do angulo CDB.

21. Num triangulo [ABC], b = V3, ¢ = V2ea

drea A = —76— Calcule a medida do angulo A.

i
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' Unidade 1: Introdugéio A Logica

[£3

Matematica p. 6

1. S30 termos matemticos os seguintes:
1.
4+em -5—', V8,

2. A) @ D); C) < F) sio expressdes equi-
valentes.

+ (7 7 15 19
i F F F
ii 'F F Y
iii v F F
iv A% F \Y% )

5. ~ P: 325 ndo é um numero par.

~ Q: O numero 21 nio é um ndmero
Ppositivo.

~ R: O numero V3 nio ¢ um numero
racional.

b) ~ P; ~ Q e ~ R sdo verdadeiros,

6'uBCDﬂ
W VR e

p 4 | pPva|paGpve )
\% F v \Y
v % A v
F F F F
LE | v [ v F .

b) De modo idéntico que para a alinea a)
se constréi a tabela tendo com elemen-
LSPGpV g pa(pvag).

¢) De modo idéntico que para a alinea a) se
constroi a tabela tendo com elementos P
GPYGPVEGPAqe(pY gV (pag.

8. Verdadeira, pois apenas uma das Pproposi-

¢oes € verdadeira.

9. a) Constréi-se uma tabela tendo como ele-
mentos as proposicées a; b; c; b v c,av
biav(bvce(avb) ve

b) Constréi-se uma tabela tendo como
elementos as proposicées a; b; ¢; (b A
c);av(b/\c);(avb);(avc)e(avb)/\
(avo).

10. ~ P: «5 ¢ divisor do ntmero 20».
~ (~ P): «5 ¢ divisor do nimero 29» = p

11. i) Constréi-se uma tabela tendo como
elementos as Proposicdes: p; q; ~ P~
G (PADi~(pAge~py~gq
ii) Constroéi-se uma tabela tendo como
elementos as proposicoes: a, b; ~ a;
~b;(avb);~(avb)e~a/\~b.
12. p(x): Posstvel
q(x): Posstvel
r(x): Universal

]3,~p(x):~(4x+7=0)=>4x+7#=0

- Possivel
~qx):~ P +3x+1)=0=

176

=3+ 3x + 1 # 0 - Posstvel
~ r(x); ~ «(x + 3)2 > x2 + bx» = :
= «(x + 3)2 < x* + 6x» — Impossive

14. < x ¢ multiplo de 7 e de 3.

@ 42X > y» ;

<> «x tem todos os lados iguais».
16.1)-V ii)-F i) - V
DSV i)-F iii) -V
18.a) F b) F oV

dV )V

19.2)3x: |x| #xF b) Vx:x* # xF
o) 3xx + % =xV
dDVxx+1#xV ¢ Vx x| #O0F
Exercicios Propostos pp. 30 e 31

1. 2) i) V13, i) 20, iii) 20; iv) 13; v) 13;vi) 20.
b) Sao equivalentes as designagdes ii); iii)
e vi) e as designacdes iv) e v).

3.2)p-F,q-V,r-F;s-V;t-V.

b) [Proposicéo P|IQ|r|S tw
walorlégico F|I|V|F|V VJ

/
4. Proposicéo ¢ toda a expressdo a respeito

da qual faz sentido dizer se é verdadeira

ou falsa.
5.a) paq-F b)ypvq-v
c)~q-V
dras-v e)~pAa~q-F
NDunas-F g tvu-V

6) «se A entio B» ¢ verdadeira, A menos que
A seja verdadeira e B seja falsa. Uma afir-
mativa do tipo «ou» ¢ verdadeira, a
menos que ambas as condicées sejam fal-
sas. Isto diz-nos quando «nio A ou By é

verdadeira e quando ¢ falso, Compare
com «se A, entio By,

7)Faca uma tabela da verdade para
(eAy)(xa~y) e verifique que ela ¢ igual a
coluna de x. Faca uma tabela da verdade
para (x v y) =zepara(x=>2) A (x=>z)
e verifique que as colunas corresponden-
Les s30 iguais,

8. Faca tabelas conforme. indicacao para o
exercicio anterior,
9.2)avb

10.

b) (a A ~ b) Aavh

Fazendo uma tabela da verd
constem as varidveis

G A~ y) ~x, [(xAy) A (x  ~
A ~ x] verificaremos que todos os resy]
dos da dltima coluna sdo falsos,

1. 2) A equipa A tem dez jogadores ¢ a equi-
Pa B tem onze jogadores,
b) A equipa A no tem dez jogadores oy a
equipa B ndo tem ongze Jjogadores,
¢) Se a equipa A tem dez jogadores entio
a equipe B nio tem ongze Jjogadores,

ade onde

y)
ta-

B

Solugdes

12.

14.
15.

16.

Lz

18.

d) A equipa A tem dez jog{\d&‘,‘g"" "
pa B tem onze jogadores ¢ a
tem oito jogadores, '

¢) A equipa B nio tem ongze jo -
aequipa A tem dez jogadoisg_adores S

f) A equipa A tem dez Jogadores 2 i,,'
a equipa C nio tem oito jogadores, 2

g) Se a equipe A tem oito j°gﬁdores 2
equipa B tem oito jogadores enuoa
equipa C tem oito jogadores, 8

h) A equipa A nio tem dez Jogadores
equipa C ndo tem oito jogadores,

equipa c):

a) p(x) — Posstvel; q(x) - Impossfye| erfy
— Universal. :

b) Conjunto vazio.

a)F b) v AV

a)IxEA:x+3+#10
b)IxEA:x+3>10
OVxEAx+3 =7

a) p- Possivel; Q- impossivel; r-

b)3x: 2+ 1 =0
Vx:x2+2x+5+#0
Vx: (x +2)2 = x2
Adx2x+1#0
Iex?+2x+5=0
I (x +2)2 < x2
(1,2);(1,3); (1,49; @, 5); 6);
,4);(2,5); 3,4

a) «Se o triangulo A tem 2 lados iguais
entdo duas medianas do tridngulo A
a0 iguais».

Uni\'erSaL

@,3),

Reciproca: B = A: Se o triangulo A
tem duas medianas iguais, entig o

triangulo A tem 2 lados iguais e ambog
sdo verdadeiros.

b) A = B - «Se 0 quadrilitero Q éum
losango, entido as suas diagonais divi-
dem os seus angulos ao meion.

B = A - «Se as diagramas do quadrili-
tero Q dividem os seus angulos a0
meio, entdo Q é um losango».

Ambos sio verdadeiros.

©)A = B - «Se 0 nimero q ¢ divisor do
nimero k entao a soma dos seus algee
rismos ¢ divisivil por 3».

B= A - «Se a soma dos algarismos do

nimero k ¢ divisivel por 3 entio 0
namero k ¢ divisivel por 9».

A =B - E verdadeiro.

B = A - Nio ¢ verdadeiro.

19.2) Vx: N, 3yEN: x + y é um nimer

primo.
b) Vx €N,y eN: 3 + y3 =1000
AVxe LdyELdxy) =4

22.2) Se n é divisivel por 3 entio é divisiv

por 6; E |
b) CZ1 + c% = h? entio o triangulo [ABCJ
rectangulo. V v

©)Se |x | >1entaox < —-1;F

o
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Unidade 1: Introdugdo & Logica

Matematica p. 6

1. Sdo termos matemdticos os seguintes:
ttem %: V8;

2. A) < D); C) « F) sio expressoes equi-
valentes.

+ (7 7 15 19 )
o F F F
i F F v
R v F F

v v F Ve

5.~ P: 325 ndo é um numero par. -

~ Q: O numero 21 nio é um nimero
positivo.

~ R: O nimero V3 nio é um nuimero
racional.

b) ~ P; ~ Q e ~ R sao verdadeiros.

6'(ABCDﬂ
W Flv]F &}

7 (p [ q [pvalprtve
v | F | v v
v | |v]wv v
F | F | F E
F | v | v F .Y

b) De modo idéntico que para a alinea a)
se constroi a tabela tendo com elemen-
tospiq;pvaqpa(pvq).

<) De modo idéntico que para a alinea a) se
constroi a tabela tendo com elementos p;
GPYapvaGpaqe(pY g V(pag).

8. Verdadeira, pois apenas uma das proposi-

¢oes ¢ verdadeira,

9. a) Constréi-se uma tabela tendo como ele-
mentos as proposicoes a; b; ¢; b v ¢;a v
byav(bvc)e(avh)ve,

b) Constréi-se uma tabela tendo como
elementos as proposicaes a; by c; (b a
c);av(bAc);(avb);(avc)e(avb)A
(avo).

10. ~ P: «5 é divisor do numero 29».
~ (~ P): «5 ¢é divisor do nimero 29» = P
11. i) Constréi-se uma tabela tendo como
elementos as proposicaes: P q ~p; ~
HpAQi~(page~pv~gq
ii) Constréi-se uma tabela tendo como
elementos as proposicdes: a; b; ~ a;
~bi(avb),~(avhe~an~p.
12. p(x): Possivel
q(x0): Possivel
r(x): Universal

13.~p(x): ~(4x+7=0)=4x+7+0

— Possivel
~q):~ (2 +3x+1)=0=

= x2 + 3x i 1=; 07— Possivel
~ 1(x); ~ «(x + 3)2> x? + 6x» =
= «(x + 3)2 < x2 + 6x» — Impossivel

14. < x é multiplo de 7 e de 3.

@ W2X > y» .
< «x tem todos os lados iguais».
16.1)-V ii)-F jii) = V
17.0-V  i)-F iii) -V
lé. a)F b)F )V

d)Vv e)V

19.2) 3x: |x| # xF b) Vxix® # xF
©)Ixx+ % =xV
d)Vex+1#xV e)Vx: |x| #0F

Exercicios Propostos pp- 30 e 31

1.a) 1) V13; i) 20, iif) 20;iv) 13;v) 13; vi) 20.
b) Sao equivalentes as designacdes ii; iii)
e vi) e as designagdes iv) e v).

3.2)p-F,q-V;r—-F;s-V;t-V.

b) (Proposicﬁo P|Q|r|S tw
kVanrlégico FI|VI|F|V V)

4. Proposicdo ¢é toda a expressao a respeito
da qual faz sentido dizer se ¢ verdadeira

ou falsa.
5.a) paq-F b)pvq-V
c)~q-V
d)ras-v e)~pA~q-F
Duns-F gtvu-=V

6) «se A entdo B» ¢ verdadeira, A menos que
A seja verdadeira e B seja falsa, Uma afir-
mativa do tipo «ou» ¢ verdadeira, a
menos que ambas as condicoes sejam fal-
sas. Isto diz-nos quando «ndo A ou B» ¢
verdadeira e quando ¢ falso. Compare
com «se A, entdo B».

7)Faca uma tabela da verdade para
(xAY)(xA~y) e verifique que ela é igual a
coluna de x. Faca uma tabela da verdade
para (x v y) = z e para (x = 7) A (x=2)
e verifique que as colunas corresponden-
tes sdo iguais.

- Faca tabelas conforme indicacio para o
exercicio anterior,

9.a)avb b)(ana~bh)
10.

cavb
Fazendo uma tabela da verdade onde
constem as varidveis

a,y, (x A ~y) ~x, [(XAY) A (x A~

A ~ x] verificaremos que todos os resuy]
dos da ultima coluna sz falsos.

11. 2) A equipa A tem dez jogadores e 3 equi-
pa B tem onze jogadores.
b) A equipa A nio tem dez jogadores ou a
equipa B ndo tem onze jogadores.
©) Se a equipa A tem dez Jogadores entao
a equipe B nio tem onze jogadores.

y)
ta-

Solugdes

" d)A equipa A tem dez jogadoms
pa B tem onze jogadores e 3 o,
tem oito jogadores, =~ B
e) A equipa B nio tem onze j°8“do‘ Y
a equipa A tem dez jogadores, 0
f) A equipa A tem dez jogadores equi
a equipa C nio tem oito jogad el Vale
g) Se a equipe A tem oito jogadm-es't
equipa B tem oito jogadores o 2
equipa C tem oito jogadores, i
h) A equipa A ndo tem dez j°gad0re§‘e,
equipa C néo tem oito jogadores.
12. a) p(x) — Possivel; q(x) - Impossfy
— Universal.
b) Conjunto vazio.

14.a) F b) Vv

15.2)IxEA:x+3#10
b)aIx€EA:x+3>10
oVxEAx+3 =7

elery

oV

16. a) p- Possivel; Q- impossivel; r-

b)Ix:2x+1=0
Vx:x2+2x+5+0
Vx: (x+2)2=x2
c)dx2x+1+#0
I+ 2x+5=0
I (x+2)2<x?
17. (1, 2); (1, 3); (1, 4); (1, 5); (1, 6); 2,3
(2,4);(2,5);(3,4)
18. a) «Se o tridngulo A tem 2 lados iguai
entdo duas medianas do tridngulo
sdo iguais».

Univergy

Reciproca: B = A: Se o triangulo
tem duas medianas iguais, entip,
triangulo A tem 2 lados iguais e amb
sdo verdadeiros.

b) A = B - «Se o quadrildtero Q ¢ u
losango, entao as suas diagonais div
dem os seus angulos ao meio»,

B = A - «Se as diagramas do quadl
tero Q dividem os seus angulosa
meio, entdo Q ¢ um losango».
Ambos sio verdadeiros. J
©)A =B - «Se 0 nimero q ¢ divisord

numero k entio a soma dos seus alg
rismos ¢ divisivil por 3».
B = A - «Se a soma dos algarismos d
numero k ¢ divisivel por 3 entdo|
numero k ¢ divisivel por 9».
A = B - E verdadeiro.
B = A — Nio ¢ verdadeiro.

19.2) Vx: N, 39V x + y é um nime?
primo.

b) Vx EN,3y EN: * + y* = 1000

OVxELIyELdxy) =4

Aot 30 ¢ divisi¥t

22.2) Se n ¢ divisivel por 3 entdo é
por 6; E |
- i lo [ABC]‘

b) & + = h2entdo o triangu
rectangulo. V 58

o

©)Se |x | >lentiox<—L;F
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0N
25.0F
20 F
27. 134 5+ 1 = 0e 6 ¢ um numero par,

nv

Se p? + 5p ¢ um numero par entdo (p+
1?2+ 5(p + 1) também ¢ par, pois:

(p+ DSt =

=pi+2ptl +5pt+5=
=pt+Spt2pt6=
=p2+5p+2(1’+3)=

Pﬂm"‘ Far
se de indicacto

28. E hereditdria pois se 4p + 1 ¢ multiplo de
4 ambém :
4(p+ 1D +1=(p+1)+4=muliplo
de 4 + 4 ¢ multiplo de 4.

E impossivel; n3o tem solugao.

Unidade 2: Algebra p. 32

1. 2x + 5y =5; e+ 4y
Vax + y3 —4(p.e)
2. a) Verdadeira b) Falsa

3.a)D=R\1]}

b) D = ]—o, —1JU[1, +]

|-, 1[U]1, 2[U]2, 3[U]3, +=
D=R d)D=R\]2,4[

e)D =11, +x| DR*
-‘f,\/?=lxl;Dj=R
5. a) Racional inteiro

b) Racional fracccionirio;

¢) Racional inteiro

d) Racional inteiro

e) Irracional

f) Racional fraccciondrio
2) Racional fraccciondrio
h) Racional inteiro

i) Irracional

6 A)a=6‘,b=%

A a) (3b2 — ZbC)(3bz + 2bc)

o o4 o)
9.a) (= 1Wu+7)

b) (= 3)(x* + 3x + 9N

¢) (ax = 162°)(ax? + 16y

2+ x
12+ 2y + 447

(a+l( +

10. ~

x(x + )
b) a‘“z””.xemlo 1}

2(x + 4)
L) x+5 .XER\I—S,H

Solugdes

12.

14,

16.

<

1

=3

x=VI10 vx=-VI10
L6x2—Tx+2
.a)S=1{-1,0,1} b) S = (0}

.a)S={1}

4. n) Expressio 1,
Jx =1 =0 d)
.a) S =(11)

0§ = (5]

2x( hs=(2) )5=I(8)
X (1 + x)

A b p) S =1{9) ) § = (6)
I;) 8(4 + X)) i)$=(=2] j) Niotem solugdo

x(x + 2)(x = 2)(x2 = 2e 4+ 4) /
, 10 0, +|
LR « R o) R\(0) 27, a) x> =3 h)x €1
tl)[—7.+w[ R 0N [+1, +%| O x € |-, 1{U]5, +el
>

) § = (—1]); —4 ndo ¢ solugdo. d]-2, -1l

¢)x€E 10, 5 2 [Ul"‘ +w[

b)S = [%]
0)S= [4];%néoésolucéo. Do<x<2

g) x€ ]-»,0]U)3,5]

3
)§=]|-—= e)'S =
. { ‘*] o Ss n) ]-5, 1{U]1, +oI
A i) |—o, —1{U] 0, 1 [U]1, +el
La)S = (5} b) ={——,—7}
= j)]—m,—%]u]—l,o[
c)s:{%] BS=(1,2) 0 x € 11, 2(U] 3,4l
) 5
) |-, =5 |U|-1,0
¢)S=1{0,1) 05={%} / ] 4] ] [
k) x €11, 2[U] 3, 4[
g)s={%} S = (=5.3) 28.a) ]—0, =3|U[3, +»[ b) ]—2‘7[17
) 1-1, 0]UI5, +%0] d) ]—w, ?[
i)S={=2,2] 29.2)1-1,1[ b) Impossivel.
: 1
3OAL1)S=|:—°9; —[ B S=1-1,1[
:x)(x—\/g)(x+\/;);x=0vx=2 3

(V- ) (Ve )

¢)S={0}

h)s={—l 0, z}

c)s=[o, H 0)s=(2)

2
| 1\/5

¢) $=[-3-V19, -3 +V19|

AB=3242 b P-4 —x+6 )
wa=-3p<or a=3p=- \ /
e Vlg\/ —3+\/10
.)S=1{—-1,1] NS=(=1,1)
\ N.a)—-2=x=<2
.;l)5=[",1] ll\S=[—l,l} /T
2 |,)_132"“5.<x_<_]

) x € ]2, 5[U)50, +oof
-3sx=sl1
h)S={l1) ¢) Impossivel

nI-1,1(

(O%] ]
e,
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A[X+y=5 (x+y=8
33, i ;
xXty=7 |x=y=4%

sdes,

M~ c)S—'—[(%,%)} H$=1(-1,2)

EN W]

‘ ¢)Nio temsolugio S = {_71*_'

3 os=(3-3)

36.05=((12)) - b)S={Q =D
T 9s=10,0) ‘d‘)s=[(%,—.—17i)}

ll * 37.2)S=((3,5)) 'b) S = (3, -2}
| .

|

38.2)S=((1, 1))
il g
| ' &\3x—y=2 >
I"¢ . s

J\ l\ X
IL o
39.2)5=((-1,2)) b)5=[(%,%)}
I yeo[(2 31\
i ‘)S_[(SO'BO)}.
40.2) S={(-2,1,2))

Bcaf/_1 11

o[ 44)

| S =1((1,0,0))
| { dS=1((1,-1,2)
|

os((543)

o [nfinitas solucoes

, d) Nio existem solugdes

s )

34, O sistema & impossivel pois nio existe
nenhum rectangulo com essas dimen-

ille _-33'.d)s'={(—%.%)] ! l;)S‘='((3,.—1)] :

] .

Famin EUnidadr e 3: Equagﬁesjwe lnequaw

E

b)S= [(0, —;-‘:31—)} _ ‘ Exponenciais P- 7096%.
Exercicios Propostos p. 69 * |24 y=4-7{ifpy=4 22 ‘

1l.a)2 ‘

b) No tem sentido porqué © donomina-

dor ¢ igual a zero e em R nio podemos b =
glectuar a divis?o. _ : ‘ P\
3.2)4(x + %)(x+ V-V L0 B e
- B o BB 2
b) (e — D0+ DO +3)
=T 3x(x— 1)
< x( +4)
g B D2+ 2+ . B
; (x = Nx+T) ,
. . N ; . 1
= V55 sws=i-3 ws={}
e) 4a + x2
’ ¢)sS={-1,1} d)S=(-4
39 o 19 gESDN 2 ;
4.a)ks§ ! ?1—8 8 e)S={—5,1} [)5:[?] |
5.a)2¢ —11x—21=0 9 5=(13l h) S = (5}
o b8 -2xr1=0 i)S=(2) ‘
Q152 - 59x — 30 =0 _ | SaxEl-=0l b) x € 12, +aof
€10,5; 1 d)xe]-1-
)3t — 26x— 96 = 0 £ 1= L
6.8) _.l‘__ % B)0Tel5 Exercicios Propostos p. 8‘3‘
6 ‘ ! 1. Falsas: A.; B. Verdadeiras: C,; Dk
AL 25n_—50 en>'1 2. a) 22 simbolos ,b)__6 minutos
! : 3.0, b), 0. '
8. a) Nio tem raizes reais " *, zy_lﬂ . ,’.’-
2 A %
ms=|- Y5 V5 __ "
2 2. “‘ijiﬁ;;}zsx
=2 N .
9S=(1L, V4 ds=1(0,1,5) S e
0S=(-22) DS=(-V5,-1V5] 4 ay%=(1,1)° b)x=v-%‘,
9.2)S=1{-2,2,3) e 4 3 5ol
10.5={-1,0,1,2) 1.p=-3 a R
12.95=0 Ws=@ os=3] e)x=0. Dx=-1

5.a)x = ]2, +oof

. 5.2
b) x ] , Z}U[B' +[
c)x=]—ec,—1]

e)x < —1

13.2) [-6,-2] U [1, 3]

0)—2=x<2

b) ]-4,0[U]0, 1{

d)x=-2v-l=<x <%
e) x=50
14.2)S={(1,-2,-2)} b)S= ((—15,8,2))

os-{-3-1)

d)x= ]0,5, l}

6. A. Falsa. Nao ¢ do tipo x _, a¥, comd >|
ea# 1.

B. Falsa. Nio é do tipo x _, a* comd !
a# 1. 4

C. Falsa. >0
D. Falsa. f(0) # 1
E Falsa. 3* +3t#£30

|
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' "d)x>——J\xss

D;EOAx<3

' b) Naoh4 : ‘
‘ d)x=0 s X

W& 4: Eqnmgoes e Inequagoes

s Y Logantmjcasp 84

“'a)% ; b) 25 c)2.

d)s l’.‘)3

'.2_—a)D=R+;D'=R

A '1:)1).‘:‘]400.0[;D’=R it

‘_ oD=1-2, + ol D=

1d)D—] 3, +3[ D=

5

\ ;c)D 11, + ;D' =

_3ga)log 2 7
v K '

' 2+ 7 3
“' b)logz ;_7 =.3 =
¢ e
o) log o =0 43 \ 238

4 » : T
.7 : ; ’)\’\ﬁ.
\ ."‘v \'
[ -2 .':f)=|°51l""_2),

5.2) 81 ) - B b o
| 64 4
-3 . m3 e o-3
Ta)s={6) Hs=(£.3) 05=(1)

Ba)xE (1, +o
L Ox€105 1]
'!; . a
\,9~fa)5= {(10, 10)}

b) x € [0,382; 0.4['

Exercigios Propostos p, 99

La)]5,+w] b))-w 7] ¢ 1-2,3(

2. A

8
3.a) = b) 3 c)1,53
d)2 e)9;91 n-1.0

1
4.a)1-5—; 1[ b)x< log, 3
6.B.

iy

b) P\P; = 3V2; PPy =

15. n)M(3, %)

16. Por A:(x, y) = (=3,0) + k(2,2),kER

8. a) Verdadeira. y = log_x ¢ injectiva.
b) Verdadeira. y = a* ¢ injectiva.
c) Falsa. Se 0<1 a<1, log a*<log &* #_x>‘)'/;
d) Falsa. Se 0 < g < 1, < aya‘x>'\y

=
0.0 b)§ c){%,‘%}
7 05 D (1,5,3)
® (001; o0 B 21) [%7]

P (—1,_0_1_ ' 12

Unidade 5: Geometria Analitica no

_ Plano p. 100
1.a) 2 b) V17 0 V13
:‘.._ d)' a S
b £
b) ¢ 2 £ | €
i < T T P o
R b 5;_-\ 33 .a: ‘
3. A projecgao ¢ igual a zero. :
V104
45— =V10t .
X ,‘ g} n (8, —16) b) (1, -2) ¥

46 Uma s0. Pelo teorema do desenvolvimento
“de um vector numa base dada.

7.2)(=19,0) I)(74 %)
| 8. u)_6 b0 c) —
19.2)0 h)% 57

10.8

11. -8

13.2)u~v=-25 b u-w= —14
A)v:-w=10

14. a)

\/i =P,P,=8
h, M (—4,4)

PorB: (x,y) = (=5, -2) + k(2,2),kER

20y=%x QA
21.y=% ; e
21_m=2

Concorremi <

" b) Paralelas, mas nao*cmmdenles

¢) Paralelas

24.a) Paralelas k= —“14‘

b) Concorrentes: R+ — T

251)k——]1— by k= -3

£

2l6.a:—— +4 ‘

27. 6= 40°
28. k=
29. a) Concorrentes

b) Paralelas

(-5

34, d=2

35.2)d =10 b)d =2V10
36.d=25

37.a)d =10 b) =_ 6,3

38.a) 3x — 11y = 20; 1lx + 3y = 30
IJ)2x—y=0;x+2y=b

39. A(=2,-1)

10.x=3y+5=0v 3x+y—-5=0

Rla) i+ -2t =

D y+2)2+@y-22=5

) x2+yl =34

Dx+1)2+@y-2r=

) (x+ 22+ (y—5?2=

) C 3, 1;r=5

PYCL L (=2.3): el
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—

OC_ (0.6)r=2 .
DC 00 r=T
43 W A circunferéncia de centro (— —'}. l)

N3
¢ o '—2———

b)Y O ponto (-1, 2)

©) A circunferéncia de centro (-— %. 0) ¢

0 raio %
d) O conjunto vazio.
i L.
44.a) 10 + g =1
b)F, ,(-1,0);F, _(1,0)

Vértices: (\/1_0, 0);(V-10,0);
V1o

0,3);(0,-3);e= 10

©) YA

3
\‘/1_0:
X

E F2

-3
45.a) F, = (0, +3) ; F, iy

(0, —3)
Vértices: (+4,0) ; (—4,0) ;

(0, =5): (0, +5) : e = %

b) 4
+5

+3N,

=5

46 (x —2)? 4 Syt 102
*T 08 49 =

2 2
e Y
16 04
5
a2 R
% "6 T 128
49, E uma hipérbole.
2 2
X _Y -
1 3
180

50. ) 1 uma hipérbole,
(anl)e " Rl o
16 9

1) E uma elipse,

g.'i("‘”l + LL_—L——ilz =
4

Exercicios propostos pp. 141 a 143

1. Tém sentidos contrdrios.

2@, 7 W(-513) 97N
3. c) Paralelogramo.
4.7=(-9,-12) vv=10(9,12)
5.2)d=0i— 6j v = —9i +6j
e 2=
47453 /6

= - V73

7wl =215l = =
2
= 9.b
8 9 )
11. a) Os pontos A, B e C néo estao alinhados
11 4

b)x= S ey=-3
12.AD = —i+ 7.BD = —2i + Ve

po=i- 17
14.2) 13 b) 58,24°
15.b),¢),d) 16. V13, V4l e 7V2

¥ DAY
18. -1 19. (2 2)

S 5

20. P( 5. 0) 21. P(O, —4-)
22.P(6,11) 23. 3
24.M(5,4) 25.2) AB = (2, 1)

b) (¢ y) = (1,2) + k(2, 1), k € R— recta AB;

Gey) = (1,2)+ k(2,1), k € | =, 1]
semi-recta BA:

(ay) = (1L,2)+k(2,1), k € [0,1] seg-
mento de recta [AB].

26.a=

N

27.a=3, b= -]

8y=-tx+ 1

20,y + 3 =a(x-2)

30.a=2 }]‘yzz -3
32, a=3
i)
33.:1)_)’——'3-)(; b)x=-
Ay=-x+9 d)x:=—1

34.0)3x+2y=19=0
byx+y~1=0
35.0= ~2

c)lx+3y’,-g;°\

36. a) Paralelas e distintas,
b) Coincidentes.

) Concongmt‘
37.6x—y+22=0 3
38. a) Circunferéncia de centro C(-8, <% |
r=10. )f
b) Circunferéncia de centro ¢[5 ,7(
1 ey .

e 5 113,

¢) Ponto C(2, —1)

d) Conjunto vazio.
39.C(-2,1)
40.x2+y?—4x—6y +5=0
.G+ +(y+2)2=9
42. a) Vértices: (*10, 0), (0, %

Focos: (£ %\/?7 0);e _\/_

2
Semi-eixo maior: 10

Semi-eixo menor: V3

b) Vértices: (+V/3,0),(0,=V5" ) :
Focos: (Oi\/z); e= @

Semi-eixo maior: 2V5

.. 5
Semi-eixo menor: 35

XZ 2
43.2) — + L =
) =5 5 -1
G
44. 2)
Y6+ T 00 !
Z 2
X" y=
(R
Y750 T s

45. @) Vértices: (0, £2); Focos (0, tZ\/ﬁ.

e=\10; Assimptotas: y = *"l‘x

3
; +1
b) Vértice: [ +=_0)-
3

s
Focos: ( v 34 . 0)
V34
¢e=
5
3

Assfmptotas: £ —x

wvi

2
PO s R
36 64
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trica da inclinagdo,

2 R

48, —— - =
64 36 =t
2 2

i R A S,
9 27

50. a) Focos: (4, =3): (=6, —3)
b) Vértices: (3, —=3); (=5, =3)
51. a) Focos: (5, 2); (-3, 2)
b) Vértices: (6, 2); (=4, 2); (1, 5); (1, =1)

¢) Excenticidade: e = ==
27

‘r_nidade 6: 'rrlgonometrla P- 144

1.a)tg a = 0,65;sen a = 0,55; cos a = 0,84;

cotg @ = 1,53;
f
12.2) x = 3,868
3.2)48cme83cm

b) x = 4,83

4.senx = 0,848; cosx = 0,53;tgx=1,6

. 4, _b.. T
‘5.sena—c,cosa C,lga 5
b
a

senfB= " b cosﬁ—% gp=

|6.a) Falsa porque, por exemplo,

cotg 30° = V3 >1

b) Falsa porque, 0=<cosa=l,
Va € [0, 90°]

1
8a)P=2'6‘ b)p=8 OP=73
d)p=% e)p=1
|
'9. -

1 2
A f/& ot
2

47. B = Falsa. Declive ¢ a tangente trigonome-

Solugoes

11.

|12
13.
14.

15.

16.
17.
18.

19.

21.

22.
238

24.

25.

s

ol
o>

29.

'w‘ SRR L la dnihs o
.

10,

' o
L 8x=7

+Ztwez .
Px=73 +mhkEZ
hx=-% +2mkEZ

T+ mvhE€Z

30.) 37 + M Sx=
b) -— +3 h<x<g + ——k-hez

27k

d=1225m Da 20k <=3+ 55 -keZ:
14 cm
a = 10,65 cm; ¢ = 11,55 cm e perimetro ! d - +'n'k<x<3—8-+7rk REZ
€ 30,2 cm. B
219,64 cm e)_+7rk<x<7r+'n’h kEZ
b) = 14,91 cm
3l.a)x= 7 T 4 qhvx= T+ 27k, kEZ
c) = 18,60 cm
A A A o
WA=425 B=386 C=989 b)x =2mk, k EZ : |
AV BF CF DV EV . Exercicios Propostos pp- 174 e 175
o =59,5% B = 35,6% 7 = 849" 1. —97,5°
21 64n
2 A2 2 bin A
_LPrE-F <o 2.2) - rad WG rd
- o == 6
a) —cos 54 b) —sen 5°7L ) Vi tg 330° = g (360° — 107 N
¢) —cos 30 d) —tg 30 : 5 \
a)sen x b) cos x =—tg30°=—""3
S £
20 . -
. b) V. cos(-;— Tl') =cos 5
sigd ol
4 3
c) E sen 1350° = sen® T d V.
a) — i b) sen x ]
PEL 4.2)Dp=13.7)
3 24,
a)cosx = 55 Sen =35 b)Operiodoé-|%J;,‘l=%IL
7 .
cos '=—75—;tg2)C—"7» 5.:1)"15‘,["1.1]
b)2.°Q b 1,[-3,3]
.a)2sen 2xcosy
0) 6, [—4.2]
b) 4 sen 4x cos 2x COS X
¢) 4 s X COS 2x €05 X 6. a) O grifico sobe uma unidade
@ 27k o, 2mk
aA)x = 12 + = 3 VX= g + 3
kEZ
b)x = —'éi +mh,kEZ
o, 2mk
c)x=—l6r- + 27k vx= _1_8—+—§—’
REZ
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b)O grifico de y ¥ = —Cos X € simétrico ag

“grifico de y = cos'x em relagdo ao eixo |

I dos xx. Subindo este wltimo uma unida-
© de obtemos o grifico de y =1 — cos x

4

©) Os pontos de ordenada positiva ou nula
mantém-se e os pontos de ordenada

- ‘megativa passam a ser os simétricos em
relacio ao eixo dos xx,

Yy
= L e ik 5 *+1l-\---'-/7-"
' \\\ / N F E
I 112_ T

d) Os graficos de y = cos|x| e de y = cos x
, 580 iguais.

Y
ATl
) e \‘\\
N i \
- ~m Qo - T k3 Lo
e L T\ %
7 Neodd
™ B 8 T[] L S
pX [

e)0 grdﬁco de- y = co;;c estica na hori- | B ,___.__72:1-‘_F Ik k EZ o
zontal segundo o [aclor 2. Obtemos o
grifico de y = cos — - Subindo o gréfico | i ﬂ rez
= cos & idades obtemos 0 5 |
de y= cos 5 duas unidades ]7 a) +wk<x 1_2}3{11+ﬂk kez ,
x e g
ilicodey = 2 + cos 7. ‘ &
grilico de y . 2 b)%+7rk<x<1r+1rk,k52 :

c)_5617.. 2mhk<x< 32 +2‘"’khe

)—"“ +mh<x< 38 + k, kSi

=33 33 e) +2'rrh<x<%+27rk kez
7.b)
g id -'\,;
80"50 ¢ v :'2—+27T’1k€z Y i'
" =085:t a—062 ; g |
D o 0,53 s, - - 18 a)senlx %,COSQ: 3 g
10 - 24 ' Y
B t = *-:\/g g \VI‘V;:;
11.d) e T B,
o 3 i 4
=l-Fmo, S m Amom-ma
122)§ = { R T e 71' o } ‘b)sena= \gg ;
5753
R m—%&’%ww%w} Ty
by :
15.a)senx - b) cosx(lf 3 sen’x) 19. 4 = 2073 cm?
ogtx - NER- ;

16.'3) % +ThREZ 20. A = 60 sen (CDB)

21.A = 30°
b)x= 7k ou e, S
x=%+27rkvx_=—56l+2iﬂrrk,k.e2 .'“';: ".;_"-"'*""' :
L3
-
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