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a como o aluno aprende, como 0 aluno pode ser ensinado e
’ 1

Este manual foi elaborado de maneira a respeitar a form
como o aluno é avaliado.

0 programa da 11.2 classe tem seis capitulos. Em ca
promove-se 0 desenvolvimento de competéncias e capac

da capitulo do programa, que é apresentado no manual,
idades gerais, das quais se destacam:

9, Descrever raciocinios demonstrativos usando diferentes

métodos de demonstragdo. ) -

10. Descrever com clareza e rigor raciocinios que suportam

estratégias de resolucdo »ge_ggblemas. L
gularidades observadas

1. Utilizar e interpretar simbologia especifica

 deMatematica.
2. Usar linguagem especifi ca de Matematica.
3. Ler e interpretar textos da vida real e adaptar modelos
matematicos que descrevam s situagdes apresentadas.

4. Aplicar diferentes estratégias de resolugao

de problemas.
[tados obtidos analiticamente

11. Formular conjecturas para re
com e sem experimentagdo.
fica em diferentes contextos,

12. Usar tecnologia gra
nomeadamente para:

o efectuar calculos;
e prever resultados;

e confirmar respostas;
e acompanhar o trabalho analitico;

5. Interpretar e criticar resu
~ ou com tecnologia gréfica.
6. Resolver problemas em contextos cientificos de areas dife-

rentes da Matemética, aplicando métodos matemticos.

7 7 Estabelecer conexdes entre diferentes conceitos
_ matematicos.
8. Prever resultados para situagoes problematicas
e verificar a adequabilidade desses resultados.

Organizacdo do manual

o Abertura de capitulo

Um pouco de historia para enquadrar
o estudo do capitulo na histéria da
Matematica e promover a pesquisa
histérica. O

e obter graficos;
e resolver problemas;
e modelar situagdes reais.

0s capftulos estdo divididos por temas e em cada abertura de capitulo encontra:

T 0s temas em que o capitulo se
analitica desenvolve.
no plano (o)

D s e it 3wt
Gmesporennee
ke 0 s Sranir et e

[l irtn 0sc st ou g mctoms 16 e

=t
! Material necessdrio ao es

do capitulo.
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o Abertura de tema oo ———

para motivar e tornar agradavel do ponto de vista grafico, o tema
abre com uma imagem acompanhada dos seus objectivos especificos
a forma como a sequéncia das matérias é desenvolvida

que indicam .
dam o aluno a organizar o seu estudo.

e também aju

« Desenvolvimento da matéria

.
vessesssrsrrneese

Partindo de contextos reais e exemplos com
significado para os alunos, procurou-se
estimular a descoberta guiada.

Os conceitos tornam-se mais claros quando sao apli- ©
cados em contextos diversificados da Matematica,
da vida real ou de outras ciéncias.

o Verificacdo sistematica 0s exemplos enriquecem o desenvolvimento da
5 matéria procurando dar-lhe sentido através da
da apre“dlzagem aplicacdo em novas situagées.

e Problemas propostos

No final de cada tema encontra um conjunto alar-
gado de problemas propostos com questdes de
escolha miltipla e questdes de resposta aberta.

Com estes problemas pretende-se a consolidacio
das aprendizagens.

servsascns
.

-u...o

6 Sera que o estudante esta a compreender
o desenvolvimento da matéria? A expe- Satsssasessits
riéncia diz-nos que ndo se deve avancar
sem saber o que estd para tras. Esta é
a razdo porque encontra aqui uma questdo
estratégica para verificar passo a passo
a sua aprendizagem.

* Simbologia
J - Verifique a sua aprendizagem @ - Tome em consideragéo

™ = 3 . -
Poderd encontrar no site www.pluraleditores.co.mz resoluges detalhadas de todos os exercicios propostos neste manual.
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Um olbar sobre a Historia

Desde a Antiguidade grega qué 05 homens se preocupam com o estudo das lej
do pensamento valido. E muito ficil errar quando se trata de tirar conclusdes S
Aristoteles (século IV a. C.) instituiu 0 modelo dos silogismos, que consistiam em
duas premissas das quais se retira infalivelmente uma conclusio. Um exemplo:

Primeira premissa: Todos oS homens sio mortais.
Segunda premissa: Socrates é um homem.

Conclusdo: Socrates é mortal.

Na Idade Média, o curriculo inclufa, lado a lado com uma parte “de ciéncias”
_ Aritmética, Miisica, Geometria € Astronomia — trés disciplinas muito importan-
tes que constituiam 0 triviwm: Gramatica, Retorica e Logica.

A Légica estuda os argumentos validos, isto é, ajuda-nos a reconhecer os que
retiram conclusdes das premissas de forma correcta. Se as premissas forem todas
verdadeiras, como sucede usualmente, a conclusao também o deve ser.

Tradicionalmente, a Logica fazia parte da Filosofia, mas o seu caracter preciso e
técnico deram-lhe autonomia. Hoje, a Logica estd intimamente ligada com a
Matematica, até porque partilha com esta a utilizacio de simbologia muito bem defi-
nida, que se rege por regras muito claras e que devem ser sempre seguidas.

Algumas expressoes, a que chamamos paradoxos ou antinomias, tiveram um
papel muito importante no desenvolvimento da Logica ¢ na compreensio das suas
limitacoes. Vejamos um exemplo. Seja A a proposicio “Esta frase € falsa”. Serd que
& A é verdadeira? Nesse caso o seu contetido deve sé-lo também, mas este diz que A
& falsa! Sera A falsa? Entdo, o que A diz estd certo € concluimos que A é verdadeira!
Resumindo: Se A é verdadeira, entdo € falsa e se A € falsa, entio é verdadeira!

Numa dada cidade hd um homem, o barbeiro, que diz “eu barbeio todos 0s
cidadios que ndo se barbeiam a eles mesmos”™. Quem barbeia o barbeiro?

Um dos principais légicos e matemdticos foi Bertrand Russell, cujo nome tam-
bém ficou ligado a um paradoxo: “Existe o conjunto de todos os conjuntos?”.

Aristételes
(século IV a. C.) (1872-1970)

Bertrand Russell

——
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Introducao
a logica
matematica

Iniciac3o 2 l6gica bivalente

2 Expressoes algébricas. Quantificadores
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Objectivos

1. Iniciacdio a ldgica bivalente

1. Identificar proposicoes.

2. Atribuir valor légico cor-
recto a uma proposicao.

3. Aplicar as propriedades de
negacao, disjungao e con-
jungao.

4. Demonstrar as propriedades
através de tabelas de ver-
dade.

5. Interpretar as leis de De
Morgan.

N'T'xuva

6. Aplicar as leis de De Morgan
na resolugdo de problemas.

7. Provar com tabelas de ver-
dade as propriedades de
negacao, conjuncao e dis-
juncgdo.

s o

B O estudo da Légica permite maior rigor na interpretacio da linguagem corrente e nos raciocinios matematicos.
8. Operar com a negagao, con-

jungdo, disjungao, implica-
do e equivaléncia. . . .
¢ q Imaginemos que A diza B: “Se chover vou visitar o museu”.

Acontece que A foi mesmo visitar o museu e B, quando soube disso,
concluiu que tinha chovido.

Sera que B raciocinou bem?

E que A nunca disse que s6 iria visitar 0 museu se chovesse e ndo disse
nada sobre o que faria no caso de nio chover!

A conclusio de B é abusiva, porque pode nio ter chovido e A pode ter
ido visitar o museu. A ndo teria mentido.

Vamos entdo iniciar o estudo da Légica com um duplo objectivo:

e na linguagem corrente, estarmos mais atentos a maneira como nos exprimi-
mos;

e obter um melhor conhecimento da linguagem matematica e utilizar no
estudo desta disciplina maior rigor de linguagem e pensamento.

1.1 Termos e proposicoes

Para melhor compreensio da linguagem matematica vamos procurar, sem”
pre que possivel, estabelecer um paralelismo com a linguagem corrente.

A partir de um conjunto de sinais elementares:
¢ letras, acentos, etc., na linguagem;
e algarismos, sinais das operagdes, etc., na linguagem matematica obtém-se

sinals compostos a que se chamam expressoes.
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1. Iniciagdo 3 légica bivalente 9

Das expressdes mais simples apresentam-se a seguir alguns exemplos em

linguagem: e
corrente matematica
Mogambique |10 -
Mario Coluna 542
bola m.d.c. (4, 10)
 solidariedade {1, 2, 3}

Expresses como estas que representam pessoas, cidades, coisas, qualidades,
numeros, ..., chamam-se designagoes.

Designacoes, nomes ou termos

DesignacOes, nomes ou termos sao expressoes que representam os seres.
Nas frases podem surgir como sujeito.

Expressdes Outro tipo de expressdes como:
Mario Coluna foi jogador de futebol ~ (verdadeira)
Maputo é uma cidade francesa (falsa)
Designacdes p i 3+42=5 (verdadeira)
roposicoes
ou nomes 2+3%x4=20 (falsa)
que exprimem juizos ou traduzem afirmacdes acerca dos entes chamam-se
proposicoes.
Proposicoes

Das expressdes seguintes dis-

Proposigbes sao expressoes a respeito das is f i i a
‘ 0es s uais faz sentid
tinga as designacdes das propo- : % e o

verdadeiras ou falsas.

si¢Oes.
4 Vaivis i Y R ,
Os dois principios 16gicos seguintes clarificam o significado do termo

1.2 Vi + Vi6=6 proposicao.

3
13 V8 ¢ Principio da ndo-contradicio
1.4 V8>2 icio na i

V8 Uma proposi¢io nio pode ser simultaneamente verdadeira e falsa.
1.5 {2, 3, 5

¢ Principio do terceiro excluido

1.6 1€{2,3,5 ica & i
{ } Uma. Proposicao ou € verdadeira ou falsa (exclui-se qualquer terceira
17 md.c (8, 16) possibilidade).

1.8 md.c. (8, 16) =8
Se uma proposi¢do € verdadeira, diz-se que tem o valor légico verdade,
que se representa abreviadamente por V ou 1 (um). Se é falsa, diz-se

que tem o valor légico falsidade, que se representa abreviadamente por F
ou 0 (zero).

Assim, o universo dos valores légicos é o conjunto
Atribua um valor logico a cada

uma das proposicoes d W R bl
si¢es do exerci- . P . i 6gIcos:
el aritaricr: ¥ Por isso se diz logica bivalente, pois apresenta apenas dois valores légicos:
verdade e falsidade.
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De cada um dos pares de expres-
sdes seguintes, indique a que
esta correctamente escrita relati-
vamente a utilizacdo das aspas.

3.1 4 éum ndmero par;

3.2

3.3

4 €& uma designagdo do
namero “4” .

“2+1" e "4 -1" sao
designacdes do ntimero 3 ;

2+1 e 4-1 sdo desig-
nagoes do nmero “3” .

% & uma designacdo de 0,5 ;

(E) € uma designagdo de
0,5.

Repare que a frase
20 é um numero grande.

ndo é considerada uma proposi¢do em Légica matemdtica. Com efeito, se
20 representa o nimero de golos num jogo de futebol, entdo é efectiva-
mente um ntimero grande e a afirmagdo é verdadeira. Mas se 20 indica o
nimero de habitantes de uma cidade, entdo é um nimero muito pequeno
e a afirmacdo € falsa.

Do ponto de vista da Légica, a frase seguinte também nio é uma proposicio,
A misica de Lizha James nao é mais bela do que a de Mingas.
De facto, a afirmagdo € verdadeira para uns e falsa para outros.
No entanto, a frase seguinte j4 é considerada uma proposigdo.
Amanha vou ao cinema.

Embora neste momento ndo possa dizer o seu valor légico, posso vir a
dizé-lo amanha.

1.2 Equivaléncia de designacdes e proposicoes
Designacdes sindnimas

Sempre que se pretende designar ndo o objecto/ser mas o seu nome, utili-
zam-se aspas. Assim, quando se escreve:

Nampula € uma cidade

“Nampula” é uma palavra

é claro que na segunda frase nos referimos ao nome da cidade de
Nampula. Por isso utilizimos aspas.

Do mesmo modo, quando se escreve:

5 é um namero inteiro

“5” & um algarismo arabe

referimo-nos na segunda frase nio ao nimero 5 mas a uma designacio
deste niimero.

Evidentemente que h4 outras designagdes deste nmero § :

10

4+1, 3+2, V, R

ditas designac¢des sinonimas.
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1. Iniciagdo & l6gica bivalente 1

Designacoes sinonimas

Designagdes sindnimas sdo as que designam ou nOmMe1am o mesmo ser.

Para indicar que dois termos designam 0 mesmo ente escreve-se, entre
eles, o sinal =.

Exemplos:
10

1. 4+1:7

<« 10 » .
Isto significa que os termos “4 + 1”7 e (7> ambos designam o
nimero 5 .

3_6
2'5‘w

(13 2 « » : ;
Embora (E) e (i%) tenham formas diferentes, os termos desig-
nam o mesmo numero.

Para indicar que dois termos ndo designam o mesmo ente utiliza-se o sim-
bolo # (diferente de).

441#7+3

3

Repare que: As fraccdes (?) e (%) designam o mesmo nimero

mas sio diferentes.

5—5 Il 4 Assim, devera escrever-se:
6

3 6 <« 3 » <« »
Diga se sao verdadeiras ou falsas 5 B 10 . (E) = (Tﬁ)
as proposicoes seguintes.

41 342=2+3 Repare que: Porque a utilizagdo das aspas ndao € muito pratica, muitas

4.2 "3 4 o7y 4 37 vezes ndo sao utilizadas, deduzindo-se do contexto se nos referimos aos

3 entes ou aos seus nomes.
43 “5+3x2"="11"

i e B TR
2 Proposi¢oes equivalentes

Duas proposi¢des que tém o mesmo valor légico dizem-se equivalentes,

1sto ¢, sao ambas verdadeiras ou ambas falsas,

Assim, sdo equivalentes:
Quais das sequintes afirmagdes oy
50 yerdidaine Lichinga € uma cidade (V)

5.1 A capital da provincia do -
Niassa é Lichinga. Inhaca ¢ uma ilha (V)

52 Va+Vb=Va+b,
a, beR.

5.3 Vaxb=vVaxVh, e

a, bER.

Bem como:
5x4-6=15 (F)

7<3 (F)
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1.3 Operagdes logicas definidas no universo das

proposicoes e no universo logico

Consideremos as seguintes eXpressoes:

nio, €, ou, S€... entao ... , +e- S€ € SO SC ...

Estas expressoes sa0 utilizadas muitas vezes para, a partir de proposigoes
elementares, formar novas proposigoes (compostas).

Tudo se passa como na aritmeética, em que, partindo dos nimeros e utili-
zando as operagdes (adi¢do, subtrac¢ao, ...), obtemos nOvos numeros.

Aqui, partindo de proposicdes e usando as operagoes, obtém-se hovas
proposigoes.

A cada uma das expressdes anteriores estd associada uma operagao légica.

Assim:
nao —* 1negacao
e —> conjungao
ou — disjuncao
se...entao ... —> implicagio
...seesdése... — equivaléncia

Passemos entdo a defini¢ao das operagdes logicas.

Negacao (~)

Consideremos a proposigio:

p : Mia Couto escreveu “Terra sonimbula”,

A negacdo desta pr 0posi¢ao é uma nova proposicio que se representa por
~p eselé:

nao € verdade que p

ou, simplesmente,

nao p
Escreva a negagdo de cada uma Enti
das proposicdes. ntao,
6.1 O livro escolar é um instru- ~ P : Nio é verdade que Mia Couto escreveu “Terra sonidmbula”.

mento de trabalho.

Em li 2 fie
&3 B sutioboval s asis s nguagem corrente, também se diz:

transporte. ~ p : Mia Couto nio escreveu “Terra sondmbula”.

6.3 Todos os alunos gostam de

Matematica. Como a proposi¢io p é verdadeira, a proposicio ~p é falsa.

Digitalizada com CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

1. Iniciagdo 3 légica bivalente 13

Negacao de uma proposicio

A negagao de uma proposicio p € uma nova proposi¢ao, ~ p, que se
obtém da anterior antepondo-lhe as palavras «ndo & verdade que» e que
é verdadeira se p é falsa e falsa se p é verdadeira.

Exemplos:

Negue as proposigdes. 1. g : Euestudo Légica.
7.1 \/E + \/E =Va+b

7.2 m € um ndmero irracional.

~ ¢ : Nao ¢ verdade que eu estudo Logica.

7.3 Todos os nimeros primos Ou, em linguagem corrente,
ao impares. - ;-
T ~q: Eunao estudo Légica.

2. 5:243x4=20

~s: Nao é verdade que 2+3x4=20,

ou, mais simplesmente,

s ~5: 2+3%x4%20.

Escreva a negagdo de cada uma

das proposicoes e indique o 524
valor logico da proposicio e da >+ 7 1odos os alunos da escola estudam Légica.
sua negacao.

~r: Nao € verdade que todos os alunos da escola estudam Logica.
8.1 2V3=112
8.2 {13cq1, 2, 3} Em linguagem corrente diz-se:
8.3 2°=6 s
: ~7: Nem todos os alunos da escola estudam Logica.
8.4 (2 \/5) =20

Com este terceiro exem
si¢do, em linguagem co
verbo da proposicio.

plo, constatamos que a negacdo de uma propo-
Irente, nem sempre se obtém antepondo nio ao

Para determinar o valor légico da negacao de uma proposicio a partir do

valor légico desta, pode utilizar-se qualquer das seguintes tabelas, que se
chamam tabelas da verdade:

Considere a Proposicio;
P: V<5

9.1 Qual é o sey valor logico?

9.2 Escreva a negagdo de p .

9.3 Indigue o valor lagico de
~p.

Digitalizada com CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Sejam a e b as proposicdes
seguintes:
a: Adguaé um bem essencial.

b: A proteccio do ambiente é

uma responsabilidade de
todos.

Traduza em linguagem corrente o
significado das expressdes sim-
bédlicas:

10.1 aAb;
10.2 ~g A b,

Conjungéo (A)

1cO uintes:
Consideremos as proposigocs seg

. O Bila veste calgas azuis.

P

g g : O Bila veste camisa azul.

icGes é a proposicdo “P ¢ q” que simbolica-
T roposi¢
A conjungdo destas p

mente se representa por p A4 -

este calcas azuis € O Bila veste camisa azul.

pPAq: O Bilav

i isa azuis.
Também se diz: O Bila veste calcas e camisa a

i 40 si aneamente ver-
A proposigdo p A g s6 e verdadeira se p € ¢ 530 simult

dadeiras.

Conjuncio de proposicoes -
A conjuncdo de duas proposigoes, P € 4 Aé uma .proposu;ao qrt:)e (s:
representa ligando p ¢ g pelo simbolo A (1e-se: e) ; estanovap 3 :
sicio (p A q) é verdadeira quando p e g sao simultaneamente verda
deiras, e é falsa nos outros casos.

Exemplos:
1. p:2+1=3
g: 542>5

pAgG: 241=8 A §+2>6

Como p e g sdo verdadeiras, também p A g € verdadeira.

2. r: 5 éum nimero primo;

s: 5 é um numero par;

rAs: 5 éum numero primo A 5 é um numero par.

Neste caso, como s é falsa, também r A s é falsa, apesar de r ser
verdadeira.

Repare que: Uma conjungio, “A” , também podera traduzir um
[ »

mas™.
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Designando por [ e m as pro-

posicoes:

[; Paulina Chiziane & uma escri-
tora mogambicana.

I3

m : Mia Couto &
mogambicano.

Traduza simbolicamente:

um escritor

11.1 Paulina Chiziane e Mia
Couto sdo escritores
mogambicanos.

11.2 Paulina Chiziane & uma
escritora mogambicana e
Mia Couto nao.

11.3 Nem Paulina Chiziane nem
Mia Couto sdo escritores
mocambicanos.

Como sabe, Paulina Chiziane e
Mia Couto sao escritores mogam-
bicanos notaveis.

Diga, entdo, quais das proposi-
¢bes do exercicio anterior sio
verdadeiras.

Considere as proposices:

a: Como fruta.

b: Como doce.

Traduza em linguagem simbélica:

13.1 como doce ou como fruta
(mas ndo ambas as coisas);

13.2 ou ndo como doce ou nio
como fruta,

15

1. Iniciagdo a légica bivalente

Abstraindo de todas as qualidades das proposicoces excepto o facto de que
clas sio verdadeiras ou falsas, pode definir-se a conjuncdo entre valores

intes:
l6gicos por uma das tabelas de verdade seguint

p | 9 PAT
T ;
v | F F
I [ S

F v F |

F F F

ou, ainda, utilizando os simbolos 1 ¢ O:

p q pPNG
1 1 1
1 0 0
0 i 0
0 0 0

Repare que: Na elaboragio de uma tabela de verdade devem esgotar-se
todas as possibilidades quanto aos valores 16gicos possiveis para as propo-
sicOes elementares.

Neste caso:
q=1

qg=1
p=1<q=0

q=0

pelo que, sdo quatro as possibilidades a considerar:

{P=1 . {P=1 ; {p=0 p=0
=1 =0 ' i g i
Disjuncio

A expressio «ou» esta associada 3 operagdo logica que se chama disjungao.

Porém, como a €Xpressao «ou»

; " ALXpIC pode ser utilizada com dois sentidos dis-
tintos, também h4 dois tipos de

disjuncio: exclusiva e inclusiva.

Disjuncio exclusiva \/

A disjungio exclusiva de duas proposicdes p e ¢, é uma proposi¢io
S l'e.sulta de ligar p e g pelo simbolo V (lé-se ou com sentido
exclusivo); esta nova proposi¢io (p V' q) é verdadeira se p e g tém
valores l6gicos distintos e falsa nos outros casos.
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IL

c:1+1=2

d: A ldgica é uma batata.
traduza em linguagem corrente:
14.1 cvd:

14.2 dV~c.

Indique o valor logico das pro-
posicdes consideradas em 14.1
e 14,2,

Sabendo que sdo verdadeiras as
proposicdes:

a: 0 Paulino tem 17 anos .

b: A Miatem 16 anos.

traduza em linguagem corrente e
indique o valor ldgico das propo-
siges:

16.1 aVb;
16.2 ~a Vbh.

=17

p e g sao duas proposigdes. Se
p A g tem o valor logico verda-
deiro, diga, justificando, qual o
valor légico de:

17.1 pVgq;

17.2 ~pVg.

Considere as proposigdes:
p : 0 Paulo & estudante,

g : 0 Paulo é programador.
r: 0 Jodo é estudante,

Traduza em linguagem simbéglica:

18.1 0 Paulo é estudante e/ou
programador.

18.2 Ou o Paulo & estudante ou
€ programador,

18.3 0 Paulo e o Jodo sdo esty-

dantes e/ou o Paulo & pro-
gramador.

Exemplos:
1. p: compro sapatos;

g : compro chinelos;
p /g : compro sapatos ou compro chinelos (mas nao ambas as coisas),

Em linguagem corrente, para transmitir esta nogao costuma-se escre.

{3

ver: “ou... ou...”.
Ou compro sapatos ou compro chinelos.

2. r:2+2=4 (V)
s:3+5=8 (V)
*rVs:2+2=4 VvV 3+5=8 (F)
A proposi¢io r Vs é falsa visto que as proposi¢des 7 € s sao ambas
verdadeiras.
3. a:141=3§ (F)
b: 2>1 V)
aVb: 1+1=5V2>1 (V)

No universo dos valores légicos, a disjun¢do exclusiva fica definida por
qualquer das tabelas de verdade seguintes:

Pl g pVy ou p q pVyg
v | v F 1 1 0
T v 1 0 1
Foloy v 0 1 1
s - F 0 | o 0

Disjuncio inclusiva (V)

A disjuncao inclusiva de duas proposicoes p ¢ g ¢é uma proposigao
que se representa ligando p e g pelo simbolo V' (1&-se ou com sentido
inclusivo); esta nova proposigio (p V q) ¢ verdadeira em todos os
€asos excepto se p e g sao simultaneamente falsas.

Exemplos:

1. p: voucomprar uma camisa;
g : vou comprar um livro;
p Vv q: vou comprar uma camisa ou vou comprar um livro (ou as
duas coisas).

Em linguagem corrente, para transmitir esta Nno¢ao costuma-se escrever:
« ”»
14 8/00 .7

Vou comprar uma camisa e/ou vou comprar um livro.

2. r:1+2=3 (V)
s:3+1=4 (V)
rVs: 142=3 VvV 3+1=4 (V)

A proposicio 7V s é verdadeira pois # e s sao verdadeiras (a disjungao
€ inclusiva).
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1. Iniciagéo & Iogica bivalente 17

3. a:1+1=5 (F)
- b:2>1 (V)
Sejam a e b as proposigdes: aVb:1+1=5Vv 2>1 (V)
a: 5<9
hi %¢ 2% No universo 16gico, a disjungao inclusiva pode ser definida por uma
19.1 Indique o valor légico de das seguintes tabelas de verdade:
cada uma delas. S— - - -
ou \V
19.2 Traduza em linguagem cor- p q PVa | {7 9 pva |
rente e indique o valor v v v 1 1 1
légico das seguintes pro-
posicdes: v F v 1 0 1
19.21 aVb; F v v 0 1 1
19.2.2 ~aVb; F F F 0 0 0 J

19.2.3 ~aV-~b.

Repare que: Em Logica e em Matematica é mais frequente a utilizacdo da
palavra ou no sentido inclusivo do que no sentido exclusivo.

Por este motivo. quando se fala apenas em disjuncido ou se emprega sim-
» q

plesmente a palavra ou, consideramos que se trata de disjuncio inclu-

siva. :

% Implicagdo material (—)

Se p e g sdo duas proposicdes Consideremos as proposi¢Oes seguintes:
e p Vg éverdadeira, diga, jus-

Bficando; 2o valor 1iico des p : Carlos € maior de 18 anos.
201 pVy; g : Carlos tem direito a votar.
202 ~pV~gq.

Ligando estas duas proposicdes pelas palavras se ... entdo ... obtemos a
proposicdo se p entdo g e que se representa por:

p—q (I&-se p implica q).

T~"'3‘2.1 p— q: se Carlos é maior de 18 anos, entdo Carlos tem direito a votar.

Sendo P uma proposicdo qual-

quer, diga qual o valor lagico de: Implicacio material

21.1 P V-~ P, D d 2,

adas as proposicoes p e ¢, chama-se implicacgio de p e ¢ a
: uma proposicdo que se representa ligando as duas proposi¢des pelo
213 pv~p, simbolo — (lé-se implica, ou se p entdo q) e que s6 é falsase p €
verdadeira e g falsa.

21.2 p/\~p;

/.’ A proposicio p chama-se antecedente e a proposicio ¢ consequente.
\9 bservacio

Do dicionario:

« P ~ (O 1 ’ i
p — q” também se traduz por “p é condigdo suficiente para ¢ WL
€ condigdo necessdria para p”.

fmplfcar— envol\/er' A mp
» . . ~ A A .

Implicar = ter como consequéncia. consequente for falso

PMM11-02
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22

Considere as proposi¢des:

p : chove;
q : o sol brilha;
r: faz calor,

Traduza simbolicamente as pro-
posicdes sequintes:

22.1 Se o Sol brilha, entio faz
calor.

22.2 Se chove, entio nio faz
calor.

22.3 Se nio faz calor, entio o
Sol ndo brilha.

22.4 Se n3o chove e o Sol bri-
lha, entdo faz calor.

N=23

Sendo:

a:2+2=5

b : m &um nimero irracional;
(o \/5 & um nimero irracional;
traduza em linguagem corrente

cada uma das proposicdes
seguintes:

23.1 a—~b;
23.2 ~a—¢;
233 bA¢)—>~q:
23.4 (aV~¢c)—~b.

=24

Indique o valor légico de cada
uma das proposi¢des do exercicio
anterior.

25

Sabendo que a proposicdo p — q
é falsa, diga qual o valor l6gico de
cada uma das proposicdes.

251 ~pvy;
25.2 pAg;
253 pvg.

@bservagan

Convencio:

Como abreviatyra da expressio
Se e 50 se utiliza-se sse,

Exemplos:

1. Se chover vou ao cinema.

l l
p q

S6 ¢é falsa se chover e eu nio for ao cinema.

o

Se as galinhas tém dentes, h4 elefantes com 7 trombas.

E verdade porque o antecedente é falso, logo a implicacio é verdadeira,
3.2<1—>10>11 (V)

2<1—11>10 (V)

porque o antecedente é falso em ambas as implicacdes.

Repare que:

Saber o valor légico do consequente ndo € suficiente para concluir sobre o
valor légico da implicacio.

No universo légico, a implicacio material corresponde a qualquer das
seguintes tabelas de verdade.

i
P | 9 | poyg au p q P—q
Ve sl v 1 1 1
T

v F F 1 0 0

F | v v 0 1 1

F F v 0 0 1
R G e Gy

Equivaléncia material («—)

Equivaléncia materig]

A equivaléncia materig] de du
que se representa ligando p
equivalente q); esta nova
tém 0 mesmo valoy légico

as proposicoes, p ¢ g, é uma proposigéo’
€ g pelo simbolo «— (lé-se se e s se ou é
Proposicao (p «— g) ¢ verdadeira se peq
¢ falsa se tém valores logicos diferentes.

Em linguagem corrente, a proposicio p +— q traduz:
P € condicio necessaria e suficiente par
P se e somente g¢ q;

ou

aq;

P seesose q.
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1. Iniciagdo a ldgica bivalente 19

: ~ Exemplos:
Considere as proposi¢des:

a: Paulino estuda Matematica. I. p:2+3x5=25
b : Paulino quer ser cientista.

c: Paulino quer ser jornalista. q: 3x5=15 (ssc) Ix 5215
&= —> =

Traduza em linguagem corrente: pe—rq: 2+3x5=25

26.1 a+«— b ;

Como p éfalsae g ¢ verdadeira, p+—q ¢ falsa.
26.2 ae—~¢ 2

26.3 (aAb)«—~c. 2. a:4+(2+3)=10

b: 2+3=6 (1)
a+—b: 4+(2+3)=10 «— 2+3=6

Sendo:

g Apesar de a ¢ b serem falsas, a +— b ¢ verdadeira.
p: 12 & um namero par;

1 é 1 i 3 ”
o Bt s 3. ¢: Paulina Chiziane escreveu “Balada do amor ao vento”.
re \/E é um ndmero irracional.

traduza em linguagem corrente:

d : O rio Zambeze nasce na Zambia.

® »
¢ «— d : Paulina Chiziane escreveu “Balada do amor ao vento” «— O

271 pe—p; rio Zambeze nasce na Zambia.

27.2 pe—>~r;

213 ~pe—(gA~T1); No universo légico, a equivaléncia corresponde a qualquer das seguintes
274 (pA~1)«—>q. tabelas de verdade:

z P | 9 | peg on p g | peg
N=28 v v v 1 1 1
Indique o valor Eogmo de c?d_a v F F 1 0 0
uma das proposicées do exercicio
anterior. F v F 0 1 0
— F F v 0 0 1
§: =29

Sabendo que a proposicio g «— b

& verdadeira, diga qual ¢ o 1+4 Propriedades das operacgoes logicas

valor logico de cada uma das

proposicges. Propriedades da conjuncéo e da disjuncéo
29.1 avVv ~ b s S % "

i upondo que e r desi ioBes. & . .
29.2 (4 AB) g P que p, q gnam quaisquer proposicoes, é possivel concluir

das tabelas de verdade i
gt i que as segui

@bservagéo

Ja foi referido na pagina 12 que
duas proposicdes sio equivalentes

quando tém o mesmo valor
Logico.

ntes equivaléncias sio sempre verdadeiras.

Propriedades Conjungio Disjuncdo

PVqg = qgVp

Associativa

PAQ AT« pA(gAD

PV Vre—spV(@Vvr :

Exemplo;
No caso de duas proposicdes

gerais, A e B, elas dizem-se PANg & qAp
equivalentes se a equivaléncia| T, i
ere

5= 8 foy viriate o s mos de considerar todas as
qualquer escolha dos valores l6gi- Salhres,
cos das proposigdes el i in
: represel:lta?se :or . gegmres. Ha Proposicdes que sio sempre verdadeiras, como p v ~p (p representa

.| uma proposicio qualquer)

possibilidades para as duas proposigdes ele-
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Utilize tabelas de verdade para
demonstrar que sdo verdadeiras
as proposigdes seguintes, em
que p e g designam qualquer
dos valores logicos V, F:

30,1 pVg+—qVp.:

302 pAV«—=VAp+p;

303 pVge—p.

Utilize tabelas de verdade para
mostrar que quaisquer que sejam
os valores logicos de a e b as
expressoes seguintes sdo sempre
verdadeiras (tautologias):

3.1 (anb)— (aVDb);
312 b— (~a—b);
313 ~(aVb)+—>(~an-b).

Demonstre que a disjuncdo & dis-
tributiva em relagio a conjuncao
por meio de uma tabela de ver-
dade.

Exemplo:
(proposigdo verdadeira)

3
3 (proposicio falsa)

Por vezes representamos por V uma proposi¢io que sabemos ser sempre
verdadeira e por F uma que sabemos ser sempre falsa.

Uma proposigio que & sempre verdadeira, mdependent-emente dos valores
l6gicos das proposigdes elementares, chama-se tautologia.

Exemplo:
p—prVgq

Uma proposigdo que é sempre falsa, independentemente dos valores 16g-
cos das proposi¢des elementares, chama-se contradigio.

Exemplo:
PYZRPAP

Como cada proposigido sé pode ter dois valores (V e F), temos:

Vv FV
g e
VF FF

P | g pPAg gAPp
T v v
vV | F F F
F ol v F F
F | F F F

PANg < gNp
Repare que: os valores logicos das duas tltimas colunas sio os mesmos.
Propriedades de ligagdo da conjuncdo e da disjuncio

A conjungdo ¢ distributiva em relagfio a disjuncio.

PA(GVrY) & (pAgQ V(AT

A disjungéo ¢é distributiva em relacdo a conjungio.

PV@AY) & Vg APV

As demonstra¢des destas duas propriedades sio semelhantes utilizando
em ambos os casos tabelas de verdade.
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Sabendo que p tem valor logico
1, indique o valor da negagdo de
cada uma das proposigdes.

331 ~qVp;
33.2 (~p—q) Vr;
333 rA~p)—~r.

Escreva na forma mais simples a

negacdo das seguintes proposi-
¢des:

41 an~b;

362 (@Ab)A~c;
343 ~qVvp;

364 @V~b)A~c,

1. Iniciagdo & l4gica bivalente

Propriedades da negacao

Dupla negacao
A dupla negacdo corresponde a afirmagao.

Qualquer que seja p,

~~p &SP
O i W
V.| F |V
Fl v | F

Esta propriedade resulta imediatamente da definicao de negacao e esta de
acordo com a linguagem corrente.

Com efeito, se
p : Jodo é estudante

tem-se
~p: Joao nio é estudante

~~p : Nao € verdade que Jodo nio é estudante.

O que equivale a afirmar que Jodo é estudante.

Primeiras leis de De Morgan

° 1CO 3
Negar que duas proposicdes sio ao mesmo tempo verdadeiras equivale
a afirmar que pelo menos uma & falsa.

~pAg) & ~ PNV =g

Como se mostra na seguinte tabela de verdade.
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* Negar que pelo menos uma de duas proposi¢des é verdadeira €quivale ,

= '35 afirmar que as duas sio simultaneamente falsas.

Sem utilizar o simbolo ~, escreva . e
a negacdo das proposigoes. ~pvd)l = pPN"4q

35,1 5<7<9

23> >-2 :
et Lk Como se mostra na seguinte tabela de verdade.

- p V q +— -~ p A e q
0 1 1 1 1 0 1 0 0 1
Dadas as proposigées: 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0
c: Jorge é médico. 0 0 1 1| 1 1 0 0 0 1
d: Jorge estuda Matematica. : 5 5 " ] 1 0 1 1 0
Traduza em linguagem corrente a
negagdo das proposicdes: 4 4 A
36.1 cA~d
362 ~cv~d
Exemplos:
1. Negar que:
“5537 O Paulo ¢ estudante e & trabalhador.

Prove, utilizando directamente ival fi
as propriedades das operacées €quivale a afirmar que:
logicas, que se tem sempre:

37.1 aA(~aAb) =F

37.2 aV (~aVvVb) =V 2. Negar que:
373 an(bV~a)=aAb
374 aV(bA~a)=aV b

O Paulo nao éestudante e/ou nio é trabalhador.

O Pedro estuda Fisica ou estuda Quimica.
equivale a afirmar que:

O Pedro nao estuda Fisica e nio estuda Quimica.

3. pA~p ésempre falso.

p P | PA=p
v F F
=38 F v F
Sabe-se que p V g & verdadeira
qualquer que seja a proposi¢io g . Do mesmo modo, a expressio:
Que pode concluir-se a respeito .
da proposicdo p ? pvV~p=V

traduz o principio do 3.° excluido: £ verdade afirmar que uma propo-
si¢do ou é verdadeira ou falsa,

\Observaqao *—; --:,-’ ™ pV p
Repare que ha diversas formas de ¥4 v .0 : V -
construir tabelas de verdade, F v v
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1. Iniciagdo & Iogica bivalente 23

. Propriedades da implicagao

= =39 Relagiio da implicaciio material com a disjungéo
Construa uma tabela de verdade ; ‘g
1 é fa icar que se tem sempre:
para provar que se tem: Utilizando uma tabela de verdade é facil verificar q pre

pPVq > ~p—gq. p—q & ~pVyq (1)

Como se tem: p q p—q ~pVgq
Vv Vv \ v
, R F F
@ | Pl v v v
Escreva, na forma simples, a F F v v

negagdo das proposigdes.

401 ~g— b Também se deduz que: PV S ~p—rq (2)
40.2 (aA~b)—c
B G- < Negacéo da implicacao

A partir das leis de De Morgan e da propriedade anterior, obtém-se facil-
mente a negacdo de uma implicacio.

~p—q) & ~(~p.Vq), ouseja, ~(p—>q) & pA~q.

Pelo que se tem:
z, ~p—q &= pA~
~41 q
Negue a seguinte proposicio  Dizer que p nio implica g € o mesmo que afirmar que p é verdadeira e
sem utilizar o simbolo ~ . g éfalsa

Se 2x3+7=13, entio
5x(2%x3+7)=60. Lei da conversio

A partir das propriedades anteriores pode estabelecer-se que
PRt S d =D

Com efeito, e como j4 vimos p — q <= ~pVyqg.

Como a disjungio é comutativa, P—q < gV ~p eatendendoa (2),
vem p—q <~ ~q—~p.

Dizer que p implica g € o mesmo que afirmar que se g éfalsa p também o é.
~q— ~p diz-se o contra-reciproco de p — g .

Também podiamos usar uma tabela de verdade.

RN e

1 3 1R a1 LD ;w 1

1-ocp g FARTY o 4 o0 4

0 1 1 fap]0 o ao ko W

NI s YR T .
3 t g
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Propriedades de equivaléncia material

A equivaléncia material como conjungéio de implicacées

Utilizando uma tabela da verdade, podemos verificar que se tem:

be—q & p— g Alg—p)

Assim:

P | 9 | s |G |la—p) p—raAg—p

vV | v v v v v
Simplifique a expressio: v F E F v F

“la—b) A (a A b)".
(@—b6) A (0 A ) F ; " .

F | F v v v §
Utilize uma tabela de verdade Vi is
para provar que: HN0s 14 que:

; «— & — A — .
A B s (b +—q) —q) N (g—p)

Exprimindo as implicacdes em disjuncio, vem:

44 =9 S pVaA(~qVvy).
Sem utilizar o simbolo ~, escreva Logo, ~ (pe—gq) & ~ (~p Vg A(~ qVvyp).

a negacdo das proposicoes:

461 “24+2=5 « 24224 Aplicando as leis de De Morgan, resulta:

44,2 "2xX3=5 «—

— 2x3+1=7", “p—q) S pA~q)VigA-p)
= Negar que duas Proposi¢des sio equivalentes materialmente equivale a
N=45 dizer que a primeira é verdadeira ¢ a segunda € falsa ou que a segunda é
Para provar que: verdadeira e a primeira é falsa.

P—=9q=pvg, Uma utilizacio im
quaisquer que sejam os valores simplificagdo de e

lbgicos de p e ¢, utilize uma samento e de tem
tabela de verdade e a5 proprie-

dades das operagdes logicas,

portante das propriedades que acabdmos de estudar é a
xpressoes. Trata-se de, por razdes de economia de pen-

Po, reduzir uma expressio a outra equivalente, mas com
um nimero minimo de operagdes logicas a efectuar.

Exemplos:
Simplifique:
- L. an(~aVvb); 2. pA(PVq); 3. (a—b)e—b.
Simplifique as expressdes:
46,1 g\ (= g A by Resolucao
46.2 “pv (p A q)" . 1. Comoa conjungio é distributiva em relagio a disjuncio, temos:
46.3 ”(a\/b)/\(av._b)". a/\(~a\/b)<=> (a/\"’a)\/(a/\b) @A~a & F
46.4 ”(G = ed b) =y b" . <=> F v (ﬂ /\ b) (I ¢ neutro para V)

&= anb
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Utilize as propriedades das ope-
racoes logicas para provar que,
quaisquer que sejam as proposi-
coes a e b, setem:
47.1 (a+—=b)—a &
& aVb;

47.2 ~[(a—b) A~-b]A

A~a < bA~a;
473 (~aV[-(@a—b)))—

—(@Ab) & aAb.
§548

Chama-se tautologia a uma
expressao composta verdadeira
quaisquer que sejam os valores
logicos das proposicdes atémicas
que a formam.

Verifique, por simplificagio, que
as seguintes expressdes s3o tau-
tologias.

48.1 (~a—>a)<—>a
48.2 (~aVb)V (~a—~b)
48.3 ~[(ae—b)—a] vV

V~(~aA~b)

De acordo com a convencio
adoptada, suprima os parénteses
desnecessarios nas expressdes,

4.1 p—[gA(pVn)
49.2 p— [g+— (g A1)

49.3 [p— (~p A )] >
[V gl—(~rAg)]

1. Iniciagdo 3 16gica bivalente

(9]

Atendendo a que p VF & p, podemos escrever:

pA(pVe & (PVRIAPVA (propriedade distributva
& pVI(EAQ)
< pVF

Sl

(F ¢ absorvente para A)

(F é neutro para V)

3. Comecamos por transformar a implicagio em disjungdo e, em
seguida, a equivaléncia na conjungao:
(a— b) +— b < (~aV b)«—b

& [(FaVb)— bl A [6— (~aVb)]

(Propriedade distributiva, L=t [(d A~ b) Vv b] VAN ["“ bV ("‘ aV b)]

associativa e comutativa)

‘ ~bVBIA[-aV(~bVb)

~bV b V) & [(aV b) A ( bV b)A| (

< [(aVbh)AVIA(-aV V)
& (aVDO)AV
< aVvb

(p—q = -

PV q)

(V € neutro para A)

(V é absorvente para V)

Convencoes:

Para evitar o uso desnecessario de parénteses numa expressio com as

varias operagdes légicas convencionou-se (como acontecia nas expressoes
numéricas) que:

° a primeira operacio a efectuar é a negacio;
® em seguida, € pela ordem em que aparegam, a conjuncio e as disjuncdes;
° por ultimo, e também pela ordem em que surjam, a implicagdo e a equi-
valéncia,
Entdo, pode escrever-se:
P—gAr,pVqge—r

d\/"'bi—}c

respectivamente, com o significado de:
p—(qAD, pVg)—r
[aV (~b)] e c.

Por outro lado, e de acordo com a convengio,

1 : € absolutamente necessério
utilizar parénteses quando as operagGes tém a

mesma prioridade.
Como vimos, tém significados diferentes:

PAQDVr ¢ pAlgVr)

bem como:

(P*—*q)—-»r e pe—r(qg—7).

Digitalizada com CamScanner

25


https://v3.camscanner.com/user/download

'6

Problemas Propostos

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

Considere a proposi¢ao: Considere a proposicao:
0 Jodo ndo é jornalista e a Mia & enfermeira. an{an-~b).
Sendo: Uma proposigdo equivalente &
p : 0 Jodo é jornalista. (A) an~b;
g : A Mia é enfermeira. (B) ~a A b
simbolicamente, a proposigao traduz-se por: (€ aAb;
(A pAG: (D)aV ~b.
(B) ~pVyq:
(€ pA~q;
D) ~pAg. _—
SR B Considere a proposicao:
10 pontos (~ an b) Vva.
Uma proposigao equivalente é:
A) ~aAb;
[l Considere as proposicoes: (A)
a : Maputo é uma cidade. (B)-2 V0
b : Paulino escreveu um livro. (€) ~an~b;
(D) ~aV ~b.

A traducdo em linguagem corrente da proposicao
a—~b &

(A) Ou Maputo é uma cidade ou Paulino escre-
veu um livro.

(B) Se Maputo & uma cidade, entdo Paulino

escreveu um Livro. sicdo:
(C) Se Maputo é uma cidade, entdo Paulino ndo (A) ~aVb;
escreveu um livro. (B an~b;
(D) Maputo & uma cidade e Paulino escreveu (€) =aA=a1
um livro. (D) aAb.
10 pontos
[l Sabe-se que a proposigio p «— ¢ é falsa. A negacio da proposigao
Pode-se afirmar que: proposicao:
(A) p A g é verdadeira; (A) ~aAbAC
(B) ~p Vg éfalsa; (B) ~aV (b AC);
(C) pV g éfalsa; (€ @Ab)V c;
(D) ~p—pVq éfalsa. (D) anbVc.

10 pontos

10 pontos

10 pontos

A A negagao da proposicao a — ~ b é a propo-

10 pontOS

(a— ~b)A~c &3

10 pontoS
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[ Dadas as proposigdes:
p: 0 Eusébio foi futebolista.
g : 0 Jeremias era pescador.
r: A Olivia era estudante.

Considere que p e g sdo verdadeiras e r €
falsa.
8.1 Traduza em linguagem corrente:

AR pPAGANAT.

~q—r;

8.2 Determine o valor logico de cada uma des-
tas proposicdes.
30 pontos

Bl Representando pelas letras a, b e ¢ as pro-
posicoes elementares:

a: A Joana visitou Maputo.

£ A
3 Rl

b : A Joana visitou Macia.

L

QUESTOES DE'RESPOSTA ABERTA

Problemas Propostos

9.1 Traduza em linguagem simbélica.

9.1.1 A Joana ndo visitou Maputo e/ouy
visitou Macia.

9.1.2 Se a Joana visitou Maputo entio
visitou Nacala ou Macia.

9.1.3 Se a Joana visitou Maputo e ndo visi-
tou Nacala, entdo nao visitou Macia.

9.2 Admitindo que a é falsa, diga qual é o
valor l6gico de cada uma das proposicdes
anteriores.

40 pontos

Considere a proposicao:
p: ~a— (~avVb—aAb).

Prove que, quaisquer que sejam os valores l6gicos
de a e b, setem pe—a:

10.1 utilizando uma tabela de verdade;

10.2 simplificando p .
30 pontos

EBl Sejam a, b e c trés proposicées.

a : 0 Manuel estuda Fisica.
b : 0 Manuel estuda Matematica.
¢ : 0 Manuel estuda Biologia.

11.1 Traduza em linguagem corrente a negacdo
de aV b,

11.2 Admitindo como falsa a proposicdo
(a—>~b) V (aAc)

diga quais sdo as disciplinas estudadas pelo
Manuel.
30 pontos
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Objectivos

1. Distinguir proposicio de
expressao proposicional
(condigdo).

2. Identificar expressées algé-
bricas.

3. Classificar expressoes algé-
bricas.

4. Utilizar quantificadores na
traducdo de expressdes cor-
rentes em expressdes quanti-
ficadas e vice-versa.

5. Explicar o método de demons-
tracdo por inducio matema-
tica.

6. Aplicar o método de indugdo

matematica na demonstracdo
de teoremas.

2. Expressoes algebricas. Quantificadores

Inhambane

-

S5

Negar que todas as mulheres t&m saias iguais & 0 mesmo que afirmar que pelo menos uma tem saia diferente.

2.1 Expressées algébricas. Classificacio

Uma expressio algébrica é uma expressio que tem pelo menos uma variavel.

[ Expressdes designatérias

Exemplos: x+3; x—1; x?; %
Expressaes algébricas
Condicoes

Exemplos: X+3=5; x>2; %<0

Nas expressoes designatérias,

quando se concretiza a varidvel ou as varid-
veis obtém-se uma designacio

Por exemplo:

Na expressio designatéria Vax » ¢ x=4 entio \Vx=2.

Nas condi¢des, quando se concretiza a

: variavel ou varigveis obtém-se umé
proposi¢io (verdadeira oy falsa).

Por exemplo:

x+3=0

Se x=-3,-3+3=0 & 0=0 + Proposicio verdadeira.

Se x=3,3+3=0 & 6=0. Proposicio falsa.

Em geral, as equagdes e as inequacées sio condigdes.
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2. Expressoes algébricas. Quantificadores 29

Classificagao de condigdes
Num universo dado, uma condigdo diz-se:

o universal quando qualquer concretizagdo da varidvel ou varidveis a
transforma numa proposi¢ao verdadeira.

Exemplos:
x>0 é universal em IR

x+1=1+x éuniversal em IR

- 2 Aveis a
* impossivel quando qualquer concretizagio da varidvel ou variaveis
transforma numa proposicio falsa.

Exemplos:
x*<0 éimpossivel em IR

¥+1=x+2 éimpossivel em IR

* possivel quando ndo é impossivel. E evidente que toda a condigdo universal
@bservagéo € possivel.

Uma mesma condicio pode ser Exeitinlos:
universal, impossivel ou possivel s
de acordo com o universo.

_ x+3=0 ¢épossivel em R
Por exemplo: x>0 & universal

em IN; &impossivel em R~ e
possivelem IR .

Para x=-3 , proposicao ¢ verdadeira.

Possiveis Universais
— 1 Condigges Nio universais
: Impossiveis

Das sequintes €xpressdes algébri- g
cas refira as que s3o condiges:
11 p; ici i j ]
=1 Uma condicio define um conjunto que é o conjunto dos elementos
A St3>o0; que, quando concretizam a variavel, a transformam numa proposicdo
13 X=17. verdadeira,

5 ’
14 25,

Exemplo:

15 1-135,, i

L6 V3> vy,
L7 1-VkZ1s0.

Consideremos a condicio x*-4=0.
¢

Esta condicio define o conjunto {-2, 2}.
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Escreva em linguagem simbdlica:
2.1 Todo o ser humano é mortal.
2.2 Todos os peixes tém guelras.

2.3 Todo o ndmero inteiro & um
namero real.

Traduza em linguagem corrente:
3.1 VxER, ¥>0;
3.2 VnEIN*, n+12n;

3.3 Vx €P, x respira por
guelras (P conjunto dos
peixes) ;

3.4 VXER, x+4>0;

3.5
ii 4

Das proposi¢des do exercicio
anterior, indique as que ndo sdo
verdadeiras.

Indique o valor légico de cada

uma das seguintes proposicoes.
ilVXER,X>%

VxEN, x+4>0,

52 VxEN*, x>X
2

5.3 (X+1)2=Xz+zx+1,
VxER

5.4 (X+1)2=x2+2x+1’

VxEN

Sendo A = {2, i5 0

escreva na forma de expressio
quantificada.

6.1 2>0A3>0A4>0

6.2 2<2%x2A3<2%3 A
ANG<2x4

2.2 Quantificadores

Além das operagdes logicas |
duas, as quais s¢ aplicam apen

4 estudadas, podemos ainda canLderar mas
45 114§ expressoes com variaveis:
<

e quantificagao universal;

» quantificagdo existencial.

113 »
A estas operagdes correspondem, na linguagem corrente, as palavras “tod

e “algum”. |
Todo ~__ V (quantificador universal)

Algum ~_~ 3 (quantificador existencial)

Quantificador universal

Consideremos, em IN, a condi¢io universal:
x>0
Para dizer em linguagem corrente que esta proposi¢ao € universal escreve-se:

“Todo o nimero natural é maior ou igual que zero.”

Em linguagem simbélica, e com o mesmo significado, escreve-se:

VxE€IN, x>0 1

Podemos entio observar

que, por meio deste simbolo, a condicdo inicial
transformou-

S¢ Uma proposicio (verdadeira).

De um modo geral;

O simbolo ¥V relativo a y
transfo

{1111

Ma variavel define uma operagio légica qu
rma lea ‘g P
uma condigio nessa variavel numa proposigio.

Esta operacio denomina-se

o ) . 4 . )
A : quantificacao universal e o respectivo simbol¢
quantificador universa],

COmo 0 .l
H - . " P n-
Hlodics 4 ql,mntlﬁcador universal indica que, num dado universo, uma ¢0
§a0 € universa|,

® a proposics 3 ; _ _
POsIGao obtida ¢ verdadeira se a condicio for universal;

® a proposica bk 2 _ '
POSICA0 obtida ¢ falsa se a condi¢ao nio for universal.
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Exemplos: |
1. VXER, x+1>x (proposigio verdadeira)
. Vi ;

2. VXER, x+1>2 (proposicio falsa)

Além da leitura apresentada para o simbolo V', este ainda pode significar:
3 ”,
“qualquer que seja”; “para todo”;

{9 »
“para qualquer”; “para cada”.

Relativamente A escrita, o quantificador pode surgir:

e antes da condigdo e separado dela por uma virgula ou dois pontos;

* depois da condi¢do e separado dela por uma virgula.

Se a varidvel aparece em indice, a virgula e os dois pontos sio desne-
cessarios.

Assim, a proposigio:
VxE€N, x>0
também pode apresentar as seguintes formas:

VXE"\I: x>0 VxEIN x>0

x20, VxEN x20 V, cn

Repare que: Num universo finito, o

quantificador universal traduz-se
por conjuncdes sucessivas de proposi

coes.

Por exemplo, sendo C = {1, 3, 5}, dizer que:

1 éimpar A 3 € impar A 5 € impar

€ 0 mesmo que dizer:

“todo o elemento de C ¢ impar”
ou, simbolicamente,
7

VxEC, x ¢ impar.

Escreva em linguagem simbélica:
14 Bt 5ul3 S Quantificador existencial
numero real major que 50 .

A partir da condigdo possivel em IR :
7-2 Ha pelo mengs

\ m nGmerg =
Primo par, s
. ; i 4 > verifica a condigio
1.3 H; pelo menos ym nimero Pode afirmar-ge: “Existe pelo menos um niimero real que verifica a ¢ :
rleal Cujo quadrado & iguala x+1=0,”
6.

1.4 Algumas cobras s

40 vene-
nosas,

. ; At ; L sienificado:
Em linguagem simbdlica, escrever-se-ia com o mesmo sign

dxER: x+1=0
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Em sentido mais lato:

O simbolo 3 (lé-se existe pelo menos um) relativo a uma varidvel define
uma operagdo légica que transforma uma condi¢do dessa varidvel numa pr,

posigao.

A esta operagio chama-se quantificagdo existencial e ao respectivo sip,.
bolo quantificador existencial.

Como o quantificador existencial se destina a afirmar que, num dado un;.
verso, uma condigao é possivel:

o a proposigdo obtida é verdadeira se a condigdo é possivel;

® a proposi¢do obtida é falsa se a condi¢io é impossivel.

Exemplos:
| 1. 3x€ER, x*-4=0 (proposicio verdadeira)
% 2. An€N, >0 (proposicdo verdadeira)
e DL 3. x€ER, x*+1=0 (proposi¢ao falsa)

8.1 3IxER: x¥*+3x+2=0

8.2 IxEN: x* +3x+2=0 O simbolo 3, que se 1€ existe pelo menos um ou hd pelo menos ums s

8.3 3xER: ¥ +3>0 pode aparecer antes da condigdo e sempre separado desta por uma virgula
8.4 IJx€R: 3x-2<x ou dois pontos.
8.5 IxEIN*: 3x—2<x Assim, a proposi¢ao:

dx€R: x+1=0

também pode escrever-se:

% IxER, x+1=0

Indique o valor légico de cada
uma das proposi¢does do exerci-
cio anterior.

eruq x+1=0

Repare que: Num universo finito, o quantificador existencial traduz-s¢
por uma disjun¢io sucessiva de proposicdes.

Por exemplo, sendo C={-2, -1, 0}, dizer que

-2+1=0V-1+1=0V0+1=0,
Quando a condi¢ao num dado

universo admite uma s6 solucdo € o mesmo que dizer:

utiliza-se o simbolo 3', que se
1 “existe um e um sd”.

({3 54 . . *
' 0 : ha pelo menos um elemento de C cuja soma com 1 é igual a zero”,
Como tal, diga se sdo verdadei-

ras ou falsas as proposigoes: ou, simbolicamente:

10.1 IXEN: ¥ -4=0; dx€C: x+1=0

10,2 I%ER; ¥ ~-4=0:

10.3 3XER: ¥ —4=0. Repare que: Em relagio a qualquer dos quantificadores, o dominio da

varidvel pode ser omitido sempre que esteja subentendido.
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Variaveis mudas e varidveis livres; quantificacido parcial

Quando um quantificador incide sobre uma varidvel, esta torna a designagao
de muda, aparente ou ligada; ja a uma variavel que nio esta quantificada
chama-se livre.

Exemplos:
1. Nas condigdes seguintes, em IR :

x<2x
x+3=35
x é uma variavel livre.

2. Mas nas proposi¢des

Vx€ER}) , x<2x

e
; dx€R: x+3=35
=11
Nas expressdes seguintes, refira x € uma varidvel muda.
quais as variaveis livres e quais
as mudas.

No entanto, numa mesma expressdo podem aparecer, simultaneamente,
11.1 x é mdltiplo de y variaveis livres e varidveis mudas.

11.2 VXxER, x+0=x

Por exemplo, em R, na expressio:
11.3 IyER: x+y=0

. 114 VXEN, x+3>2 dx€R: x*+y=0

x €uma varidvel muda e y uma variavel livre.

Note que esta expressio nio é uma proposi¢ao mas sim uma condigio na

' variavel y .
NE12

Entre as expressdes do exercicio Na verdade, da concretizagio de y resultam proposigdes.
anterior, distinga as proposicdes
das condigdes. : )

Assim, para y=1 temos a proposigio falsa:

dx€R: x*+1=0

_—gz: 13 €, para y=-4, a proposicio é verdadeira:
Considere a condi¢do em IN*, s S
IxEC:x+2y<6, sendo AX€R: 2 -4=0

(={1, 2, 3, 4} :
’ ’ v . 3 e a
. : De um modo geral, dada uma condigio com mais de uma varidvel livre,
Qual o conjunto-solugdo da con-

e e b menos
digio? aplicacdo de um quantificador transforma a condigio noutra com
uma variavel livre,

PMM11-03

Digitalizada com CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

34

Considere, em IR, a condigdo

Xty
14.1

14.2

=0.

Utilize, para a transformar
numa proposicdo, dois
quantificadores:

a) universais;

b) existenciais;

¢) um universal e um exis-
tencial;

d) um existencial e um uni-
versal.

Traduza cada uma das pro-
posi¢Ges anteriores em lin-
guagem corrente e indique
o seu valor logico.

Qual o valor l6gico das proposi-

coes:

15.1
15.2

VxER JyER: xy=x;
IXER VyER, xy=x,

Quantificagao multipla
a condigdo:
y=

Consideremos, em R,

i icio, temos de utilizar
b uma proposicao a partir desta condi¢ao,
Para obtermos

6 acio multipla).
dois quantificadores (quantificagao multipla)
g : [
e Utilizando duas vezes 0 quantificador universa

VyER VyER, y=%

ou

Vx,yE|R; y=%

Em linguagem corrente:

Quaisquer dois niimeros reais s3o iguais (proposicdo falsa).

e Utilizando duas vezes o quantificador existencial

Ix€ER IyER: y=x
ou
dx,y€ER: y=x

Em linguagem corrente:

* Utilizando quantificadores diferentes

1. Vx€|R HyEIR: y=x

Em linguagem corrente:

Em linguagem corrente:

Existe pelo
menos u ¥
SR Rl m umero req| que ¢é i
eals (proposi¢io falsa) ek 8. fodos. s, qieees
Quando se utilizam qua

ordem, obtém-se proposi
mesmo valor 16gico,

ntifica .
¢Oes di(}:res diferentes e se troca a sua
rentes que podem ter ou nio O
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2.3 Segundas leis de De Morgan

Consideremos, no conjunto T dos alunos da turma, as proposices:
1. VxET, x estuda Matemitica.

7. 3xET: x visitou Pemba.

Em linguagem corrente traduzem-se, respectivamente, por:
1. Todos os alunos estudam Matematica.

2. Ha pelo menos um aluno que visitou Pemba.

A negacido destas proposices em linguagem corrente é:
1. Nem todos os alunos da turma estudam Matematica.

2. Nenhum aluno da turma visitou Pemba.

Traduzindo em linguagem simbélica:
1. 3xE€T, x nio estuda Matematica,

2. Vx€T, x nio visitou Pemba.

Isto €,
Z16 - (Vx?_T » % estuda Matemitica) < JxeT , X ndo estuda
Matematica.

Negue cada uma das seguintes
proposigges:

~(@xE€T: x visitou Pemba) < vxeT » X nao visitou Pemba.

16.1 Vx€T, x joga futebol.
16.2 IxeT: joga xadrez A Em geral:

A X joga domins, .
16.3 3x€R: x+1=4_5 1. A nl‘:gagﬁo transforma o quantificador universal em quantificador exis-
16.4 IxEN, [x| <2y tencial seguido de negacio:
V2&-5>0,
— v — 3 29
SE17 2. A negagio transforma o quantificador existencial em quantificador

universal seguido de negacao:

Aplique as (efs ¢
eDe M
Para obter 5 o organ

! egaci T
Sinal -) de. 9acio (sem o A=Y

VXER 3 ER: x=
FER K=y, Estes dois enunciados sdo conhecidos por segundas leis de De Morgan.
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ﬁbservacéo

A(p) designa-se por hipétese de

inducdoe A(p +1) portese.

2.4 Método de inducao matematica

Considere-se @ sucessao:
b, =5
b;1=3+brl—l’ ﬂ>2

alguns termos da sucessao, vem:

5’ 8: 11’ 14’ =

Escrevendo

A observagio dos termos da sucessdo faz conjecturar que 0 {ermo geral seja;

b,=3n+2

Mas serd de facto este o terino geral?

ncia experimental, em que a repetigio de
de vezes, levasse a aceita-lo como lei
Mas em Matemitica tem de se provar
o sio infinitos, por muitos que s

Se a Matemdtica fosse uma cié
um fenémeno, um grande nimero
naturalmente que dirfamos que sim.
a veracidade de todos os casos €, com
verifiquem, nunca se verificam todos.

Em situagGes como estas pode, por vezes, recorrer-sé a demonstragao
pelo método de indugdo matematica:

Meétodo de indugao matematica
Se no universo IN* representarmos uma condicao por A (n) e se:
e A(1) éverdadeira (condigao inicial)
gc
°A(p) — A(p+1) éverdadeira para todo p (hereditariedade),

entio A (n) € universal.

Consi - 5 %
dere-se, entdo, a sucessio (b,), definida -~ _—
recorréncia:

{b1=5
bn=3+b,,_1, n>2

Prove-seque b,=3n+2, Ve N+

Aplicando o método de indy
A(n) definida por b, =35 + 2

An): b,=3n+2

‘;50 m 200 o
atematica, considere-se a condi¢®

17 A(1): by=3x1+2

Logo, A(1) € verdadeira,
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A ideia do método de inducao
matematica é a seguinte:

Se uma propriedade é verdadeira
para o inteiro 1 eseé heredi-
taria é verdadeira para o inteiro
2. E por ser hereditaria & verda-
deira para o inteiro 3 e assim
sucessivamente...

Note também que ha proprieda-
des que sao verdadeiras para o
inteiro 1 e eventualmente para
outros inteiros, mas ndo sdo
hereditérias para todos eles, por
exemplo:

n*—n+ 41 é um ndmero primo
para valores de n compreendi-
dos entre 1 e 40, mas ndo
para n=41.

Existem propriedades que sdo
hereditdrias e ndo sdo validas
para o inteiro 1.

“10" & mdltiplo de 4" é heredita-
ria mas nao é valida para n=1.

|

18.1 Considere a sucessdo (u,)
definida por:

u=2
1+u,
un+1= 2

Prove, por inducao mate-
matica, que:

u,=1+2'"", ¥ n€IN*,

. VneIN*

18.2 Prove, por indugao mate-

mética, que:
a)142+34...4n=

. G032 TR

b) 3'x2"=(3x2)",
¥ n € IN*

2., Expressaes algébricas. Quantificadores

2° Suponhamos que A (1) ¢ verdadeira para o inteiro p, ou seja:

b,=3p+2

Vamos provar, entio, que A (n) & verdadeira para p+ 1, isto é:

by =3(p+1)+2
Relembre—se a SUCCSSﬁO de recorréncia:

b1:5
b;z=3+bn-1 3

Partindo desta defini¢ao, pode-se escrever:

bp+l:3+bﬂ

nx>2

Mas sabe-se, por hipétese de indugdo, que b,=3p +2.
Entdo, substituindo b, , vem:

b,,1=3+(3p+2)
Efectuando os cilculos, vem:

bys1=3p+3+2

ou seja:

by,1=3(p+1)+2
isto é:

Alp+1)

ConcluL_mos, entio, que se A (n) for verdadeira para o inteiro p, também é
verdadeira para o seu sucessor p+1 (a proposicao é hereditaria).

¢ A condi¢ao A (n) é universal em IN*

Eoomlo Ja tinhamos verificado que era verdadeira para n =1, pode-se
ncluir que o termo geral para a sucessio definida por recorréncia

thnos
b,=3+b

b,=3n+2, Vune&IN*

nx2

n—-1»

o

37
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Das sequintes expressdes, qual delas ndo é uma

proposicao?

(A) VXER, x>1

(B) VxEIN*, x>1
(C) VxeZ, x>0
(D) VxEMN*, x+y>0

10 pontos

B Qual das seguintes expressdes traduz a propo-
sigdo:
“Ha um namero racional maior que 10"
(A) IxeQ, x>10""
(B) VXER, x> 10
(©) 3Ix€eqQ, x>10"

(D) VxEQ, x>10"

10 pontos
Qual das seguintes expressées traduz a proposi-
cao:

“Todos os nimeros naturais, excepto o zero,
sao nao negativos”.

(A) IxEIN*, x>0
(B) VXEIN*, x>0
(C) VXEIN*, x>0
(D) VXEIN*, x<0

10 pontos

Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?
(A) VnEIN*, n>1
(B) VXER, x*>0
(€ 3IxER, VxR
(D) 3IxER, Yx&R

10 pontos

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

[ A negagio da proposicao:
JyeZ: y<0 A Yy =0"

é a proposicao:

(A)IyeZ, y20 A y'#0;
(B) VYEZ, y20 V y'#0;
(C) VYEZ, y>0 VvV y¥#0;

(D) VYEZ, y=0 V y'=0.

10 pontgs
A A negacdo da proposicao:
“vx€IN, lxl >8R ¥<g
é a proposicao:
(A) IxEIN: Ix| €3 v x>2;
(B) VXEIN: le <3 A xz22;
() IxEN: |x] <3 A x>2;
(D) IxEN: |x] <3 A x<2.
10 pontos

Considere as proposicaes:
pP: VXER IyeR: X+y=x;

g: IxER VyER: xdy=g.

Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?
(A)pAg e verdadeira;

(B) p V q & verdadeira;

(€) p— q ¢ verdadeira;

(D) p «— ¢ & verdadeira.

10 pontos
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QUESTOES'DE RESPOSTA ABERTA
i imbolica. . .

E big usandf) SHSRE 51’m . 11.1 Traduza em linguagem simbélica, utilizando
8.1 Todo o nimero natural & positivo. quantificadores, as seguintes proposicoes:
8.2 Ha nimeros reais negativos. . . o L . L

a) “Dado um inteiro qualquer, existe pelo
8.3 0 valor absoluto de um ndmero racional é menos outro inteiro menor do que ele.”
sempre nao negativo. ) L )
b) “Ha pelo menos um inteiro que é
8.4 Aequacdo x=x+6 éimpossivelem IR . ) meno? que todos 0s outros.”

.5 Entre =5 e 5 ha alguns nimeros inteiros. . L
= g h’g ; e 11.2 Indique o valor logico das proposicdes
8.6 Entre 4 e 5 ndo ha nimeros inteiros. apiadavss

20 pontos 20 pontos

Bl Traduza em linguagem corrente cada uma das pro- . .. .

; gt £ e 12 roposicoes:
posicdes seguintes e indique o seu valor logico. BB indique o valor logico das proposi¢
9.1 VXEIN, x &real 12,1 Vx€E€IN Jy€EN, y<x.
92VpEL, pAp=p 122 JyeN VxEIN, y< x.
9.3 3XE|R:|X|—7<0 20 pontos
9.4 VnEN*, n>1

8.6 3 yER- y>—}17 B8 sabe-se que, em IR, a multiplicacio goza das

seguintes propriedades:
9.6 3xEM1, 5[:x=5 AV, yER F'zER, z=xy;

20 pontos b)VX,_VElR, X_V‘—‘_VX;
c) V = ;
) Vx,v,zER, xy)z=x(yz2);
10.1 Traduza em linguagem corrente as expres- dIuER VXER, xu=ux=x;
soes: e) V x € R\{0} dyER, xy=yx=1.
a) IxEH, x esteve na Lua
(H — conjunto dos seres vivos). 13.1 Identifique-as.
13.2 Indique o valor l6gico das proposicdes:
A VxER JueR, XU=ux=x;
b)3IyeR VxE€R\{0}, xy=yx=1.
’ 20 pontes
Astrnauta a chegar a Lua na miss:c'\o ;;o‘l‘i:;s
WYL CZ . 5=2 Traduza em linguagem simbélica e relativamente
_ T d adicdo em R :
10.2 Indigue o valor légico das proposicdes de
10.1.

14.1 a propriedade comutativa;
10.3 Sem utilizar o simbolgp ~ ¢+ escreva em lin-

guagem simbélica a negacio das proposi-
¢oes de 10.1 .

14.2 a existéncia de um elemento neutro;

14.3 que todo o namero real tem simétrico.

ontos
20 pontos Wy
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Um olbar sobre a Historia

Ao longo da histéria da Matemdtica, muitos dos episédios ocorridos dari,

hoje, provavelmente, argumentos para um filme. E R} ass dzaodescoberta de up,
método para a resolugdo de equagdes de grau superior a0 &." PO Mmatematicgg

italianos.
Cerca de 1515, Scipione del Ferro (146

Universidade de Bolonha, resolveu algebrica o
em que p e g sdo nimeros positivos. Este matematico m

trabalho e apenas o revelou ao seu aluno Antonio Fior.
Por volta de 1535, Niccoldo Fontana de Brescia, normalmente referido com

" ; 5 cés durante a infing
Tartaglia, o Gago, devido a uma agressao por um soldado frzin by 8’bte§ infancig
que lhe afectou a voz, reivindicou ter descoberto uma SO ucio algébrica para ,

equagdo cibica x*+px’=q (p € 4 sdo nlimeros positivos).

Fior, pensando que Tartaglia estava a mentir, desafiou-o para uma disputs
piblica para resolugdo de problemas. Tartaglia s6 alguns dias antes do concurso
encontrou também solugdes para equagoes clibicas sem o termo quadritico.

Iniciada a disputa publica, Tartaglia estava preparado para resolver dois tipos
de equagdes ciibicas, enquanto Fior s6 estava preparado para a resolugdo de um
tipo. Tartaglia triunfou exuberantemente nesta disputa.
que ensinava Matematica e praticava Medicina
do de 4lgebra e nele aparecia a solugio
a havia ensinado Cardano

5.1526), professor de Matemaiticy p,
mente a equagao cibica x* + px -
anteve em segredo o g,

Mais tarde, Girolamo Cardano,
em Mildo, publicou em 1545 um grande trata
das equacdes ciibicas de Tartaglia. Acontece que Tartagli
a resolver um caso da cibica, sob juramento de segredo. Contudo, este deduziu os

outros casos ¢ descobriu que quem tinha mesmo prioridade era Del Ferro. Assim,
sentiu-se livre para publicar os métodos de resolugdo, dando também crédito
Tartaglia. Mas este ndo gostou. Seguiram-se 0S seus protestos € uma discussao
entre este e Cardano. A defesa deste ficou a cargo do seu aluno Ludovico Ferrari
que, por sua vez, descobriu um método para resolver algebricamente as equagoes
do 4.° grau.

As equagdes de grau superior ndo tém método geral de resolugdo, como ficou
provado no século XIX.,

Niccold Fontana (Tartaglia)

Giralamo Cardano
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Algebra

Expressoes algébricas racionais
2 Expressoes algébricas irracionais

Sistemas de equacoes

Digitalizada com CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

42

Objectivos

1. Determinar o dominio de
expressoes algébricas racio-
nais.

2. Operar com fracgdes racio-
nais.

3. Resolver equagdes e inequa-
¢Oes racionais.

1. Expressdes algebricas racionais

Na Matemitica como na vida as equagdes ajudam a resolver problemas.

1.1 Equagées (revisdo)

Principios de equivaléncia

A resolugdo de uma equagio consiste na determinagio do seu conjunto-
-solucdo.

Utilizando os principios de equivaléncia que vamos enunciar, vai-se
transformando a equagdo dada noutras até que o conjunto-solucdo seja
de facil determinacao.

Principio da adicdo

Se adicionarmos aos dois membros de uma €quagdo a mesma expressio

obtém-se uma equagio equivalente no domfnio comum expressio e i equa-
¢ao. 9
Nesse dominio:

ASBE & | A+C=B+C

A+C=B & A=B-C ;
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Resolva, e classifique, em IR, as
equacgoes.

1
1.3— == +2 —
x-xrg=1

1.4 —X+3—7=X

15 x—2=—(2+x)

1. Expressoes algébricas racionais 43

Principio da multiplicagao ’
Multiplicando os dois membros de uma ~cquatiz"lo por umCr:eSsema(;:ll;mem
L diferente de zero, ou por uma expressao, C, que nun para
qualquer valor da variavel, obtém-se¢ uma equagao equivalente no domi-
nio comum A expressio e a equagao dada.

Nesse dominio tem-se:

ese k€ R\{0)

A=B & kA=FkB

ese C#0, paratodo o nimero real x,

A=B << CA=CB

Exemplo 1 Resolver uma equagdo do 1.° grau

Resolva, em IR, aequacio:

xX—(—x+3)=-x+2

Resolucio

xX—(—x+3)=—x+2 & x+x-3=-x+2

S x+x+x=243 & 3x=5 & x:%

@‘bservagéo
Equacdes do 2.° gﬁ
ax’ +bx+c=0, a=0

Tem-se:

a+bx+c=0 <

—b—\/p? _
= X=—% V.
a

- b+ Vb — 4ac
Vxs———— "
2a
*Se b*—4ac<0: equacio
impossivel
*Se b*—4ac>0: equacio
possivel

-

Exemplo 2 Resolucio dg uma equacao do 2.° grau

Resolva, em R, cada uma das seguintes €quagdes do 2.° grau.

2.1 3x2:0

2.2 2x*-6=0
23 x> - 7x =0
24 x*—Sx + 6=
Resolucio

2136 =0 = x2=0 <> x=

S =1{0)
22 26"~ 6=0 < 242

s=1-v3, v3)

6 &= x'=3 & x=\/§\/x=—-\/§
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Resolva, em IR, cada uma das
seguintes equagaoes.

2.1 —%xzzo
2.2 5*=4=0
2.3 6 +4=0
2.4 —X=7x

25 ¥-7x+10=0

23 x2-7x=0 & x(x-7)=0 & x=0V x-7=0 =

& x=0V x=7
$=1{0, 7)

2.4 x*-5x+6=0

— + ~ b VB - 4
SV 52

= x:% \V x=% & x=3Vx=2

$={2, 3}

@ bservacao

Equagdes da forma

A(X) xB(x) x...xH(x)=0
emque A(x), B(x), ..., H(x)
sao polinomios em x.
Na resolucdo destas equagdes
utiliza-se a lei do anulamento
do produto:

um produto de dois ou mais
nameros sé é nulo se pelo menos
um dos factores é nulo.

A(X)XB(x) x...xH(x)=0 <=

A(X)=0 V B(x)=0 V
. VH(x)=0

=13

Resolva cada uma das seguintes
equagoes.

2
3.1 =x*=0
3
3.2 3x*+1=0

3.3 2 - 14X +24x=0

Exemplo 3 Resolugio de uma equacdo da forma A(x) X B (x) x...xH(x)=0

Resolva, cada uma das seguintes equagdes depois de decompor em facto-
res o 1.° membro.

31 x°-4x=0 3.2 xX*-2x*-3x=0

Resolucao
3x°-4x=0 & x(x*-4)=0 & x(x-2)x+2)=0 &
& x=0-Vx=2 V x==2

§={-2,0, 2}

32 x°-2x-3x=0 & x(x*-2x-3)=0

Sabe-se que:

2 =
ax*+bx+c=0 <& a(x-x)x-x)=0, onde x;, e x, sdo as
solugbes da equagio ax*+bx+c=0 com a#0.

Aplicando este conhecimento, tem-se:

_2+V4+4x3

x*=-2x-3=0& x= _
E 2 (:)x_._2_<:>
24 2+4 24
= ==—_ & = an
*=73 e S A e

S x=3 Vax=-1

Logo,

x(x?-2x-3)=0 < x(x-3)(x+1)=0 <
= x=0Vx-3=0V x+1=0 &

= x=0V x=3 V x=-1

S={-1,0, 3}
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Exemplo 4 Resolugdo de uma equagao biquadrada

% 2 =
- Resolva a equagdo x*—6x"+5=0.
Resolucao

a -se em:
Para x*=t, aequagio dada transforma-se e

+V36-20
t’-6t+5=0 < t=6———2— —
614

2

g Tem-se que:

E:ls]:t;\gaescada e =5V =1 x==V5Vax=VSVix=-1Vax=1

41 ¥ -6x¥+8=0

42 ¥ -2x2-3=0 S:{—\/E’_la 1; \/g}

— t= &S =3 Vi=1

1.2 Resolugéo de inequacées (revisio)

Exemplo 5 Resolu¢do de uma inequacio

Resolva,em R, a inequacio:

2(1_x)_1+28x<3_x

Resolucdo

201-x) -2 5 o

<J-x &
2) ()

<:> 2 _ 2x i 1 +28x
2 (@) (1)

= 4“’f90—1~8x<6—2x =

% ®_4x‘8x+2x<6—4+1<=>

Resolva, em IR, cada uma das S -10x<3 10x>-3 &
seguintes inequagdes.

1 o x>-i
5.1 —X>E+2X 10

x-1 X+ 3 S: _i
U P
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@bservaqéo

Inequacées do tipo
A(X)XB(x) >0 ou
A(x) xB(x) <0

A (x) +|-|+]-

B (x)
A(x) XB(x) | +

+]=-]+

+_._

Atende-se a regra dos sinais da
multiplicagao:

AX)XB(x) >0 &
¢=>_{A(x)>o v {A@)<0
B(x)>0 B(x) <0
AX) X B(x) <0 <
{A@)>0 {A@)<o
— vV

B(x)<0 B(x)>0
=13

Resolva, em IR, cada uma das
seguintes inequagades.

6.1 (x-2)(x-1)>0
6.2 x(x-3)<0
63 xX*-6x>0

Exemplo 6
Resolva,em R, a inequagao:
(x+3)(x-2)<0

Resolugao

(x+3)(x—-2)<0

ezerode x+3 ¢ -3

®zerode x—2 é 2

Resolucao de uma inequagao

x+3=0 & x

2
==

x=2=0 &> x=2

® Vamos construir um quadro onde se estuda o sinal dos dois factores e,

em seguida, o sinal do produto.

s -3 2 200
el - - B«
e : = % < 3 =
(x+3)x(x-2) + 0 - 0 +
v
S=1-3, 2|

1.3 Expressoes racionais. Dominio

Expressio racional

Uma expressao racional de uma variavel é uma expressao do tipo

nts)
d(x)’

onde 7(x) e d(x) sao polinémios e d(x) & diferente do polinémio nulo.
O dominio, D, da expressio racional é o conjunto dos niimeros reais

que nao anulam o denominador:

D={x€R: d(x)=0)

Sdo expressdes racionais:

.x—3 D=R\{3)
1

i D=R\{-1, 1}
2
-1

.§2+3 D=IR

* XX +2x+1 D=R

x-3#0

M=1%0
X#EL A xz2-|

¥+3#0, VxER

Um polinémio def; b=
polinémio define uma fungao racional inteira.
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7.1

7.2

7.3

Explique por que razao:

\2x+3 & uma expressao
racional e V2x+3 nao &
uma expressao racional.

Escreva como um produto.
a) -2

b) ¥ —4

) 1-X

d) %—49

e) X —4x+3

f) 2¢-11x+5

g) ¥—x

h) ¥-x

Determine o dominio de cada
uma das seguintes expres-
soes racionais.

a) ——

b)
) ——

d)

X

—4‘—49

1

—bx+3

f) RIS ECR
2 —11x+5
3 -7

h) X =x

i) 3 +1
4 —4x + 6

_x

32 —6x-9
3+ 1

k) X = 4x* — Bx

2x
H X =2xt-3

)

a7

1. Expressdes algébricas racionais

Nio sio expressdes racionais, por exemplo:

[ ] \/;+3; A expressao x4+ 3 ”””"'”'l'“]”\'llﬂi(u
[ % s %30
3 x)=|x|=
'lxla g ‘ I |-x s¢ x<0
2% 2" nao ¢ um polindémios
° . x* ¢ um polinémio.,
3+x

Nem sempre a determinagao do dominio de uma expressdo racional é
imediata como se mostra no exemplo seguinte.

Exemplo 7 Determinar o dominio de uma expressao racional
Determine o dominio de cada uma das seguintes expressdes racionais.
2x +x+1
» T e 12 ey
x*+x-2 x’+ 5x* — 6x
Resolucao

71 D={xER: x> +x—-2=0}

Aplica-se a férmula

xr+x—-2=0 {:}k:i—_ '1+8 =_—bt2—ﬁz—ﬂ e resolve-se a
-2 ‘ equagao do 2.° grau. i
=1+3 = 23
&S x=—— = NV x=—"— = & x=1 Vo x==-2
2 2
D=R\{-2, 1}

Recorde que se ax” + bx + ¢ é um trinémio do 2:° graue x; e x,
sdo as raizes do trindmio, entdo ax* + bx + ¢ = a(x — x,)(x — x,)
com a#0.

2% 2x

Entdo, — =
x +x—2 (x—1)(x+2)

e D=R\{-2, 1}.

7.2 D={x €ER: x*+ 5x* - 6x = 0}

Tem-se:

Aplica-se a férmula
_ =bx Vb -dac
2a
a equagdo do 2.° grau.

x3+5x2_6x=0 = x(x2+5x_6)=0
— x=0V x*+5x-6=0 |

e 5l Vv oo =S EV25+24

2 O dominio sdo todos os niimeros reais
excepto os que anulam o denomina-
dOl‘ {D! ‘6\ 1]=("‘6, OI 1;0

A ordem, na escrita em extensdo de
um conjunto, nda é relevante.

para resolver

&~ x=0 vV X=—6 Vx=1
Logo,
D=R\{0, -6, 1)
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2 h)
2
6
x
. 2 x
02,
2x+3

=13

Simplifique cada uma das sequin-
tes fracgoes e indique os valores
da variavel, para os quais a sim-
plificacdo é valida.

x—3

9-x

x-5
X+ 25— 10x

X5

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8,6

8.7

8.8

8.9

1.4 Simplificacéio de expressoes racionais

Na resolucio de um problema, sempre que a resposta ¢ uma fracgdo, esta

deve ser apresentada de uma forma simplificada.

Por exemplo:
o rectingulo e do quadrado representados ao lado é:

30 _15
4 2

A razdo entre as areas d

Se a resposta é uma expressao racional com variavels no numerador ou no

denominador, também deve ser dada na forma simplificada.

Por exemplo:

A razdo entre a drea do rectangulo e do quadrado representados ao lado &

x(2x+3)_2x+3=8x+12

xZ _.16_ X

¢q 4

Se uma expressio racional esta simplificada, o numerador e o denomi-
nador nio tém factores em comum.

Exemplo 8 Simplificar expressdes racionais

Simplifique.
g.q 2x—6x gg ¥=3%-18 oo -2 +Sw-2
4x* 2x - 12 X -xt+x+2
Resolucao
2 — & e e ;
8.1 2x* — 6x i 2x (x 3) 5 Pde-se em evidéncia os factores comuns ao
4x2 Dy (zx) numerador e ao denominador (2 ¢ x).
x(x—3 i
_ 2/( ) Divide-se o numerador ¢ o denominador
57.‘«\7 (Zx) pelos factores comuns.
x—3
= 7 , x20 Expressio simplificada.
gg X=3x=18 (x — 6){x +3)
: 2x—12 2 (x — 6) Factoriza-se 0 numerador e o denominador.
(x=6)(x -3 ;
= ) Divide-se o numerador ¢ o denominador
2 6) por (x —6).
_x-3
= ) s X F 6 Expressao simphificada equivalente 3 dada

zl\k:ite que ao d1v1d1r. a expressao x — 6 alterou-se o dominio da expressio
ada e, por isso, a igualdade s6 é vélida para x # 6
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2 '+ Sv ) 0 2
8.3 ~-2x*+5x -2 ' i 3
) -xt+x+2 . SENES = A0 t 2
E
1 J y {
-2(x-5)r=2) Xexi2eo -
- T 1+\1 48 / - ) 1
- (x‘ZZ) (x + 1) X 3 |
2 N g ,
= ﬂ , X F 2 Factoriza-se o numerador ¢ o denomimador,
=¥=1

Divide-se o numerador ¢ o denominader
pelo factor comum (x
Expressao simplificada,

=2'x——1, x¢2
x+1

o

1.5 Multiplicacdo e divisao de expressoes racionais

49

As regras para multiplicar ou dividir expressdes racionais sio semelhantes

as que utilizamos para multiplicar ou dividir ndmeros fraccionirios.

Assim, sempre que as expressdes tém significado, tem-se:

d_ad
¢ bc

=%x

ala

a,
& b.

z Exemplo 9 Multiplicagio de expressdes racionais

Identifique o dominio da ¢xpressdo e, no dominio, efectue e simplifique.

X.lypi% ~3
2x -3 2x?
Efectue as multiplicagdes, sim-  Resolucdo
plifique o5 resultados e indique
os valores da variavel para os s 3
quais a simplificagao 6 valida. D=R\10 ’ E}
-4
P4 L2
4 5¢ X X —x;i = Multiplicant-se os
L+3x -4 2x -3 2x* numeradores € 08
9.2 T on denominadores.
PR A #(x - 3)
2x 1-x - \;’Li* =
9.3 2x -
Arextl R { 3)(2x%)
9.4 Xthx+4 x-tx+4 D Hct W
k&2 X+2 2x(2x - 3)
PMM11-04
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Exemplo 10 Divisdao de expressoes racionais

Identifique o dominio da expressio e, no dominio, etectue e simplifique,

ﬁ ~10 x, 2 -2x  Ixt2
. 2 2x x -1
Efectue as seguintes divisdes, Resolugdo

simplifique os resultados e indi-
que os valores da varidvel para D =IR\{0, 1}

:Sagiixi?gc:igg:s as operagoes x 2x2 - 2x o x+2 «x ¥ 2x s¢ 3x+2 l’.\x;n;:;‘m de divisio parq i

. =3 =% ) _ multiplicagao invertend,

10.1 3x) : 2 2 2% x-=1 27 2x" - 2x x—1 termos do divisor, r

. ('— X).——x+1 x(zx)(3x+2) N ;

. = ultiphiicam-se os numer [

10.2 x‘ -1 . X +1 2 (sz - 2x) (x - 1) dur("»lc (;:Iu}lntm:*n ‘d: J i

Pe r 2 iddores i

e %257 (3x + 2)

= + 10 + 25 = Simplifica-se a expressio i

10'3 . = _ F Ca-5C a eXpressao, !

15x 0 22} — e - 1) i

10.4 XrAx+3 x+3 _x(3x+2) -.:
TOX-5x+4 x—4 T 2(x-1)?

AN R A S R

@ 1.6 Adicdo e subtracgdo de expressoes racionais.

Efectue, no respectivo dominio,
as operacdes indicadas e, se pos- Os procedimentos usados na adi¢do e subtracg¢do de expressdes racionais

sivel, simplifique o resultado. sdo semelhantes aos que se utilizam na adi¢do e subtrac¢do de fracgdes.
X 2x+1 2

x—2 x+2 X -4

-1 X 1

111

Exemplo 11 Adicio e subtracgdo de expressdes racionais

152 X x+1 Rix ;
2x 2x+3 : ife
T o Efectue e simplifique: P
4 2x 3 2 1 E
11.4 = o 11, = : 2% _ 1 i
X2—4 2—-x x+2 3x x_35 11!2 ‘Vl—4 Z—x' ;
1o T | d
11-5 —__2+ 1 Xz - - i
(x-1) = Reso[u(;ao Escrevem-se as expressoes cont 0 ;
11.6 mesmo denominador.
4 3x 1 1.1 2 1 _2(x-3) 3x ‘
= + . + = + = ‘
WP—9 4r+12x+9 2x-3 3x x-3 3x x — e = Adicionam-se os numeradores ¢ i
(x=3) (3x) ( 3) 3x (x 3) dé-se 0 mesmo denominador. f
11.7 :
1 i
,\»3—39x+3(x2—3)2+x2+3x =2;C(6+33x | |
2 x(x — 3) Simplifica-se a expressio. i
11.8 Zx% e . _,;;
= — X ¢ i
2 ik il o 3x(x-3)° e x#3 1 1
ety e
(x+1)x5 Gy :
11.10 il e Tl 11.2 —Z'ZL-_ 1 — 2x % 1 g
¥4 2-x (x-2)(x+2 2 |
— x -
11,11 (x+1) s X =5 = 2He+2) (x+2) E
L _ 2x+(x+2) f
11,12 X =9 X +6x+9 =N~ Simplifica-se a expressio do
- e e X b Hllpl WS } [
2x 4y ) ( + 2) pumerador. i
11,13 22 =3 +1 x-3 _3x+2
26~X=10 'x32 x2_4,x¢—-2ex¢2

== B LT

R Y T R s e 5
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1.7 Equacdes e inequagdes fraccionarias

5 { inid flx)= 3x__3 cuja repre-
Considere-se a fungdo racional definida por =217 5 Ccuiarepre

sentacdo grafica se encontra ao lado.

Um dos passos para procedermos a representagdo grafica

.. .- da funcdo é determinarmos os pontos de intersecgio do

grafico com o eixo das abcissas.

(=

Para tal, resolve-se a equagdo fraccionaria:
3x 3

x+2 2

Equacéo fraccionaria

Uma equacao fraccionaria é uma equacao que tem a incognita no
denominador.

Vejamos, passo a passo, como resolver a equacio.

3 _3_
x+2 2
(2) (x+2)
6x —3(x +2) Alx)
T-I-Z) =0 Reduz-se a equagio a forma B (:v) =0.
3x—-6
HE=O. p
2(x+2)
A X
S 3x-6=0 A 2(x+2)%0 o= AW=0 A B =0
B (x)
S x=2 A x#E=-2
— x=2
2 € a solugdo da equacio porque:
*1°se x=2, 2 (x+2)#0
Substitui-se x por 2 n: agio dada e :
020 3x2 - 2)_ = equagio transfornm-se':llufx?:;s:::;(l)hl;:d; o
242 2 numérica verdadeira. :

Por que é que a resolucdo de e
especiais? Ndo é possivel aplicar
da multiplicacio estudados na

quagbes fracciondrias merece cuidados
0s principios de equivaléncia da adi¢do e
resolugdo de equacées néio fracciondrias?
Reparemos que:

A equagio x +3 = tem uma solugdo: o niimero — 3 .

Adicionando a ambog 0s membros a expressio

%4341 1

x+3 x+3
obtemos uma equagdo fracciondria,

Esta seg ;30 ndo é equi i - ' .

7 scg,un~da €quagdo ndo ¢ equivalente a primeira, pois — 3 ¢ solugdo da

b ~4uacao mas ndo é solugio da 2.*. Para x=-3, os dois membros
a 2. equagio nio tém significado.

X +
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tiplicassemos ambos 0S membros da equagdo

O mesmo aconteceria s¢ mul

1
x+3=0 por ~+3

Assim, | - » ‘
_ () éuma equagao fracciondria que nao ¢ equivalente a

(x+3)><x+3

equagio x +3 =0,

(x+3)xx+

3 ia - r -
Ao adicionarmos uma expressao com a varidvel podem-se fazer desapare
cer solugoes.

x+3=0 & x=-3 " §={-3]

1 _ _, equacdo impossivel; — 3 nio per-

x+3 x+3 cence ao dominio da condicao.

x+3+—=

O mesmo pode acontecer s¢ multiplicarmos ©S dois membros de uma

equagao por uma expressao com varlave1s
-:—3% = O —_— S = {0}

2
%: 0 — S={), aequagdo ¢é impossivel; 0 nao per-
tence ao dominio da equagao.

Mas também é possivel introduzir solucdes estranhas numa equacdo, por

exemplo:
x+3=0 — S={-3]
(x—2)(x+3)=0 — $={2, -3} (s6 se pode multiplicar

os dois membros por uma expressao
que nunca se anule.)

Um processo de resolucdo de uma equagio fracciondria que minimize 2
possibilidade de cometer erros consiste no seguinte:

Resolugao de uma equacao fraccionaria

1.° Determine-se
o dominio D da equagdo, isto &, o conjunto dos valo-
res que ndo anulam os denominadores

A (x)

2.° Reduza-se a equacao a forma ——
B (x)

=0,
3.° Resolva-se a equacao A (x) =

4.° Indiquem-se as solucdes da equagio que sdo as solucdes de A(x) =0

que pertencem ao dominio da equacio Alx
B(x)

=0.
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Resolva, em IR, cada uma das
seguintes equagdes.

12.1 X—}-=0
X
1&2”“4=0

x—2

=g 1
12.3 + + —
X 2x—6 &

1. Expressdes algébricas racionais 53

Exemplo 12 Resolver uma equacio fraccionaria

Resolva a equagdo:

x}-3x+2 ~0
x—1
Resolucao
e D=R\{1)
- , Alx)
* A equacido tem a forma Blx)
Determinam-se os zeros do numerador:
3+V9-8 3-V9-38
x2—3x+2=0 = x=+_2— vV x:—z——-

& x=2Vx=1

*Como 1¢D e 2€D, vem:
xP—3x+2

=0 & x=2
x—1

A equagio tem uma tnica solucdo: 2 .

Também se podia escrever:
Al(x)

= X :04:)A(x)=0/\B(x)¢0
12.4 1 4x2— _2+1—4X2 B(x)
2

1 2--- -3 X =3x+2 "
125x—1_x+1_‘1—xz T—O ';‘)x —3x+2=0 Ax-1#0
gttt S X=2Vax=1) A xz1

3 6-3x X-4 = x=2

“Exemplo 13

Resolva cada uma das equacdes
fraccionarias.

18 2. 32

)\’—1"1—x=1
T i S S |

x+1 x+1 2
133 Lot -3

X=1 x-1 4 4x

7

Resolucdo de uma equacao fraccionaria

Resolva a equacio:
extl 7
3x-3 xP-x

Resolucio

2x+1 7
3x—3_x2—x Rt

2x + 1 7
= = =0<: 2x+1 . 7 o
3x -3 xZ_x 3(x_1) x(x_l)—O
)

( (x (3)
x(2x +1) - 21 2 .
= S0 & 2x2 4+ x — 21

%ix = 1) Ix(x-1)
S 2 Hx-21=0 A 3x(x-1) 20

= (x=3 v x:-—l)
Ty A

=0

e ettt

X#FO0Ax#1) & x=3 V x=-

(NTRN
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d f

@bserva ¢ao

Outro processo de resolugdo da
inequacdo:

5—-x
Se a fracgdo é positiva, os ter-

mos tém o mesmo sinal, ou seja,
sio ambos positivos ou ambos

negativos.

>0

X - 2
x
x—2>0 x—2<0
5—-x>0 5—x<0
x>2 x<2
Si-x>=5 sy =5
x>2 x<2
S 1x<5 x>5
x>2
<:>{x<5<=> 2<x<5

Se a fracgdo fosse negativa,
escrever-se-ia:

xX=2
5~

‘:{x-2<o v{x—z>o

<0

5-x>0 5-x<0

—d

Inequagdes fraccionarias

Considere-se a fungio racional, f, definida por:

_x=2
flx)=%—

Quais sdo os valores de x que tornam a fungdo positiva?

Para respondermos 4 questdo vamos resolver a inequagao:

x-2+9
S—-x

Observando a representacio grafica da fungdo, conclui-se que flx) >0
se x€]2, 5[.

Vejamos como resolver analiticamente a inequacao dada.

A inequagio ¢é fracciondria porque a varidvel x surge no denominador.
Para estudarmos o sinal da fraccio temos de ter em atengdo o sinal do
numerador e do denominador simultaneamente.

O processo mais simples consiste na elaboracdo de um quadro onde se
estuda o sinal do numerador e do denominador separadamente e, em
seguida, o sinal da fraccio.

”2>0.
=X

Quer-se: £

A varidvel x toma valores desde — oo a + oo, mas hd dois niimeros
“mais importantes” do que os outros para este problema, que sioo 2 e

o S, respectivamente, zero do numerador e zero do denominador.
X — oo 2 5 + 0o
x-2 = 0 + + +
5—x + + + 0 il
x—-2
T, > 0 & S.S. -

A fungio é positiva para x €12, §].

@hservagéo

s. s. |&-se sem significado.

el

De um modo geral, resolve-se uma inequacio
fracciondria reduzindo-a i forma:
A (x)
B (x)

AR
B (x)

>0 <0

e, em seguida, elabora-se um quadro idéntico ao apresentado onde se
estuda separadamente o sinal do numerador, o sinal do denominador e
finalmente o sinal da frac¢io.
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14.1 Resolva, em IR, cada uma

das seguintes inequacoes.

2x+1
4

X
——1>
a) 5

+1
By 1il<p
) 3

-X
c) et B

x=3
d) 2x+3

: i
D Gaea

) 5 >x

14.2 Uma pe¢a de madeira com

30 cm de comprimento foi
dividida em duas partes.

x 30-x

a) A razdo entre a mais
pequena e a maior & %
Determine o compri-
mento da pega mais
pequena.

b) Resolva a inequacdo:

L 3

30-x 5

Exemplo 14 Resolucdo de uma inequagao fraccionaria

Rcsolvq, analiticamente, a inequagao:
- x*

<1l-x
x—3

Resolugdo

2 - x?

1. Expressoes algébricas racionais 55

denominador.

Al(x)

Comecemos por reduzi-la a forma B ) <

2 —x?
x—3
2 -
x -

Ll-x

= R et

x* <0
3

(x=3)
2 (1-x)(x-3)

2—-x
= x-3 x—-3
2

<0

P -xt-x+3+x-3x
X=3
=4x+ 3§
x~3

<0

= <0
Determinagio dos zeros:

—-4x+5

x -3 -
= —-4x+5=0 A x-3=%20

S —4x=-5 A x#3 &

() x:% N x#3

o | &l

—4x+5

x—3

I

—4x+5

x—3 = 0 +

. =4x45
Entio, +_3<0 & xg

ENI%

VY x>3,

Logo, $= |- oo, 3un, s
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Problemas Propostos

El A equacio

X+bdx+3
X+ 3

0

(A) nédo tem solugGes.
(B) tem duas solugdes.
(C) tem uma solucao.
(D) é indeterminada.

10 pontos

[ Uma torneira demora 5 horas a encher um tan-
que e outra precisa de 4 horas.

Se as duas torneiras estiverem abertas e t for o
tempo que as duas levam a encher o tanque, a
equacdo que permite determinar t é:

g
A) = —==—;
ek

e
|
~

—_
(=]
S’

“+

]
Ul =
b

—~ —_

(= ()

S’ g

N L ™
+

+|= v+ ;|
]
ey

10 pontos

0 dominio da expressdo

(A) R\ {0} ;
(B) R\ {5} ;
(© R\ {1};
(D) R\ {1,5}.

szl gy
X¥—=6x+5

10 pontos

UESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

ges é verdadeira?

Qual das seguintes afirmag

(A) x—)-(B:

& x=3

3—X

r=8 —8=
() Ep=rem £ Rt

X3"‘1 3_1=0
A_ =0 & X 1
©

0) L=%>0 & 2-x>3
X
10 pontos

H ual das sequintes afirmagdes € verdadeira?

>0 & x—4>0

(A)

x—4
-5
x—8
X +1

1-x

(@) -X

Xx1

>0 & —-x-8<0

(B)

>0 & 1430

(©)

>0 &< x>0

10 pontos

& Qual das seguintes afirmaces é verdadeira?

: 2
0 dominio da expressio X

(A) R;

(B) R\ {0};

(€ R\{-3};
(D) R\{0, -3}.

é:

10 pontos

Qual das seguintes afirmagGes & verdadeira?
(A) (x+1)=0 Xx(2x+1)=0
(B) (¥ +4) (x-1) =0 X=1=0
(€) (x2—4)(x+1)>0 S x+1>0
(0) ¥x-1)>0 & x-159

10 pontos
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Problemas Propostos &

v QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA '

El Determine, em IR, o dominio de cada uma das
seguintes expressoes.

X

'1
¥ X-3

1

8,2 = 0x

10 pontos

El Diga, justificando, se sdo ou nado equivalentes
as expressoes A(x) e B(x).

apateds o gyotoS

SR B

10 pontos

Simplifique cada uma das expressoes e escreva 0
dominio em que é valida a simplificacdo.

4 -8

10.1
32 - 8&x*

X¥—5x+6
10,2 ——
X =4

10 pontos

BBl Efectue cada uma das operacdes e indique o
dominio em que é valido o resultado.

T e
X

XZ

5 (x+1) x5
-1

Kby +3i %=1
11.3 2
2 —x=10 X+ 2

11.

20 pontos

Resolva, em IR, cada uma das seguintes
equagoes.

12,1 -2 =
x—1

20 pontos

Resolva cada uma das seguintes inequacoes.

3

13.1
2x+1

<

1
3x+1

p
13.2 4

>

20 pontos

Um livro vai ser impresso em paginas rectangu-

lares.

1,5 cm

% e R 240 cm?

o
R =0 —>
8

A zona de impressdo, de area 240 cm®, ocupa
a parte central do papel.

Sao deixadas margens, como se mostra na figura.
Seja x o comprimento da folha e y a largura.

Mostre que a area total da pagina, em funcdo de
x, édada por:
2
AQ) = 228X + 4x
X8

20 pontos

B Na figura AB=40m e BC=xm.

A parte colorida a azul representa duas piscinas
circulares,

By

Mostre que a 4rea A da zona relvada, colorida a
verde na figura, é dada por:

A=%Ff+mm

20 pontos
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Objectivos

1. Aplicar a definicio de raiz
indice n de um namero real
a para resolver equagoes e
problemas.

2. Escrever um radical como
poténcia de expoente racio-
nal e vice-versa.

3. Operar com radicais.

4. Passar um factor para fora de
um radical.

5. Racionalizar o denominador.

6. Determinar o dominio de uma
expressdo algébrica irracional.

7. Resolver equagdes e inequa-
¢des irracionais.

@ bservacao

Repare que:

e {0=0, nEN*.

(No caso da raiz quadrada nao se
escreve o indice do radical).

2. Expressoes algébricas irracionais

P

Na Matematica, como na vida, h4 raizes muito importantes.

2.1 Raiz quadrada e raiz cubica. Radicais

Raiz quadrada de um nimero nao negativo a4 €é o nimero b, nio
negativo, que, elevado ao quadrado, éiguala a.

— 2 2 P i~ -
\/; =b seesése b*=a, sendo a e b nimeros nao negativos.

Balz ctibica de um niimero a é o nimero b que, elevado ao cubo, ¢
iguala a.

3 -
Va=b seesbse b*=a

De um modo geral:
Raiz indi 1 é
, ndice # de um nimero real a é o namero real & que, elevado
ao niumero natural nao nulo 7, éiguala a
Se n é impar: %:b & br=g
Se n é par: Y
I3 =
P Va=b = b"=a A a e b nio negativos

Repare que:

(-5)2=25 ¢ V
=25 e 25#-5, portanto, b*=a &> Va=0b, em R.

ST ~ rcical
7 n
ndice do A express- V_ ) .
e io A p
radical # Radicando a ¢ um radical e 4o ot : s s
\/C; dicale V  é o simbolo de radical; @ €9 rad

cando e n o indice do radical.
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g

C——

1.1

1.2

1.3

—

cem usar a calculadora,
indique as solugbes reais de
cada uma das seguintes
equagoes.
a) ¥=9
b) ¥ = 100
¢) ¥ =10000
d) X =~4
e) ¥ =27
f ¥=-1
g) £ =-32
h) # =0
1

) #=-—
) ¥=-op

Use a calculadora para indi-
car com uma casa decimal
um valor aproximado de:

¥'E¢ 3'&';—\/3
e 37
(repare que 315 =13 x V5)

Pecorde que os arredonda-
mentos s6 devem ser feitos
no final dos célculos.

Um circulo tem de area
19,63% em’ . Oual é o peri-
metra do circulo?

Apresente o resultado com
aproximacdo as décimas do
centimetro,

P Wrpradins wigtus s m o attian

2.2 Radical como poténcia de expoente racional
Radical como poténcia de expoente racional
Tem we quet

() (Va) = a™, anly o, nt N’

Mantendo as operagocs ¢ propricdades habituars, ¢ patural ter também
(2) () wa " wam, ap0, m, nEN",

pelo que surge a sepuinte definigao:

e L
arwar, apl, m, n€H*.
! ; ! s 4
Por exemplo, \‘/32 32’; ‘/’7 73 ‘/a’» a’ .

nEMN” ¢ KER

Extmplo 1 fquagao do tipo 7' = K,

1.1 Resolva, em #, cada wna dasy sepuintes cquagoes,
a) x'=25
b) '~ 16
¢) x'=-1

1.2 Discuta, em A, as solugoes da cquagio x" =k, n€ 1i* e kER,

tendo em conta a paridade de # €0 sinal de k.

Resolugao
14 2)#=25 & x=V25 vV x=-V25 & x=5V x=-5;
S={-5,5)

b) x* = - 16 . A equagio é impossivel em B, pois x = v-16, ja
que x* 20, ¥ x, nio éum namero real;

s={}].
)x’=-1¢ x=V-1 ¢ x=-1;
S§={-1}.

1.2 "=k, nEN* ¢ kER.
e Senépare k>0; "=k &= x=Vk V x=-Vk
a equagio tem duas solugies reais SIMELricas.

-

o Se n épare k<0; aequagio é impossivel em B .

oS n éimpare kER; x"=k & x=\"z;
a equagdo tem uma € uma s6 solugdo real.

SenEN* ek=0; =0 & x=V0 &> x=0;
a equagio tem uma inica solugio que € igual a zero.
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2.3 Propriedades dos radicais

Sejam a ¢ b nimeros reaise 7 € 71 ndmeros naturais nao nulos,

Sempre que as expressoes tenh

denominadores diferentes de zero), tem-se:

Z>

2.1 Escreva sob a forma de
poténcia.

a) V25
b) Ve

2.2 Escreva sob a forma de radi-
cal.

1

a) 3

1

b) 5°

5

) o
2.3 Escrevendo os radicais sob a

forma de poténcia, mostre
que:

a) '\/§><\/E=\/5:
b) V20:V2=v10;
o Wes=15.

2.4 Calcule, com uma casa deci-
mal.

a) V2+V3
b) V5 +2V3

2.5 Simplifique cada uma das
expressoes.

a) V2xv2x2\2

b) V12 : Ve x /2

o 3V2+2V2-V2
d) V5+3V5-25
e) (V2f -3va

f) (2-V3)(2+V3)

s
L
Propriedade g
a = ST

am sentido (as raizes s30 NUMEros reais ¢ g
<

Vo:V3=V6:3=2

Va _fa
£

n
m

Wa-"Ve
Ve = (V) Ve = (Vo) = 3¢ =81

%—,={|a| se n épar

a se n éimpar

V-2t =V16=2=|-2|
Y2y =v-8=-2

a "cib\"/-=(aib)\"/2

2V3+4V3=6\3
~ersd2=2%2

Exemplo 2 Para mostrar

Mostre que:

\/;x\/l_yz‘Vaxbz\/E, sendo a20¢e b>0.

Resolucao

(Vax Vb)' = (Va x Vb) x (Va x Vb)
=\/;X\/[;x\/;zx\/g
= (Va) x (vB)?

=axb

Por outro lado,

(Vab)' = ab
logo, \/;x\/l;=\/cE, Codj: B,
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2. Expressoes algébricas irracionais 61

2.4 Passagem de um factor para fora de um radical

Passagem de um factor para fora de um radical

" ) .
1.° passo: Factorizar o radicando.

2.° passo: Aplicar a propriedade: Va x b = Va x Vb ,comaz0e b20
e n € IN*,

Por exemplo:

@bservacéo V80 =V27xs 0
=V2*x V5 20
=V22x V22 x V5 l?
=2x2xV5
=4X\/§ 80=2*x5

=4\/5

Vai=a, paratodoo a € IR -

(VT S AR NS )

Tem-se, por exemplo:

V8=2v2; V50=5V2; 3v2=V18;
1
3vV2=v54; s5x32=V75.

2.5 Racionalizacao de denominadores

Quando a resposta a um problema é dada com um niimero escrito sob a
forma de fraccio, esta nao deve ter radicais no denominador.

P 1 s ’
Por exemplo, o nimero —= tem um radical no denominador. Para dar a

V2

resposta deve-se racionalizar o denominador, pelo que:
1 1xV2 V2 V2
V2 VaxV2 V4 2
(multiplicou-se ambos os termos da fraccdo por V2 que é o radical que
aparece no denominador).

F SN, |
Assim, a resposta deve ser —5 endo 72— .

Racionalizagio de denominadores

: 5 30 equivalente
Racionalizar um denominador ¢é escrever uma expressao €q

mas sem radicais no denominador.
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=43

341

3.2

33

Simplifique cada uma das
expressodes.

a)\/§+\/§+\ﬁ§

b) V20 + V125
c)\/§Z+\/§l—;—\/1_56
d) V75 + 121/48 — \/108

e) 4\/147+3\/§—2 192
f) V-16 - V-81+ \’/%

Racionalize o denominador de:

. 4.,
a)\/i, b) 2\/5,
vz, g
c)\/g, d)\/i—l'
e) — ——1—.
\/5+1 3\/5—\/3

Efectue as operagdes e apre-
sente o resultado com deno-
minador racional.

a)\/E:\/g
b)\/g:(Z\/E)

Exemplo 3 Racionalizar o denominador
Racionalize os denominadores de: @bservaqéo
]
3.1 —=== 1 3 1. Recorde que:
Vs (a—b) (a+b)=a*— b
3.2 : ; 2. \/5+\/3 diz-se expressio

conjugada de Va-Vb.

a+\/5 diz-se expressdo
conjugada de a - Vb .

Vi-1’

3.3

2
\/i+3\/§.

Resolugao

1 1><\/§

3.1 = Multiplicam-se o numerador ¢ o denominador por \ 3
3\/_ 3\/3)( \/_ tiplican I
Vi
“3x5 15
1 1(V3+y)
V-1 (V3-1)(V3+1)
:LH__
(V3) -1
_ V3+1l _V3+1
3-1 2
2 (V2-3V3)
V2+3V3  (V2+3V3) (V2 - 3V3)

__2V2-6V3 _2Va-6V3
(V2P - (3V3)p  2-27

_2V2-6V3 _6V3-2V2

-25 25

3.2

Multiplicam-se o numerador ¢

o denominador por (V3 +1/.

3.3

2.6 Dominio de uma expressio irracional

Consideremos a expressio irracional:

VA(x)

. S r . . H
¢ n €impar, o dominio de VA(x) ¢ o dominio de A(x)

* Se 7 € par, o dominio de VA(x) é dado por D={x €D (A(x)): A(x)>0)
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2. Expressbes algébricas iracionais 63

Exemplo 4 Dominio de uma expressio irrracional
Determine, em R, o dominio de:
42 V¥ =15

dx—1

43

Resolugao

31
|

D = R\{0}

4.2 Vx* -1
D=(x€R: x2-1>0}
x*-1=0 & (x-—l)(x+1)=0 & x=1Vx=-1

i
&

~ Determine o dominio de cada
uma das seguintes expressdes.

41 V(x+1)
4.2 Vx+1
43 V=x+1

&Ad—;

1
X~ 1
qx+z D=]-e0, O[ U [1, +o9[
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=13

Resolva, em IR, aequagdo:

Vx—1=13 -x.

2.7 Equacées e inequagdes irracionais

Numa equagao irracional, a incoégnita surge no radicando.

Por exemplo, sio equagoes irracionais:
3/,.2 "
V=13 x+\/;=2; Vxl+3=x
Para resolvermos uma equagio irracional pode-se usar 0 método gréfico

ou o método algébrico.

Na resolucio de uma equago irracional pelo método algébrico elevam-se
ao quadrado, ao cubo... 0s membros da equagio de modo a eliminar os
simbolos de radical.

Mas é preciso ter algum cuidado nas respostas as questdes colocadas. Por
exemplo:

a=b = a*=b* — Se dois niimeros reais sao iguais entao os seus
quadrados também sado iguais.

A implicagdo reciproca nio é verdadeira.
Por exemplo, do facto de (—5)*=(+5 )* ndo se pode concluir que —5=35.
Podemos, entdo, concluir que a equivaléncia ¢ =b & a* = b* nio é

valida, pelo que, ao elevar ao quadrado ambos os membros de uma equagao
podem ser introduzidas solugdes estranhas.

Exemplo 5 Resolucdo de uma equacao irracional

Resolva,em IR, a equagao:

2x+3=6—-x

Resolu¢ao

Para resolver esta questdo, elevam-se os membros ao quadrado.
Vix+3=6-x = (V2x+3)=(6-x)
& 2x+3=36-12x+ x?
& x*-14x+33=0
& x=11V x=3
Atender}do a que a equivaléncia ndo se verifica em todos os passos da
resolugdo da equagio, é necessirio verificar as soluges.
Se x=11, vem:
V22+3=6-11 & V25=-5 , 0 que € falso.
Se x=3, vem:

V6+3=6-3 <& 3=3, o queé verdadeiro.

Logo, a equagdo dada s6 tem uma solugio.
§=1{3)
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2. Expressdes algéhricas irracionais 65

Exemplo 6 Determinagao de um niamero especial

Deternune o numero que adicionado & sua raiz quadrada ¢ igual a 2,

Resolugao .
x+\/._'=2<=>\/.—‘:2-x ol se o radical v dos
= x=4-4x +x? Flevam se os membros ao qiadim
& —x'+5x-4=0
o x= —5+V223—16 V g = —5—V225—16
- 543
= =iié'v T2
& x=1V x=4
Verificacao
é Se x=1, 1+\/‘=2 Verdade
Resolva, em IR, a equagdo: Se x=4, 4+V4=2 Falso

T — "
X+yx+1=1, Logo, a equagdo s6 tem a solugdo 1.

Exemplo 7 Resolugdo de uma inequacao irracional

Resolva, em R, ainequagio:

x+2\/3_c>3

Resolugao

Comecemos por resolver a equagio x + 2\/; = 3 wusando um novo
método que consiste numa mudanca de variavel.

x+2Vx=3

& x+2Vx-3=0 i
& a+2a-3=0 J-":":

— a=-3 Va=1 X
DO IEPCy=g P

= \/;——-1

= x=1

'- Verificacdo
557 Para x=1, 1+2V1 -3=90,

Resolva, em IR, cada uma das

\x =- 3 eimpossivel

seguintes equagoes. X PN T | 1 + 00
1 / ) :
7.4 (3x+4)i32 x+2\Vx-3 = 0 el
1
7.2 (15-2x)-x>0 S=]1, +o9f
PMM11-05

Digitalizada com CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Exemplo 8 Resolugdo de equacgoes irracionais

Resolva, em R, cada uma das seguintes equagoes.
8.1 3x+-1-\/2x— =1

8.2 V2x' —3x +6=x

Resolugao

8.1 V3ix+1-V2x-1=1
o \/5;:— =14 \/‘27_—1' Isola-se um dos radicars.
o (VETTP= (1 VE )
& Ix+l=142V2-1+(2x-1) — T,
& -2V -1=2x-1+1-3x-1
— -2 \/?_xi— . Isola-se de novo o radical.
= 2V2x-1=x+1
= (2V2x -1 = (x + 1) o
S 42x-1)=x*+2x+1
S 8x-4=x2+2x+1
=
o=

X2 — 6x+5=0 gisolve-se a equagao do ”
.° grau.
__+6+V36-20
2
= x=1V x=5
Verificacao
Sex=1, V3 + =~ Ve =1 31 Substitui-se x por 1.
ﬁ 8= 1 =1 Verdade
Resolva, em IR, cada uma das ¢ =5, Vi5+1 = V10 -1 =
seguintes equagoes. 4 103 =1 Substitui-se x por 5.
1§ =1 Verdad
81 Vax-1-1= gox e
=0 A equagio irracional dada tem

8.2 V3x+5= -2

duas solucges: 1 e § .

83 V1—2r=3 8.2 \/32x2—3x+6=x<=>2x2—3x+6-x
8.4 V12 -x~-x=0

8.5 3—x=\/?T+1

8.6 V3-2Vx—Vx=0
8.7 \@7?-\/;?1:0
8.8 -;-:(x-l)%

a=b & a'=b'
— x3-2x2+3x—6=0
= xz(x—2)+3(x_2)=0
S (x-2)(x*+3)=0
= x=2

Verificagio

Se ¥=2, Y 6v6n1.

———

3 1
8.9 (2 +3) =1+ (x+1)
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Arrumaram-se trés esferas iguais
dentro de uma caixa cilindrica

(figura 1).

Como se pode observar no

esquema (figura 2):
£ ; - ;‘)
9 )
: 7 <
Figura 1 Figura 2

* 3 altura da caixa é igual ao tri-
plo do dizmetro de uma esfera;

® o raio da base do cilindro é
igual ao raio de uma esfera.

9.1 Mostre que o volume da
caira que ndo é ocupado
pelas esferas é igual a
metade do volume das trés
esferas.

{Mota: designe por r o raio
de uma esfera,)

9.2 0 volume de caixa é
1205,76 cm® .
Qual é o raio de uma esfera?

2. Bagreshes daprreas wawmmgs 7

Exemplo 9 0 volume da béia

Uma boia esférica esta a flutuar no mar.
O raio da circunferéncia formada pelo
contacto da superficie da dgua com a
boiaéde 12cm.

O ponto da boia que estd a uma maijor
profundidade dista 6 cm do nivel da

agua.

9.1 Qual ¢ o diametro da béia?

9.2 Qual é o volume da béia?
Apresente o resultado arredondado as milésimas do decimetro

cubico.

9.3 Calcule o raio de uma esfera de volume V=20 cm’.

Resolucao

9.1 No esquema ao lado, estao repre-
sentados os dados do problema.

Aplicando o Teorema de

Pitagoras, tem-se:

A=12+(r-6)

r—6 L

Nivel da dgua

Resolucao da equagio:

=122+ (r-6)) & =144+ -12r+6* &

& /=144+7-12r+36 & 12r=180 & r=15
Sabemos que o didmetro € igual ao dobro do raio, assim:
2r=30

O diametro da béia é de 30 cm .

9.2 O volume da béia é:

, 4
Volume da esfera = — a2
R

4
=3 X 15 cm® = 14 137 em® = 14,137 dm?

9.3 20= %nr’

r=J20x 3 = = 130 168
4n T

O raio da esfera é, aproximadamente, 1,68 cm .
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o8 Problemas Propostos

QUE

Um rectangulo tem de area 27 m’ .
Um quadrado com a mesma srea tem de lado:

(A) 51m; (B) 3V3m;
(€) 52m; (D) Vo7 m.

10 pontos

Um paralelepipedo rectangulo tem as dimensoes
indicadas na figura sequinte.

H G
' 4 cm
E E
D g
- 3cm
A 8 cm B

0 valor exacto da diagonal [AG] é:

(A) V89 cm ; (B) 9,4 cm ;
(C) 9,43 cm; (D) \/‘ﬁ cm .

10 pontos

Na constru¢do de um cubo gastaram-se 79 cm?
de cartolina. Dessa cartolina desperdicaram-se

25 cm’® .

A aresta do cubo mede:

(A) 8,9 cm; (B) 3cm;
€) V54 cm ; (D) 3V2 cm .

10 pontos

A 4rea de superficie total de uma caixa clibica é
72 cm? .

0 comprimento da fita para colocar na caixa da
forma como se indica na figura é:

(A) 48V/3 cm ; (B) 72\/3¢em ;
(€) 36V/3 cm; (D) 24V/3 cm .

10 pontos

STOES DE ESCOLHA MULTIPLA

E 0 nimero de ouro @ é dado por:
1+V5
2
Qual dos seguintes nimeros & o mais préximo
de 7

(A) 2n

(€) Ven

—

(B) 2V/2n
(D) 4n

10 pontgs

IA Na figura estio representados dois quadrados:

[ABCD] e [BECF] .

A B
A érea do quadrado maior & V3 cm?.
A area do quadrado menor é:

(A) 1,5 cm?;

(B) V2 cm?;
(C) —-2\/3 cm?;

V3
D) = cm?.
(0)
10 pontcs

.
—-V3

Considere a seqguinte expressao -}—\@-—-\—-s :
2\/5 - 3V3

Uma expressdo equivalente a expressao dada €

(A) 2\/5 + 3115 ;
(8) -3-V15;
(€) 3-V15 ;

(D) - 2V/5 - 3V15.

10 pontos
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QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

B Para forrar 0 copo do gelado, sem dobras, gasta-

ram-se 282,7 cm’ de papel decorativo. A altura
do cone & 14 cm.

8.1 Sabendo que a area lateral do cone, A

é dada por A=§xg, onde A é o peri-
metro da base e g a geratriz, mostre que:

A=nr\Vre + 142,

onde r é o raio da base do cone.

8.2 Determine, com uma casa decimal, o raio
do cone.

30 pontos

nDobrou-se ao meio uma folha de metal com a

forma rectangular e com as dimensaes indicadas
nas figuras seguintes.

Determine x e y de modo que, tapando os
lados triangulares da caleira, esta tenha capaci-
dade para 60 litros,

30 pontos

EE Um terreno rectangular tem 12 metros

Problemas Propostos

69

: de com-
primento e 6 de largura.

12 m

6m

Aproveitando os muros existentes, pretende-se
vedar um canto do terreno usando uma rede
com 10 m de comprimento. Para que o canto
vedado tenha uma area de 20 m? e-a forma

sugerida na figura, quais devem ser as dimen-
sbesde x e y?

30 pontos

0 periodo 7 de um péndulo (em segundos) é o
tempo necessério para completar um ciclo com-
pleto (ir e voltar ao ponto de partida).

T=2 —e.
" Y980

da-nos o periodo T em segundos, onde e é o
compnimento do péndulo em centimetros.

A expressao:

111 Determine, com uma casa decimal, o

periodo de um péndulo com 20 em de

comprimento.

11.2 Se um péndulo tem o periodo de
1.2 segundo, qual é o comprimento do
péndulo?

11.3

0 que pode dizer acerca do comprimento
dos péndulos de dois relagios se o periodo
de um é o triplo do periodo do outro?

40 po atos
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Dbjectivos

1.

21

1.1

1.2

Resolver sistemas de duas
equacdes a duas incégmitas
(revisdo).

. Resolver sistemas de equa-

gdes lineares a trés incogni-
tas aplicando os métodos:

& de substituigdo:

e de adigdo ordenada;

® de Cramer.

y pessoas foram divididas

por x barcos.

- Se cada barco levar 8 pes-
soas sobram 5.

- Se cada barco levar 7 pes-
soas sobram 11.

Quantos pessoas foram
transportadas nos barcos?

Observe as figuras e de
acordo com os dados deter-
mine x e y.

a)

x + Sy

3. Sistemas de equagoes

Os sistemas de equagdes sio utilizados para resolver problemas com virias condigoes.
3.1 Sistemas de duas equagdes a duas incognitas (revisao)

Problema 1  0s animais da quinta

Numa quinta havia vacas e galinhas num
total de 90 cabecas e 260 pernas.

Quantas vacas e galinhas havia na quinra?

Resolugao

x = namero de galinhas; y = nimero de vacas.
x+y=90

{?_x +4y =260

O nimero de cabegas é 90 .

As galinhas tém 2 pernas e as vacas tém 4 pernas

Do enunciado resulta um sistema de duas equagdes a duas incognitas
que vamos resolver pelo método de substituicio

x=90-1vy = g
{ ) <=>{x 90 — 4 e x=90-y
2x + 4y = 260 2(90 - y) + 4y = 260

180 - 2y + 4\: =260
x=90-y x =90
= ol Rl 4
¢
{2x=260—130 {2_\:80 L

i f)
e
Resposta: Na quinta ha 50 galinh

{x=90—40

y=40 }v=40

ase 40 vacas.
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n

2.1 0 fabricante de cestos

Um fabricante de cestos
ganha 3 meticais por cada
cesto que fabrica sem
defeito e perde 5 meticais
por cada cesto que fabrica
com defeito.

Numa semana fabricou 160
cestos e obteve um lucro de
400 meticais.

Quantos cestos com defeito
foram produzidos?

0 lamento do pombo

Dos cem que aqui nasce-
mos, neste bonito pombal,
€y mais dezanove lamenta-
Mes @ nossa sorte.
Namoradas nio temos.

Do pombal sairemos para
Procurar a nossa consorte.

Quantas pombas nasceram
no pombal?

1 Simremas de equscies n

Problema 2

Resolucdo de um sistema de duas equaches

A diterenga entre o lrlplu do dinhairo do Jeremias e o dobra do disheiro
Jda Olivia ¢ igual a 4 mencais,

O tniplo do dinherro do Jeremias excede em 5§ mencais o dinheiro da
Olivia.

Quantos meticais tem cada um?

Resolugdo
Sejam:
x = dinheiro do Jeremias

vy = dinheiro da Olivia.

Entao:
3x-2y=4 3x-2y=4 .

= —
Ix-5=y -3x+y=-95

Vamos resolver o sistema pelo método de adi¢ao ordenada.

Bx-2y=4 3x-2y=4
- x+)r=—5 y=1
—y:—l
ou
y=1.

Note que, pelo facto dos coeficientes de x serem simétricos, a equacao
que resulta da adigao ordenada s6 tem a incognita y .

Atendendo a que:

3x-2y=4 3x-2y=4

2y=2

(2)
y=1

podemos agora substituir a primeira equagio pela sua soma com a
segunda:

3x-2=4 o [x=2
1{=2 y=1
3x =6
ou

x=2

A solugio do sistema é o par ordenado (2, 1)

.

Resposta: O Jeremias tem 2 meticais ¢ a Olivia | metical.
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Terno ordenado

(x,y,2)=(1, 2, 3) &

& x=1,y=2e2=3

3.2 Sistemas de trés equacdes a trés incognitas

A um sistema do tipo:
ax + b)’ +ez=d
ax+by+cz=d

d..x+’)-|y+c||Z:‘1||

" "o "oz “
emque a, b, c,d,a,b,c,d,a", g, c" e c{ $d0 numeros
reais, chama-se sistema de trés equagoes lineares, nas incognitas x, y ¢ z,
escrito na forma canonica.

Uma solugio de um sistema deste tipo € um terno ordenado de nimeros
que verificam simultaneamente todas as equagoes.

Resolver um sistema é determinar as suas solugdes. Para tal, vamos trans-
formar o sistema noutros cada vez mais simples, usando principios ou
métodos de equivaléncia.

3.2.1 Método de substituicdo

Se, num sistema de equacoes, resolvermos uma delas em ordem a uma das
incognitas e substituirmos, nas outras equacoes, essa incognita pela expres-
sao designatoria obtida, obteremos um sistema equivalente ao primeiro.

Aplicando este principio para resolver o sistema:
ax+by+cz=d
ax+by+c'z=d' (forma canénica)

a||x+b|ry+cnz=dl|

- a =
comega-se por resolver a 1.* equacgio em ordem a 2 (ou qualquer outra):

d = ax =
e ax — by
c
. d - ax - by
Entido, representando . por flx, y), sio equivalentes os

sistemas:

ax+by+cz=d z2=flx, y)

S axtby+c fix, y)=d

a'x +b"y+¢"fix, y)=d"

a'x + 1)')’ +c'z=d4"

allx+ bl|y+ an - d”

E como as duas \iltimas ¢

: quagdes contém ape
seguir-

. N nas as incégnitas x e Y,
se-1a a resolugdo do sistema constituido

por estas duas equagdes.
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¢,

Resolva, pelo método de substi-

. tuicdo, cada um dos seguintes

O TR R

sistemas.
X+y-5=8
kN | y=324x
4x~8=0
X+ 32=10
3.2 E=~yetm
I+ 4y = 11
b~ 3y +2=10
33 {n-dystz=10

4S5/ 4249=0

-——

3. Sistemas de equaghes 13

Resolucho de um sistema de trés equaches

Exemplo 3
Aplic mdo o método de substituigao, resolva, em B | o sistema:

xx=3y+z=1

Resolugao

Resolvendo a primeira equagdo em ordema z (poderia ser em ervieni.
x oua y) e, aplicando o principio de substituicdo, vem, sucessivamente:
2x-3y+z=1 4 =i;}1+3y
x+y-2:=3 & {x+y-2(1-2x+3y)=3
Ix—-y-4z2=3

(z=1-2x+3y

Six+y-2+4x-6y=3
13x—y—4+8x—12y=3

z=1-2x+3y
& {5x-5y=5
1lx-13y=7

Agora, no sistema constituido pelas duas ultimas equagoes (duas incogni-
tas), pode-se, por exemplo, resolver a primeira equagio em ordem a y.

Vem:
z=1-2x+3y [2=1-2x+3y
y=ix - 1] S iy=x-1

Hx-13x-1=7  [1lx-13x+13=7

2=1-2x+3y 2=1-2x+3y
S1y=x-1 S=iy=2

x=3 X =3

z=1
= y=2

x=]}

O sistema admite como unica solugao (3,

1), pelo que, ¢ um
sistema possivel e determinado.

-
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3.2.2 Método de adigdo ordenada

Se num sistema de equagoes substituirmos uma equagio pela que ¢
obtem adwicionando ordenadamente essa equagio com qualquer dj
outras, obteremos um sistema equivalente ao primeiro,

Assim:
ax+by+ecz=d @+a'lx+(b+b)y+(c+c)z=d+d
cad'x+by+i=d S{ax+by+dz=d

\J"X"‘ 1.7")'+C.';: e anx+b||y+cnz=du

Exemplo 4

Resolucao de um sistema de trés equagoes

Aplicando o método de adigio ordenada, resolva o sistema.

Resolucdo

Vamos comecar por multiplicar as 2.* e 3.2 equagdes por niimeros escolhidos
de maneira a eliminar a incgnita nas duas equagoes,

6x +4y—5z=13 6x +4y—52=13
=2 %{3x-3y-z=-5 <1-6x+6y+2z=10
=6 %X lx-y-22=0 —6x+6y+12z=0

Adf(:umando~ ordenadamente a primeira €quagio com a segunda e a pr-
meira equagao com a terceira, vem:

leq.  6x+4y-52=13 leq.  6x+4y-57=13
2'eq. —b6x+6y-2z=10

3eq. —6x+6y+12z=0

10y - 32=23 10y + 7z = 13

Substituindo a segunda e terceira equagoes do sistema dado por estad
SOMAas, vem;
6x v 4y - 5z 13
(1) 10y -~ 3z=23
l()y +7z=13
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Determine o terno (x , y, 2)
que venifica cada um dos seguin-
tes sistemas, aplicando o método
de adicdo ordenada.

[U—iyv21=5
4 '-y+52=10
las dy-2=-1

iﬁnob,flol-')
42 {x-Yy+52+10
‘e 2y~ 2=~

(B s by + 32214
4 laedy-2122
!_l-!;OSI“H

b S s de e g aniiey ’.'

Fm seguida, ehimima-se na altima equagio a mcogmita y .

27 eq. [ 10y =322} . >j 10y - 3z 23

U xdteq [10ye7z=13 T [ 10y -7 13
10z 10
2 |

Substituindo a dltima equagao de (1) por esta soma, obtém se o sistema
equivalente seguinte.
6x +4y-5z2-13
(2) 10y - 3z2=23

7= - |
~

Vamos, agora, eliminar x na segunda equagao.

27eq. 10y-3z=23
'3 x37eq 3z2=-3
10y = 20

y=2

Obtém-se o sistema equivalente.
6x+4y—-5z=13
y =2

z=-1

Eliminando de uma vez y e z na primeira equagio, vem, finalmente:

6x+4y-2=13 6x+4y-5z=13 x=10
-4l x y =2 &4 -4y =-§ &3{y=2
S5ix z=-1 5z2=-35 z=-1
6x =0
x= 0

A solugio do sistema € o terno ordenado (0, 2, - 1).

Repare que: Utilizando simultaneamente os dois métodos (método misto),
a partir do sistema (2), obtém-se rapidamente a solugdo.

Com efeito, substituindo z por - 1 na segunda equagio, vem:
10y =3x(=1)=23 & 10y=20 ¢> y=2

E, substitiindo ¥ por 2 na primeira equagio, vem:
b +4x2-Sx(=1)=13 &3 bx=0 ¢ x=0

Chegamos, assim, 4 solugio (0, 2, - 1.
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@bsewacéo

Ha autores que usam

13 13
(2 5) em lugar de [2 5].

3.3 Resolugdo de sistemas pelo método de Cramer

de Cramer ¢ uma das ma
tiliza nos sistemas ¢m que

as forem iguais.

A regra ou método neiras de resolver um sistemg
Iinmﬂ; mas sO se u o numero de equagoes e o
« - o h

numero de incognit

Matniz
meros dispostos de forma rectangular,

Uma matriz ¢ um conjunto de nu | '
de linhas ¢ de colunas, a0 as matrizes

Ha matrizes com O mesmo numero
quadradas.

Exemplo:
;‘ 3] matriz de 2% 2, isto & 2 linhas e 2 colunas.
L

103

2 5 4|matrizde 3x3,
13735

A cada matriz quadrada estd associado um nu
nante da matriz.

isto &, 3 linhase 3 colunas.

mero, chamado determi-

13

denota-se por e calcula-se mul-

: 13
O determinante da matriz |, ¢
tiplicando os elementos das diagonais e subtraindo-os.

13
25

—1x5§-2x3=5-6=-1

De um modo geral, para calcular os determinantes de matrizes de 2x2 e
3 x 3 procede-se da seguinte forma:

ab

c d

O determinante de uma matriz 3 x 3 pode obter-se do determinante de
uma matriz 2 X 2 : )

=ad-ch.

a, by ¢

b, ¢ b b
= 2 L2 1 € c
a by al=a | 2-al, ol e,
a3b3c3 3 ™3 363 ZCz

A solugao do sistema:
a; x +b1y+ 1% = k]

ax+b,y+cz=k
a;x+byy+c;z=k;

é dada por:
x=D” yz—.ﬁezzg"- se D
D’ D D’ e D0,
onde:
a, b, ¢ k, b, ¢, a, k, ¢ a, by k
D=la, b, ¢, , D,= |k, by &y , Dy=|a, ky c2] e D= | b, k|-

a ’) C
3 U3 €3 d; ka Cy dy b, k;

k] [’a Cl
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Resolva, usando o método de
Cramer, os sequintes sistemas.

2X+y=4

5.1 X+y+z=1
y-z=1
41-—3y=5

5.2 2y—3z=5
2+3x=5
-4 y+3
T_ =0

5.3 '
41—7y= -3
Z+3y=16

3. Sistemas de equagtes 77

i MB Resolugio de um sistema pelo método de Cramer

Resolva o sistema seguinte pelo método de Cramer.
x-2y+z=4
Ix+y=2g=d

Sx+Sy+3:=-8

Resolugao

1 -2 1
3 01 -2
5 5 3
=1x[3-(-10)]-3(-6-5)+5(4-1)=
=1x13-3x(-11)+5x3=
=13+33+15=61

1 -2

SR

D=

4 -2 1
3 1 -2
-8 5 3
=4x[3-(-10)]-3x(-6-5)-8(4-1)=
=4x13+3x11-8x3=
=52+33-24=61

sz =4X +(—8)XI

- 21
1 ﬂ 3 |

-l 1|
s 3 53

1 -2

1 4 1
3 3-2
5-8 3

3 -2
8 3

D, =

¥

4 1
=1x’ ‘—3
B x_83+5x

3 -2

41|

=1(9-16)]-3(12+8)+5(- 8- 3)
=-7-60-55=-122

1-2 4
3 1 3
5 5-8

-2 4
-8

D, = =1x

1 3
5-8\_3><

o533l

13

=1(—8—15)—3(16—-20)+5(—6—4)=
=-23+12-50=-61

Donde:

A solugio do sistema é: (1, -2, - 1).
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problemas Propostos |
; QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

Considere o sistema:

x+y=3
x+3y=5

A solugdo do sistema & 0 par ordenado (x, ¥)
igual a:

(A) (4, -1):
(B) (-1, 4);
€) (1, 4):
() (-1, -4).

10 pontos

A Considere o sistema:

X+y

—§—=20—ﬁ

1-y _x-1_2(y+1)
2 3 3

A solucdo do sistema é o par ordenado (x , )
igual a:

(A) (7, 5);
(B) (5.7);
© (-7, -5);
(D) (-5, 7).

10 pontos

Considere o sistema:
X+3y+5z=2
X-2y~22=4
+2+42z=5

Qterno ordenado (x, y, z) que & solugdo do
sistema é igual a;

(A) (1, -3, 2);
(8) (-1, 2, 3);
€ (2, -3, 1)
(D) (-2, -3, 1),

10 pontos

Considere o sistema:

x+3y+52=2
x—-2y—22=4
Ix+2y+4z=5

Pode afirmar-se que:
(A) o sistema & possivel e determinado,
(B) o sistema & impossivel.

(C) o sistema & possivel e indeterminado,

10 ponty;

Considere o sistema:

x+z=0
2x+2y=0
+3z=0

A solugdo do sistema & o par ordenado (x, y, 2)
igual a:

(A) (1, 1, 1);

(B) (2, 2,2):

(©) (0, 0,0);

(D) (-1, 0, 0).

10 pontos

ﬂ Considere o sistema:

3Xx-2y+4z=5
dx+y—-3z=2
ox+7y—17z2=4

Pode afirmar-se que:

(A) o sistema é impossivel;
(— 1, 0, 1)'

2, 0. 2);

(B) a solugdo do sistema &

(C) a solugéio do sistema & (-

2).
(D) a solugdo do sistema & (0: 0% |
10 o
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Problemas Propostos

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

Observe a sequinte resolugdo de um sistema de

duas equacdes sendo uma linear e outra nao
linear.

{x2+yz=1 s

x+y=1

{x2+(1—x)2=1 @{f+1—2x+x2=1
y=1-x

{2x2—2x=0 {2x(x—1)=0
=
y=1-x

x=0Vzx=1 =0 x=1
= vV
y:l—x y=1 y=0

0 sistema tem duas solugdes: (0, 1) e (1, 0).

Utilize o mesmo método para resolver os seguin-
tes sistemas.

a= :2
7.1 {X y

X+ 4y =13
Ix+y=2
S

20 pontos

EJ Num triangulo rectangulo:

a hipotenusa mede 13 cm . Sabendo que a
soma dos comprimentos dos catetos & igual a
17 ¢cm, calcule a medida dos comprimentos dos

catetos.

20 pontos

a Aplicando o método de substituicdo, resolva o

sistema:

3x - 5y + 4z =12
y+3z=7
z=2

20 pontos

Resolva, pelo método de adicao ordenada, o sis-

tema:
2x+3y—z=22
x—by+2z2=-5
x—-y+z=12

20 pontos

Resolva, pelo método de Cramer, o sistema:

6x—y+8z=4
4x+3y+42=06
10x — 5y —-8z=-2

30 pontos

Considere o sistema.

X+3y+52=2
X+ 9y + 15z =4
3x+6y+10z=6

12.1 Verifique que (2,

-5, 3) ésolucdo do
sistema.

12.2 Mostre que o sistema admite como solu-
Goes todos os ternos ordenados do tipo

(?: ~3a, 3a) emque a €ER (& um
sistema indeterminado).

am .
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Um olbar sobre a Historia

havam no Laboratorio de Radiagg,,

Em 1940, dois cientistas que trabal : .
descobriram mais um elep,, . @
nt(): "

Universidade da Califérnia, em Berkeley,
carbono-14 ("C).

ok 2

de da Califérnia, Berkeley

Laboratério de Radiagdes da Universida

Em 1949, Willard Frank Libby (1908-1980), um quimico
americano que também estudara em Berkeley, descobre como
utilizar o C na determinacdo aproximada da idade de seres
orginicos, 0 que teve muita importancia, por .exemplo, na
Arqueologia. Este trabalho valeu-lhe o Prémio Nobel da
Quimica de 1960.

O carbono-14 é um constituinte do carbono existente na
Natureza, mas tem uma caracteristica especial: é radioactivo,
isto &, desintegra-se por radiagio. A proporcio de **C no carbono total é constante.
As plantas absorvem carbono no seu processo de fotossintese, os animais comem as
plantas, adquirindo-o também. Assim, o carbono existe em todos os seres Vivos.
Contudo, quando um organismo morre, o seu *C continua a desintegrar-se,
enquanto o restante carbono permanece, o que provoca uma alteragio na propor
¢do entre 0 *C e o carbono total. Conhecendo as leis que regem a radioactividade
do MC, os cientistas conseguem determinar, aproximadamente, a data da morte d¢
um animal, uma planta, um tecido, etc., mesmo em forma féssil.

Medalha do prémio Nobel

O carbono-14 desintegra-se segundo uma lei exponencial, isto é, a uma taxd
proporcional a quantidade de material existente. A férmula que descreve este tipo

de comportamento é;
A = Aoe_ i
em que A, ¢a quantidade inicial, A ¢ a quantidade actual, 2 é uma constant
r i inici
propria do material em estudo e ¢ mede o tempo decorrido desde o instante inicial

Saber resolver e interpretar equagoes e ine
mais importante. ..

quagles exponenciais tornou-se ainda
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Equacoes
e inequacoes
exponenciais

Equacdes e inequacdes exponenciais
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Objectivos __———

es e as

r as equagt? :
inequagoes exponenaals‘.‘

2. Resolver grafica e an'ahtlca-
mente as equagé.es e inequa-
coes exponenciais.

3. Resolver problemas do d1a-a-
-dia que envolvam equagoes
e inequagdes exponenciais.

1. Identifica

1. Equacoes e inequacdes exponenciais

Vila de Chilembene

As fungdes exponenciais permitem fazer previsoes para a evolucdo da populagao.

1.1 Funcéo exponencial (reviséo)
As funcdes exponenciais e as fungdes logaritmicas sdo das fungdes mais
importantes na Matematica.

Através delas os cientistas fazem estimativas para fenémenos que ocorre-
ram h4 milhdes de anos, mas com elas também se pode prever o cresci-
mento de uma populacio, de um investimento econémico ou estudar a
desintegracdo de um material radioactivo.

A expressdo crescimento exponencial faz parte da nossa linguagem do
dia-a-dia. Usualmente significa que algo cresce muito rapidamente.

Coma sfi .
sua calculadora compare os grificos de y=x° e y=23* nos dominios:

[0, 5]; [0, 10] e [0, 15].

’- ! [ l T =3 ,1
3 N \II
y =3 | '
\:,:;E' : ‘I' ;K=‘xJ |I'
-__'_‘. "_'_..-' y=x "|| e 5" . ‘_;
o~ & .-“'"‘ lll W
: Sl . i
, r o
B

Para valores elevados de x
bl

: 0 co PR
diferente. A funcio y=3* mportamento das duas fungges é muite

Creésce muito mais rapidamente,

O que é : ~
que e uma funcio exponencial?
Nas fungges y=x* ou y= x%
oténcj - aex 3 2 SR
Potencia em que 4 base ¢ a Vari, ¢ €Xpressao analitica que as define € umd

avel
X €0 expoente uma constante.
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ﬁbservagéo

Se a=1, f)=1, para todo o
xER, e f seria uma funcao

constante.

1. Equagdes e inequagdes exponenciais 83

As fungoes:

: 1Y P 5
y = 2F ¢ Y= (—4-) ;5 Y= 3-* sao fungdes em que a base é constante e o

expoente € varidvel.

Funcao exponencial

Uma fungao da forma:

: f(x)=a"
¢ chamada uma fungao exponencial, sendo @ e x nameros reais tais
que a>0 e a# 1

Note que em frx~ ry=@:
ese =0, f(x)=0, para todo o x ER*, e f seria uma funcido cons-

tante em IR*.

ese a=0 e x €IR™, f(x) nao seria um nimero real.

ese a<0, entio f(x) nem sempre seria um numero real.

1
Por exemplo,se a=—4; f (%) = (- 4)?=V-4, quendocum numero real.

Qual é o dominio de uma funcdo exponencial?

Sabemos, por exemplo, que:
3
2=2x2%2 e 2=(22) =V2xV2xV2.

Se 0 expoente é um niimero racional néo temos dividas acerca do signifi-
cado da poténcia. E se 0 x & irracional?

Por exemplo, qual é o significado de 2¥3

Tomando aproximagdes sucessivas de /3 obtemos uma sucessio de poténcias.

Tem-se que \/5 = 1,732 050 80... V3 representa uma dizima infinita ndo periodica.
17 10

217 = 210 = \217 = 3 249 009 585...

_7_
2173 = 9100 {2173 — 3 317 278 183..

7

21732 = 21000 —'R)21732 — 3321 880 096
2173205 = 3321 995 226..
217320508 — 3 399 997 068..

Quando o expoente x se aproxima de \/5 o valor de 2* tende para um
dado ndmero b .

Define-se 2¥? como sendo esse niimero b .
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funcdo para qualquer numero real x .
aa

Fica entao definid
encial

f Ao expon
Dominio de uma fungao eXf

inio da fungdo f(x)

_ g para a>0 ¢ a#1 €o conjunto do,

O dom
numeros reais.
cias que se conhecem para expoentes raciong;s

: S otén . 5 ;
riedades das P irracionais.

As prop ra expoentes

rambém se aplicam pa
0s €s53$ propriedades.

Recordem
Propriedades da potenciac;ao~ iy
(Estas propriedades 550 validas sempre gue as expressoes tenham significado)
s
P.1: d'=a p5: a'xb'=(axDb) P9: (a")"=a"*"
| n ” —
c Lo(2 P.10: a"=Va
P2 121y P.6: n_(b),b;eo )
p3: a®=1, a#0; [P.7: a"xa"=a"*" P11: a" =Va"
P.4: a‘"=ln, a#0 |P.8: a _g-nm
a a

Exemplo 1  Evolugio da populagdo mundial

Durante as dltimas décadas, verificou-se que a populagao mundial cres-
cia 2% aoanoequeem 1992 era cerca de 6 mil milhoes.

Mostre que a populagio P pode ser dada pela expressio:
P(t)=6(1+0,02)
com 7 emanose t=0 correspondente a 1992 .

Represente graficamente a funcio. Qual serd a populacio em 2100 ?

Resolucdo

Com a aj
ajuda da calculadora construjy-se a seguinte tabela:

Tempo em anos (t)
Populacdo mundial FVRAREE
em
1000 vas i . mil milhdes (P)

i A 6

e N

6
e e e SO
(1+0,02) (1 + 0,02) = 6 (1 + 0,02)

6
[ s (1+0,02)2 (1 4 0,02) = 6 (1 + 0,02)°
Lt - Sl 6 (1 +0,02)%

] 6(1+ 0,02)60

R
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Considere a funcdo referida ao
lado para prever a populagdo

mundial.

1.1

1.2

13

1.4

Use a calculadora grafica
para obter uma representa-
¢do grafica desta fun¢ao.

Calcule a populagao mundial
prevista para 0 ano 2200 e
comente o valor encontrado.
Em que ano a populacao
mundial ultrapassara os
100 mil milhdes de indivi-
duos, mantendo-se aplicavel
este modelo (recorra a calcu-
ladora grafica)?

Se a populagdo crescesse
nio 2% ao ano mas 3%,
como se representaria ana-
liticamente a fun¢ao?

1. Equagdes ¢ inequagdes exponenciais 85

A populagdo mundial pode ser encontrada pela fungao:

P(t)=6 (1+0,02)
com ¢ em anos ap6s 1992 .

Assim, no ano 2100 (2100 — 1992 = 108) , a populagio mundial
prevista serd 6 X (1,02)'%% = 51 mil milhdes.

Representando graficamente a fungao P, vem:

Y=gl N2 h

1.2 Propriedades das fungoes exponenciais

As fungoes exponenciais serdo monotonass
Qual serd o seu contradominio?

Para responder a estas e outras questdes, vamos fazer um estudo intuitivo
da familia de funcdes:

Sejam:

frax ry=2%;
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@ bservacao

ex — + oo lé-se x tende
para mais infinito.
e lim 4a lé-se limite de a*

quando x tende para mais
infinito.

¢ Trata-se de analisar o compor-
tamento da fun¢do quando x
€ indefinidamente grande.

*Arecta y=>5 € uma assimp-
tota horizontal do grafico da
funcdo f se f(x) — b quando

X—+00 U Xx——00,

e Os graficos passam todos pelo ponto (0, 1) pois a®=1, g=(

e Quando x — + 00, as fungdes tendem para + oo :

lim =400, a>1,

X — +00

® Quando x — — o0, as fungdes tendem para 0

lim =0, a>1.

X =— — 00

u | S b . . .
(Repare que, por exemplo, 27'% = —= & um niimero muito préximo

100
de zero.) 2

Relativamente as fungdes y=a*, a > 1, pode afirmar-se que:

o dominio ¢ R, o contradominio é R*, sio continuas, injectivas e
crescentes.

Como podemos obter o grifico da fungio y=a * a partir do grdfico da
fungio y=a*, a>1?

Dada uma fungdo f(x), sabemos que o grifico de f(— x) se obtém
reflectindo o de f(x) relativamente ao eixo das ordenadas.

Aplicando os conhecimentos das transformacdes dos graficos de fungdes,
sabemos que os dois graficos sdo simétricos relativamente ao eixo das
ordenadas.

Ilustraremos com ajuda grafica.

Repare que estas fungdes sio decrescentes.
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Z: 2

2.1 Uma Populagio de bactérias
dumentgy 50%
1a. Se no inicio da conta-
9em havig 1 milhdo de

bactérias, quantas havers
20 fim de ¢t diaq?

em cada

2.2 Represente graficamente a
fungio f(ty=1,5,

1. Equagdes e inequagdes exponenciais 87

De um modo geral tem-se:

intes
A funcio exponencial f(x)=a*, a>0 ¢ a# 1 tem as segui
propriedades:

itamente
1. A fungdo f ¢€ estritamente crescente para a > 1 ¢ estrita
decrescente para 0<a<1.

i denadas
2. O grafico da funcao intersecta o eixo Oy no ponto de coor

05 ).

3. A recta da equagdo y=0, eixo Ox, é uma assimptota horizontal
do grafico de f.

4. O dominio de f ¢ R eo contradominio é 10, + oof .
5. A funcao f é injectiva.

6. A funcao f é continua.

Exemplo 2 A reproducdo das bactérias
Admita que numa praia havia 1 milhdo de bactérias as 15 horas do
dia 10 de Agosto.

Sabe-se que, em média, cada bactéria divide-se
em duas numa hora.

Representando ¢ o namero de horas decorri-
das apés as 15 horas do dia 10 de Agosto,

escreva a expressio analitica que modela 2
situagio e calcule o nimero de

tentes as 15 horas do dia
nada for feito para contrari

bactérias exis-
20 de Agosto se

ar o crescimento
das mesmas.
Resolucdo
T 7S Entio:
(milhﬁes) P (t) =2
1

2 Passados 10 dias (240 horas) ,
vem:

4

8

P(240) =220~ 1,8 x 10™.
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1.3 Equagoes exponencials

es exponenciais sio injectivas.

As fungo e d=d", entio Xy =%z -

Assim, para a>0ea#l,

Ses exponenciais.
priedade € atilizada para resolver equagoes exp
Esta pro

Exemplo 3 Resolugéo de equacoes exponenciais

Resolva cada uma das seguintes equagoes exponenciais. Z 1
2e=3x . 2
34 =8t 3.2 V57 =02V5 3.3 2 y

3.4 2x2¥-4%x2*=0 3.5 224 7x25—-8=0

Resolucao
3.4 372316 & 2=16 & x=-4 V x=4
S={-4, 4}

3.2 V52025 & 5=02(V5) &
@ bservagao

3 13 3 3
— 5:::(_2_) X(Sz) = 5":(_1_) x 52 &

. 10 5
Método alternativo para a reso- ; :
lugdo da equagdo exponencial ao & 55 =53x52 & §5=5 2 & x=—i
lado: 2
V=025 & SZ{_i}
x 1 )
= 53:15x512 PN
% 1 x2—3x__]; x2-3x _ -2 2 e = 2 =
I JTREY. N 3329720 & 27 =20 & 2 -3x=-2 & 2P -3x+2=0
o 557 o 3+V9-38
¥ 1 P X=— > x=2V x=1
=1 §=—E(:> 2
o 3 S={1, 2}
Ay

34 2X2% -4 x2"=0 & 2% =) x2* S 2=l ey
S x=x+1 & x=1

§={1}

3.5 221+7X2x—8:0

Seja 25 =4 .

Substituindo n a
a equagio dada, vem; 42 + 74 —

Resolva, em R , cada uma das _~7+V49 + 32 s
sequintes equagdes. e R o a4 ] = a=1vVv
34 &=L Como g =2* g e
16 a=2%, vem:
3.2 (—1—)X=looo Lo h e g e g
10 *2=-3 Equagio impossivel
3.3 125=5"" §=1{0).

et AT rden
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1.4 Resolugdo de inequagdes exponenciais

Analisando o comportamento da funcio v}
y=a*, quando a>1:

a funcdo é sempre crescente.

o g < g8 & f(x) <glx)

-~ 3
Analisando o comportamento da fungao yw
y=a*, quando 0<a<1: y = a¥

O<ac<l

a funcio é sempre decrescente.
e a®>atW & f(x) <g(x) \>

o o < gt & f(x) > g(x)

Exemplo 4 Resolugdo de inequagdes exponenciais

Resolva, em R, cada uma das seguintes inequagdes exponenciais.

1 1'\, 3 X
4,1 3*>— o |5 2 |5
27 “(3)<9 "3(2)21
_l_x x lx x=-2
bt (4) > 4 4.5 (;) <3
Resolugao
4.1 3X>% & 3F>33 & x>-3
S=]_3’+°°[
4.2 lx<9 = -l-x<32 &= g
213 3 <IF & —x<2 & x>-2
S:]—?_’-{-OO[
3x 3x 30
— 43 (=) 21 = =
ﬁ (2), @(2)>(2) = x>0
S=1[0
Resolva, em IR , cada uma das 0, +OO[
sequintes inequagdes. 1Y 1Y 1\*
i1 3x>_81T 4.4 (;)24 @’(z)?(;) S x<-x & 2x<0 & x<0
42 (L ¢
2(3)<27 e
x N x-=2 —-x x—
i3 (%)gl 4.5 3) <3 & 3L TS —xgx-2 & -2x<-2 &

bk (%)’qx—s S=[1, + o9
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Partindo do grafico da fungao
y = 3*, descreva como pode
obter o gréfico das fungdes
seguintes e confirme com a cal-
culadora gréfica.

5.1 y, =32
B8Ry, =—3"*
53 y;=4—3""2
5.4y, =3

5.5 y; =~ ]3*'

1.5 Transforma
exponencial

Recordemos as transforma

coes do grafico de uma funcao

coes do grafico de uma fungio.

nslagdo de a na direccdo do eixo Oy

y=f=x) i

Simetria em relacdo ao eixo Oy

Mantém-se os pontos de ordenada positiva ou nl{la e
para os pontos de ordenada negativa faz-se uma sime-

y=170] _ |
tria relativamente ao eixo Ox
y - & oy s ‘ﬁcg
—f(|X|) Mantém-se os pontos de abcissa positiva e o grd
V= fica simétrico relativamente ao eixo Oy

Exemplo 5 Transformacdo do grifico de uma funcao

Considere a fun¢io f(x) =

2* . Explique como pode obter o grifico de

g(x)=2""? a partir do grifico de f.

Resolucao

Adicionando-se — 2 i variavel
independente, o grifico desloca-se
duas unidades para a direita.

y=fx)+a Tra
5 ireccdo do eixo Ox
de —a na direcgao do
y=f(x+a) Translagao |
— |
T Expansdo ou contraccéo segundo 0 factor a na direc.j
y=afix) l cio do eixo Oy |
= 1
Expansdo ou contraccao sequndo o factor —
y =) direccdo do eixo Ox
y=-f) Simetria em relacdo ao eixo Ox

]

Mos.
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Ze

Observe as tabelas e para cada
uma construa uma expressao
matematica que lhe corresponda.

&1 V=10

X
0
1 3
2
3

6. -
: V£

X

0 64
2 16
4

6

4
1

Verifique usando a ExpReg

da calculadora gréafica.

1. Equagdes e inequagdes exponenciais 91

1.6 Aplicagdo das fungdes exponenciais na modelacio
de situacoes reais

Exemplo 6 0 modelo do fisico

No estudo de um fenémeno, um fisico registou os seguintes dados:

X 2 4 6 8
y=f(» 4 36 324 2916

Qual serd o modelo matematico que melhor se ajusta 20s valores da tabela?

Resolucédo

1.° processo

Ao observar os valores da tabela, apercebemo-nos de um crescimento
rapido, o que faz lembrar uma fungao exponencial.

Ser4 uma funcdo do tipo y = ba*?

Seja b#0, a>0¢e a#l

f2)= =4 |77 b=%
S N - 4 = R =
f( = A5 ) xa*t=36 a2=9
4
b=—
= ?
a=3(a>0)
- f
Logo, f(x) = 4 3+, : _ '
Verificagio para os restantes valores \":;.\ e 4
fl6)=4x30=324;5  f18)=5x3"=2916.

2.° processo

Utilizando a calculadora na fungdo ExpReg.
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P _ m—————

Edificio de um banco em Maputo.

6bservagéo

Recorde que e é o ndmero de

Neper.
e=2,718 281 828

0 ndmero e como 0 nimero T

s3o niimeros irracionais.

=43

Calcule o capital acumulado ao
fim de 4 anos e 3 meses por
um capital de 20 000 meticais,
colocado a uma taxa anual nomi-
nal de 3% com capitalizacdes
continuas.

B

1.7 Funcio exponencial de base e

Tém particular interesse, na vida real, as funcdes exponenciais de base e,

o O capital acumulado M obtido pelo investimento de um capital C |
durante ¢ anos a uma taxa anual nominal 7, com capitalizagdes 5

vezes por ano, é dado pela formula:

nt
r

A medida que # aumenta, M aumenta, mas tem um limite.

Prova-se que se a capitalizagdo fosse calculada continuamente, a for-
mula M= Ce” permitiria calcular o capital acumulado.

Exemplo 7 Capital acumulado

Colocam-se 10 000 meticais num banco a taxa anual nominal de 4% .
Calcule o capital acumulado num ano se as capitalizagdes forem:

anuais, trimestrais, mensais, didrias, hora a hora e continuas.

Resolugao
Capitalizacdo Valor acumulado
1
Anual 10 000(1 + %ﬁ) =10 400
: 0,04 \*
Trimestral 10 000(1 + B 10 406,040 01
0,04 \*
Mensal 10 000{1 + TS = 10 407,415 43
365
Diaria 10 000(1 + —0'—2—;1) = 10 408,084 93
0 04 8760
Hora a hora 10 000(1 + —’—) =
3760 10 408,106 79
Continuamente 10 000 e*%*1 ~ 10 408,107 741

Outras aplicagdes comuns da utilizagdo de fungGes exponenciais de base
e estdo relacionadas com a desintegragio radioactiva.

? f;)rm;lla que permite calcular a massa de uma substincia radioactiva é
a familia:

A=A e"
em que A ¢ a quantidade de substincia radioactiva existente depois de ¢

anos, A, representa a quantidade inicial ¢ » é uma caracteristica de cada
substancia associada a taxa anual de desintegragio.
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/ - .
A radioactividade de uma subs-
tancia decresce de acordo com a

formula:
A(t) =A0 e-0,3t =

onde A, & a quantidade da
substancia inicial, em gramas, e
¢ o nimero de anos decorridos
desde a observacdo inicial.

Se inicialmente havia 10 gra-
mas de substancia, quantos gra-
mas havia 12 anos depois?

1. Equagdes e inequagdes exponenciais

Exemplo 8 Radioactividade

A massa de substancia radioactiva em certa amostra calcula-se por
A(t) =500 x e ™" com t em anose A(t) em gramas.

Quantos gramas havia no inicio da contagem do tempo?

E 10 anos depois?

Resolucao

A(0)=500%x1=500; A(10)=500x e *?*1°~203,3 ¢
No inicio havia 500 g e 10 anos depois havia 203,3 g .

1)

9.1 Para modelar o crescimento
de uma cultura de bactérias,
um bidlogo encontrou a
sequinte fungio:

P(t) = 510 (1,8)"
onde t representa o tempo,
em horas, a contar desde o
inicio da observacdo, no
momento em que havia 510
bactérias.
Escreva P(t) na forma:
P(t) = 510 e*t,
com k aproximado as milé-
simas,

9.2 Durante um periodo de 10
horas, um bislogo observou
uma cultura de bactérias e
efectuou os seguintes registos:

TETJ t lbacters
horag)| Pactérias actérias
(\) P) (horas) )
0 1 1113 6 | 58385
1 | 21537\ 7 [112963
2 | 4166 || 8 218559
| 3 | 8061 |[ 9 |433868

4 115196 |[ 10 |816 161
ERETT

Sabendo que o comporta-
mento do crescimento das
bactérias pode ser modelado
por uma expressao do tipo:

P (t) = ke'*
determine P(t).

Exemplo 9 Crescimento exponencial

Um bi6logo estudou o crescimento de uma colénia de bactérias e regis-
tou os dados observados na seguinte tabela:

t
(g ) BT R Legdii gt s s MYy b 8 | 9 | w0
N
(nimerode | 8 | 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192
bactérias)

Tratando-se de uma situacio de crescimento exponencial e que este tem
como modelo matemitico uma funcio do tipo y=bxa*, b>0e a>1,
encontre uma expressao analitica para a fungio representada na tabela.

Resolucao

Seja N(t)=y=bxa*.

N(0)=8; N(1)=16; N(2)=32
N(0)=8 ¢ bxa’=8 < b=3§ .
Logo, b=8, pelo que, N () =8 x g .
Determine-se a e k.

N(1)=16 < 8xa**'=8x%x2
N@2)=32 & 8xa**2=8x 22
Parece que k=1 e a=2 .

Com a calculadora, calculimos N
mos que: N =8 x 2,

Em alternativa,
dora grifica, obt

para outros valores de ¢ e verifici-

calcula-

usando a fungdo de regressio exponencial da
IVemos a mesma expressdo para a fungio N .

A expressdo analitica é y =8 x 2%
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A radioactividade de um com-
posto decresce de acordo com a
formula:

A(t) = A, e 02!
onde A, €& a quantidade de
composto inicialmente presente
e t otempo em segundos apds
a observagdo inicial.
Sabe-se que inicialmente havia
20 g de composto.

10.1 Quantos gramas de com-
posto havera 10 s depois
da observagio inicial?

10.2 Calcule, com erro inferior a
0,01, quanto tempo tera
de decorrer para que a
quantidade do composto
se reduza a metade.

Exemplo 10 Decrescimento exponencial

a1 ouvimos informagdes do tipo “0 fossil _dO ~ammal encop.
l6gica tem 1 milhdo de anog»

os. Como € possivel efecty,.

Com frequénci S
trado numa exploragdo arqueologl
Informacdes como esta deixam-nos intrigad

rem-se tais calculos?

Para descobrir a idade de um féssil determina-se a quar’mdade de
carbono-14 que contém, no momento da descoberta, e usa-se a formula:
—t
N(t) = AO e5760

em que ¢ representa o tempo decorrido desde a morte do animale A, ¢
a quantidade de carbono-14 na data da morte.

Para o problema seguinte considere A,=2000 g .
10.1 Determine a reducdo de carbono-14 em dez mil anos.
10.2 Determine a percentagem de redug¢do de carbono-14 em cada

100 anos.

Resolucao
-t

10.1 =10 000 ; N(t) :AO 35_76_0
Ay, =2000

Entao:
-10000
N(10 000) =2000e 7% ~352 ¢

A reducdo de carbono em 10 000 anos foi, aproximadamente, de
2000-352=1648 g .

N(z + 100)

10.2 O quociente SN dd-nos a percentagem da quantidade de
carbono-14 a que ficou reduzida a quantidade existente 100 anos
antes.

A N(t +100)
A percentagem pedida é 1 - ————~ i
P gem p N{@) » Ou seja,
S5 100
1-2000e 7 _ 1 _ 5% . 0,017
2000 es7¢0

Em cada 100 anos, a quantidade de carbono-14 existente 1°
fossil reduz-se cerca de 1,7% .
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0 valor de um automével é dado
pela fungao
P(t) = 100 e~ *%¢

onde P éem milhares de meti-
caise t o tempo, em anos,
decorrido apds a compra.

11.1 Qual é o valor do automével
trés anos apds a compra?

11.2 Determine x tal que, para
qualquer t,

P@+@=%Pm.

Apresente o resultado arre-
dondado as centésimas.
Interprete o valor obtido
no contexto da situacao
descrita.

113t anos apés a compra, o
automovel foi vendido por
35 000 meticais. Quantos
anos tinha o automovel
quando foi vendido?

Apresente o resultado arre-
dondado as unidades.

1. Equagdes e inequagdes exponenciais 95

Exemplo 11 A desvalorizagio da moto

A fungio P(x) =25 000 (%) , x>0

¢ usada para determinar o valor, em meticais,
de uma moto x anos depois da sua compra.

11.1 Qual € o custo inicial da moto?

11.2 Determine o valor da moto 1,5 anos
depois da compra.

11.3 Quanto desvaloriza a moto ao ano?

Resolugao

11.1 P (x) = 25 000 (%) x>0; P(0)=25000.
O valor inicial da moto é: 25 000 meticais.

-1,5
11.2 P(1,5) = 25 000 (%) =16237,98 (2c. d.)

Logo, um ano e meio depois da compra, a moto vale aproximada-
mente 16 238 meticais.

11.3 P (x) = 25 000 (%) L x>0;
3 x+1
i OOOX(Z) :
P(x) = = =Z=0,75
25 000x(i)
4
P+l 425 e plas 1)=0,75 x P (x)
P(x)

O valor da moto diminui cada ano 25% , pois decorrido um ano
a moto vale 75% do que valia no ano anterior.

Z:

Um jardineiro foi aumentado,
nos dltimos 10 anos, 5% ao
ano. Hoje ganha 4000 meticais.
Quanto ganhava hd 3 anos?

Exemplo 12 0 ordenado do funcionario

Um funcionirio do sector financeiro foi aumentado nos ultimos 3 an(zs
12% ao ano. Hoje ganha 12 000 meticais. Quanto ganhava ha 5 anos:

Resolucao

f(t) = ab’

flt)=a % (1,12)
£(5) =12 000
a(1,12)° =12 000
a=6809,12

i 09 meticais.
H4 cinco anos ganhava, aproximadamente, 68
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Problemas Propostos
QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA |

. s e
BN Qual das seguintes afirmagoes € verdadeira?

(A) A funcao f(x) =x° éuma funcdo expo-

nencial.

. g __1__ 3 B
(B) Se3——27,entaox 3.

(C) Se (%) =9, entdo x=-2.

(D) Se 2°=0, entdo x=0.

10 pontos
H A solucio, em R, da equagdo
5—X+1 5 5—3X+6
é:
(A) 5; (B) —52—:
(© 2; (o) .
10 pontos
El Considere, em IR, a equacdo 6*=—1.
Pode afirmar-se que:
(A) a equagdo é impossivel.
(B) a solugdo da equacao & 0.
(C) a equagdo é indeterminada.
(D) a equagdo tem duas solugdes.
10 pontos
Considere a inequacao 0,01 < 10*.
A solucdo da inequacao é:
() -2, +oo[;  (B) [-2, +oo[;
(€) =00, 2]; (D) ]-o0, -2].
10 pontos

Considere a inequacdo xe*>¢e* "',
A solugdo da inequagdo é:

(A) [—:—ﬂoo[; (B) le, +oo[;
©Fee di  ©e, 4.

e

10 pontos

A Considere a fungao real da variavel real:
i
00 = 75

0 dominio de f &:

(A) R\{0}; (B) R;
() R\{1}; (D) R".
10 pontgs
Considere a funcdo real de variavel real:
Flx) = Ve — ¢
0 dominio de f é:
(A) [0, +oo[: (B) J-c0, 0];
(€) 10 €% ; (D) [0, e].
10 pontos

Bl 0 nimero de arvores de uma certa espécie
aumenta no tempo t de acordo com a lei:

N (t) = —2800

=, >
1+ 6(0,88)¢ e

t emanose N(t) onimero de arvores.

Quantas arvores tinha inicialmente a populaCEO?

() 40 (8) 400
(C) 2800 (D) 4000
10 pontos
[l Considere a funcio:
fiR — R
X —-g'-1
0 contradominio da fungio &:
(A) -1, +oo[;  (B) J-oo, ~ 1
(€ J-eo, -1; () ]-1, 1
10 pont®
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Problemas Propostos
QUESTOES'DE RESPOSTA ABERTA :

mA colera € uma doenca infecto-contagiosa cau-
sada pela bactéria Vibrio cholera. Esta doenga
transmite-se principalmente pela ingestao de
dgua ou alimentos contaminados e provoca uma
infeccdo intestinal aguda no ser humano.

0 problema que se segue envolve também uma
doenca infecto-contagiosa provocada por uma
bacténria, a qual foi detectada numa determinada
cidade.

Admita que:

- o contagio ocorre durante os primeiros 12 dias
da doenca;

- num dia, cada pessoa contaminada transmite
a doenga a trés, ficando assim, decorrido um
dia, quatro pessoas afectadas pela doenca;

-0 1.° caso foi detectado em 1 de Julho do ano
passado.

10.1 Quantas pessoas estdao doentes no dia 5

de Julho, ou seja, quatro dias depois da
doenca ser detectada?

10.2 Complete a tabela.

Nimero de dias | Namero de ~ Total de
decorridos apés novos doentes
1 de Julho doentes afectados
1 3 4
2 12 16
3 48 64
4
5
o

10.3 Indique uma expressao que traduza o
nimero N de doentes em funcao do nimero
t de dias decorridos apos o dia 1 de Julho.

10.4 Se nenhuma medida de combate 3 doenca

for tomada, quantas pessoas estarao afec-
tadas ao fim de 12 dias?

10.5 Sabendo que a cidade tem 1 000 000 de
habitantes, determine ao fim de quanto
tempo toda a cidade ficara contagiada se
nao se tomarem medidas para combater a
Propagacao da doenca.

50 pontos

PMM11.97

113 funcéo:

C(x) = 1 300 000 (%) %50

€ usada como modelo para calcular o valor, em
meticais, de um andar num prédio de Maputo, x
anos apos a sua construgdo.

e U1 [0 1]
‘ V/

11.1 Determine o valor inicial do andar.

11.2 Qual é a percentagem de valorizagdo do
andar ao ano?

11.3 Qual € o valor do andar 10 anos depois
da compra?

30 pontos

Um psicologo desenvolveu uma formula que rela-

ciona o nimero n de simbolos que uma pessoa
pode memorizar com o tempo t, em minutos.

_t
A formula é: f(t) =30 (1-e 3) .

12.1 Calcule, de acordo com a fungdo f e C:”"
aproximagdo as unidades, quantos simbolos
uma pessoa pode memorizar em 4 minutos.

12.2 Uma pessoa memorizou 26 si-mbglos. ]
Quanto tempo precisou, aproximadame
para realizar tal tarefa?

te,

30 pontos
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U olbar sobre a Historia

Durante o século XVI viveu-se um periodo de gran.d'e desenvolviimentote ClanVa~
¢io no campo da Astronomia. Muitos astrénomos utilizaram gran leile‘ P; g 0 sey
tempo a fazer calculos intermindveis, longos € complexos, par’a.concl . 4 h"ar as
suas descobertas. Por exemplo, o famoso astronomo e matematl’cc') alemio ]o’ lamnes
Kepler (1571-1630) foi obrigado a escrever cerca de 1000 paginas com calculog

i 6 i imentos planetarios.
complicados e extensos até estabelecer as leis dos movime p

O conceito de logaritmo veio simplificar muito
os célculos que até entdo eram excessivamente tra-
balhosos. Foi o matemdtico escocés John Napier ou
Neper (1550-1617) quem descobriu o conceito de
logaritmo, que desenvolveu na sua obra Mirifici
logarithmorum canonis descriptio, publicada em
1614. Como Laplace (1749-1827) disse, dimi-

nuindo o trabalho dos cilculos, duplicou a vida dos
astréonomos.

= k= N

AN N NS AN NN

Através dos logaritmos podem, por exemplo,
transformar-se as operacdes de multiplicagdo em
soma e as de divisao em subtraccio.

~

CJ

A designagdo “logaritmo” parte de um conceito

muito simples que poderd apreender-se como uma
nova designacdo para expoente.

~ 2 e P
Tomemos como exemplo a expressio 32=9, onde 3 éa base, 2 o expoente

e 9 a poténcia. Na linguagem logaritmica, dizemos que 2 é o logaritmo de 9 na
base 3.

O conceito inicial de logaritmo descoberto por Napier foi aperfeicoado pelo
professor da Universidade de Oxford, Henry Briggs (1561-1 630) que, em colabora-
¢ao com Napier, construiu as primeiras tabelas de logaritmos de base 10 . Fo
também Napier quem construiu um auxiliar de calculo para efec
— conhecido por “Ossos de Napier”

tuar multiplicagoes
a escrita de niimeros sob a forma de

— € também quem iniciou de modo sistematico
numeral decimal,

John Napier Henry Briggs
(1550-1617) (1561-1630)
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Equacoes e
Inequacoes
logaritmicas

Equacdes e inequacoes logaritmicas
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Objectivos 1. Equacées e inequagdes logaritmicas

1. Identificar equagdes e ine-
quacdes logaritmicas.

2. Resolver grafica e analitica-
mente equagoes e inequa-
¢oes logaritmicas.

3. Resolver problemas da vida
real que envolvam equagodes
e inequacoes logaritmicas.

o 4 o 3 g ey &
Crocadilo do Nilo na Parque Nacional da Gorongosa, Sofala

As fungdes logaritmicas permitem estudar o desenvolvimento de populagdes como, por exemplo, uma
populagio de peixes.

1.1 Definicdo de funcdo logaritmica

" Consideremos a fungdo exponencial representada graficamente ao lado.
y= :
Esta fungdo, como todas as funcdes exponenciais, é injectiva e como tal
tem inversa.

No caso da fungio exponencial, a funcio inversa tem um nome especial -
chama-se func¢io logaritmica.

= e Para qualquer fun¢do £, ainversa designa-se por f!.

PR B,
[3%]
w
8

= f(x)=a*
-2 r

f1(x)=log, (x) (1&-se logaritmo de x na base a)

flx)=2%; f(x) =log, (x)
Os graficosde f e f~! sdo simétricos relativamente a recta de equagdo y=*-

Calculemos a imagem de alguns objectos por fepor 1.

X 0,1
f<‘ bpdte 3 ey y = log, (x) )f-l
y = 2X 20.1. 1 2 4 8 16 32 i

Assim:

log, (1)=0; log, (2) =1} log, (4)=2; log, (8)=3;
log, (16)=4; log, (32)=5; ...

log, (x) =y & 2=«
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@bservagéo

£ jmportante ter presente que

)_c(l.) & diferente de f'(x) .
X

1

1
se f)=3" 7y =% ©

F1(x) = logs () -

igfi_

Calcule.

1a
1.2
13

1.4

1.5

1.6
1.7

1.8

1.9

log, (64)
log,s (16)
log; (5)

1
log. [ L
093(81)
1
tog. [.3.
og: (o)

log, (1)
Logl (2)

[og (L)
1\125

1
loa. (L
Py (15)

1.10 log, (%) + log, (2)
32

—

1. Equagdes e inequagdes logaritmicas 101

Funcgio logaritmica
Para a>0 e a#1, afungio logaritmica com base a representa-se por:

f: x~_~y=log, (x),
sendo

log, (x)=y < @ =x.

Consequéncias da defini¢do:
* O logaritmo de 1 em qualquer base é 0.
log,(1)=y & =1

Como a>0ea#1, vem y=0.

* $6 é possivel calcular o logaritmo de um niimero positivo.

Admita que se pretendia calcular log, (-3) < & =-3.

Como a >0, nio existe nenhum valor de y que satisfaca a condicio, pois
o contradominio de uma func¢do exponencial é IR*.

Exemplo 1 Célculo de logaritmos

Calcule:
1.1 log; (27) ;

1.3 log, (31—6-) 3

Resolucdo

1.2 log1 8;
2

1.4 log; (1) + log, (—;) )

1.1 log; (27)=y < 3 =27 & 39=3} & y=3
Logo, log;(27)=3.

. e 2
1.2 log%(S)—y == (5) =8 = 27=2 & —y=3 & y=-3

Logo, log: (8)=-3.
2

1)\ _ N | -
1.3 10g2(1—6-)—y — 2y—ﬁ &= V=2 = y=—4

Logo, log, (11_6) =—4,
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1.2 Logaritmos com bases especiais

No cilculo com logaritmos hi duas bases que sdo usadas mais frequen,
mente: a base 10 (também designada como base decimal) € a base
(também chamada base neperiana).

Estas bases sdo quase sempre suprimidas e a escrita normal é modificady,
logyo (x) — log (x)

log, (x) — In (x)

6 bservac¢ao
- Na calculadora pode encontrar as teclas c @D

0s logaritmos decimais (base 10)
normalmente sdo ndmeros deci-
mais onde a parte inteira é
denominada caracteristica e a
parte decimal mantissa.

Assim, por exemplo,

log 20 = 1,3010, onde 1 éa
caracteristica e 0,3010 é a
mantissa.

As mantissas dos logaritmos
decimais sdo tabeladas.

As tabuas dos logaritmos deci-| 102=100 e e*=~100.

mais foram desenvolvidas por

Henry Briggs, matematico inglés p 2 z :
SR Também com a calculadora ¢ possivel obter directamente a representagio

grafica destas fungdes:

Note que:

Hoje em dia as tabuas dos loga-
ritmos ndo sdo utilizadas porque
se usam as calculadoras.

Z:

Calcule, sem utilizar a calculadora, Exemplo 2 :
2.1 log (1000)
2.2 log (0,01)

Logaritmos de bases 10 e na base e (Nimero de Neper)

Calcule, sem usar a calculadora:

o i) 2.1 log (100) ;

2.4 Ln(e%) o2 ln(es) 2

2.5 In (Ve

4 n (V) Resolucio

.6 log (0,1)

2.7 In (e) 2.1 log (100) = log,, (100) = 2 (102 = 100)
-8 log (10)

2.9 In 22 In (') =log, (¢’) = 5

&) +1n (e ) + log (1)
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1.3 Propriedades das fungdes logaritmicas

&' g: R*— R
y
Xsory=log,x, a>1

y=2logx, a1
* Dominio: R* ¥
* Contradominio: IR

*g ¢injectiva (x; #x, = g(xy) #g(x,))
® g € estritamente crescente

°glx)=0 & x=1

* g € continua (pode desenhar o grifico
sem levantar o lapis da folha de papel)

(1,0) *

+ \
0<a<1 8 R—R 3

xX~_ry=log,x
y=logx, 0<a<1
* Dominio: R*
* Contradominio: IR
°g €injectiva (x;#x, = g(x,) # g(x,))
® g ¢ estritamente decrescente

® g € continua (pode desenhar o grafico o (LN *
sem levantar o lapis da folha de papel)

g
Por defini¢io, a+*=x, Vx>0.

Exemplo 3 Determinacdo do dominio de uma funcio

Determine o dominio e represente graficamente cada uma das funcées:
1 X

3’1:(3 e y,=In(x*-3).

Resolucao

Representagao grafica:

°y1=(-1-) S o=

D =R
r .y2=ln(x2—3)
E3 D={(xE€R: x*-3>0}
Represente qrafi te e deter-
2:”9,0 dom?;?o cdaemceandae Sm: ;ars Decomponde em factores ¥ mda, Vem:
uintes fungges. x2—-3= (x - \[5) (x i \/5) 0 '
1\ :
3-1y1=(5) #-3>0 & x<-V3 V x>V3. E
32 y,=ny Logo : g
3 ¥y=log (2 - ) , g
=|- = V. 3 y e 00 E
oy D=]-00 ,-V3[U V3 [ : .
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1.4 Propriedades operatorias dos logaritmos

As propriedades dos logaritmos estdo relacionadas com a .
A Proprj |
das poténcias. Priedade, |

Considere que x ¢ Y sdo dois niimeros positivos quaisquer ¢
- qQue 4 .
¢

um nimero positivo diferente de 1.

Logaritmo do produto
log, (8) =33 log, (4)=2; log, (8 X 4) = 5 = log, (8) + log, (4)

o do produto € igual a soma dos logaritmos dos factores,

O logaritm

log, (xy) = log, (x) + log, (¥)
Demonstragao |
Pela definicdo de logaritmo, tem-se: i

Definigdo de logaritmo de um niimero.

x = aloga (%) ;Y= alo&z ()

Calculando xy, vem:

xy = aloga (x) ¢ glo8a )

xy = 108 () + loga (62
Pela definicdo de logaritmo vem:

log, (xy) = log, (x) +log, (¥), ¢ q.m.

Definicio de logaritmo de um nimero.

Assim, por exemplo,
log, (27 x 9) = log; (27) + log; (9).= 3+2=35.

Logaritmo de um quociente

Repare que: log, (8)=3; log, (4)=2; log, (8 :4)=1=log (8) —log (4)

O logaritmo do quociente é igual a diferenca entre 0s logaritmos dos termos:

loga (x : y) T loga (x) % loga (y)

Demonstracao

_ loga(x) . oy = glo st
x=qa%%; y=4 8a (7) Defini¢do de logaritmo de um numers
xiy= '8 () . gloga (9)
X y = al(’ga (x) = log, (¥) dFeoa=ae

e ero-
Defini¢io de logaritmo de um nume

log (x : y) = log,(x) — log,(y) , c.q. m.

Assim, por exemplo,

log, (16 : 2) = log, (16) — log, (2) =4 -1=3..
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Logaritmo de uma poténcia

Repare que: log, (8) =3; log, (8)=6; log, (8)=21log,8=2x3=¢6

O logaritmo de uma poténcia é igual ao produto do expoente pelo loga-
ritmo da base.
1oga (xp) =p loga (x)

Demonstragao

x = aloga (x)
xp = (al‘)ga (x))P

xP = g 108a (%)

Aplicando logaritmos vem:

log, (x) = p log, (x) , ¢.q. m.

Assim, por exemplo:
log, (8°)=5log, (8)=5x3=15.

Mudanca de base

Repare que é possivel calcular, por exemplo, log; 5, usando logaritmos
na base e.

Seja:

¥ g 1n<5)/1ns3)
y=log; 5 & 3=35 - 1.464973321

< In3’=In$

< yIln3=Ins

_Ins
Y In3

~ 1,46

De um modo geral, tem-se:
log, (x)=y & & =x
< log, (@) = log, (x)
& ylog, (a) =log, (x)
< log, (x) x log, (a) = log, (x) ¥ = Ko 4

ou

_ log, (x)
Lokl log, (a)
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4.1 Calcule sem calculadora.
a) log, (64 x 16)
b) log; (81 % 27)
¢) log, (64 : 16)
d) log, (81:27)
e) log, (32)°
V7

f) logs (W)

4.2 Mostre que:

a) log, (b)=——mgb1 L

b) log %) =

1 e
=3 log (a) T log (b) -

4.3
ln apenas uma vez.

2) tn &)+ - (V&)
b) 2In(a®) -3 ln(b)

Escreva, usando o simbolo

Exemplo 4 Usaras propriedades dos logaritmos

Use apenas uma vez o si
4.1 In (3)+1In (x2) + In (x) ;
4.2 In (x*) —In (yl) +2 In (x) .

Resolugao

4.1 In (3) +In (x?) +In (x) =
=Iln(3xx*xx)=
=In (35°)

4.2 In (x) - In (y}) + 2 In (x) =

)
=1n("— +21In(x)=

7)
)

1.5 Equacdes logaritmicas

5es envolvendo logaritmos pode
o exponencial equivalente e algumas equagoes ¢
as usando logaritmos.

Algumas equag m ser resolvidas através
om 2

de uma equaga
incégnita em expoente podem ser resolvid

Tal equivaléncia é possivel atendendo a que:

log, (x)=y & @ =x
a=y < x=log, (y)

Na resolucio de uma equagao logaritmica é necessario atender ao domin?

da expressio.

; ~ - €s
sim nio for, podemos apresentar como solucdo um valor ou valor

Se as
que nem sequer dao sentido i expressao.

a € Rt\ {1}, tem-se em consideragao que °

Para a funcdo y = log, x,

seu dominio é IR".
N . . = e?
Quanto 2 fungio y = 4, a €ER"\ (1}, tem-seem consideragdo q¥ ;

seu dominio é IR .
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Resolva, em R e por processos

analiticos, cada uma das seguintes
€quacoes,

5.1 [093 (X) =5

5.2 log, (3)=2
5.3 2= 80

>4 log (3x) = log (x?)

35 3%-1_4/3

56 x=log, 6

7 logy; (x+1) = 8

5.8 Logx\/‘=_%

>9 xlog (1,25) + 3¢ log (20) =1

1. Equasdes € inequagdes logaritmicas 107

Também ¢ import

) ‘tmicas € as exponenciais
ante atender a que as fungdes logarftm
sdo injectivas.

Para a>( ¢ azl,

ad=g & x=Y
log, (x)) =log, (x,) & *1=%2

Exemplo 5 Resolugio de equacées

Resolva, por processos analiticos, cada uma das seguintes equagdes.
5.1 log (x2) = log (2x) 5.2 4™ +3 =403
Resolucdo
5.1 log (x?) = log (2x)
* Dominio da equagio:
>0 A 250 < x>0
D=10, + o9

* log (x*) =log (2x) <
<= ¥*=2xAXxED
S x*-2x=0AxED
= xx-2)=0AxED

= (x=0\/x=2)/\xED

= x=2

0&D
S = {2}

5.2 4e* +3 =403

Esta equacao tem a incognita ey €Xpoente. O dominio da condicio é R,
4 +3=403 & 4e¥ =4
= ez" = 100

a=y & x=log,y
= 2x =

In (100)
In 102

= 2x=) In 10
= x

~ 2x=

=ln 10

A solugdo da eMagaa ¢y g5 g {In 10)

Um valor aproximg, N trado com a
ajuda da calculadory bara g solugdo pode ser encon

ln10~2,3

——

—
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6.1 Resolva, em IR e por pro-
cessos analiticos, cada uma
das seguintes equacdes.

a) 3;~lne"‘=o
b) = -~ u
)e, 3 +2=0

€) e¥-3¢+2=0
6.2 Considere a fungao:
f(X) = eit2lnx_ (X— 3) e? ,

a) Determine o dominio da
fungao.

b) Determine os zeros da
funcao.

processos analiticos,

' or
resolvidas p )
serem quer dos logaritmog

" ara
¢oes qué pax des estudadas,

a {ll 1CA&e

o o @ exponenciais
Exemplo 6  Equas

intes equagocs.
20| 62 Jer+e*—3=0

1da uma das segu
Resolva cada uma d g

6.1 log (x—3)* Jog x° = 108

Resolugdo
6.1 log (x—3)

e Dominio da condi¢do:
350 A x2>0 A |2x| >0}

22| >0 & x>3 A x#

+logx2=108l2x|

D={x€ER:x—
x=330A 20N
& x €13, +o9]
D=13, +°9

0Ax#z0&&

° log(x—3)+logx2=10g|2x| = ) i "
& log [(x — 3) x ¥%] =log (2x) A L el k. w23, =T,

& (x-3)x2=2x AxED &= B-3x2-2x=0 ANXED &
& x(x*-3x-2)=0 A xED &

3J—”9+8) AxED &

<_—_>(x=OVx= 2
3___+2\/17 3 x=__—3‘2“7) A% ED

& (sz V x=

3-V17
2
[3+\/i7}

S= ——2—— o

Como e 0 ndo pertencem ao dominio, vem:

6.2 2¢*+e*—3=0. O dominio da equagdo é IR.

Ry IR |
Seja e*=1t3 . & =
Substituindo na equagio, vem:

2r+%—3:0 € 22 4+1-3t=0 < 22-3t+1=0 &

3tV9-8
—_— & t=1 Vv t=l
4 2
Substituindo de novo a variavel, vem:
x_ 1 1
=1V == 5 =In=
e > = x=0V x ln2

— t=

Logo, $=1{0 1
g [ s lnz].
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1.6 Inequacdes logaritmicas

Exemplo 7 Resolucéo de inequagées

Resolva, em R, cada uma das seguintes inequagoces.
7l ln(x+1)+In(x-3)>Inx-In2

1.2 log, [logl (x*-2x+1)< 0]
3

Resolucao

71 In(x+1)+In(x-3)>Inx-In2
Determinagdo do dominio:
D=(x€R: x+1>0 Ax-3>0A x > 0}
D={xE€ER: x>-1 A x>3 A x > 0}
D={x€R: x>3}

Aplicando as propriedades dos logaritmos, vem:
In(x+1)+In (x-3)2hx-In2 &
& In[(x+1)(x—3)] >ln(§) PN

& (x+1) (x—3)>—’2£ & Inx=ln, x

e>1

) I —bx+2x—62% &
5+1/25+48
@ 2x2—5x_620 5 + 4+
Como D={x€R: x > 3}, entdo x=512/ﬁ
As LR AL Y, i
___[5+4\/73’ +w[, : 4\73 Vx=5+4\73
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7.2 log,; [log% (x2-2x+1)< OJ

Determinacdo do dominio

y
D:{xEIR: xz—-2x+1>0 VAN lOgl(x2—2x+1)>0}
y:(.\‘—])z 3
’ — > xt-2x+1>0
O, 1 ® i
& (x-1)°>0
& x ER\(1)
ly
y={x-1)73
Iog%(x2_2x+1)>0 = s /

& 0<xt-2x+1<1
& 0<(x-1)?*<1 0 ]
D=10, 2[\{1}

2
1
(=)
—_
) ﬂ_“\__\

Aplicando as propriedades dos logaritmos, vem:

log, [logl (x* - 2x + 1)] <0 & 0 =log, 1
3

= .

= IOgZ [logl (xz - 2x + 1)] < log2 1 Y= loga x
3

0<ac<l
< logy (x*-2x+1)<1
4

& log; (x* - 2x + 1) < log; 1 1=log
7 a4

e
A=

&= x2—2x+1>%

S 4xP-8x+4>1

& 4xP-8x+3>0 = x=8

_?4 Considerando que r
D=]0, 2[\ {1}, \

Resolva, em IR, cada uma das

seguintes inequagdes.

7.1 In(x-2) +In(x+1) >
>n(x+2)-n3 Pe 1 3 0l 1N

72hmw%w+&+ﬂ<q B OVE o 5’2 ' 2 :

entao
b \ 4_-—7
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1.7 Resolugédo de problemas da vida real utilizando
logaritmos

Exemplo 8  Cultura de bacilos

O niimero de bacilos, N, existente numa determinada cultura, no ins-

tante 7, ¢ dado por:

b

1 ~
N =N, 2*,onde N, e k sdo constantes,

t em horase N em milhdes de unidades.
i:‘ 8

P

8.1 Segundo Richter (Sismologia
Elementar, 1958), a magni-
tude M de um tremor de
terra, que ocorra a 100 km
de certo sismdgrafo, é dada
por M=1log,y A+ 3, onde
A & a amplitude maxima
em mm do registo feito
pelo aparelho.

a) Qual é o significado da
constante 3 ?

b) Certo tremor de terra de
magnitude M, produz 8.1 Interprete o significado das constantes N, e k.
um registo de amplitude .
A,. Exprima, em funcio 8.2 Qual a fun¢do que exprime o niimero de horas que esta funcio leva
de M,, a magnitude M a passar de N, para N?
de outro sismo cujo
registo tem de amplitude
100 A; nas mesmas con-
dicoes,

Resolucao

8.1 Se t=0,
8.2 0 pH de uma solucdo salina 0
¢ definida pela formula N=Nyx2k & N=N,x2’° &
PH = - log [H*] , onde

[H] é a concentracdo, em & N=N,.
moles por litro, do ido de
hidrogénio, Portanto:

a) Qual o pH da agua pura,
sabendo-se que a sua
concentracdo de [H'] &
iguala 1,00 x 10°7 ? * k é uma constante positiva caracteristica de cada cultura.

b) Uma solugio & dita

Al t
acida se a sua concen- 8,2 N=N, 2% <
tracdo de [H*] & menor

® N, € o namero de bacilos existentes quando #=0, ou seja, no
instante em que o estudo do niimero de bacilos se inicia;

que a da 4gua e dita <~ log N=log N0+—£log2
basica (alcalina) se a k

sua concentragio de < klogN=Fklog N,+tlog2
[H*] & maior do que a

dgua. Quais os valores < tlog2=Fklog N-klogN,
de pH que caracterizam s

as solugdes acidas? E as = = # {log N ~log No)

basicas? log 2
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Um barco teve uma avaria no
mar e comecou a derramar crude.
0 barco ficou ancorado até que
10 horas depois da avaria foi
reparado.

Admita que a mancha de crude
é circular e a drea A, em km?,
t horas depois do inicio do der-
rame, é dada por:

A(t)=10e"*, tE[0, 10].

Responda as questdes seguintes
com duas casas decimais.

9.1 Qual era o raio da mancha
quando se iniciou a obser-

vagao?
; Alt+1) ,
9.2 Verifigue que 20 é
constante para qualquer
valorde t.
Interprete o valor obtido
no contexto do problema.

9.3 0 barco esteve ancorado a
2 km da praia. Serd que o
crude chegou & praia antes
do barco estar reparado?
Justifique a sua resposta.

Exemplo 9 A planta no lago
ar de 10 m de raio, observou-se uma 4y,

de plantas.
em m’, coberta pelas plant,,

No centro de um lago circul’ .
circular coberta por uma especic
Os bidlogos estimam que a drea A’, Ia
¢ meses apds a primeira observacio, é dada por: A () =2,3 ™",
(Se necessdrio, use uma casa decimal nas suas respostas.)

9.1 Determine A para t=0.
Interprete o valor obtido no contexto da situagdo apresentada.

Alt+1)
9.2 Verifique que, para qualquer valor de ¢, e

Determine um valor aproximado dessa constante ¢ interprete esse
valor no contexto da situagdo descrita.

€ constante.

9.3 Determine x tal que: A(t+x)=3 A(¢).
Interprete o valor obtido no contexto da situagao descrita.

9.4 Determine o valor numérico de ¢ de modo que todo o lago esteja
coberto com as referidas plantas.

Resolugao

9.1:=0

A(0)=2,3¢"=2,3
Interpretacdo: No inicio da observagdo (#=0) o circulo das plantas
tinha 2,3 m? de drea.

A(t+1)—,%eo,4(t+1)
A(t) = 2,460,41
%{’t)—l’ﬂ,s & A+ 1)=1,5xA(t) &

& Alt+1)=A(t)+0,5 A(2)

Interpretagdo: A 4rea ocupada pelas plantas aumenta 50% em cada mes.

2 e0,4 (t+1)-041¢ = e0,4 a~ 1,5

9.2

93 A(t+x)=3A(t) & 2,39 =3x23e" <
& MM =3 x ¥ el =3 &

e 04x=lig e godld L9
0.4

Interpretagdo: A 4rea ocupada pelas plantas triplica em cada 2,7 meses-

9.4 A dreadolagoé nx 10> m?.
Entio:
A(t)=100r & 2,3e*'=100n <

100% 1007w
e 04¢ _ MU = —
g 2.3 Osh¢=1In 2,3

& =123

—

Logo, 12,3 meses ap6s o inicio da observagdo, o lago estara conv
pletamente coberto com as plantas.
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A

Con§idere que um medicamento
€ eliminado segundo a lei:

M=M,e %, 0<t<8.

10.1 Determine t de modo que
a substancia activa M se
reduza a metade.

10.2 Para M, =1000 mg, repre-
sente graficamente M.

em que k € uma constante positiva.

1. Equagdes e inequagdes logaritmicas 113

Exemplo 10 A tomada do antibiético

Apos a tomada de um antibiotico inicia-se
o declinio da substancia activa M
segundo uma lei idéntica a desintegragio
radioactiva.

Considere que para um certo antibiotico a
quantidade da substincia activa M ndo
eliminada ao fim de ¢ horas é dada por:

M=M,e ¥

10.1 Qual ¢é o significado de M, ?

10.2 Considerando M, = 1000 mg e sabendo que a quantidade activa
do medicamento se reduz a metade ao fim de uma hora, determine

o valor de k.

10.3 Qual &, para o medicamento referido em 10.2 , a quantidade de
substincia activa que ainda ndo foi eliminada ao fim de 12 horas?

Resolucao
10.1 M=M,e¥

Para t=0, vem M=M,.

M, representa a quantidade activa no momento da tomada do
medicamento. :

10.2 M(z) = 1000 e ¥

M(l):%—x 1000 N X
‘ N
&> 1000 e ¥%1 =500
. 500
& eh=—r0 |
€ <7000
& —-k=In (l) A
2 S

i —p=In 2
& —k=-In2
& k=In2

10.3 M (¢) = 1000 -2
M (12) = 1000 x e""2*12 = 0,244

Ao fim de ‘ 12 horas, a quantidade activa do medicamento que
ainda ndo tinha sido eliminada era de 0,244 mg .

PMM11-08
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Exemplo 11 A populagio de coelhos

Admita que numa dada populagio de coelhos numa zona protegida, ¢
dada por:

2,5
l)(t)=1,3+1—:3,—8§‘u§7’

onde p é em milhares de coelhos e # em anos.

O instante t=0 corresponde a Janeiro de 2004 .

11.1 De acordo com este modelo, estime o nimero de coelhos no inicio

de 2010.

11.2 Sem recorrer i calculadora (a ndo ser para efectuar calculos numé-
ricos), determine em que ano a populagdo serd de 3300 coelhos.

Resolucao

11.1 2010-2004 =6

25
1+3,8e %%

p(6)=1,3+
p(6) ~ 2,465 75 i

No inicio de 2010, o ntimero de coelhos serd aproximadamente
de 2466 .

_g:' 11
2,5

Num certo dia surgiu uma noti- 11.2 p(£)=3,3 & 13 +——FF—5 =
cia que teve como base uma 1+3,8e™

observacdo de um fendmeno por
um certo nimero de pessoas. & 2476 %%=25

Admita que, t horas depois da

33

observacdo do fenémeno, o & 7,6e7%%=0,5
ndmero, em milhares, de pessoas
que tinham conhecimento do ogs- 059
facto era, aproximadamente: = e e
100 ’
t)=———, t>0.
p(t) 1+9e02 Z 0,5
~ -0,2t= In ==
11.1 Quantas pessoas observa- 7,6
ram o fenémeno?
0,5
11.2 Calcule p(10) e inter- In 76
prete o resultado. &= 1= 0’2 = 13,606
11.3 Sem recorrer a calculadora B e
(a nao ser para efectuar
eventuais calculos numéri- 2004 + 13 =2017
cos), resolva a equagdo
p(t)=60.

Logo, durante o ano 2017 a populagdo serd aproximadamente

Interprete a solucdo encon-
el a0 engon de 3300 coelhos.
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Para obter cloreto de sodio (sal
de cozinha), colocou-se num
recipiente uma certa quantidade
de dqua, Q, do mar e expds-se
a uma fonte de calor.

Apds t horas do inicio da expe-
riéncia, a quantidade de &qua,
em litros, existente no recipiente
€ dada pela formula:

Q(t):loxlog( 10 )

t+1

12.1 Qual a quantidade de agua
que foi utilizada na expe-
rigncia?

12.2 Qual a quantidade de agua
existente no recipiente
quatro horas apés o inicio
da experiéncia?

12.3 Mostre que a quantidade
de agua, G, em litros,
Que passou ao estado
9asoso, t horas apos 0
Inicio da experiéncia, &
dada por:

. G(t) =10 log (t + 1)

24 Quantas horas tém de

decorrer até obtermos o
sal de cozinha?

——
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Exemplo 12 Intensidade sonora

Para medir o nivel de intensidade sonora cuja unidade de medida ¢ o
decibel, dB, utiliza-se uma férmula onde se aplicam logaritmos.

O nivel N de intensidade de um som depende da sua intensidade T |
medida em watt por metro quadrado (W/m?) | de acordo com a formula:

N:lehm(%),[>0,

0

onde I, representa a intensidade do limiar de audibilidade.

a) Complete a tabela seguinte.

I(W/m?)
10-

N (dB)

Limiar de audibilidade

Dialogo 30

b) Considerando a intensidade de referéncia I, correspondente ao
limiar de audibilidade, mostre que:

N =120+ 10 logl

¢) Um som com intensidade superior a 100 dB pode prejudicar o tim-

pano. Determine, em W/m?, a intensidade a partir da qual nio se
deve expor ao som sem protecgio.

d) Mostre que quando a intensidade do som duplica o nimero da
intensidade sofre um acréscimo aproximado de 3 dB.

Resolucao
10—12
a) N=10xlog(-ﬁﬁ):10xlogl=0
log (L) =30 < log(—L-)= N 5
10 Og-w— Ogl—o_ﬁ—3<:>l() =1O_12<=>I=10‘
1071 0
10°° 30

b) N= 1010g(TOITu-) <~ N=10(logl - log10~1?) <

< N=10(log! +12log10) <=
& N=10logl+120 < N=120+10logI (c.q.m.)

c) 100=120+ 10logl < -20=10logl < -2=logl < =102
A partir de uma intensidade de som de 10" W/m? nio devemos
expor o ouvido a0 som sem protecgio.

d) N=120+ 10log(2]) <= N =120+ 10(log2 + logl) <=
&> N=120+10log2 + 10logl , donde
N =120+ 10logl +3 (c. q. m.)

10 x log2 = 3
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Problemas Propostos

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

BN Consideremos as funcoes f e g, de dominio
IR, definidas por:
f(x):zx+l e g(x)___z—x-%l.
Qual & o conjunto-solugdo da inequacao:
f)-g)>02
(8) R* (€) R~ (D) Ry

10 pontos

(A) R

B Admita que a quantidade @, em mg, de uma
substancia que nao é absorvida pela toma de um
comprimido do medicamento X, ¢ horas apés
a tomada, é dada por:

a(t) = 500"~

A quantidade de substancia Q de cada compri-

mido é:
(A) 5mg; (B) 10 mg ;
(C) 150 mg ; (D) 500 mg .

10 pontos

log, (ax?) — log, x & igual a:
(A) alog, x; (B) 1+ log, x;
(€) log, xX*; (D) 2 log, x .

10 pontos

B Um medicamento elimina-se segundo a lei
M=M,e %, sendo M a quantidade activa do
medicamento no organismo t horas apds a sua
administragao.

A quantidade de substdncia activa ingerida
reduz-se a metade para t igual a:

In2 ., :
(A) 05 (B) 0,5n2;
In2 (n 2
c i
© 0,25 " (D) -0,5"

10 pontos

H Seja f uma funcéo real de variavel real definida

por:
£ = b5,

Pode afirmar-se que:
(A) flx)=2b°;
(€) f(x) =log, 2°;

b>1

(B) f(x)=5+log, 2 ;
(D) f(x) = log, 10 .

10 pontos

I Na figura estdo representadas graficamente dyag
funcdes f e g, definidas em R* por:

Fx) = log,(x) e gx)=—5+10g(x).

v g

(@] // %
Os graficos de f e de g intersectam-se no

ponto I.
As coordenadas de I sao:

(A) (8, 32);
(€) (32, 8);

(B) (32 ’ 5);
) (5, 32).

10 pontos

Na figura esta representada graficamente a fun-
¢do f, definidaem IR por:

f(X) - ex+ 2b yJ

0 gréafico da funcao
intersecta o eixo Oy Pl
num ponto (0, ¢). —“1 —
Indique o valor de b .

Inc Inc
A) == Bz
) - (8) -

lnc In b
) — 20
o = (0 L

10 pontos
Bl Considere a fungio g definida por g(x) =¢* -
Indique qual dos seguintes pontos pertence a0
grafico da fungdo g.

(A) (2; 0,3) (B) (5: 7.4)

(© (ln2, 1) (D) (ln3, -3-)

eJ
10 pontos
Bl n (5e) +n e éigual a:
(A) 3In5; (B) ln9;
(€) 3+Ins; (D) 4+1In5.
10 pontos

¥

s 2
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Problemas Propostos

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

Admita que um determinado tipo de plantas se EH Admita que a altura h , em metros, de uma
desenvolve de acordo com a lei: espécie de plantas é dada em funcio do tempo
t, em meses, por:
N(t) = N, e*%!
- 4 h(t) =0,32+ 0,89 In ()
sendo N o nimero de plantas t dias apos a

contagem inicial. (In designa logaritmo de base e)

10.1 Determine o ndmero de plantas existente Recorrendo a métodos analiticos e utilizando a
calculadora para efectuar calculos numéricos,
responda as seguintes questdes.

(Apresente os resultados com duas casas decimais.)

no inicio da contagem, sabendo que 20
dias depois existiam 3000 plantas.

10.2 Determine x tal que para, qualquer t,

N(t+ x) =2N(t) 12.1 Uma planta tem 50 cm de altura.

Quantos meses tem a planta?

Apresente o resultado arredondado as 12.2 Mostre que para qualquer valor de ¢,

décimas. h(3t) — h(t) & constante.
Interprete o valor obtido no contexto da Determine o valor dessa constante e
situagdo apresentada. interprete esse valor no contexto da

situacdo apresentada.
20 pontos & P

30 pontos

Um grupo de 40 cabritos é colocado numa itha

onde até entdo ndo existia qualquer cabrito. A lei de arrefecimento de Newton estabelece
g e que a razdo a que um objecto arrefece é propor-

cional a diferenca entre a temperatura a que se

encontra o objecto e o meio que o rodeia.

A temperatura T de um objecto t horas depois

é dada por:

T=T,+(T,—T,) et

onde T, & a temperatura ambiente e I, a

Admita que a populagao de cabritos, na ilha, temperatura a que se encontra o objecto para
cresce de acordo com a seguinte lei: t=0.
N(t)=—2—°°—— No resicaurante do Anténio, a temperatura da
1T 4002 ?dega ¢ de 70 °F e a temperatura do frigorifico
onde N é o nGmero de cabritos existentes ¢ &5 amery
anos apés a chegada dos 40 cabritos  ilha. Uma garrafa de vinho & colocada no frigorifico

.. para ser servida ao j .
11.1 Quantos cabritos havera na ilha 5 anos Picihilie Jantar

depois da sua chegada a ilha? Faigleiahs ma hora, a temperatura do vinho era
11.2 Quantos anos terdo de decorrer até que na

. 13.1 Determine :
ilha o nGmero de cabritos seja igual a 100 ? a constante k para o tipo de

vinho em questio.

11.3 Parece-lhe haver alguma hipbtese de se 13.2 Quanto tempo & necessério para arrefecer
ter na ilha um ndmero de cabritos superior uma garrafa de vinho, do mesmo tipo, de
a 2007 Explique porqué. 70 °F para 40 °F ? !

40 pantos 30 pontos
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A Geometria, da obra Discurso
do Método

Um olbar sobre @ Histora
vultos da historia Jda Matemdtica do século XVII fo;

os mais roeminentes o ' 0.
. 4 jacdo da Geometria Analitica.

¢ Descartes, a quem fica ligada acr al
Oriundo de uma familia burguesd, Descartes frequentott o colégio jesuita de
La Flechee mais tarde licenciou-se €m Direito na Umvermdade de Poitiers em Franca,

co anos, a partir de 1617, 0 jovem Descartes participou cm
ainda, no exército

o francés Ren

Durante cerca de cin '
varias campanhas militares na Holanda, na Baviera e esteve,
francés, no cerco de La Rochelle.

£ a partir de 1622, entio com 26 anos, que
dade de matematico € filésofo.

Viaja pela Europa, intensifica contactos com cien
quem discute a filosofia aristotélica & finalmente, decid
vem a desenvolver trabalho cientifico que 0 tornaria famoso.

Depois de em 1633 ter apresentado uma teoria sobre 0 movimento dos planetas,
Descartes publicou em 1637 a sua célebre obra O discurso do método para bem
conduzir o raciocinio e pesquisar a verdade cientifica, onde estabelecia o seu pensa-
mento programtico de pesquisa cientifica com 0 qual, através da divida sistema-
tica, procurava atingit ideias firmes, claras € bem definidas, a partir das quais seria
possivel encontrar novas conclusoes.

A sua influéncia nos meios matematico ¢ cientifico foi enorme € duradoira.

Descartes se deixa atrair pela activi-

tistas em VArios paises com
e fixar-se na Holanda onde

No campo da Matematica, Descartes publicou a obra A Geometria, apresentada

ndo como um trabalho isolado, mas antes como um dos trés apéndices do Discurso
do Método.

Nesta obra, que marca a origem da geometria analitica, Descartes combinava 2
geometria € a ilgebra de modo a formarem um conhecimento superior a qualquer
outro que até entao era conhecido. A ideia de Descartes era a de usar a geometria ¢
a 4lgebra combinadas, tornando possivel interpretar. geometricamente resultados
algébricos, o que facilitou novas descobertas. Os métodos da geometria analitica -
também designada por geometria cartesiana — podem ser usados lguns
dos teoremas da geometria plana. para provar 8%

A geometri iti i
g etria analitica criada por Descartes constituiu um marco decisivo 14

ZZ;::; e;:sllg:;;:tlf:: que ocorreu no século XVII, tornando-o uma referéncia

gl % BRe3l finresczzgre§dde cientistas e filosofos. A genialidade deste emi-

paits BAUpIERE. ecida pel’o.Estado francés que o elegeu como her6i
ou, em 1667, da Suécia, onde faleceu em 1650, para Paris.

René Descartes
(1596-1650)
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BN Vectores no plano. Operacdes com vectores
A Rectas no plano. Circunferéncia, elipse e hipérbole

EJ pProduto escalar de dois vectores no plano
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MijeCves 1. Vectores no plano. Operagoes com vectores

1. Aplicar vectores na resolugao
de problemas.

2. Escrever as coordenadas e
componentes de um vector
no plano.

3. Determinar a soma de um
ponto com um vector e a
soma de dois vectores.

4. Determinar o produto de um
namero real por um vector.

5. Escrever um vector como a
diferenca de dois pontos.

6. Determinar a norma de um
vector no plano.

7. Determinar um vector coli-
near com outro. Os barcos i vela movem-se com a forca do vento. As forgas também se representam por Vectores.

(2!
=
Fl
>
““
@
0
9
~
a
Eel

8. Resolver problemas envol-
vendo os conceitos de

norma e de colinearidade 1.1 Vector ou vector livre

entre vectores.

Segmento orientado

Um segmento orientado é caracterizado por uma direc¢do, um sentido,
um comprimento e uma origem (ou ponto de aplicagao).

Na figura ao lado, [ABCD] é um losango.

[A, D] e [B, C] sido dois segmentos orientados distintos, mas tém algo
em comum: o comprimento, a direc¢io e o sentido.

Diz-se que estes dois segmentos orientados sio equipolentes, ou seja,
representam o Mesmo Vector, € escreve-se:

AD = BC (l&-se o vector AD ¢ igual ao vector BC)

ou

—

u=AD =BC .

Na pritica, identifica-se muitas vezes um vec

Vector

U : > oy

m vector (ou vector livre) é um ente matematico caracterizado por:
¢ uma direc¢io;
® um sentido;

® um comprimento, 8
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1. Vectores no plano. Operagbes com vectores 121

1.2 Norma de um vector. Vector nulo. Vector simétrico
de um vector. Soma de um ponto com um vector

ﬁ bservaggo

Norma de um vector
s qtue . n;rr:"a]n:i:roqt::; Chama-se norma de um vector # e representa-se por ||#|| a medida do
or é u 5 A ) :
qggrn\éz‘;tivo comprimento do vector # numa determinada unidade.
na .
« Alguns autores designam “E’H
por modulo de vector u . P N M Le 1_);(
1 unidade de
] I H G | comprimento
: F

A B C D E

A figura seguinte representa um rectingulo dividido em oito quadrados
geometricamente iguais.

Tem-se:
|ME||=2, [INB||=2, ||Fj|l=4 ¢ ||[FL||=V2.

Vector nulo

O comprimento do segmento de recta [PP] é zero. O vector PP tem norma
igual a zero e diz-se que o vector PP é um vector nulo.

Vector nulo
Chama-se vector nulo ao vector de norma 0 e representa-

(zero com uma seta por cima).
indeterminados. S

se por 0
o vector nulo tem direccio e sentido
Vector simétrico

Ao vector que tem a mesma direccao,

0 mesmo comprimento e sentid
0. 16 s 0 con-
trario ao de # chama-se vector simé ¥

trico de # e Iepresenta-se por —# .
Na figura: ;{E:—C_A., IH=-IM e NB=-DI

Soma de um ponto com um vector

Dados um ponto A e um vector #, chama-se

g

soma do ponto A com o vector # ao ponto / :

A' tal que: AA' = 7. s L
A

Na figura: A+ HG=B, B+DL =N ¢ I+FG=J.
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=41

A figura representa um cubo
[ABCDEFGH] de volume 27 cm®.

H G
§
SRR |
A B
Indique:
1.1 |1481l;
1.2 ||acll;
1.3 ||46ll;

1.4 duas representagdes do vec-
tor simétrico do vector BC;

1.5 A+FG;
1.6 E+AC;
1.7 A+AB;
1.8 D+C6;
1.9 B+CD;
1.10 F+HD;
111 e,

Exemplo 1  Norma de um vector. Soma de um ponto com um vector

A figura representa um paralelepipedo rectingulo [ABCDEFGH],

Sabe-se que:

AB=4cm, BC=3cm e CG=6cm.

1.1 Indique:

a) [|AB[|; b) lAC]| -

1.2 Indique o ponto correspondente a cada uma das seguintes somas:
a) A+EG; b)E+(—}—C§; c)D+I-TI:".

Resolucao

1.1 a) ||AB]|=4

b) [|AC||=V3?+ 4 =5
1.2 3) A+EG=C

b)E+_G_(§=E

c)D+I-—I_15=B

1.3 Adicdo e subtraccao de vectores

Observe as figuras.
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ﬁbservagéo

ejam 7, VvV e w vectores do
e r

lano. .

ﬁadicﬁo de dois vectores tem as

seguintes propn'edades:
1. comutativa
T+V=V+U
5, associativa
(T+V)+W=U+(V+W)
3. existéncia de elemento
neutro

4. existéncia de simétrico

—

T+(-T)=-T+T=0

1. o
Vectores no plano, Operagdes com vectores 123

Regra do paralelogramo

Uma forma de obter a soma de dois vectores é a seguinte:

o 4
=P ..
" I > ..
= o R
u+ v Sel
-
v

-
v

\
\
A}
\
\
\
\
\
v
\
\
\
v
\
\,

o desenhar os representantes dos dois vectores dados com uma origem em
comum;

e tracar um paralelogramo desenhando os lados paralelos aos dois vectores;

e o vector diagonal do paralelogramo com origem comum ao0s dois vectores
é um representante da soma dos dois vectores dados.

Regra do triangulo

Outra forma de obter a soma de dois vectores consiste em aplicar as for-
mulas do tridngulo.

Dados dois vectores # e v, chama-se soma de # com v, e representa-
se por # + U, ao vector que se obtém do seguinte modo:

- .
" .

<l

~) W
h"'-,;)

e consideramos um representante do vector # e outro do vector 7 de

modo que a extremidade do representante de % coincida com a origem
do representante de v'; ’

° tragamos O vector cuja origem é a origem do representante de % e a
extremidade é a extremidade do representante de 7 '

O vector obtido é o vector ¥+ 7.

Subtraccédo de dois vectores

- =
u—-v

Para calcular a diferenga entre os vectores % e¢ 7 calcula-se a soma de i
com o simétrico de 7.

U-V=Uu+(-7)
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2.1 A figura seguinte é formada
por tridngulos equilateros.

Copie e complete.
a) AB+BI=..
b) EF +JI =...
) E]J+HC=...

d) HE+CI = ...
e) v+ IF=EC
f) AH +...=Al
) AB+..=0

Exemplo 2 Soma e diferenca de dois vectores

O paralelogramo [ABCD] csta’.'dividido Bl & o
em seis paralelogramos geometricamente

iguais.
Usando as letras da figura, indique: ] c

2.1 AF + GH; 2.2 AI+1K;

2:3 Al Gl 2.4 AH - DL .

Resolucao
2.1 AF + GH=AE
2.3 AB+GI=AE

2.2 /ﬁ+L?=AT€T
2.4 AH - DL = AH+ LD = A]

O vector U representa a velocidade a
que se deslocava o Paulo no seu

barco.

/

Sabendo que, de repente, o Paulo
comegou a remar mais ripido e a
velocidade do barco duplicou, o vec-
tor que representa a velocidade a que
o barco passou a deslocar-se tem a
mesma direc¢do e o mesmo sentido,
mas o dobro do comprimento.

@bservagéo

Propriedades do produto de um
namero real por um vector

Sejam ¥ e V dois vectores
quaisquer e k e k' dois nime-
ros reais quaisquer.

1. k(k'U) = (kk')T

2. k(@+7V)=kT+ kv
3. (k+KkYU=ku+ k'
b AXU=UX1=07

1.4 Multiplicacao de um nimero real por um vector.
Colinearidade de dois vectores

1 unidade

Y

Y

O vector #+#=2u. O vector — 2% =—77 + (—u).

Dado um niimero real k #0 e um vector 7 = 0, o0 produto de k por
u éovector k% que tem:

* a direccio de #;
* norma || kl|=|k| x|z ;
*caso k=0, ku=0;

de u

de —u

se k>0
se k<0.

¢ sentido

Vectores colineares

Dois vectores, nao nulos, # e ¥ sio colineares se e s¢ se existe U™
numero real k=0 tal que 7=k .

Vectores colineares tém a mesma direcgio.
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3.2

33

4
3.1

Relativamente ao paralele-
pipedo do Exemplo 3.1, indi-

que:

2) 00+ 20R;

b) & -DU;

<) W+27(3:

q) %HR+KE.

observe o paralelogramo

dividido em nove partes
geometricamente iguais.

¢ D E £

Indique um vector represen-
tante de:

a) 37-b;

b) 2(7+b);

0 3(b-7);

d) -3(a+5b);

e) 2a+b—2b-3T;

f) -3@-b)+2(2a-b).

Na figura [ABCDEFGH] & um
cubo.
H Brag
£ A
L0 il E
f":- ----- T C
4’ N
A M B

M, N, 0 e P sioos pon-
tos médios das arestas a que
pertencem.

a) Copie e complete.
) - 2BM = ...

3,) %FE+I—'—G'=
a,) %Fé=
a) 2NB +BE = ...

b) Indique tras vectores
colineares com AM .

1. Vectores no plano. Operagdes com vectores 125

Exemplo 3  Produto de um nimero real por um vector
3.1 O paralelepipedo da figur

‘ : a seguinte ¢ formado por seis cubos geo-
metricamente iguais.

N M v
0
; QRJK
. T .
E
D
A B . €

Usando as letras da figura indique:
a) BC+3GD :
— 1 —
b) CI-=NP.
) 2
3.2 Indique trés vectores colineares com AC .

3.3 Copie o paralelogramo da figura seguinte que estd dividido em qua-

tro partes iguais.
B/f / /
e
O > 4

Coloque as letras de C a H de modo que:

e OC=d+b; e OD=27;

e OE=2a+2b; s OF=512F,

® _A’+E=O_G'; ‘Eﬁ=—g.
Resolucao

3.1 a) BC+3CD=BC+CF=BF
b) EI'—%NT’=C_JI'+O_I\I'=5f+ff=(_I]

3.2 Por exemplo:

—_—

° AB porque AB=

1 —
— AC:
2 Cs

e PO porque PO = AC;

o=

e NV porque NvV=1AC,
3.3
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1.5 Referencial ortonormado no plano

Na origem de um referencial ortogonal e monométrico consideram-g,
vectores unitdrios com direcgdo e sentido dos semieixos positivos. Egte
referencial passa a chamar-se referencial ortonormado (o. n.).

y}

vy

Referencial o.n. (O, T, 7)

Qualquer vector do plano pode ser decomposto na soma de miltiplos dos
vectores unitarios referidos.

Por exemplo:

o -

U=37i+4]

As componentes do vector # sdo 3i e 4 I

As coordenadas do vector # sdo (3, 4) e escreve-se 7 = (3, 4) ouu(3,4:
De um modo geral, tem-se:

Componentes e coordenadas de um vector

Se # & um vector representado num referencial o.n. (O, 7, j)do
plano, entdo existem niimeros reais @ e b tais que #=ai+bj.

As componentes de # sdo ai e bj .

As coordenadas de # sdo (a, b).

Escreve-se: #=(a, b) ou u(a, b).
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P0=Q-P; OC=C-0

1. Vectores no plano. Operagdes com vectores 127

1.6 lgualdade de vectores.
Vector como diferenca de dois pontos

Igualdade de dois vectores

4 0 (¥, 7,) Dados dois vectores do plano u=(u;, ;) e v'=(v,, v,),
Ezi—; C> ul-:v] A u2=Uz.
M=)

' i Vector como diferenca entre dois pontos

Vel : e Y Y2 S .

) I ., Um vector PQ pode ser designado pela diferenga entre o ponto extremi-
0 f‘z el ™ dade e o ponto de origem de qualquer um dos seus representantes.

je— A3 ™8]

PQ=Q-P
@:(xl‘xzy Yi—=¥2) = (%1, Y1) = (%2, ) =Q—P

Se I@zQ—P, entao Q=P+P_Q ou Q=P+u.

Assim, como ja foi dito, dado um ponto P e um vector # chama-
@ bservacao

Para obter as coordenadas de um
vector, muitas das vezes é (til
dispor do seu representante com
origem na origem do referencial.
As coordenadas do vector sdo as
coordenadas da extremidade
desse representante.

-se soma do ponto P com o vector # ao ponto Q, sendo Q a extre-
midade do representante do vector # com origem em P.

Exemplo 4  Componentes e coordenadas de um vector

—_—

Considere os vectores @', b e ¢ representados num referencial o. m.

ARSI [ © g e R
Z. 4
=4 7
3 (
Na figura sequinte estao represen- 5 4
tados os vectores @, b, Ze-d; o p b
num referencial o.n. (0, 7, j). N .y \
1
yA p > >
ST = =2 301 2 3¢
+ = L z ‘l_;L
ARHERE
<1 i |
[ Y 4.1 Represente os vectores a, b e ¢ com origem na origem do referen-
=Lt X cial.
2
3 — 4 -
u§__,4 a 4.2 Indique as componentes e as coordenad
»}

41
4.2

4.3

as dos vectores @, b e T.

Represente os vectores dados  Resolugao

com origem na origem do 4
referencial, .

|
Indique as componentes e i
as coordenadas dos vectores E

!

a 4Te 2'? a=
dados. S0V i ndi

Desenhe um representante

AT T 1. 4.2 [ o
'iﬂ \ : * : ‘ Vector | Componentes | Coordenadas
- 1
] |
”
i

| | ' % > = |y
AT T TR b —2ie-2j |b=(-2, -2
d . P 1 £ I
0 vector: L ‘1 | 1 | \ R P
a) V=—%.1+3]; ‘ | 1 E ‘I. ! . ' | c -3ie Oj E.=(*'3, 0)
by W=-7-27. hpar =t R o i g
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Exemplo 5  Vector como diferenca de dois pontos

Gado As o1y 3), B A2, SYeu=(2,-1):

yA
B iond
oA
ey
{ 2
£ i
7, R ) D 3 x
_1 L) <4
u

5.1 determine as coordenadas dos vectores AB e¢ BA.
5.2 determine as coordenadas do ponto M=A +.

5.3 determine as coordenadas do ponto P tal que AP =7,

Resolucao
% 5.1 AB=B-A=(=2, 5)= (=1, 3= (=2 (1), S=3)=(-1, 2)
Num referencial o. n. do plano, B?\:A—B= - - (= =(-1-(- —-J)= =
considere os pontos: TR i = ( rky it '
M~~(1,2), N\~ (0, -3) Portanto, AB= (-1, 2) e BA=(1 -2)
e P\_/(3, 0). , -
y4 Note que: 1§7‘\=—A—1§=(1,—2).
3
2""M n |
4 5.2 M=A+u=(—1,3)+(2,—1)=(—1+2,3+(—1))=(1,2) '
ST |
R e Logo, Mx_~ (1, 2).
= |
=2 . I
an 5.3 Seja P~ _~(x, y) o ponto pedido. '
5.1 Escreva as coordenadas dos AP=4 < P-A=u =
vectores:
a) WV.; ﬁ(st’)‘("1,3)=(2,“1)<=>
) ﬂw; = (x_(_ 1) > y_3)=(2 3, T 1) — Igualdade de vectore™
€) NP, 5
5.2 Escreva as coordenadas dos — kg = A
pontos: y—3=~1 y=2
a) M+NM :
b) N+ N Assim, 0 ponto P tem as coordenadas (1, 2).
<) N+Mmp .

—_—

Digitalizada com CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

1. Vectores no plano. Operagdes com vectores 129

1.7 Adigdo de dois vectores conhecidas as suas
coordenadas

A soma de dois vectores € um vector.

A soma do vector # = (x;, y;) com o vector U= (x;, Y;) € 0 vector
W= (xX;+%, y1+¥) .

Propriedades da adicao de dois vectores

Quaisquer que sejam os vectores # , v e w , sao validas as seguintes pro-
priedades:

1. Comutativa
Uu+v=v+u

2. Associativa
U+v)+w=u+ {V+w)

3. Existéncia de elemento neutro
Z+0=0+u=u

4. Existéncia de simétrico

U+ (—ud)=—u+u=0

Exemplo 6 Adicao de dois vectores

Num referencial o. n. estio represen-

& y‘\
tados os vectores % e 7. A
6.1 Escreva as coordenadasde # e 7. i -
6.2 Represente pelas suas coordena- j
das w+v. =
R B e »
6.3 Desenhe uma representacio do .
vector u +v . | =32 -1N\JO1 2 3 4 x
Sl s |
Resolugao e o
L _ T —
7 6.1 u=(0, 4); v=(4, —4) e Eel S0 R IS ] R I RN
— 6.2 ﬁ'+z7'=(0,4)+(4,—4)=(4,0)
Sendo:

6.3 Desenhou-se:

a= 1, = s B ~
( V;b=(-2,3)e ® uma representagao do vector 7

€=(~10, 5), escreva as coor-

denadas dos vectores: com origem em (0, 0)

) 745 ¢ uma representacio do vector 7
o com orige i

b) b+t gemem (0, 4), ou seja,

o e na extremidade do vector 77 ;

€)+1; ® o vector (4, 0), soma de %
) @+0)+5. com ¥, aplicando-se a regra
&) T Fims do tridngulo.

PMM11-09
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A
)l
—
= y"
-
2u
=

=41

7.1 Num referencial o.

n.

(0, x, y) considere o

vector U= (3, 4).

=l

]
1
1
]
L}
Ll
]

O
“ly

Represente num referencial

0s vectores:
a) 2u;
b) —u;

c) —2u.

tores:

a=(-10, 5) e
b=(-8, 0).
Calcule:

a) a—-3a;

b) d-3a+5a;

) 2(-3q0);

d) 6a—7a+b—2b;

e I (P00
f) ~T+Za+2(-b+37).

3 x

>
>

7.2 Considere num referencial
o.n. Oxy do plano os vec-

FN

o de um numero real por um vector.

1.8 Produt
dois vectores

Diferenca de

k um namero real. O produto de

um vector €
(%1, ¥1) ku e tem coordenadas (kaxy k3’1) .

Seja # =
a-se por

pelo vector % represent

Se k=0 ouu=0,0 produto ki € O vector nulo.

Se k>0
Se k<0 enz0, ku terd o sentido oposto ao de # .

e 720, ku terd o mesmo sentido de # .

O comprimento do vector k# & igual ao produto do valor absoluto de |

pelo comprimento de # .

Propriedades da multiplicagdo de um numero real por um vector

Quaisquer que sejam os vectores # € U € OS ndmeros reais a e b, sio

validas as seguintes propriedades:
e(a+b)u=au+bu o(axb)u=a(bxu)

ca(F+7)=aw+av o 1xF=%

Diferenca de vectores

No plano tem-se:

G-b=a+(-b)=a+(-1)xb.

Exemplo 7

Sejam a=(1, 3) e b=(2, 5).

Determine:
7.1 7-b; a-3b b-7b
§ 7.2 a-3b; 73 a-3a+2b-7b.
Resolucao
7.1 ‘?_b=(1a 3)'_(2: 5) ou (1, 3)-(2, 5)=
=(1-2,3-5)==(-1, ~ 2 ::1,13)3(;—2,—5”
1.2a-3b=(1, 3)-3(2, 5= ou (1, 3)-3(2, 5)=
=(1, 3)-(6, 15)= | -
=(1-6,3-15)= (-5, —12) Willhe
138-3a+2b-7b=-27-5F
Substituindo 7 e b pelas suas coordenadas, vem:

-2(1, 3)-5(2, 5)=(-2, ~6)-(10, 25)=(-12, - 31).

_———-'/
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1.9 Norma de um vector. Vectores colineares
Norma de um vector

Norma de um vector # é a medida do seu comprimento e representa-se
por ||7]].

Norma de um vector

Se #=(x;, y1), entdo |[#]|=Val+i.

Vectores colineares

Recorde que:

@‘ bservagao

Repare que:

u=(x ' € V= (X r y) ’ W =y b 7 . o . s
pg: X >E;, i’% E’ e ZV 5250 DOlS vectores # € v Ssao collneares se e SO se existe um numero real
« 2 2 4

Os vectores # e v nao nulos sdo colineares se e so se tém a mesma direccao.

Vectores colineares

colineares se e so se k#0 tal que u=kv.
% _ Y _ - o : .
i:z S XY, =X XY, . Por exemplo, os vectores a= (2, 3)_.e b= (10, 15) sdo colineares por-

— 1 que (10, 15)=5(2, 3), ouseja, b=35a.

Exemplo 8 Determinacdo de um vector conhecida a sua norma

8.1 Averigiie se sio colineares os vectores #=(—1,5; 4) e v=(—6, 16)
8.2 Considere o vector u=(—3, 0, 4).

Determine um vector v/, colinear com %, tal que HUH =14
Resolucao

8.1 u e v sdo colineares se e s6 se existir um nimero real k#0 tal que
v=Fku.

v=ku < (-6, 16)=k(-1,5; 4) & (-6, 16)=(-1,5k; 4k) <

{—6:—1,5k {k=4 {
= & k=4

16 =4k k=4
8

8.1 Para cada um dos seguintes

vectores do plano determine 8.2 v'=ku & v=k(-3, 0) < v'=(-3k, 0k)
a sua norma.

a) u=(-10, 5);

Como v=4u, entdo # e v sdo colineares.

v é colinear com .

Por outro lado, temos:.

1 ”F” =10 <= V(-3k)\?+0’=10 < Norma pedida.
B) V= (——, 3);
2 & (VIE3R) =100 & 92=100 <
¢) W=AB, sendo - k2=100 PR k:ilg
Ao~ (-1, 5) e ? 3
Bar(-2, —-3); Como v=~Fku e k=:|:l3g, tem-se:
8.2 Verifique se sdo colineares 10 10
0s seguintes pares de vec- U=-——u ou U=-—#, assim temos que:
tores: 3 3

T(2,3): b(-1, -15). v=(10, 0) ou '=(-10, 0).
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13y Problemas Propostos

[ABCD] & um rectangulo dividido em seis rec-

tangulos iguais.

D r H C
] K L G
o e
A E F B

1.1 A- HL éigual a:

() E; (B) F:
© J: () AJ.
1.2 ﬁ(‘—% (I éigual a:
(A) Ji (B) AC:
(€ AL: (D) AD.
20 pontos
Observe o triangulo [ABC] -
s
>B
A
Pode afirmar-se que BC representa:
(A) AB +AC ; (B) AC—AB;
(C) AB - AC ; (D) AB+(A .
10 pontos
0 diagrama mostra os vectores
! — y X
BA=Xe BC=-Y. 3 A
M
c
M é o ponto médio de [A(] . (M é&igual a:
1 g T — —_—
(A) 5 (x+Y): (B) y+X:
(€) 2(y-%): (D) -%my

10 pontos

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

Sendo rv=(-1. 2), as coordenadas de u |

- - V3 5
vector, v, colinear com u e de norma = s

10 pontos

Considere os pontos assinalados no referencial

o. n. da figura.

A

y

3

B,....-2]
R | N
-3—2—i<13 2.3 &

_Z‘C

5.1 A norma do vector w=2(A-0) é:
(A) 8V2: (8) Ve |
© 2V2: (D) 4V2. |

5.2 As coordenadas do vector 0A — -;— BC sao
(A) (2. -1); (B) (3. -2):
(C) (1, 2); (D) (—2,3).

20 pontos

A sendo u'= (\/5 . - 1) , entdo o valor de HlTH,
é igual a:

(A) 4:
(€) 2V3;

(B) 3:
(D) 2\/§+1:

10 pont® |
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QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA 148

{‘ .
'\ [gll Copie para o seu caderno a seguinte figura e

{

assinale os pontos de C a P tais que:

o OF =ir=2V; 0D =20+V;
e 0C=20-V; OH=-Uu-2V;
«0G=-1; OF =— 20+ 7;
o 0I =20 —2V; 0 =—U+V;
Ok=-0T-V: o“:-zr-—z-v:

20 pontos
[ Observe o desenho seguinte que nao estd feito
a escala.
A
% M
&
=y
@) y B

OA=x%e OB=Y-
M é o ponto médio de [AC]
médio de [OC] -

8.1 Usando X e V-
plificada:

a)é_C';

e B é o ponto

escreva de uma forma sim-

b)BX; c)O_ﬁ

— 1 —
8.2 Sabe-se que BH= —3—BA ;

Escreva BH usando X € V.

8.3 0s pontos O . H e M sdo colineares?

Justifique a resposta.
30 pontos

No referencial 0. n. (0

[E Considere os vectores i=(y, 5) e T=(v,, v)
1r 2) -

9.1 Mostre que U € ¥~ sdo colineares se e s
se Uy X Vy = Uy X Vy.

9.2 Atendendo a propriedade referida em 9.1,
verifique se 0S seguintes pares de vectores

sjo0 colineares.
2 - 1
=(—1, 5) ., b= (— 7 1) %
a) a ( 1 ) 5

b) c= (';- \/5): 3=(—\§, 3);
c) E’=(—n, %), J—"=(21c, ——233)

30 pontos

i, j) da figura, consi-

dere o quadrilatero [ADB(] .

10.1 Escreva as coordenadas dos vectores:
a) AB - AC ; b)——;-(,Tc—ﬁE);
c) 3(A-D)+2(D-A).

10.2 Considerando como unidade de medida o
centimetro, determine o perimetro do qua-

drilatero [ADBC] . Apresente 0 resultado
com aproximagdo as décimas.

10.3 Determine Hﬁﬁ— 2.4?” ;

10.4 Determine as coordenadas do ponto £ que
pertence ao eixo das ordenadas e tal que:

14€]|=V17 .

10.5 Considerando como unidade de medida o
centimetro, calcule a drea do quadrilatero

[ADBC] .

Sugestio: Construa um rectangulo que contenha o quadrilatero.

40 pontos
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Objectivos

1. Calcular a distancia entre
dois pontos.

2. Escrever a equagdo da cir-
cunferéncia conhecidos o
centro e o raio.

3. » Resolver problemas envol-

vendo circunferéncias.

o Identificar o centro da
circunferéncia e o raio
dada a respectiva expres-
sao analitica.

4. Determinar o ponto médio de
um segmento de recta através
da férmula.

5. Identificar a equagdo da
recta.

6. Determinar o declive de uma
recta.

7. Interpretar a condigao de
paralelismo e de perpendicu-
laridade de duas rectas em
funcdo dos seus respectivos
declives.

8. Determinar os pontos de
interseccdo de duas rectas.

9. Calcular a distdncia de um
ponto a uma recta.

10. Definir elipse e identificar
os seus elementos.

11. Escrever a equagao de uma
elipse com centro na origem
dos eixos coordenados.

12. Aplicar a equagdo da elipse
na resolucdo de problemas.

13. Definir hipérbole e identifi-
car os seus elementos.

14. Escrever a equagdo de uma
hipérbole com centro na
origem dos eixos coordena-
dos.

15. Aplicar a equagdo da hipér-
bole na resolugdo de pro-
blemas.

@bservagéo

A distancia entre P, e P, pode
escrever-se:

d=PP, ou d=d (P,, P,).

2. Rectas no plano.
Circunferéncia, elipse €

hipérbole

Saber determinar a distdncia entre pontos no plano é importante na Matemitica e na vida real.

2.1 Distancia entre dois pontos no plano

Usando o Teorema de Pitagoras
num referencial o. n., calcula-se
a distancia entre dois pontos:

Pl\_/(xly yl) €

Pz\_/(xza J’2)-

A distincia pretendida esta
representada na figura por d .

Usando o Teorema de Pitdgoras, vem:

Oras.

Aplica-se 0 Teorema de Pitag

P_E2=d2=|x2-x1|2+ly2—y1|2

T’Tl’—z=d=\/|7952‘x1|2+'3’2—3’1|2

Como

x . |%=(x x. )?
I 2 1' (22 )" e lyZ Y1 O quadrado de um numet?

¢ sempre um nimero nio
negativo.

I 2

=(y, — yl)z 3

vem:

Formula da distancia entre dois pontos no plano

A distancia, d, e
, d, entre os pontos P
; 1 x
num referencial o. n. é: e g oilee Bage i 2

d=V(x,— %) + (y, — y,)? :
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p

1.1 No referencial o. n. Oxy
esta representado um qua-
drilatero [ABCD] .

2D

Sabe-se que as coordena-

das dos seus vértices sao:
Ao (4, 0) Bx~(0, 4)
(2, 0) D7 (0, -2)

Calcule o valor exacto do

perimetro:

a) do triangulo [ABD] ;

b) do quadrilatero [ABCD] .
1.2 Classifique, quanto ao com-

primento dos lados, o tridn-

gulo [MAR], sendo:
(-2, 1) A (5, 1)
R (5, 4)

2. Rectas no plano. Circunferéncia, elipse e hipérbole 135

Exemplo 1 Distancia entre dois pontos no plano

Calcule a distancia entre os pontos A ¢ B, sendo:

A\/(—:‘;,Z) € ”\_/'(—I,S)

Resolucao
A (- 3, 2)3 B«_~ (— 1, 5) Pontos dados.
2 4 2 a L 4
AB \/ xl) = )’1) Formula da distancia entre dois pontos no plano.

A (-3, 2); B~ (- 1, 5) A cadanimero atribui-se a letra correspondente.
Lo Lo
>

X1 N X

~

— Substituem-se, na formula, as letras pelos
AB= \/(- 1-(=3)*+(5- 2y niimeros correspondentes.
AB \/ 1+ 3 +(5 - 2)2 =V13 Efectuam-se os calculos.

A distdncia entre A e B é V13, ouseja, AB=V13.

B (xz, yz)

Mediatriz
M ~ de [AB]

7.
no

Sendo A\__~ (-2, 5) e
B _~(-1, 3), escreva
uma equagdo da mediatriz
de [AB].

2.2 Mediatriz de um segmento de recta

A mediatriz de um segmento de recta de extremos A. AR (xl‘ s Y1) €
B<_~(x;,, ¥,) ¢ o lugar geométrico dos pontos P _~(x, y) que

distam 1gua1mente de AeB.
A equagdo da mediatriz é dada pela expressio:
AP = BP
Vix -2+ (= 3, P = Vix — 5,2 + (y — 5,

Equacao da mediatriz de [ABj sehdo Av (x1, y1) e B~ (%3, ¥2) ¢
(x =oci)s O yl) =(x— xz)2+(:v )

Exemplo 2 Mediatriz de um segmento de recta

Escreva uma equacio da mediatriz do segmento de recta [AB], sendo:
As (1, 0) e Ba_~(-3, 2).

Resolucao

(x— 1%+ (y=0)* = (x + 3)2 + (y-2)? & Aplica-se a definigio.

= f _..2.‘_9_6 +‘L,+yy =y2/ +"~63€ +‘2.+)'Y—i)_) +4 &> Etfecruam-se os cilculos.

& -8x+4y-12=0 &

& x-y+3=0 &
&= y= 2x+3

A mediatriz é a recta de equagdo y=2x+3.
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2.3 Circunferéncia e circulo

Formula da circunferéncia e do circulo

Circunferéncia

Chama-se circunferéncia ao conjunto de todos os pontos do plano que
distam igualmente de um ponto fixo chamado centro da circunferéncia.

A distdncia de qualquer ponto da circunferéncia ao centro chama-se raio
da circunferéncia e representa-se por r. Note que # ndo pode ser menor
que zero € que =0 reduz a circunferéncia num ponto.

% Num referencial o. n., a circunferéncia de centro C(x;, y;) e raio r ¢
3.1 Como se chama o lugar geo- definida pela formula:
métrico dos pontos do
plano cuja distincia a um 2 2752
R - + (y — =7
ponto fixo é igual a uma (o —21)" + (¥ — 31)
constante?

3.2 Qual é a diferenca entre cir-
culo e circunferéncia?
Explique fazendo um dese-
nho e indicando pontos que ‘
pertencem ao circulo e ndo

! P (x,y)
pertencem a circunferéncia.

3.3 Na figura seguinte esta
representado um referencial 5 —~
o.n., Oxy.

Circulo

Chama-se circulo ao conjunto de todos os pontos do plano que perten-
cem a uma circunferéncia ou sao interiores a esta.

2

Num referencial o.n., o circulo de centro C__~ (x1, y,) eraio r ¢

definido pela férmula:

P~_~(x, y) éum ponto

2 PI )
qualquer da circunferéncia (x—x)"+(y—y)* <7
de centro 0 eraio 2.
a) 0 que representa a equa- A

cao ¥

(x—12+(y-2)2=227
b) 0 que representa a equa-

¢ao

(x=0)+(y -0y =27
C) 0 que representa a ine- P (x,y) '

quagao

(X—O)z+(y._0)2<22? >
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3.4

3.5

3.6

37

Escreva uma equagdo para as
arcunferéncias e para os cir-
culos de centro € e raio r,
sendo:

) Cr(-1, 4) e
r=2;

b) (\r (-2, -3) e
r=V3;

0 (r(-1,0) e

r=Vs.

Indique o centro e ¢ raio de
cada uma das sequintes cir-
cunferéncias.

1 2
3) (x-2)2+ y=5| =3
b) XZ—ZX+1+(y-—3)2=1
€) x2+6x+9+y2—3=o

Considere 3¢ circunferéncias

G.Gecg definidas por:

G: (x-3)2+f=9;

G: (=1 + (y4 2221

fa:(x+3)2+(y+1)2=4.

3) Represente no mesmo
referencial o, n.

ada uma das circu
Tencias.

Oxy
nfe-
b) Considere 0s pontos
A (-3, 1)

B (5, 0)
NG (0, -2

Verifique se cada um
t.ie-stes Pontos pertence,

€ Interior oy & exterior

3 cada umga das circun-
eréncias C,, ¢, e (.
MOStFE que 3 equ
+ 2%
Pode

agao
14+ 4+3=0 nio
€presentar uma cir-

Cunfergncia.
—

B T S S S SRR

Exemplo 3

3.1 Escreva uma equagao para
G -1 y 3) eraio 4.

3.2 Verifique se cad

Circunferéncia e circulo

2. Rectas no plano. Circunferéncia, elipse e hipérbole 137

a circunferéncia e para o circulo de centro

a um dos pontos A~ _r (-1, 7) ¢ B_~(2, 4)

pertence, ¢ interior ou exterior i circunferéncia definida na alinea

anterior.

3.3 Desenhe o circulo definido por: (x+3)+(y—-4)<S5.

Resolucdo

3.1 Cr (-1, 3); raio=4
(=2, 4 (y—y, )2 =2
(- 1))+(y-3p=4

(x+1)*+

A circunferéncia ¢ definida pela equagio

(y-32=16

Formula da equacio da
circunferéncia de cenfro
C_~(x,, y)eraio r.

Aplica-se a férmula substituindo

(xlv }’|)=(_1, 3) er=4,

Simplificam-se as expressoes.

(x+1)+(y-32=16
¢ ocirculo por (x+ 1)+ (y-312< 16.

3.2 Ponto A\ _ (-1 s 7)
(x+172+(y-3)2=16
(—1+1)*+(7-3)2=1¢
02+42=16

1l6=16

Substitui-se x=—1¢ y
a0 as coordenadas de A .

A igualdade ¢ verdadeira.

Logo, o ponto A pertence a circunferéncia.

Ponto B _~(2, 4)
(x+1)2+(y—3)2=16
(2+1)+(4-32=1¢
9+1=16

10=16

Substitui-se x =2 e y=4,
coordenadas de B,

Aigualdade ¢ falsa. -

Como 10<16, o ponto B ¢€ interior i circunferéncia.

33 (x+3)7+(y-4p<s

(x = (=3)P+(y—42 < (V5)
C\_}(—3, 4) e r=\/§

ylk
-14
i--13
At
o, S (» Nt e

Escreve-se a equagio dada na

forma (x - x )% + y—-yr<r.

Identifica-se o centro e o raio,

Desenha se a circunterénaia e,
utilizando uma cor, assinala se
o circulo,

=7, que
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B (xp )’2)

M

A(xpyl)

4.1 Determine as coordenadas
do ponto médio de [AB],

4.2

sendo:
As_~(-1, 3)
B._~(15: 8)
0Os pontos

As_~ (0, 4)
Ba_~(3.,1)
Da_~(2V2, 2)

pertencem a uma circunfe-
réncia de centro C .

B B

A D

[AB] e [DE] sdo diametros
da circunferéncia,
Determine as coordenadas
do ponto F.

2.4 Coordenadas do ponto médio de um segmento de rect;
No plano, se A~_~ (%1, y1) ¢ B~_~(xy, ¥)), tem-se:

A_é B-A=(x;—%, 3’2“)’1)

Se M é o ponto médio de [AB] , entdo:
M= A"‘;AB (%1, Y1)+ 2( »— X1 Y2— Y1)

( —xl )’1)

= (X1, Y1) +
Y2 — Y1 x1+x, N1tY:
=(x1+ 2 ’ yl 2 2 ) 2

Assim:

Ponto médio de um segmento de recta
No plano, o ponto médio M de um segmento de recta [AB] com

A\_/ (x1 S y1) e B __~ (xl ’ 3’2) é dado por:
M (xl + X, Y1 +y2)
A 2 3 2

Exemplo 4 Determinacdo do ponto médio de um segmento de recta

Considere num referencial o.n. do plano os pontos A~_~ (=1, 0) e
B~_ (-2, 3). Determine:
4.1 as coordenadas do ponto médio de [AB];

4.2 uma equagio da circunferéncia de didmetro [AB]. B (x,,7,)
2> 72

Resolucao

M (x1+x2’)'1+)’z)

2 2

4.1 Sendo A\_~(-1,0) e Bx_~(-2, 3),
o ponto médio M de [AB] é

-1+(-2) 0+3 " 3
\J( 2 T ),M\j(—i,z)

4.2 Comecemos por determinar o raio, r, da

A (xp )’1)

M

circunferéncia.
M\J( :l 3) A~ (-1, 0)
232

- 3 2 (3 )2 1 2 3 2
r=MA=q[-2-(-1)) +(2-0) =4/[-2) +(2
{32 o -3+ 6)
/l = 10 _V10
4 4 2
Sendo M o centro da circunferéncia, uma equacio da circunferéncia é:

) + (-2 -3
X+—=] + -_—] ==
( 2 Y=32] T3

Aplica-se a formula: (x —x,) + (y—y,) =1r-
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2.5 Equagio vectorial de uma recta no plano

K, Na figura ao lado pode observar a recta r ¢ o vector ",
A S Repare que:
A — - —= . -
‘A‘- | A=A+ Ay=A+ 203 Ay=A+250; Bi=A-05u; By=A-2u.
AL
5. B De um modo geral, sendo P um ponto qualquer da recta, tem-se que:
i :i R —_—
,._——4‘—*-"""’——’ P=A+ku , RER.
Q0 ~

A esta condi¢io da-se o nome de equagio vectorial da recta r.

Equacio vectorial de uma recta no plano

Dados um ponto A ¢ um vector nao nulo # do plano existe uma tnica
recta r que contém o ponto A e tem a direcgao de # .

Uma equagio vectorial da recta r ét
P=A+ku, kER

sendo P um ponto qualquer da recta.
O vector # chama-se vector director da recta.

Considerando as coordenadas de P~_~ (x, y), A (%1, Y1) €
7 & W= (u,, uy), acquagao tem a forma:
5.1 Resolva as questdes 5.1 a %2 W% Gers 31+ i u)» A
5.3 do Exemplo 5 conside-

rando A~_~ (0, 5) e
v=(-2.1). Exemplo 5 Equagdo vectorial de uma recta no plano

()
N
L]

Considere, no_referencial
o.n. (0, i, j)., oponto
Xar(-1, 2) eovec- 5,1 Escrev: . a ;
— .1 Escreva uma equagio vectorial da recta r que ;
N Rt o al da contém o ponto
tor #=(2. 3)- tem a direc¢io de v. ¥ are

Considere o ponto A~ _~»(3, 0) eovector v=(1, 3)
s 3).

4 5.2 Escreva um equaga i
‘ .2 Escreva quagdo vectorial da recta s que pass: :
. \ passa por C -2
-1 e é paralela a recta r. 4 gl A
Xe2) /1 5.3 Determine :

61 Y, .3 Determine a ordenada do po 2

npd ponto da recta r que tem abcissa 7 .
SRRy S Resolugao

. 5.1 P=A+kv, kER Equagdo vectonal da recta que

r i passa por A e tem a direcgdo de

(x, )=, 00+k(1, 3), kER  Sobtituemse P. A ¢ pelas

#) Escreva uma equagao 5,2 Equagio da-conta &1 respectivas coordenadas.

vectorial da recta As rectas sio paralelas, ¢ portanto,

que passa por X etem (x : )’) = (0 7 2) +k (1 * 3) ) k € R tm o mesmo vestor diretor ou
a direcido de 7. 5.3 Tem-se vectores dires teres colineares.
b) Verfique se:
. 7 =(3 Substitue se na eguay 3o vestonal
Arl-1, &) ( ,)f) ( ’0)+k(l’3):kER by iy do vectoral v
€ um ponto da recta 7. P 7=3+k e k=4
) Escreva a equacdn redu- y=0+ 3k y=12
zida da recta 1 que
passa por X e tem a A ordenada do ponto da rect: i
‘ 3 a com abeissa § 1. seja, ess
: direcgdo de . ponto tem coordenadas (7, 12) ARG, 7.8 A AR
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[]
N
-

. Uma equacio vectorial da recta r é (x, y)=(3, 0)

@bservagéo

x-3 y

A equacio =—= =< chama-se
quag > >

equagao cartesiana da recta r.

6.1 Escreva a equagdo reduzida
da recta r sendo:

a) (x,y)=(1, 2+k3. 1),
k€ R uma equagdo vec-
torial da recta;

b) A~_~(1, 0) um ponto
darectae v=(1, 5)
um vector director;

~—

A~ (1, 2) e
B«_~ (5, 6)dois pon-
tos da recta.

6.2 Considere o rectingulo
[ABCD] num referencial o. n.

Sabe-se que:

As_~(3,0)
B._~(3, 4)
C~ (5, 4)

a) Determine as coordena-
dasde D.

b) Escreva a equagdo redu-
zida das rectas que con-
tém as diagonais do
rectangulo.

2.6 Equacio reduzida de uma recta no plano
+k(2,2), kKER.

A partir desta é possivel obter outra equagdo da recta.

Coiit efalto. tetii-se x=3+ 2k = Forma-se um sistema de equacaes,
)
k_x—3
= 2 Resolvem-se as equagdes em ordema k.
k=2, KER
2 ’

Daqui resulta que:

ii = —X  —— Repare que apenas escrevemos k=&,
2 2

& x-3=y & y=x-3

A equacio y=x—3 chama-se equagdo reduzida da recta.

Resolve-se a cquagdo em ordema y.

Equagio reduzida de uma recta no plano

A equacio reduzida de uma recta  nao vertical € do tipo y=mx+b,
com m, bER.

Exemplo 6 Escrever a equagdo reduzida de uma recta
Considere os pontos A~_~(1, 2) e \J\y ‘\
B N (0 ] 5) L \ | B
S{B1——
6.1 Escreva uma equac¢ido vectorial da 4\ |
recta AB. B NA T‘ |
Al |
6.2 Obtenha, a partir da equacio vecto- 2 1|
rial, a equacgdo reduzida da recta AB . 1 11
Resolugio P, . ' I ME
— | P T S
6.1 AB=B-A =(0, 5)—(1, 2) i Pl
={~1, 3) Vector director da recta AB.

Uma equagio vectorial é, por exemplo:
(x, y)=(1, 2)+k(-1, 3), kER.

6.2 (x, y)=(1, 2)+k(-1, 3), kER &

— k=1-x
{x =1-k Forma-se um sistema de
_ — 3 equagoes e resolvem-se a3
y=2+3k 5 k € R b= Y =, kE€ER equagdes em ordem a k.
De onde resul rog
e onde resultaque 1-x= &S lgualam-se os valores d¢

k ¢ resolve-se a equaglo
emordema y.

= 3-3x=y-2 & y=-3x+S5.
Logo, a equacdo pedida é y=-3x+5 .
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no
Semi-recta e segmentos de recta no pla

¢ dem ser definidos
Uma semi-recta ¢ um segmento de recta também po
ma =
por equagoes vectoriais.

A

Semi-recta AB: P=A + kAB i k;i :
Segmento de recta [AB]: P=A+EkAB, k€ [0, 1]

Exemplo 7  Semi-recta e segmento de recta

Considere no referencial o. n. Oxy os pontos A~_~ (3, 0) e

\ﬂ

0
NB (0, 3)

2

| 1 A3,00
- x‘——
Z: ! of 1 2 ?\ .
No referencial o n. o, 7, _T)
estd representado o vector

i=(1, 2) e uma recta paralela

7.1 Escreva uma €quacdo vectorial da recta AB .
a0 vector U que passa pelos .
PORLOS Pyai (3, 2) o 740 Escreva uma €quacio vectorial da semi-recta AB.
Prx, ).

h
g

7.3 Escreva uma €quagio vectorial do segmento de recta [AB].
41 Resolugio

15
-
al.d

7.1 AB =B-A=(0;8)=(3, 0) =¢(
0f -

—39 3)

Assim, uma €quacao vectorial de recta AB é:

(. =3, 0)+k(-3, 3), keER.
Considerand, P2, 0)

o . { e UMD | 98 Tihna €quacdo vectorial da semi-recta AB é:

Ma equagig vectorial: 3 LeR
71 darecta PP, ; (x,y)=(3,0)+k(—3, ) o *
7.2 da semi-recta PP, ;

7.3 Uma equagdo vectorial do segmento de recta [AB] é:
1.3 do Segmento de recta
WP ..

(x! y)=(3’ 0)+k(_3s 3)s kE[O) 1].
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ordenada na origem

y==x+1

@bservagéo

1.

Note que o declive da recta
ndo depende dos pontos con-
siderados para o seu célculo.

A Variagio vertical

0l Variagio horizontal\ ¥

0s triangulos [ABC] e

[DEF] sdo semelhantes,
logo:

Ya=¥ _ Yo =¥

XZ _Xl X‘z _'Xll

Para dar uma ideia numérica da
variagio de y face a variagdo
de x, vejamos a alteragdo
provocada por um acréscimo
unitarioa x: x,=x +1.
y=m+1)+b=mq+m+b.
Logo , y,—y,=m.

Pela observagdo anterior,
pode tomar-se (x, , V,)
qualquer sobre a recta e
assim se obtém:

Vo= W

m=————

X=X

2.7 Declive de uma recta. Interpretacédo do declive

Dada a equagio reduzida de uma recta nio vertical y =mx + b, o para-
metro m chama-se declive da recta ou coeficiente director da rectae b
ordenada na origem (€ o valor de y quando x=0).

y=mx+b

Ordenada na origem
Declive

Declive de uma recta

Dados dois pontos de uma recta » ndo vertical, A < _~ (x;, y;)e

B<_~ (%, v,), odeclive m darecta AB é dado pela férmula:
R V2= X1
= Xy — Xq

Assim, sendo # = (1, , #,) um vector director da recta, entao:

Uy
m=—

Uy
Na figura seguinte estdo representadas algumas rectas e os respectivos
declives. Observe a relagio entre o sinal do valor do declive com a inclina-
¢do da recta, isto é, com o angulo que a recta faz com a parte positiva do
eixo Ox .

Observe que a bissectriz dos quadrantes impares tem declive 1 ¢ que 2
bissectriz dos quadrantes pares tem declive — 1 .

O declive de uma recta horizontal é zero e o declive de uma recta vertical
nao esta definido.

S

y‘\/ m>0 \< m<0 __yk m=0 yk
47 NN\ =— | |
/40 x 0\\\x S 0 X

Neste tltimo caso ndo é possivel determinar o declive e, assim, ndo existe

equagdo reduzida. Estas rectas tém equagdes do tipo x=a, a €R.
i R
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8.1

8.2

8.3

Calcule o declive e desenhe
arecta AB sendo:

a) A (1, 2) e
B._~(-3, 2).

b) Axo (-1, 0) e
Ba_~(-3, -2).

) Ax_r(-1,5) e
Ba_~(-4, 2).

@A\}Gl,%e
B<_~(0;3.,5).

e) Ao (3, -7) e
Ba_~(-5, 2).

f) Ac_r(-3,5) e
B ~(0, 4).

Indique o declive e a orde-
nada na origem e repre-
sente graficamente num
plano coordenado as rectas
de equacio:

3 x+y—-1=0;

b) —2x+3y=0;

€) -3x+2y-5=0;

d) —4x+6y=8.
Suponha que ao longo de
um ano a variagdo do preco
de um produto é represen-
tada por um modelo mate-
matico cujo gréfico é uma

recta, Explique como variou
0 prego se o declive é:

a) positivo;
b) negativo;

c) zero,

2. Rectas no plano. Circunferéncia, elipse ¢ hipérbole 143

Exemplo 8 Calculo do declive de uma recta

8.1 Na figura estd representada uma recta AB e quatro dos seus pontos

Calcule o seu declive utilizando os pontos:
b) Ce D; € BeD.

8.2 Indique o declive e a ordenada na origem da recta de equagio

a) Ae B;
25+ 3y-2=0.
Resolucao

81a) A\ _~(0,4); B._~(1, 2)

Y2~ Y1

xz_xl

Pontos dados.

Férmula.

A\/(?, ‘1); B lAa(li, 2)
|

X1 N X,
ed i
Lk _2

1—0_1_ ™ Sl i =
b) C\J(%,(});D\J(4,_4) (1-0)0=1)_ 0-1

8.2 2x+3y-2=0

Jy=-2x+2
2 2
y=-§x+§

i s @
O declive da recta é — 3 €@ ordenada na origem é 2

b4l X

Y2
E indiferente considerar

A A (xy, Y1) ou A (x2, )

porque 2=4_ 2-4=1) _4-2

-2

. A "V,‘ -—
Aplica-se a formula 22—t
X, =X,

Equagdo dada.
Resolve-se a equagio em ordem a y .
O declive ¢ o coeficiente de »

3"
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ﬁbservagéo

£ importante memorizar esta for-
mula pelo facto de ser uma das
que mais se aplicam na resolugdo

de problemas.

Num referencial o.n. (0, 7, J_")
considere o ponto P _~ (-2, -3).

[BERRNRE: ™
EERRLAREER

—)

Escreva a equacdo reduzida da
recta que contém P e tem:
9.1 declive 2;

9.2 declive —3;

9.3 declive - 1 :
2

9.4 declive 0 (zero);

9.5 como vector director o vector
u=(1, -5);
9.6 como vector director

T/'=(—Tc, —1-).
2

2.8 Equacdo de uma recta dados um ponto e o declive

Observemos a recta r representada na figura ao lado.

Sabe-se que a recta 7 contém o ponto Py~ (%1, y;) e tem declive .

Um ponto qualquer P ~_~ (x, y) com x #Xx; pertence i recta r see€sd

se o declive da recta PP, for igual a m , ou seja, s€:

Y=y _
X =X |

Esta equagdo pode ser escrita da seguinte forma:
y =y =m(x =)

Assim, esta equacgdo define uma recta que contém o ponto (x;, ¥;) €tem
declive m .

Logo:

Uma equacio da recta 7 de que se conhece um ponto Py ~__~ (%15 ¥1)

e o declive m é:
Y=y =m(x—x) !

Exemplo 9  Escrever uma equacio de uma recta dados um ponto e o declive

Escreva a equagao reduzida da recta 7 que contém o ponto A~__~ (2, 3)
e tem declive —2 .

Resolucao

Vamos aplicar a férmula y —y; = m(x — x;) em que (x,, y,) sdo as ‘
coordenadas do ponto da recta que conhecemos, no caso o ponto A, e
m é o declive da recta. N

Assim:

y—y,=m (x = xl) Substitui-se 72 por —2 e (x,, y,) por (2, 3

y—3=-2(x-2) & y-3=-2x+4 &S y=-2x+7

6 bservacao

Nao é necessario memorizar esta
férmula pois ela deduz-se de:

Yy=yi=mx-x),

substituindo m por u_

X2 — X

U— |

ST

a5 g7

2.9 Equacio de uma recta dados dois dos seus pontos

Conhecendo dois pontos Py ~__~ (x;, y1) € Py~ (x;, ¥,), determina-se |
o declive m = 32—:3:—1 e aplica-se a férmula anterior. Y
1

Uma equagdo da recta que contém os pontos Py ~__~» (x;, ) b

e Pyar (%, ¥) & s (
Y= %) ,
|

Digitalizada com CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

2. Rectas no plano. Circunferéncia, elipse ¢ hipérbole 145

Paralelas

2.10 Posicao relativa de duas rectas no plano

Estritamente Coincidentes
paralelas

m, = mi;

nt, = My

Concorrentes ou secantes

Obliquas Perpendiculares

v

}

A,

§

i

m, # m; m, # mg

A

No plano, duas rectas ou sio paralelas ou sdo concorrentes.

Duas rectas ndo verticais sao paralelas se e s6 se tém o mesmo declive.

Sendo r:y=m;x+b; e s:y=m,x+b, asrectas 7 e s sdo paralelas
se e sose my =1, .

Do mesmo modo, tem-se:

Duas rectas ndo verticais sio obliquas se e s6 se nao tém o mesmo declive.

Exemplo 10 Desenhar uma recta dados um ponto e o declive

Acerca das rectas r e s sabe-se que:

@bservagéo

No caso de duas rectas paralelas,
se sdo estritamente paralelas
tém ordenadas na origem dife-
rentes, se sdo coincidentes,
obviamente, tém a mesma orde-
nada na origem.

No plano, indique a posigdo rela-

tiva das rectas r e s sabendo

que:

10.1 ambas passam pelo ponto
de coordenadas (-1, 2),
r tem declive —2 e s
tem declive 1.
Em sequida, desenhe as
rectas r e s e confirme a
sua resposta.

10.2 Considere o ponto:

A_~»(2, 2).

a) Desenhe a recta r que
tem declive — 1 e con-
tém o ponto A.

b) Desenhe a recta s que
é paralela a recta r €
passa pela origem.

c) Escreva a equacao redu-
zidadasrectas r e 5.

PMM11-10

e arecta r passa peloponto A~ (-1, 3) etem declive 2;
e arecta s passa pelo ponto B~_ (1, 1) etem declive — 3.

10.1 O que pode dizer acerca da posicio relativa das rectas 7 e s ?

10.2 Desenhe as rectas r e s num referencial o. n.

Resolucao

10.1 As rectas s3o concorrentes porque tém declives diferentes, pois
2#-3.

10.2 Recta r:

No referencial assinala-se o ponto A~ __» (-1, 3).

Partindo de A desloca-se o ldpis 1
unidade para a direita e 2 para
cima, visto que:

*H_2

u; 1

Obtém-se o ponto P .

Em seguida, desenha-se a recta AP,

Recta s:
Assinala-se o ponto B _~ (1, 1).

Partindo de B desloca-se o lapis 1 y
unidade para a direita e 3 para
baixo, pois:

Uy

m—?’g—

=3
1

Obtém-se o ponto P .

Em seguida, desenha-se a recta BP .
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2.11 Determinagéo do ponto de inters:c:cgéo de duas
rectas conhecidas as suas equagoes

Sejam r e s duas rectas:
r:y=mx+b e S y=m %+ b

O ponto de intersec¢io das duas rectas, caso exista, € a solugdo do sistemy,

A

y=myx+b \J’
y=m2x+b2 >/

Se o sistema é impossivel as rectas sao \
estritamente paralelas. i 0 . *
No caso de P~_~ (x;, y1) ser o ponto :

de interseccio das duas rectas, (x;, y1) €
a solugdo do sistema.

Sistemas de duas equacoes lineares a duas incagnitas

Possivel Impossivel

Determinado Indeterminado

x

As rectas d, e d, sdo con-

0 ‘ x

d, e d, sao coincidentes.

0

d, e d, sdo estritamenté |

correntes. 0 sistema tem uma infinidade paralelas.
0 sistema tem uma dnica de solugdes. 0 sistema nio tem solug@®
solugdo (xo, Yo) - As solucdes do sistema sio

as solucdes da equagio d,
(ou da equacio dy) .

Exemplo 11 Posicdo relativa de rectas no plano

Para os seguintes pares de rectas, indique as que sio paralelas € a3 00"
denadas do ponto de intersec¢do no caso de serem concorrentes.

111 r: y=—x+3 € s: x+y-2=0;

11,2 r: 2x+y=0"¢"51 2x=94 3,

113 r: x-2y+1=0 e s: 4y-2x-2=9¢. \

A
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11.1 Para os seguintes pares de
: rectas, indique as que sao
} paralelas e as coordenadas
' do ponto de intersec¢ao no
caso de serem concorrentes.

g S

a) x=y e x-y=2;

f b)y=2 e

™w+ny+1=0;
@ c)X=\/5ye

‘_ %+y—-1=0;

; d) 1-x+y=0 e
& 1_x_ ¥y
2 2 2°
% 1.2 Considere a familia de rectas
! Y=mx+1, me€R.
i

} Escreva uma equacio para
SEE

g arecta s desta familia tal
{ que:

a) tenha como vector
director u=(1, -2);

b) seja paralela a recta de
equagio 2x+3y—1=0.

2. Rectas no plano. Circunferéncia, elipse e hipérbole 147

Resolugao e
y=—Xx+ 3 y=—x+ 3 As rectas tém o mesmo declive (m =~ 1)
11.1 = ¢ ordenadas na origem diferentes,
X+y-— 2=0 y=—x+ 2 portanto, sao estritamente paralelas.

11.2

11.3

V\__/

Continuando a tentar resolver o sistema verificamos que ele é
impossivel.

y=-x+3 N y=-x+3 o4
=—x+2 —x+3=—x+2
y x \\3\
y=—x+3 2
Ox =—1 «— equacio impossivel 4
0 x

As rectas sdo estritamente paralelas.

2x+y=0 y=—2x
=

yll
2x=y+3 y=2x-3 3l 5
=-2x =—2x 21
=1 =17 {
-2x=2x-3 —4x=-3
y=—ZX% y=—%
L= L=
x=3 x=3
4 4

As rectas sdo concorrentes e o ponto de intersec¢io tem coordena-
das (i , — i) )
4 2
x—-2y+1=0 -2y=-x-1 y=
=

x

= -

4y—2x-2=0 4y=2x+2 x
2

+

1
2
= 1
Y=3%3

As duas equagdes sdo iguais, portanto, as rectas sio coincidentes.

Continuando a resolver o sistema obtemos um sistema indeterminado.

1 x 1
y=EoTx V==+=
2
= 2 S
% + % = % % Ox=0 «— ¢quagdo indeterminada.
Qualquer valor de x satisfaz esta equagcio. y T
A equagao y = % % nao é impossivel, 1 r=s
pois, para cada valor de x, obtém-se / >
um valor de y . Logo, o sistema & =1 0 x
possivel e indeterminado.
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—

12
Calcule a distancia do ponto
A {ds, €3 5 recta de
equacao x+y—-5=0.

2.12 Distancia de um ponto a uma recta

A distancia entre o ponto As_~ (X1 5 y,) earecta r éa distancia entre

A e a sua projecgao ortogonal, Ay, sobre a recta 7.

Assim: ——
) = AA,

Exemplo 12 Calcular a distancia entre um ponto e uma recta

Calcule a distincia entre o ponto A~_~ (1, 4) earecta 7 de equacao

-x+y-1=0.

Resolugao

Determinemos as coordenadas do po
que é perpendiculara 7 € contém A, com 7.
cta bissectriz dos quadrantes impare
lares terdo o mesmo declive que a

nto A,, de intersecgao da recta $,

Note-se que 7 é paralela a re s (y=x)>
pelo que as suas perpendicu bissectriz

dos quadrantes pares (y=—x), isto é, —1.
A recta que passa em A~_* (1, 4) etem declive —1 tem por equagao:

y-4=-(x-1) < y=—x+3

As coordenadas de Ao obtém-se resolvendo o sistema:

y=x+1
y=—x+5

logo, Ao~ (25 3)

)\ — 27+ (- 3P=V2.

A distancia pedida é d(A, A,

ponto»

que a distancia de um

manual
+ C= 0 e

Demonstra-se mais a frente neste
de equacio Ax +BY

P_~(x;, y1), aumarecta, 7,

Ax; + By, +C

VAt B

dp, 1=
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2. Rectas no plano. Circunferéncia, elipse € hipérbole

Distancia entre duas rectas paralelas

ﬁbservagao A distAncia entre duas rectas paralelas ¢ igual a dist

: uma recta a outra recta.
Mostra-se que: "

cendo ¢ y=mx+b umarectae

P S (X« Yo) um ponto exte-
forarecta s, a distancia, d,
epasé dada pela formula r

Lyo=me - 5]

d(P., s)= m

Aplicando esta formula, a distancia
| darecta y=2x+5 ao ponto

- P (0, -1) &
d_|—1—2><0—(+5)|=

ancia de um ponto de

Exemplo 13  calcula a distancia entre duas rectas paralelas

Vi+2' Calcula a distancia entre as rectas 7 € S, sendo:
=i=i\/—g i y=2x+3 e siry=2m=3.
\/g 5
Resolucao

Seja A um ponto de recta r:
A«_~(0, 3), por exemplo.
Seja s: —2x+y+5=0.

E Aplicando a férmula, vem: d =| -2x0+1%x3+S5

, pelo que,

Determine a distincia entre as s 2)2 L
rectas r e s tais que: 8 8\/3 8\/—5_ ;

T d=|7’ = \T| =<2 unidades.
$:3%+y-8=0 2

Exemplo 14 Area de um triangulo
Considere o tridngulo de vértices:

A3, 3], Bl al=lall e €lon(2, -2),

A
v ]
b A (3,(3)
S
B (—1,1)2 /in o
“"—"“*1"1 e =
/ LS _—1_?__,“ 1 g/ 3 4 x
Al \ .
C|(2,-2)
._3.,, ,’ !
| ]

Determine a drea do tridngulo,
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Resolugao
A drea de um tridngulo € dada pelo produto de
¢ a base do tridngulo o lado [BC] e a altura do triangulo é a

metade da base pela altura,

Considera-s
distancia de A a recta BC.

Determinagdo da altura do triangulo de base [BC] :

Recta BC
e a4 3

& y=-x
A equagido da recta BC € x+y=0.

Determinagio da distincia de A~_~ (3, 3) i recta de equagao x+y=0

|

Distribuicdo do ponto A ~_~ (x;, Y1) |

1x3+1x3+0
d= - = = arecta Ax+By+C=0: |
y1e4 - é£+_3y,’£| |
/A*+ B? 'f
62 \
’ ~_6_ _6V2_.p
Yid o2
Determinacio de BC: Biiaes
istAncia entre P __x (x,, y,) € O~ ~(xy, ¥):
d=Vix, - %)=y, -») .

BC=\V2edP {2 =1P=

=V9+9=V18

i: 14
Observe a figura. Determinacdo da area do triangulo:
3
y 1
AA 5 E x V18 x3 \/— = Ay= 71 x base x altura

=lx3\/ix3\/_=

X9I9%x2=9

= N

Determine a érea do tridngulo A A
Ay g Resposta: A drea do triangulo é 9 unidades de area.
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para se obter uma elipse pode-se
intersectar um duplo cone por
um plano.

Se o plano tiver outras inclina-
¢oes obtemos outras secgdes
conicas.

0 estudo das cénicas foi iniciado
por Euclides (300 a. C.). Em
seguida, Apolonio (260-190 a. C.)
destacou-se no estudo das conicas.

0 trabalho destes matematicos
€ra puramente geométrico.

As expressdes algébricas surgi-
Tam apenas no século XVII.

As conicas tém tido um papel
Muito importante ao longo da
histéria da Matematica.

Kepler (1571-1630) descobriu

Que as drbitas dos planetas eram
elipticas.

Halley (1659-1712) usou as coni-
Cas para prever que certo cometa
(que recebeu o seu nome) apa-
rece de 75 em 75 anos.

A Gltima vez que foi possivel
observar, da Terra, o cometa
Halley foi em 1986.

2. Rectas no plano. Circunferéncia, clipse e hipérbole
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2.13 Estudo da elipse

Observemos como um jardineiro desenha uma elipse.

O jardineiro ata as pontas de um fio a duas estacas. A distincia entre as
duas estacas é menor que o comprimento do fio.

Mantendo o fio esticado, vai rodando e com a ajuda de outra estaca dese-
nha uma elipse no chio.

Aos dois pontos fixos chama-se focos (F; e F,)).

Note que a soma das distdncias de qualquer ponto da elipse aos focos é
sempre igual ao comprimento do fio.

Elipse

Uma elipse € o conjunto de pontos do plano cuja soma das distancias a
dois pontos fixos (focos) é constante ¢ maior que a distancia entre eles.

Na elipse consideram-se os seguintes elementos: o centro,

0 €1X0 maior, o
e1xo menor, os focos e os vértices.

vértice
eixo maior
b1| centro
a
— .
vértice / / c et vértice
focos R

eixo menor

vértice/

O comprimento do eixo maior representa-se por 2a,

o comprimento do
eixo menor por 2b e a distincia entre os focos por 2¢

As rectas-suporte do eixo m

aior e do eixo menor sio eixos de simetria da
elipse.
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o da circunferéncia para a equacgao da elipse

Da equaga
. A o«
ser imaginada como uma circunferéncia que foi “alon-

Uma clipse pode :
gada” ou “achatada”.

\
y y

par AN
7 WY

Serd que a partir da equacio de uwma circunferéncia é possivel obter g
equacdo de uma elipse?

Considere-se a circunferéncia de centro C~__~» (0, 0) eraio 4.

A equacio desta circunferéncia é x? +y* = 47 \
ou, dividindo ambos os membros por 4*:
2
.x_2 + X_ =1
42 42 -

Uma equacdo de uma elipse surge, normal-
mente, com a forma:

+ L =1
at b

Na circunferéncia tem-se @ = b = raio. Na elipse tem-se a>b ou a<b.

|
& .
A._o‘_‘-b‘{‘

2
x.Y
2

Através de um alongamento da circunferéncia de equacio x? + y* = 42,
obtém-se uma elipse em que o semieixo menor é igual ao raio da circunferéncia:

A

y

4
,*//‘E%mxkaaw ///,_
_8‘\\\-4 O J4 ’,',8 ? _8 Q
-4

4

Cada ponto A (x, y) da circunferéncia ¢ transformado no ponto:

| _ X=2 X
A'(X, Y) da elipse, sendos g <=3 v 3
Y=y Y

Substituindo, na e

quacio da circunferéncia
obtém-se: e

%eypory’

X\’ 2
(7) HE=f o Tt viets

X Y 2
L L S R
e tig=1 = grae=1.
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Assim:
y“ * Elipse de centro na origem
4] P(x,y) » Semieixo maior: a =8
/’m _ * Semieixo menor: b =4
-8 @) 8 x 2y
k_—/ * * Equagao: %—% + % =1
—4

Se em vez de um alongamento se tivesse pro-

cedido a um achatamento da circunferéncia

de equacio x> +y* = 4%, a elipse obtida

teria o semieixo maior igual ao raio da cir- 3
cunferéncia.

|
I\
|
- @ xgﬁ‘
j? 3
(STHSS
Y <@

Cada ponto A(x, y) da circunferéncia &
transformado no ponto:

X=2 x=2X
A'(X, Y) da elipse, sendo: 2 &
Y=y y=Y

Substituindo na equacio da circunferéncia x por 2X e y por Y, obtém-se:

2X)2+Y =4 & 4X*+ V=16 &

2 2 2
<:>41}é +116=1<:> %+%=1. )
a2 y!
Assim, a equagao % 2 -2;—2 =1 define uma elipse de ,
centro na origem, sendo o: 2
semieixo menor: 4 =2 ; -2\ O 2 x
semieixo maior: b=4.
—4

Generalizando:

Considere-se uma elipse de centro na origem e vértices (@, 0); (—a, 0);
(0, b) e (0, =b).

A
y](0, b) ¥1(0, b)

(~a, 0)@ y(a,ow? a, o>v>1 (@ 0)x
10, /)

Figura 1 Figura 2

(e

A equagdo da elipse

No caso da elipse da figura 1, a>b e, na da figura2, a <b. Repare,
também, que 0s focos situam-se sempre sob o eixo maior.
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Exemplo 15 Equagio da elipse

15.1 Escreva uma equagdo para cada uma das seguintes clipses:

2) A b) p
s .

w -3()‘]3 X

15.2 Esboce uma representagio grafica para as seguintes elipses:

a)x’+4y’=4; b) 16x*+ 9y*=144.
Resolucao
y? s
15.1 —+——1 & Egpl o
Nty A
x2 y2 x> yl _
b) 32 6 =1 & 9 +¥— 1
4y* x Y
15.2 a) 2 +4y*=4 & L 1 7 &g L
15.1 Desenhe a elipse definida a=2e b=1 (a>b)
por:
)_ ¥ =1: A
25 1

b) 4x°+ 16y° =64 . /—\
15.2 Escreva uma equagao que =) 5 5 >
defina cada uma das elip- \__—/—V
ses:

=1
a)
2
/—-\ b) 16x + 9y* = 144 ¢ 11?; +%—1 = 32 %:1
S L a=3 e b=4 (a<b)
-3 yA
b)

y
4

[
!
I
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Elipse

@bservagéo

Alguns cometas descrevem uma
trajectéria hiperbolica sendo o
Sol um dos focos.

Alguns telescopios combinam
Espelhos parabélicos com espe-
hos hiperbslicos,

Outra importante aplicacio das
'Pérboles consiste na transmis-
530 de sinais sonoros nos siste-
Mas de navegacio e aéreo.

—_—
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2.14 Estudo da hipérbole

_ N 1
A uma curva como a que representa o grafico da fungio f(x) = x
chama-se hipérbole.

Uma curva com esta forma pode ser obtida Y

como as outras cénicas por cortes num duplo

cone.

A defini¢do de hipérbole ¢ muito parecida 0 x

com a definigdo de elipse.

Na elipse a soma das distincias entre um
ponto da elipse e os focos é constante

enquanto que na hipérbole a diferenca entre
essas distdncias é constante.

Hipérbole

Hipérbole é o conjunto dos pontos do plano tais que o médulo da

diferenca das distancias a dois pontos fixos é constante e menor que a
distancia entre eles.

Aos pontos fixos, normalmente designados por F, e F, , da-se o nome
de focos da hipérbole.

Tem dois eixos de simetria que se intersectam num ponto que € o centro
de simetria da hipérbole.

Ao eixo que contém os focos chama-se eixo transverso e intersecta a
hipérbole em dois pontos, os vértices da hipérbole.

d,—d, = constante

Considere-se a hipérbole de centro na origem, de focos Fi~_~(c, 0)
e F,~_~(-c, 0), esendo 2a a constante a que se refere a definicio.
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Sendo P~ (x, y) um ponto qualquer da ERREETS, Yo
e )

Ve ey - Vi =2
- W_m: + 2a

E, sucessivamente:

Vix+cl+y'= 22a+Vix -+

& PRidex+E+y=4a+xP-2ex++y t4a (x-c)+y
= cx—a2=iam

& -2 cx+at=at(xt-2ex +E+Y)

& (E-d) K-y =a* (- a)

Pela defini¢do, como

2¢>2a & ¢>ae d-a*>0, porque a>0 e ¢>0.

= 2 2 .
Entio, fazendo b*=c*-a*, vem:

bzxz _ azyz = aZbZ

A
Yy
/ 0 K x e dividindo os dois membros por a? b*, vem a equagio:

2 2
Ez— = —Z—Z =1 — Equagio reduzida da hipérbole de eixo transverso horizontal
a
ﬂ Se o eixo transverso € vertical, a equacio reduzida da hipérbole é:
2
K0 . : - . )
7 = -[;3' =1 — Equagio reduzida da hipérbole de eixo transverso vertical
a
—> 2
0 x Y x?

Esta equagdo também podia ser escrita na forma T3 -5 =1, ‘onde o0s
—a\ papéisde a ¢ b foram trocados. b a
Assimptotas da hipérbole y

* Seja a hipérbole de equacio:

2 2
__2=1

QIR

@ bservacao &
S Asreetas de equagio:

Assimptotas da hipérbole sio b b
rectas que se aproximam cada IEGY & p=- a”
vez mais da curva sem que estas

€ a curva se toquem.

sdo as assimptotas do grafico da hipérbole.
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Dois receptores de som distancia-
dos de 10 km recebem o sinal
de uma explosdo. O receptor A
recebe a informacdo 2 segundos
depois do receptor B .

W

¢ -v,’ )

g Som desloca-se a uma veloci-
ade de 340 m/s .

0 2 ;
Nde terd acontecido a explosio?

2. Rectas no plano. Circunferéncia, elipse e hipérbole 157

e Seja a hipérbole de equagio:
2

2
Y _ % _4

at b
As rectas de equagio:

y:%x (& y=—%x

sio as assimptotas do gréifico da
hipérbole.

No caso do centro da hipérbole ser o ponto C~__~(h, k), asequa-
coes das assimptotas serdo as rectas de equacao:

y=k +% (x—h) e y=k- % (x — b) para o eixo transverso horizontal;
ou

y=k+ % (x—h) e y=k —% (x — b) para o eixo transverso vertical.

Exemplo 16 Desenhar uma hipérbole

Faca a representacdo geométrica da hipérbole cuja equagio é:
4x* —y* =36

Escreva as equagdes das assimptotas da hipérbole.

Resolucao

y 4
4x* — y* =36 \ /

= o Tl A\ /!

2
X
@'—2—

O3]

As assimptotas ajudam a desenhar 4 \
o grafico com maior precisio. '

|

|

PRREST] W |
As equagdes das assimptotas sdo: / -6 \

y=2x e y=-2x
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Problemas Propostos

b QUESTOESID

3, 5.
)] Sejam A (1, 2) e~B\/"( .
.QuJal das seguintes € uma equagao vectorial de AB?

(A) (x, y)=(1. 2)+k(3, 5), KER
B) x. »=06" 5)+k(1, 2), KER
© . =01, 2)+k(-3, 7)), kKER

(D) (x. =0 5)+k(-2, -3), kKER
10 pontos

H Num referencial o.n. (0, i, 7). [04B] é
um triangulo rectangulo em 0O, isosceles e

A\_/'(G, O).
A

y
B

SA

=¥
110
ol7” A X

Uma equagdo da recta AB é:

(A) y=x—a; (B) y=x+a;
(€ y=—x+a; (D) y=—x-a.
10 pontos

Bl Num referencial o. n. o, i, 7). [0AB] é
um tridngulo rectangulo em 0.

B3

As_~(@, 0), Baor(0, b) e M éo
ponto médio de [AB] .

Uma equacao da recta OM é:

(B) y=

(D) y=

(A)_V:a)(,‘ X!

(€) y=1bx; X.

Q> oo

10 pontos

E ESCOLHA MULTIPLA

A Num referencial o.n., di, d,, dy, d, e g,
sdo rectas com as seguintes equagoes:

ﬁ:yzgx
d2:y=2X;1
dy: y=—23+2x
d,,:y—l’xgl

ds : —2y+5x—\/§=0
Pode afirmar-se que:

(A) d, éparalelaa dy;
(B) d, & paralelaa dq:
(C) d, éparalela a ds ;
(D) d, é concorrente a d, -

10 pontos
0 sistema de equagdes:
2x+y—-1=0
s bx
3
(A) nao tem solucao;
(B) tem uma infinidade de solugdes;
(C) tem como solugao o par ordenado
(Xr y)=(0, _1);
(D) tem como solucdo o par ordenado
1
X, Y={=; 1}
o« 0=(31)
10 pontos

3 Num referencial 0. n., o semiplano definido por
~2x-V3y-2V3<0

contém o ponto P.
Qual dos sequintes pontos pode ser esse ponto P !

(A) P~ (-2, -3)

(B) P\_/‘(O —2\/5)

©) Pe_r(-V2, 0)
0

10 pontos

Ji
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QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

[l Num referencial o. n. sao dados os pontos:
M (-1, 2), N\_/(—l, —) ea
equacdo vectorial da recta AB:

x, V=01, 2)+k(-1, 3), kKER.
Determine:
7.1 uma equacao vectorial da recta MN :

7.2 a equacdo reduzida da recta que passa por
M e é paralela a recta AB:

7.3 o ponto da recta AB que tem ordenada nula;

7.4 uma equacdo vectorial de uma das semi-

-rectas que tem origem em N e é paralela
arecta AB.

20 (4 x 5) pontos

B Explique como, num referencial o. n., se:

8.1 desenha uma recta conhecidos um dos seus
pontos e um vector director;

8.2 verifica se um ponto pertence a recta de
equacao ax+by+c=0;

8.3 verifica se duas rectas sdo paralelas sem resolver
o sistema das duas equacdes que as definem;

8.4 verifica se um ponto pertence ao semiplano
definido pela inequagdo ax+by+c>0.

30(7+7 + 8 + 8) pontos
El observe o grafico que mostra a altura da agua

nos copos (; e C, ao longo do tempo de enchi-
mento pela mesma torneira totalmente aberta.

Altura |
de dgua
/mm B
A
G,
_____ 0 Tempo /s |

9.1 Qual das rectas 0A ou 0B tem maior declive?
Explique o seu raciocinio.

9.2 Qual dos gréaficos se refere ao copo (; ?
Explique o seu raciocinio.

9.3 Considere agora o copo (.
Desenhe a recta OC rela-

e
tiva ao copo (; no mesmo
grafico representado acima.

0 que pode dizer acerca do declive m, da
recta OC relativamente ao declive das rec-

tas OA e OB?

30(10 + 10 -+ 10) pontos

Problemas Propostos
159

0 gréafico mostra a altura de duas gémeas.

A Altura das gémeas

£ A
3 Inés
- g,
] 80 . na
{;’ 1A (2,53 80)
50 '
401B
20
0 25 g

Tempo / anos

10.1 Com que idade tinham as gémeas a mesma
altura?

10.2 Qual das duas nasceu com maior altura?
Qual foi a diferenca de altura a nascenca?

10.3 Escreva uma equacao para a recta AB .
10.4 Escreva uma equacao para a recta AC.

10.5 Qual era a altura da Ana gquando tinha 2
anos de idade?

10.6 Qual era a altura da Inés com 5 anos de
idade?

30(3+3+9+9+3+3) pontos

A instalacdo da estacdo de tratamento de lixo.

Uma camara pretende construir uma estacio de
tratamento de lixo situada a trés quilémetros do

centro da cidade C e equidistante das fabricas
Frienks

No mapa da cidade podem ler-se as coordenadas
dos pontos C, F, e F,. A unidade de medida
é o quilometro.

o
Y1F, (0, 4)

v
]
t

v ic@-s)

Determine o valor exacto das coordenadas do(s)
ponto(s) onde deve ser colocada a referida estagao.

30 pontos
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_Objectivos 3. Produto escalar de dois vectores no plap,

1. Determinar o angulo de
duas rectas no plano.

2. Determinar a inclinagdo de
uma recta no plano.

3. Relacionar o declive de duas
rectas perpendiculares.

4. Determinar uma equagdo da
mediatriz de um segmento
de recta.

5. Determinar uma equagdo da
recta tangente a uma cir-
cunferéncia num ponto
dado.

Quelimane

Na Matemtica como na Fisica o produto escalar permite resolver problemas complexos de uma forma simples.

3.1 Produto escalar de vectores. Definigao

J4 estuddmos a adicdo de vectores e sabemos que a soma de dois vectores
* € um vector.

i _
v
\ Ja estuddmos o produto de um nimero real por um vector e sabemos que

esse produto € um vector.

O produto escalar de vectores é também uma operagiao com vectores mas
o resultado dessa operacdo é um niimero real e nio um vector.

Na defini¢do de produto escalar de vectores entram dois conceitos geométri
cos: norma de um vector e ingulo de vectores,

Fixada u i i u i
. ma unidade de comprimento, a norma de um vector # I€pr

-1 p— 7 2 2 N .
Senta-se por ]| e igual a medida do comprimento do vector na un
dade fixada.

] Angulo de dois vectores

Angulo de dois vectores 7 ¢ v

[ | mado por dois se :

T ! = i

; gmentos de recta
|

nao nulos, é o angulo convex0 for-
: 0
seus representantes, com origem

mesmo ponto.

O édngulo de doj
; OIS vectores ¢ 3 . " :
igual a 180° € sempre superior ou igual a 0° e infer

4 ou, e : .
Angulo > O, em radianos, varia entre 0 e m (inclusive).

r ov

Sendo a o angulo de

s A

1)
ou (U, u) etem-

()7

dois ve by
c —
se 0°C e ;%rgos “ € v, a representa-se por
S (ou em radianos, 0 < @ < ™) -

|
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"

@ bservacdo

0 produto escalar também se
representa por UIV e também
se chama produto interno, mas
nio se trata de uma operacdo
interna, pois o produto de dois
vectores ndo € um vector, mas
sim um ndmero real.

Na histéria da Matematica foi a
primeira vez que se definiu uma
operagdo em que o produto de
duas quantidades de um dado

tipo ndo era uma quantidade
desse tipo.

4/
11"'diino -5
e T i —-i->
PMMI Ly D T

" v

Produto escalar

O produto escalar de dois vectores
representa-se por % v e é dado por:

v
v

161

3. Produto escalar de dois vectores no plano

Y

u e v, do plano ou do espaco,

. =||l?”><“?f” x'cos (ﬁ',\?f) se u#0 e v£0
=0 se #=0 ou =0 ou cos (#@;79)=0

O produto escalar de dois vectores é um néimero real.

Exemplo 1

Calcular o produto escalar de dois vectores

Calcule o produto escalar, #+v, em cada um dos casos seguintes.

1.3

=
v

5

Os nimeros associados aos vectores representam as respectivas nOrmas.

B | " 1.2
4 - u
30° v 3
; >
90°
Resolucao

1.1 77 =7l x||7]| x cos (@7 7)

77U =4x6xcos30°

S

wv=24X%
,7.;;:12\/5
1.2 #-T=3x5xcos 90
7 v=3%x5x0
-1;'-13.:0
n
1.3 7+ 7=3,5 x4 X 0873
1
7.;____35)(4X("")
;{. '17::-7 vk winaieln

@]l =4; 7]l =6
@ 7)=30°

V3
L
il =3 @l =5

@, )=

cos 30 =

cos 0 = 0
alt = 3,85 el =4

i

(@, ¥)=3

x|

T R sttt 1
3
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A palavra ortogonal provém do
latim orthogonus que significa
rectdngulo.

Assim, etimologicamente, orto-
gonal &€ o mesmo que perpendi-
cular.

Neste caso, utiliza-se o termo
ortogonal porque o vector nulo &
ortogonal a qualquer outro vec-
tor, mas nao se pode dizer que é
perpendicular a algum. Se @ é o
vector nulo pode-se dizer que os
vectores @ e b sdo ortogonais,
mas nao se deve dizer que sdo
perpendiculares.

3.2 Consequéncias da definicao de produto escalar

A
* Dois vectores # e v sdo ortogonais se € s se

o seu produto escalar ¢ nulo.

A
(; ] ;))=90°

* Para cada vector #, tem-se: €05 90° = 0
=l R
:
Com efeito, @ 7)=0
w1 =[] || x cos 0° ;
aa=ull* ou llill= Vi 7 A

*Se u*v>0, entio o angulo dos dois vectores é agudo.
-
v,

o

>
—

-
u

0°<a<90° ou, em radianos, 0 < o < F

2
O produto escalar, 77 » € o produto de trés nimeros: a norma de u,a
norma de ¥ e o co-seno do angulode 7 e 7.
A norma de um vector representa o com
pre um nimero nio negativo.

—_— — » —_—N

Se u-v>0 éporque cos (i 7)>0
e v éagudo.

primento deste, portanto, é sem-

» ou seja, o Angulo dos vectores #

De igual modo:

*Se #-v<0, entio o angulo dos dois vectores ¢ obtuso.

o
g
v
-
u
90°<a<180° ou, em radianos, §< a<m

3.3 Propriedades do produto escalar
Sejam #, U e i vectores arbitrarios do

o planoe t € R. Tem-se entio:
‘U V=V-y

(propriedade comutativa)
¢ (u+v)-w=z7-ib’+l7-ﬁ3

(propriedade distributiva & esquerda)

CUNT+D) =37 T a7 ; iy T AR
( )= i (propriedade distributiva a direita)

(e 7 Tt 1o ;
(rid) 1 tid ¥) =0 (¢ ) (propriedade associativa mista)
O conhecimento dag pr

sliiing. wckt opriedades do produto escalar permite resolver
ikt Lo demonstragio de propriedades geométricas.
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1 2 4

3, Produto escalar de dois vectores no plano

3.4 Expressdo analitica do produto escalar

Bz ok » J) é ortonormado.

u=4i+3j e v=-374 25

Calcule-se: #'.7;

WeU = (474 37) (- 374 27)
=40 (=374 27) + 37 (- 37 27)
= (47)+ (= 37) + 47~ (2F) + (37) + (= 37) + (37) - (2
=-2|[7|* +8 @ 7)-9 71 + 67’
= 12171 + 0~ 0.+ I7
2aflebsvf I =1 e ll7l*=1

Como u=(4, 3) e v=(-3, 2), uma forma mais simples de cilculo seria

R

WT=(4,3) (=3, 2)=—12+6=—6
Multiplicam-se as ordenadas.
{ } Adicionam-se os produtos.

De um modo geral, para #=ai+bj e v=ci+dj, temos:

Multiplicam-se as abcissas.

wv=(ai+bj)(ci+dj)
wov=(ai) (i) +(ai)(df) +(b] )+ (ci)+ (bf )+ (d])
Logo,

7 v=ac||TII + (ad) T 1) + (be) - 7) + bd |71
—_— —_— —
=) ={

=1l
e
gud!!

#-v=ac+bd

Se #=(a, b) e v=(c, d), entdo #-U=ac+ bd, num referencial o.n.
_— b

Vectores ortogonais

Considere num referencial o.n. Oxy os vectores #=(a, b) e v=(c, d).

Tem-se que:
w=(a, b) e v=(c; d) sdo ortogonais se e s6 se ac+bd=0.
u= ’

. -— . > [es > 1’
ou 9 =

s byi (- by @)~ s b=l

@, b (b, ~a)=ab-ab=0
) 3) ¢ ortogonal a v=(-3, 2), mas também € orto-
Por exemplo, “:2) "

gonal a ib"—: (3 ’
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2.1

2:2

2.3

Considere, num referencial
o.n. Oxy, os vectores:
u=(-2,5);v=(3, 2)
ew=(2, -5).
a) Represente os vectores

num referencial.
b) Calcule:

lall s 1wl il
¢) Calcule:

TV, VW UW.
d) Calcule:

d_:) (‘7;\ V) ;

d) (v, w):

— A —

d) (U, w).
Considere num referencial
o.n. Oxy os pontos:
A oA (3 7 4)
B ~ (“ 2 ' 1)
C\_/' (— 4 g 2)
a) Calcule:
al)/ﬁé-BC; az)A_C’-ﬁ.
b) Determine o angulo dos
vectores AB e BC.

Considere num referencial
o.n. Oxy o vector:

T=(4, 2)

€ escreva;

a) as coordenadas de 3
vector_eis perpendicula-
resa u;

b) a expressio geral que
representa todos os vec-
tores do plano perpendi-
culares ao vector 7.

Angulo de dois vectores

Sendo # e U vectores na )
g || ||x |71l cos (@ 7)

o nulos sabe-se que:

donde se conclui que:

Os(;[’\,l—;z__lj——
cos¥ TN 7l 171l

or do co-seno do angulo de dois vectores obtido pelo quo-
duto escalar dos dois vectores € O produto das suas nor-
de desse angulo, como a seguir se exemplifica,

A partir do val
ciente entre O pro
mas, determina-se a amplitu

Exemplo 2 Célculo do produto escalar de dois vectores

No referencial 0. n. Oxy da figura estao %’
representados 0s vectores u,vew. 41
PP Y 37

2.1 Escreva as coordenadas de u, v e 2

w0 e, em seguida, calcule: 1
WU, urw e wov. _5_4_332_ 9

2.2 Determine (i1 , ) . '

Resolugio -
217=(2,5);7=(4, -4) ew=(-3, —3).

wv=(2, 54, -4=8-20=-12

S,
I

Z['E/'=(2, 3) (-3, -3)=-6-15=-21
wev=(-3,-3)-(4, —4)=-12+12=0 BT
3.25.:(2,5)61—/.:(4’_4); 2o -12 —
cos (ﬁ’:?f) = ﬂ_ ﬁﬁh; i +.:} > 5
|| x |7]| 7ll= Va+ (=423
cos (U, 7)=u—12

V29 x /32
Co:n a ajuda da calculadorg grafica vem;
,v)= (113,20)° oy |
,7)=113° 12

RO e
T ——

SN Y

[ =SS
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0
3. Produto escalar de dois vectores no plan

3.5 Aplicacdes do Produto escalar

O produto escalar tem aplicagdo prética na reg

: al ; olugdo de problemas que
envolvem pcrpendlcularldade, COmo se mostra nos

exemplos seguintes.

Exemplo 3 Mediatriz de um segmento de recta

Considere num referencial o, n. Oxy

Send-o A (3, -2) e B __x (=5, 4), escreva uma equacao da
mediatriz do segmento de recta [AB].

Os pontos A e B,

Resolucao

Pretende-se determinar uma equacdo da recta PM sendo P um ponto
qualquer da mediatrize M o ponto médio de [AB].

SR e A mediatriz é perpendicular
Sabe-se que MP-AB = 0. a0 segmento no seu ponto
médio, logo, MP 1 AB .
N ik
3-5 -2+4
M A(352, 225 gy

MP=P-M=(x, y)— (-1, D=(x+1, y=-1)

MP-AB=0 < (x+1, Y=1):(-8, 6)=0 < AF-p-a-(3. s
— (x+1)><(—8)+(y—1)><6=0 =
— —-8x-8+6y—-6=0 <=>>:_2
< 4x-3y+7=0

)

Logo, uma equacio da mediatriz de [AB] é 4x -3y +7=0 oua sua

equacio reduzida é y= %x + —;— .

Exemplo 4 Equacio de uma circunferéncia

M(x, ) Considere, num referencial 0. n. Oxy os pontos A e B .

Sendo A~ _~(1, 2) e B\_~(5, 4), escreva uma equagio da
B(s,4) circunferéncia de didmetro [AB].

Resolucao

Seja M um ponto qualquer da circunferéncia.

Sabe-se que todo o dngulo inscrito numa semicircunferéncia é um
angulo recto e que, portanto, MB L MA, logo MB- MA =0,

MB=B-M=(5-x, 4-Y)

MA=A-M=(1-x, 2-Y)

MB-MA=(5-x,4-y)(1-x,2-y)=
=5__5x_x+x2+8"4y-‘2y+y2

Entio, uma equagao da circunferéncia é x*+y% - 6x -6y + 13 = i
2
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Exemplo 5 Recta tangente a uma circunferéncia

Considere num 1'<'il'n-|u‘i;1| 0. N ;( ).\';; 0s
pontos O ~_7 (1, 2) ¢ AN ’
— " vy g T
(?(H]Sid(‘l'(‘ a L‘n‘cul]fL‘fL‘llClJ L|(3~Ltll[f() ;
ponto O ¢ escreva uma equagao da recta
tangente a esta circunferéncia no ponto A.
k P(xv Yix
Considere num referencial o. n. Resolugao § ferdnein & )
Oxy os pontos: Sabe-se que toda a recta tangente a uma CerlAlrl tf:renc1a e PerPendlCularé
A (4, 3) recta que passa no centro € no ponto de tangéncia.
B _~(-2,1)
v Seja P~ (x, y) um ponto qualquer da recta tangente,
4 -
3~ ------------ .A —_ —
5 : entio OA-PA=0.
i1 a OA=A-0=(5,3)-(1, 2)=(*, 1)
33230 (23 4% _.
B -1 PA=A-P=(5, 3)-(x, =(5-x, 3=V
27
31 OA-PA=0 & (4, 1)-(5-x,3-9=0 <=
3.1 Escreva as coordenadas do & 20-4x+3-y=0 &
vector AB.

& 4x+y-23=0
3.2 Usando a defini¢do de pro-

duto escalar, escreva uma

equacio: Logo, uma equagdo da recta tangente € 4x +y — 23=0.

a) da mediatriz de [AB];

b) da circunferéncia de
diametro [AB] ; 3.6 An ulo d .

c) da tangente a circunfe- g e duas rectas. Rectas perpendlculares

réncia de diametro Desenhemos duas rectas concorrentes 7 e s
[AB] , no ponto B.

3.3 Num referencial 0. n. Oxy , AS rﬂectas_ deflnf:m no plano quatro 4ngulos
considere os pontos A e B, 18UaIS dois a dois.

tais que:
A_r(1, 0) Ao angulo de menor valor chama-se angulo
B r(-1, 4) das duas rectas.

Determine uma equacgao

para: ;

a) a mediatrizde [AB]; Angulo de duas rectas

b) a circunferéncia de cen- Dad
as duas re 188
tro A e que contém B ; ctas r e s concorrentes, chama-se angulo das duas re¢

a0 menor angulo i
¢) a tangente a circunfe- 8 por elas definido.

réncia de didmetro
[AB] no ponto A ;

O an 4
d) a recta perpendicular a gulo de duas rectas ¢ sempre menor ou igual a 90°
recta AB e que contém a .

; O in
origem das coordenadas. gulo de duas rectas paralelas ¢ (°

*
. A erpt
diculares ¢ 90° e o angulo de duas rectas P P
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e m éo declive darecta r,
entio U= (1, m) &um vector
director de 1.

@bservagéo

o||7]| e [I7]l séo positivos.

+0 produto escalar pode ser
positivo ou negativo.

¢ 0 modulo do quociente é igual
a0 quociente dos médulos.

74

4.1 Determine, para cada caso,
0 dngulo das rectas r e s
definidas pelas equagées:

3 r: (x, y)=
=(0, 3)+k(1, 3), kKER;

(x, y)=

(-1, 5 +k(-1, 2),

ER.

)riy=22+1;

y=-3x.

X+y-1=0;

y=x+2.

y=2x+3;
y=2-3.

s
k

o

re
st
Q) r;
s:
d) r:

5:

4.2 N'o referencial 0. n. Oxy, con-
:ldere ospontos A, B e C.

Bst::'z‘"@ com aproximagao

amplg 2> 40 gra, as
i dl?_S dos angulos inter-

IN ® tridngulo [ABC] .
tazs;re,qf‘e 0 angulo das rec-
= efinidas pelas equacdes

(\/30: 1)’("'(\/§+1)y=\/§

e

3. Produto escalar de dois vectores no plano 167

Determinagio do angulo de duas rectas

Observemo i
s as figuras em que o representa o dngulo das rectas 7 e s.

A A
-7
cos @ =cos (u,v) cosa:—cos(ﬂ),ﬁ')

Sendo u# e v vectores directores das rectas r e s, respectivamente, o
co-seno do angulo das duas rectas é igual ao valor absoluto do co-seno do
angulo dos dois vectores.

& ) l

cos o =|cos (i),

Sabemos que: —

— A

sl Fjo il
I3 x |7

Logo,

% - 7

COSO =" 1=
7] > |l

3.7 Inclinagdo de uma recta

Inclinacao de uma recta
30 de uma recta ao angulo positivo que a recta forma

Chama-se inclinag 5 )
derando este eixo como o lado origem do

o dos xx consi

com O €ix
angulo.
: . s
No referencial 0. 1. Oxy , consuiege a ;
rectas definidas por y =% € Y=~ x+3. ‘ /.
i =x , sabe-se que:
A respeito da recta ¥ % q A
eq=45° €a inclinagdo da recta; :
= - X
o o declive da recta de equagdo y=X ¢ 1; N "
etan45°=1. : T
A =-x+3 y=-=x+3
A respeito da rectd de equagdo y=—¥+3,
sabe-se queé:
e f=135° é a inclinagdo da recta; :
~x+3 é-1;

o o declive da rectd de equagdo ¥ =

o tan (135°) =~ L.
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8.1

5.2

O declive de uma recta é a tangente trigonométrica da inclinagio da recy,

A (-"p }’}/

Declive positivo

0°< a<90°

Determine a inclinagdo de
cada uma das rectas:

a)a:
b) b:
c)c:
d)d:
e)e:
f)f:
Escreva uma equagdo da
recta que contém o ponto

A~ (=1, 5) etem
inclinagao:

a) T radianos b) 1 radiano
c) 45° d) 15°

\
\\y . y

y=mx+ b ORI | 3k

‘ B ’ [l

B (x5 7)) (2 2) N @ A(xy,y,) Bleyy)

5 A 2

0 . T

A (xp )’1)
sode omiudi st y=mx+b m=tangs
Declive negativo Declive nulo
o=(0°

90° < a < 180°

Exemplo 6 Determinacéo da inclinagao de uma recta

Determine, com aproximagao as centésimas, a inclina-
¢do da recta de equagdo y=-2x+3.

Resolucao
r: y=—2x+3
-2 éodeclivede r.
tani{-22
Sendo « a inclinagio de 7, tem-se tan (o) =—2 Han 1'63. 434943832
ns+18
e, portanto, a=(116,57)°. 116.5658512

Temos, entio:

3.8 Rectas perpendiculares

5 ; " . 0
Duas rectas sdo perpendiculares se o angulo formado por elas é 90"
Neste caso, os seus vectores directores sio ortogonais. Com efeito, sendo

“ e v os vectores directores das rectas 7 e s, respectivamente, vem:

—_— —

S L
lal| - [|7]] B

= |
cos @ =cos 30°=0 |

izl =05 [l 20

77l < 0=7-7

Relagdo entre os declives de rectas perpendiculares

Sejam as rectas 7 e s definidas pelas equagdes seguintes:
T:yzmx+b S:y=m'x+b'

Se i - 5 p
7 € s sao perpendiculares, entdo os vectores directores das rectas $3°
ortogonais,

( 3 ) - | ( b )

(] ’ m)'(l, m')

escalar é nulo.
=0 l+mm' =0 m'.—_.-;}-l-

Dadas duag TeCtas, r: y=mx+b ¢ 5.
i :
“Se m =m, asrectas r e s

® ge m'-.:__l-,
m

y=m'x+b':
$a0 paralelas;

asrectas r e s sio perpendiculares.
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3. Produto escalar de dois vectores 19 plano

Exem
plo 7
Recta paralela e recta perpendicular a uma recta dada

Num dado ref,
O referenc;
alo.n. Oxy, considere a recta cuja equagio ¢ 2x—Sy=1

¢ O ponto A
~—" (1, 4). Escreva uma equagdo vectorial da recta:

7.1 paralela 3 rec
paralela a recta dada e que contenha o ponto A ;

- 7. DEe 1 # A
A(1,4) 2 perpendicular a recta dada e que contenha o ponto A .
Resolucao
,i b 7.1 2.‘X,‘ - 5y =1 Recta dada.
i tas r e s u=
cons.](:ere i "= (5 > 2) Vector director da recta dada.
segum es. —
v= (2 y 5) Vector ortogonal & recta dada.

(x, y)=(1, 4)+k(5, 2), k€ER éuma equacio vectorial da
recta que contém A e ¢ paralela a recta dada.

’ 7.2 (x, y)=(1, 49+k @2, -5), k€ER éuma equagao vectorial da

: . 6 é icular a recta dada.
61 Inique o declive da recta r, recta que contém A e é perpendicula

sabendo que a recta é per-
pendicular a s e que o
declive de s é:

3 1; Exemplo 8 Determinacdo da mediatriz de um segmento de recta
B -2;

Bk Num referencial o. n. Oxy , considere os 71

9 3 pontos A~ (-3, =2) e Bx_~(1,2).

e) V2;
f) \/5—1;

Fscreva uma equagio da mediatriz de [AB].

9 V2-13. -
0
62 Escreva as equacdes de Resotuca - AB] A wP ()
tinco rectas perpendiculares A mediatriz € a recta perpendicular a [ 34 4

drecta de equacao

médio, M, de [AB].

to
y=-2+3. ba por
-3+1 -2+4+2 :(_1,0) M\/(xlz-\'z’)'l‘;)':)
M= (-——"2"— ’ 2 2
: érico da mediatriz, temos que:
) um ponto generico 3
SCIIC]O P_ (x s Y
Determme a equacdo reduzida ) . PM- AB=0.

 recta Que contém o ponto 13—M | AB, ou s€ja,
\J(l 5) e & perpendi-

lararectadeeQUacao PM i P"(—l,O)-—(x,y)=(—1_x’_y)
y-__ s
S AB B~ A-—(I,Z)"("B,—Z)—-(4,4)
- i )-(4’4)___0
e =g ey (1% 7Y
PM'AB-—O
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Problemas Propostos

170 ;
) QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA
Sendo Das sequintes afirmacdes, qual é verdadeira?
Aw_~(1, 2) (A) Sdo paralelas as rectas de equagdes:
B._~(4., 2) yy=—Xx+3 ey, =x+4.
1, 4 (B) 0 angulo das rectas 7 e s € igual ao
st =% angulo dos vectores U e V.
v
r
A C v "
| &
T » ;
LY S :
o 1 2 3 4 x (€) A inclinagao de uma recta no plano & igual
ao declive da recta.
0 perimetro do triangulo [AB(] é igual a: (D) Se uma recta tem de equagao y :-;—x +3,
(A) V13 ; as rectas da familia y = — 2x + m sdo per-

pendiculares a recta dada.

(8) 2+113;
(©) 5+V13;

(D) 2V13. Plsendo r: Ax+ By + C=0, a distincia do
ponto Py ~_~ (X, , y,) arecta r édada

10 pontos

10 pont
A pela formula:
dp, n=|PotBetl
E A distancia entre um ponto P __~ (x,, y,) e VA? + B
uma recta recta s de equagao reduzida As equacdes das bissectrizes dos angulos for-
y=mx+b édada por: mados pelas rectas:

Yo — mx, —
V1+ m?

Aplicando esta formula, a distancia das rectas

re3x+4y—-2=0e s: 4x+3y+5=0

S

d(P, s)=

r-y=2x-1-e

S:y=2x+5 ’

é igual a: P

(A) 2V/5; sdo asrectas p e q de equacdes:

(B) 6 V5 (A p: x-y+7=0e g: m+7y+3=01
© Vs; (B)p:X+Y+7=0eq:7x-7y+3s0"
o) 85 6\/- © p: x-y-7=0¢ ¢ q:7x—7y—3=°:

(D) p: Xty+1=0 e q: 7X+7y_,3:0-
10 pontos g ontds
30 pont®
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Determine a amplitude de cada um dos angulos
internos do tridangulo.

20 pontos

A sendo:
@l =V5, 17l =1, @77)=ss,
G=U+V e b=U-V, determine (7" 5).

Sugestdo: Recorde que @- @ =||7]|*,

ouseja, |7+7|| =V@+V) - @+7).

30 pontos

Na figura sequinte esta representado um quadrado
[MINA] e P & o ponto médio do lado [NI] .

A N
P

/
M I

Sabendo que MP =\/5, mostre, sucessiva-
Mente, que:

7-1W=2;
12Mp =7 177 .
2

7‘3 Cosazﬁ;
5
14 AM'M‘P.=~—2.

30 pontos

B (48] ¢ um triangulo equilatero de lado 1.
¢

Determine:
AB “BC +BC -CA +CA -AB

20 pontos

Bl Mostre que:
2u-v=||T+ vl - |7 |- |v])°

30 pontos

Numa circunferéncia de raio r esta inscrito um
pentagono regular de lado ¢ .

10.1 Escreva em funcdo de r:
oc -0F
10.2 Escreva em funcdo de ¢ :
EC -CD
10.3 Se EC =12 cm, determine:
a) |[eo || ;
b) EC -ED ;

¢) EC - DC .

30 pontos
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Funcoes,
equacoes e
FW@@u;COES
trigconometricas

I Introducdo ao estudo da trigonometria. Razoes trigonomé-
tricas no triangulo rectangulo (revisao)

P Generalizacdo da nogéo de angulo. Razoes trigonométricas

de um angulo qualquer (revisao)

mo funcdes reais de variavel

El Funcoes trigonométricas Co
trigonométricas na modelacao

real. Utilizacao das funcoes
de situacoes reais

4] Equacoes trigonométricas. Formulas trigonomeétricas

s. Formulas dos co-senos € dos senos

[ Resolucao de triangulos.
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Objectivos

1. Usar o radiano como medida
de angulos.

2. Fazer a conversdo entre
graus e radianos.

3. Determinar o comprimento
de um arco circular.

4, Determinar a area de um sec-
tor circular.

5. Resolver problemas usando
comprimentos de arcos cir-
culares ou areas de sectores
circulares.

6. Usar o tridngulo rectangulo
para escrever as razdes tri-
gonométricas.

7. Usar a calculadora para
determinar angulos ou razdes
trigonométricas.

8, Deduzir as razdes trigono-
métricas de:

30° (% rad), 45° (% rad) e

60° (g rad).

9. Resolver problemas usando a
trigonometria do tridngulo
recténgulo.

1 grau
(ou 1°)

6‘ bservacao

r———

0 grau, como unidade de medida,

usa-se desde o tempo dos
Babildnios,

Pa mesma forma que mediam os
angulos mediam o tempo:
1 h =60 min
1min=60s

1. Introducgio ao estudo da trigonometria,
Razbes trigonométricas no triangulo
rectangulo (reviséo)

] i

A astronomia esteve na base do estudo da

trigonometria.

1.1 Medidas de dngulos: o grau e o radiano

Antes de iniciar a resolucio de qualquer problema de trigonometria deve
consultar o mode da sua calculadora.

NOGHAL SRS ST
i 0izxuEgp@a
DEGREE|

KRICLAN
FAE  FOL ZEQ
TEDRSUiLg
SEQUENTIALIEA LTI
REAL T TR et
HORIZ G-T
50120404 15:38

Mode :Comp
Fuhc Tyre tParam

Dray Tyre :Connect

Eerivat.iue :Ofi
OomrPlex H ;
oord o e:oﬁa Nl

DeITRadl sra'l

(AT 8
e

Com a calculadora

pode trabalhar em
mode radian. sralls;

mode degree, ou em radianos,

O grau

uto e o segundo, constituem ©
ulos.

o

medida de ﬁng

1 !
grau corresponde a () (60' 1e-se sessenta minutos)

1 minuto corresponde a ()" (60"

18-se sessentq segundos).
1° = g0

1'=60|| 1
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1. Introdugio a0 estudo da trigonometria. Razdes trigonométricas no tridngulo rectingulo (reviséo) 1

A medid A i i
A1 a de um angulo, no sistema sexagesimal, pode ser expressa numa
unica unidade, por exemplo:

o= (25,23)°

ou em valores unidades
0=(25,23)°=25°13'48" .

O comprimento do

arco AB ¢é igual ao raio e s . s X
e Rk Fom a calculadora grafica é muito facil alterar a forma de escrita de um
AOB = 1 radiano angulo.

0 radiano

O sistema circular tem como unidade de medida o radiano.

Radiano

Um radiano (rad) é a amplitude de um angulo que define em qualquer
circunferéncia, com centro no seu vértice, um arco de comprimento
igual ao raio.

Qual é, em graus, a amplitude de 1 radiano?

Vamos responder & pergunta com o seguinte exemplo:

Exemplo 1 A corrida do cavalo

Observe a figura representada ao lado.

O cavalo percorreu 0 arco AB cujo comprimento ¢ igual ao raio OA .

Qual éa amplitude do angulo «a?

Resolucao

= OA = comprimento do arco AB

2qtr = comprimento da circunferéncia

Entao:

180°

— +«— valor exacto
T

_,_3,§Qi ou =
% ®="n
o=57°

u
:: 3 Calculadora grafica para .
- €'Minar a quantos graus, 1rad=57°

Min
Utos e segundos corresponde
rad]anol

B [N
|
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2.1 Escreva em radianos:

a) 62°;

b) 300°;

c) 15°30';

d) 12°10'13";
2.2 Escreva em graus:

5n
a) —rad;
) 3

11n .
b) E rad %

€) 3,14rad;
d) 0,2rad.

Exemplo 2 Conversdo entre graus e radianos

; T
Escreva 20° em radianos ¢ —— rad em graus.

12
Resolugdao
180°  rad 180° ——— 1 rad
14
20° x X B —— Erad
_20°xm g 180°x%
~180° x = ——=
T
= °
K=gtid —1fg & x=15°
20°=2rad .

Logo, g2 Logo, _1% rad=15° .

Comprimento de um arco circular. Area de um sector circular

Consideremos 0 arco AB de comprimento s
€ o sector circular AOB (a cor na figura) da
circunferéncia de centro O .

A

a=A0OB

O comprimento do arco AB e a area do sec-
tor circular AOB sio funcdes da medida em

radianos do 4ngulo a0 centro o e do raio do
circulo.

Seja o, em radianos, a am
mento do arco definido
respondente, tem-se:

plitude de um angulo a0 centro, s o compri-
pelo dngulo o e A a 4rea do sector circular cor-

Comprimento do arco Angulo em radianos

1 PRt B 21

S —

_2mra
s= P S=ro
Area Angulo em radianos
Y ol i 2n
A it @
A=Tra & Aela

Digitalizada com CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

i Resoly cao
3 ,

O com
. . rimen : %
tserve @ figura e determine a P to de uma Circunferéncia de raio 20 cm
yea da parte do jardim plantada -
com flores. (

x = 407 x 30°

\:JOJ
3

360°

Logo, x= 10
080, x 3 cm (valor exacto) ou x = 10,5 cm .

— wrleremencn.

1.2 As razdes trigonométricas num tridngulo rectdngulo

Do i 4
ponto de. vista do dngulo o, os lados de um tridngulo rect3 A
nomes especiais. ectangulo tém

Hipotenusa

<Cateto Oposto a ¢
C

4 A
Cateto adjacente a ¢

Ainda relativamente ao angulo o, definem-se as seguintes razdes tri
Y % ono-
métricas: 8ano

i cateto opostoa & ¢
senode a=sin o= =

hipotenusa a
bseryaes cateto adjacentea & b
Vacdo co-seno de o = cos & = RpwTEe s
Sin —_—
% pode 3
o sErt‘a ;"be"‘ Ser represen- cateto 0posto

¢
i tangente de o= tan 0 == TG cone T b
logi, int " @ por ser a simbo-

3,

®Macionalmente acon-

sin
cos &

«
Po
Ye, de ser representada Por| Note que tan &=

PMMll_lz
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Exemplo 4 Escrever as razoes trigonométricas

Considere o tridngulo rectingulo em A e o dngulo 6.

% € e o,

4.1 Relativamente ao triangulo

t ; T igem B
da figura seguinte, escreva f
$ Ya\b dus irhs rrhev Calcule o valor de cada uma das razdes trigonométricas de 6 .
trigonométricas.
C Resolucdo
™
1

l Acerca do tridngulo precisamos de conhecer o comprimento dos trés
3cm

B lados.
A \ g Conhecemos o comprimento de dois deles e, portanto, determinamos o
25 terceiro pelo Teorema de Pitdgoras.

4.2 Explique porque é que:

AC=V132-122=5§
O0<cosa<1e

0<sina<1 Aplicando as defini¢des, tem-se:
sendo a um angulo agudo o 12 5 12
de um tridngulo rectangulo. Sin 6 = 13 > €08 6= 13 e tan 0 = S

1.3 As razdes trigonométricas de angulos especiais

Razdes trigonométricas de 45° (% rad)

Observando o tridngulo [ABC], tem-se:

C

45°

i
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@ bservacido

Para simplificacdo da escrita, por

Vezes, escreve-se -765 em lugar

de %rad.

Sempre que nos referimos a

angulos % significa %rad .

—_—

&

S valor da expressio:
Sin ‘Té X cos &
T3 g E
tan & 6

NQte Que; !

5 2
simITX_ (. =&
6 =|{sin :

L
o r3 rad) e 60° (15 rad)
gulo [ABC] Ve
C
30°
2
LR
60°
Al L0 ... h
1 B b
. V3
sin 60 === ¢os 30°=£
2 2
1

cos 60°==: gin30°=l
5 sin 30 5

tan 60°=\/-3_; tan30"—--1—=\/g

V3

Em sintese:

Anguto 30° ou %rad 60° ou Erad 45° ou %l’ad
Razoes
1 V3 V2
sina = — =
vs : vz
b ARG
V3 V3 1
tan o 3
e TR
5 Calculo de uma expressao trigonométrica
Exemplo

e o valor da expressao:

il sin 30° — 2 cos 30° x (tan 60°)*

o_._—\/—':i;
20° =5 cos 30" 773
sil’l .-23

Resoluga0 tan 60° = V3

ssdo, vem:
' indO estes valores na expre
- pstity 1 V3
Entao’su 2=_1_-___ 3)(3:—-3 3
1_2x '\?‘ « (V3] =2 Vixny
2
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1.4 A calculadora gréafica e as razoes trigonométricas

s [ A H At u "o
As calculadoras graficas tém teclas trigonométr lcals que [_)odem Ser utiliz,.
das de diversas formas, como se mostra no exemplo seguinte.

Exemplo 6

6.1

6.2

(04

3 []

Determine o . Determine tan o .

Resolucao

6.1 Observando a figura, conhecemos, relativamente a «

=43

Para cada figura determine o
valor pedido.

81

6.2

X

28°(

—10m—rn

Determine x.
6.2
2
£ O 6.3

Determine « .
6.3 ¢

@ 12
3

7
Determine tan  ,

adjacente e o cateto oposto.

Assim, tan a =% .

Usando a calculadora grafica com a funcio
tan”', determina-se o .

Logo, o=59,04° (2 c. d.).

Observando a figura sabe-se que:

ing=2
Sll'lO.’-—8

Com a ajuda da calculadora, determina-se
@ e, em seguida, tan ¢ ,

Logo, tan o = 0,80 (2¢c.d,).

Observando a figura, tem-ge:
o _J

tan 5§ =5 &

Lol x:-—i__
tan 55°

Logo, x = 3,50 (2 ¢. dd.

Calculadora gréfica e razoes trigonométricas

6.3

55°

X

Determine x,

, O cateto
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Exemplo

1. Introducs i
Ug40 0 estudo da trigonometria, Razdes trigonométricas no tridngulo rectangulo (revisdo) 181

Em sintes
€, ac s pe )
> & caleuladora grdfica pode ser utilizada do seguinte modo:

Calculadora

[ndicar a razao trigonomé-

razoes.

Determinar a razao trigono-
métrica de um angulo
conhecida outra razao trigo-
nométrica do mesmo angulo.

Sabendo que tan @ =2,3,
qual é o valor de sina?

trica de um angulo. Qual € o valor de sin 30 ?
sin 30°=0,5
peterminar um angulo &
3 t = 2
conhecida uma das suas dz ;n?a 1, qual é o valor
o =45°
ftaricz.32 sinAnzy_ -
, E6. 58143432 .91?9?69563

ou

sinltan1(2.32)

Logo, se tana=2,3,

- 217B7BU563

entdo sin=0,92 (2c.d.).

Exemplo 7

Determinar uma razao trigonométrica conhecida outra

Determine sin & sabendo que tan@=3 e a € um angulo agudo.

Resolugao

Sem calculadora

1

tan & =

5 L3 \/_—
E \/32’/1—

D :

vete"mne o valor exacto € ©
dlor aproximado, com duas

Casag decimais, de sin & .

a ~
bendq Que: Vcriﬁca‘?ao 3 r-'l 0
. z —_.-c-f-’
2 R % ! Valor exacto: i1 % 10
7.2 tan a= i ; Siﬂ o= 0,95 (2 C. d.)

. 4 0:
: Valor aproXi™?
(@ & um angulo agudo.)

3
Entao, sin @ = \/Ia

3V/10

—_— ——
=

10

Com calculadora
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Exemplo 8 A distancia entre cidades

As cidades A e C distam 12 km .
As cidades A e B distam 32 km.
BAC = 40°

Qual é a distinciade B a C?

Resolucdo

Para resolvermos o problema vamos recorrer a uma linha auxiliar [CD]
que ¢ a altura do tridngulo [ABC] relativa a base [AB].

C .
sS4
O
40° 1|
A D= y —B
32 km ——

Sendo DC=x e DB = ¥, pretendemos determinar:

BC =Vx*+4? !

Relativamente ao tridngulo [ADC], tem-se:

sin (40°) == & x =12 sin (40°) |

s 2
~ 8 TN
cos (40°) = AD

Observe a figura e determine AC ., T 12 < AD =12 cos (40°)

Considerando o tridngulo [DBC] e sabendo que \
¥=32~AD & y=32-12 cos (40°)

entao:

BC = V(12 sin (40°))? + (32 - 12 cos (40°))2

Com a ajuda da calculadora, determina-se BC.
BC=24,1km(1c.d).
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9.1 Determine h .
D
b
o 60°
A, 40
~—20m —iB c

9.2 Determine # .

h

42°
~—720m —

9 ;
3 Determine £ em fungdo de
X

D

1. Introducio a §
640 20 estudo da trigonometria, Razdes trigonométricas no tridngulo rectingulo (revisdo) 183

Exemplo 9 Aaltura do prédio
O Pedro determing
prédio de dois pon
respectivamente,

u 0s angulos de elevacio do solo para o cimo de um
tos A e B, sendo esses angulos de 72° e 60°,

Se A e B distam 30 m, qual é a altura do prédio?

Resolucéo

Vamos comegar por fazer um desenho ¢ colocar a informagio dada no
exemplo acima descrito.

> &

Seja AP=y e PO=x.

Observando a figura, tem-se:

tan 72° = % x =y tan 72°
x & v
tan 60=m x = (y + 30) tan 60
. o_ 72° y tan 60° + 30 tan 60° =y tan 72°
30) tan 60° =y tan
Gl &
) x=vytan 72°

X ::y tan 720

r o ° = 30 tan 6O°
y (tan 60° —tan 72°) &

x =y tan 72’

1 ’_;392946'0‘1’?

y = tan 60° — tan 72 <’—':>
<

x =y tan 72’

z =38’6m(1 C. d-)
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Problémas Propostos

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

E¥ Na figura estd representada Be ™S4

uma circunferéncia de centro
O eraio 2cm. [AB] ¢

umaAcorda da circunferéncia
e AOB =% :

A area da parte colorida é:
(A) 2m em?; (B) (m+2)cm?;
() @-m)em®; (D) (m-—2) cm?.

10 pontos

B Na figura estio representados, em referencial
0.n. Oxy:
* metade de um circulo
de centro na origem e y
raio 1;
®um ponto P que se /
desloca sobre o eixo -
das ordenadas; e L 1 x
®*um angulo de ampli-
tude x e vértice no
ponto A\ _~ (1, 0);

° x=0AP, xe]o, g[

Qual das expressdes seguintes representa, em
funcdo de x, a area da parte colorida da figura?

T ¥ T

& B) —=. i B8
(A) cos X+ ()tanx+2
(9] tanx+% (D) sinx+n

10 pontos

Bl Na figura estio representados,
0.n., Oxy:

®ospontos P e Q do eixo da
ordenadas, respectivamente;
*0P=0Q e PQ=x.
A é&rea do triangulo
[0PQ) em fungdo de

em referencial

s abcissas e dag

4

x & dada por:
®)¢: @) £, <
2 2
(€) 70 (D) .
P x
10 pontog

B A figura representa y

Observe a figura.

De acordo_com os dados, x em funcio do ¢

com GEJO, E[

é dado por:
5 é op

(A) 4 sin (g) ;
(C) 4 cos (g) ;

(B) 4 — 4 cos (g);
(D) 4 — 4 sin (g)

10 pontos

[ Observe a figura e os dados nela indicados.

B S Gttt il T R R,

hy = h, & dada em funcdo de x por:

(A) xtan 20° , (B) —X__,
3 tan 20°

Sin 20° ¢ (D) x cos 20° .

10 pontos

l fapre m tridngulo isésceles tendo
0s lados iguais 3 1 dm de comprimento.

ACB = (26)° C\:
A érga A do tridngulo, em / 2
fungdio de g € dada por: i
(A) sin 6 cos g 3
(B) sin@ 4
cos @ * -

(©) 2sing Cos @ ;

1dm , : 1dm

(D) %Sin 6 cos 6.

10 pontos
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e

Problemas Propostos ,gs

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

Um circulo com rcm  de raio est

’ a inscri
pentagono regular. to num

Escreva em funcdo do raio r do circulo o peri-
metro do pentagono.

20 pontos

ﬂNa figura esta representada uma circunferéncia

de centro C eraio5¢cm. .
BWA

A e B sdo pontos da
ciArcunferéncia e
ACB = 120° .

Calcule:
8.1 o comprimento do arco AB

8.2 a area do sector ACB:

8.3 a drea da parte colorida da figura-.
. 30 pontos

o equilstero (4B

B4s triangul
" Ngura representa um 5 centrOC

nscrito num circulo de raio

9.1 Mostre que o perime-
tro P do triangulo
[ABC] em fungao de
r & dado por:

P(N=3rV3

9.2 Mostre que: Vi=!
8dida da srea da parte colorid?__ /5'/

[AB(]

m .
tdida da area do triangulo 30 pontos

A figura representa uma circunferéncia de centro
0 e diametro (AB] .
Sabe-se que:

AB=10m e o=ABC,
sendo € um ponto do
arco AB.

10.1 Justifique  que
[ABC] & um trian-
gulo rectangulo.

10.2 Mostre que a area do triangulo é dada, em
fungdo de o, por:
A(a) =50 sin & cos o .

10.3 Determine, se possivel, a area do trian-
gulo para:

i I
a)a—3, b) o :

20 pontos

Na figura esta representada uma circunferéncia
de raio r e centro O na origem do referencial
o.n. Oxy.

A e B pertencem a circunferéncia de centro 0
eraio r. ' ©
0 ponto C pertence i
ao eixo das abcissas B

e o= C08. P

Mostre que a area do |
triangulo [A0B] & 6] x
dada em funcdo de r
ede a por: A
A=risinacos .

20 pontos

124 jardim de uma casa € parte de um sector cir-
cular como se mostra na figura.

pe acordo com os dados, determine 3 drea do
jardim.
20 pontos
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Objectivos

1. Representar um angulo num
referencial.

2. Indicar diferentes amplitudes
para um lado origem e um
lado extremidade de um
angulo.

3. Usar as razdes trigonométri-
cas para um angulo qualquer.

4. Usar o sinal das razdes trigo-
nométricas.

5. Conhecer as razdes trigono-
métricas de angulos de refe-
réncia.

6. Reduzir um &ngulo ao 1.° qua-
drante.

2. Generalizagio da nogdo de angulo.
Razoes trigonométricas de um angulo

qualquer (revisdo)

No estudo da trigonometria utilizam-se imagens de objectos da vida real. O reldgio é um desses objectos.

2.1 Angulo orientado

O movimento dos ponteiros de um relégio ¢ utilizado em trigonometria
para definir o sentido de um angulo.

Ao sentido do movimento dos ponteiros dos relégios associamos o sentido
négatvo ou retrégrado e ao positivo o sentido directo.

Sentido de um angulo

(0]

Partindo de duas semi-rectag sobrepostas, fixando uma, o lado origem, ¢

rodanfio a outra, o lado extremidade do angulo, em torno da origem,
duas situacdes podem acontecer:

Lado origem
\M

A semi-rect .
a roda no sentido :
" con- A : tido
y semi- da no sen
trario aog ponteiros do relégio e pen 69

descreve um angulo positi dos ponteiros do relogio e des-
VO. A =
creve um angulo negativo.

Lado
extremidade
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2. Genera 13?"’ da 0¢30 de & gulo. Razdes tr gonométr cas de um dngulo qualque [
g

2.2 Angulo num referencial

Repre s a
€presenta-se um angulo num referencial quando:

(0] értiCE dO a . 1 i
b

* o lado orige A i
gem do angulo est4 sobreposto ao semicixo positivo do eixo Ox

A

y i A
y
y
ca(F | Y
B \ S oy
0 X 0 X \ 0 \ x 10 x
A
x€1?Q a€E2’Q 2 €3°Q @ €4°Q

A o
@) anggilo j)ertence ao 1.°, 2.°, 3.° ou 4.° quadrantes conforme o lado
extremidade pertence, respectivamente, ao 1.°, 2.°, 3.° ou 4.° quadrantes.

2.3 Generalizacdo da nocao de angulo

Na figura seguinte esta representado um \

angulo do 1.° quadrante. A
O angulo tem de amplitude 30° (% rad) .

50° (E-rad)
Como se representa um angulo de D b >

30° + 360°, 30°—360° ou 30°+5x360°?

Os lados de qualquer um destes angulos iriam ficar sobrepostos aos lados
do angulo de 30° representado na figura.

De um modo geral, qualquer angulo da forma

30°+ £ x 360°, kEZ ou g+zkn, keZ

teria a mesma representagao geometrica.

De um modo geral, tem-se:

Se ¢ éuma das amplitudes, em graus, de um angulo orientado, entio
a+kx360°, REZ sio também amplitudes dos angulos que tém o
b

mesmo lado origem ¢ 0 mesmo lado extremidade.

Em radianos, o+ 2km, p € Z substitui a expresso em graus & + k %
)

360°, kEZ.

De entre todas as amplitu
principal a amplitude @ s
principal corresponde ao t

des de um angulo orientado, chama-se amplitude
e —180° << 180° (- <a<m).

A litad rajecto minimo da semi-recta que
amplitude
descreve o angulo.
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Z1

No carrocel representado no
Exemplo 1 e no sentido contrrio
ao dos ponteiros do relégio, a
Ana andou 8 voltas completas e
mais 210°.

1.1 Indique em graus e radia-
nos o angulo descrito pela
Ana.

1.2 Represente num referencial
0 angulo descrito pela Ana

e diga a que quadrante per-
tence.

Exemplo 1 Representar um dngulo no referencial

Numa viagem de carrocel, o Ramos andou no sentido contririq ,,

) d
3 & > " M L r)s
ponteiros do relogio § voltas completas e mais 135° .
\ » em graus ¢ radianos o angulo que o Ramos descre
1.1 Represente em g veu,

> angulo que o Ramos desc
1.2 Represente num referencial o angulo g amos descrevey , ding
a que quadrante pertence.

Resolucao

1.1 Em graus
5 voltas — 5 x 360° = 1800°
1800° + 135°=1935° — Angulo, em graus, descriro
Em radianos
5 voltas — (2n x 5) rad = 10r rad ;
o _ o o _ E E - _ﬂ
135°=90°+ 4S5 2rad+4r.e|d y rad
437

10w rad + .‘3.& rad = —= rad — Anguln. em radianos,
4 4 descrito pelo Ramos,

pelo Ran o

1.2 y

A3 rad L\

\\
ﬂrad\
A \

K
=1 K 0
— O angulo de 43;—“ rad pertence ao

2.° quadrante,

.

1 x

Exemplo 2 o quadrante de um angulo

: ¢ diga a que quadrante pertence o dngulo de
amplitude:
2.1 -1635°; 2.2 ——~1;" rad ; 2.3 90 rad.
Resolugdo
2.1 1635:360 = 4.5 ¥l
—1635+5X360°=+1650 - l,»n_r\
Logo,

-_— o ; ”; 1 \
1635° pertence ag 2.° quadrante. 7\\““: X i
Repare que para re B ’

adlcmnou-sc 0 nimerq inteiro de
voltz}s necessirias e modo a obter
umangulo ;- 1800 < a < 180° :

sponder A questio
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Represente num referencial o
angulo de amplitude:

2.1 1510°;

2.2 - 1683° ;
11in

23 -—rad;
7 r
17n

2.4 ——— :
3 rad ;

2.5 _100m rad ;
8

26 ~8,7 rad :

27 -30rad .

2. Generalizagao d
%0 da noglo de snguio. Razses trigonométricas de um angulo qualquer (revisdo) 189

1

—_——

n A
3 rad e 3 rad t&m o mesmo lado
origem e 0 mesmo lado extremidade.
Entio,

3 y“
12n 1 i
3 rad corresponde a 2 yoltas, S 3% faid
“ % - % =I \\.
3 b i
Logo, 3 y R
11n

11rn yT

90 rad

T3 pertenceao 1.° quadrante.

2.3 90 rad D\
Em graus \
90 rad = (90 X 1185;0)0 s

(90 X %o_ 14 x 360) ~117°

Em radianos

90 rad
(90 — 14 x 2m) rad = 2,04 rad

Logo, 90 rad pertence ao 2.° quadrante.

™

g:sl:f;:.a roda da sorte da figura

" :
:fic?rdo com as regras do jogo
SCritas ng Exemplo 3, copie e

©Omplete 3 tapela,
\
ogador Angulo Pref:;:s
\A\M meti
| -755° 10
B Abn rad
\'\L__________—a
i_ 1000
D i NNSGNSANTPYRIEY, MM s 0
100
__-—___—_.-—i
60° + k x 360°,
160, 2, 3

<{/

Exemplo 3 A roda da sorte
Observe a roda da sorte representada na figura seguinte.
Considere que, na posicao de repouso,
o centro da roda coincide com a ori-
gem do referencial e o ponto A per-
tence a0 SeMieixo positivo Ox .

No jogo, permite-se que 2 roda} .rode
nos dois sentidos (0 sentido positivo e

o sentido negativo)- A
prémio ¢ necessario que a roda dé, pelo menos, uma volta

RODA DA

4 SORTE

Para ganhar 0

leta.
Comll)f i o prémio da Ana se a roda rodou —1850° 2
Qua (o)

RESOlU‘FéO é _ o
1850°=~5x360°"50 d oAl

iderando que cada sector corre i °
vando a roda ¢ c-onsnder q A4 Bt o spondia a 45°
Observ que 0 ponteiro apontava para meticais.
-se
conclui-s
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2.4 Definiciio das razoes trigonométricas de um

angulo qualquer
Dado um tridngulo rectingulo [ABC], definira.lm-se as razoes trigonomg.
tricas de um angulo agudo do tridingulo do seguinte modo:

B
i £
sma—a
b q
= 4
cos & a
tana——q- o
- il
b C b A

Observe, agora, a figura ao lado. 3

No referencial estdo representadas
duas circunferéncias de centro O , P $(a,b)
uma de raio 1 e outra de raio 7.

O angulo a tem o lado origem
coincidente com a parte positiva do
eixo Ox e o outro lado, lado extre-
midade, intersecta a circunferéncia
de raio 1 no ponto P~_~(x, y)
e a circunferéncia de raio r no

ponto P'<_~(a, b).

x-.--_-

O ponto P € o ponto associado a circunferéncia de raio 1 e o ponto P'
é o ponto associado a circunferéncia de raio r.

Defini¢oes
[ ordenada d i
e : 0 ponto associado
< raio do circulo
. b_y ¥
Slna—?—T=y s][la:y

cos o = abcissa 40 ponto associado
raio do circulo

cos o=

a1

_x_
“l‘-x COS X=X

\

TR ordel.nada do ponto associado
< abcissa do ponto associado
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E importante notar que:

o] . ’ ~ = . .
1. Sc'alfg,um dos denominadores ¢ Zero, entao nao existe a razao trigono-
métrica respectiva.

o ~ . 2. ~ *
2.° O valor de cada uma das razées trigonométricas nio depende do raio
do circulo.

Para simplificar passamos a utilizar sempre o circulo de raio 1, a que
chamamos circulo trigonométrico.

Circulo trigonométrico

Circulo trigonométrico é um circulo de centro na origem do referencial

e raio igual a unidade.

A Circulo )
trigonomeétrico

-1

entdo, num circulo trigonométrico, angulos de diferentes
b

Desenhemos, .
do referencial.

quadrantes € vértice na origem

4
y y

€4 Q

a€3°Q

o angulo pertenga, tem-se:
uadrante a que
Para qualquer 4

Y
s = tana =—.
gip giF,  COREEEL R x
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2.5 Linhas trigonometricas
Como o seno de o é igual a ordenada do ponto associado, ao eixq dig
ordenadas também se chama eixo dos senos.

Como o co-seno de a € igual abcissa do ponto associado, ao ejxq das
abcissas também se chama eixo dos co-senos.

A linha das tangentes é uma linha vertical que contém o ponto (1 , 0) ¢
chama-se eixo das tangentes.

A
y
1
/'
\ /
//
7,,/'§i‘ll a tan &
A -
-1 0 cos @ 1 x
| |
Eixo dos e .
€Q:5EH08 Eixo das
' 1 ; tangentes
~*1._ Eixo dos
Senos |

De acordo com a definicdo das razdes trigonomeétricas, pode concluir-se que:

Sendo & um 4ngulo qualquer, tem-se:
-1 <sinax € 1
5 la<icosior <&l
tan o € R |

]
1 x
®_ Eixo das
tangentes
<1
Eixo dos
senos
tan f_3~2
Assim .
3 POde existir uy a g
' m an ulo % seﬂ i
tido dizer, po; exemplo gwo B tal que tan f=-2 , mas no faz ¥

:QUG Sina:_z ou cosa—_z

|
|
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Tem-se’ entao:

Co-seno tangente
R L
SR A
3 +
E——
ek SN
SIS
e e O
X +
+ o

2.7 Razoes trigonométricas dos angulos 0° (0) ;
90° (%) 180° () e 270° (37“)

Desenhemos um circulo trigonométrico e coloquemos as coordenadas
dos pontos de intersec¢io do circulo com os eixos.

A (1,0 Como o seno & igual a ordenada do ponto associado, o co-seno ¢ igual 3

abcissa do ponto associado e a tangente € 0 quociente entre a ordenada
e a abcissa do ponto associado, é imediata a construgio do quadro
) seguinte:

o seno €o-seno tangente
0
09253 0 rad 0 1
Nio existe
90° 1;— rad 1 0
0 »4 0
180° n rad
Nio existe
0
{ 270° —35’-‘- rad -1
P
MM11.13
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Exemplo 4 Calcular sem a calculadora

. n LT o ST
51n0+cos§-——tan2n+5m2+cos >

Resolugao

Desenhamos o circulo trigonométrico e assinalamos as coordenadas dog

pontos de intersecgdo com 0S €1XOS.

Observando a figura, tem-se:

¥
c: co-seno n
S: seno c S
(90°){(0, 1)
7 (180°) 0(0°)

- (-1,0) 0 (1,0) x
= 4 c S c s

Calcule, sem usar a calculadora.

T e 3T (270°)[ (0, -1)
4.1 S'm2 cos 2+3 3| s
+2cosn—25in7n 2
4.2 sin2%+coszn+tann— 0+0-0+1+0=1
A A 3n
—2cos0 ) T— cos o
- 2 n . n
Note que sin‘*—= (sm —) . #
2 2 sin E
4.3 sin? 3 | cos? 3E_ 4
2 2 5 e (sin 2n)
4.4 cos 540° — tan 720° + cos 21
+ sin 990° cos T
0s —
Verifique as suas respostas usando 2
a calculadora. sin 0

Exemplo 5 0 quadrante a que pertence o angulo

Indique a que quadrante pertence o dngulo x, sabendo que:

5.1 cosxz_l; sin? x A
3 3.2 e T y

Resolucdo
1

5.1 cosx=-=
3

Observando a figura, concluj-se

\
:

ou x € 2.° quadrante oy
X € 3.° quadrante,
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ﬁ
12l
Sin x<0
A

Indique o quadrante a que per- 5.2
tence o dngulo ¢, sabendo que: $OR y

5 sina:—-l—; 0] )
5 ra, sm“x >0, Vx (o quadrad Eixo dos
52 cosa=2: de um nimero rea] ¢ : orenes
3 | . al € sempre um
o3 Surh _53; numero ndo negativo),
1 x

5.4 sinacosa@<0Asna>0; Assim, o denominador terd de se

r
menor que zero. Se cos x < 0,
entio o angulo x pertence ao 2. °
Ouao 3.° quadrante.

55 0<sina<1;

5.6 cosatana>0;

cos’ (Z>O

b tana

2.8 Redugio ao 1.° quadrante

Qual serd a amplitude do angulo cujo seno é % ?

Usando a calculadora grafica obtém-se o ecra:

Mgi RvEN
y i<

De acordo com a calculadora grafica, o 4ngulo cujo seno é 5 tem 30° de

amplitude.
S6 havera no intervalo ]-180°, 180°] um angulo cujo seno é % ?
i},
/ 1
2
150°
30°
0 1 x

No intervalo ]-180°, 180°] h4 dois dngulos que tém 0 mesmo seno, um

do 1.°Q eoutrodo 220,
um dos angulos. Por isso, devemos

as indica
lculadora grafica apen : devemos
e r ao circulo trigonométrico e procurar as relagdes das razdes trigo
recorre
ométricas entre angulos de diferentes quadrantes.

n

te é estabelecer formulas que relacionam
angulo de qualquer quadrante com as

° quadrante.

quadran
de um

Fazer a redugao ao 1°
m 4ngulo do 1.

o mgonomemcas

as razoe
gOnometrlcaS deu

razoes trl
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I yh
1
P (x,¥)
Q32 P (x, )
i80d e A
& (3 R R
-1 0 1 x
=1
O~ (=%, ) Qo (=%, =Y
sin (180° — @) =sin o sin (180° + @) = —sin &
cos (180° —a)=—cos & cos (180° + o) = — cos &
tan (180° — o) =—tan & tan (180° + @) =tan &
v y]
EReY O
90°1 o P (x, )
o
-1 0 1 x
|
Q~_r(y, x)
sin (90° — @) = cos &
cos (90° - @) = sin «&
VI yl\
1
P (x,y)
ko
0 s 5128 1

Q (2

Q7 -y, —x)
$in (270° - ) = — ¢og o

€os (270° - @) = - gip o

m

Q~r(x, ~y)
sin (360° — @) =sin (- @) =—sin o
cos (360° — &) =cos (- &) =cos o
tan (360° — ) =tan (- ) =-tan g

% y]
0,2 :
90°+ o P (x,9)
a >
=1 0 1 x
s
Q N (— Y x)

sin (90° + &) = cos &
cos (90° + @) =—sina

VII y

0 (s 2)

O~ ~%)

sin (270° + o) =~ €0 ¢
cos (270° + o) = sin &
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Método pratico Para a redugiio de ym angulo a0 1.* quadrante

* O angulo a reduzjr ¢ dado
Escreve-se o angulo na forma:

180° - ¢ ou 180° + & ou 360° - ¢

conforme o angulo seja do 2.° y 3.° ou 4.° quadrante,

Atende-se ao sinal e mantém-se g

“fungdo”, isto &, se é seno fica seno, se
€ co-seno fica co-seno. ..

Exemplo:

Escreva como seno de um angulo do 1.° quadrante sin 293° .

Tem-se: ,
293°€4.°Q.

360° -293°=67°.

sin (360° — 67°) = ? sin 67° .

. 0\ -67° x
Como o seno no 4.° quadrante é nega-

tivo, vem:
sin 293° = sin (360° — 67°) =—sin 67° .

e O angulo nio é dado

1 o
e Se o angulo estd escrito como uma soma ou diferenca com 180° ou
yotd »
360°, mantém-sea “funcdo”.

1 o
Se o angulo estd escrito como uma soma ou diferenga com 90
® >Ne 73 f ~ 9y ¢ 2 ey
a “co- 0”, isto &, o seno passa :
e assa-se a “co-fun¢ao”,
ou 270°, p
0 CO-seno passa a seno...

Em ambas as situagdes atende-se ao sinal.

Exemplo:

e sin (x — T) = sin (x—1t+2n)=sin(1t+x)

sin (m+x)=2?sinx

3.°Q eno 3.°Q oseno € negativo, vem:
Como (n+x) € 3. ' S
sin (T+x)=—sInx
hse“’acio 7 = cOS (_7_1; +x - %n) =COos (%1: + x)
. IMplificy o~ | ecos (—2—75 +X)= 2
;‘mpre "cacses considera-se
1]

Qua Pertencente ao 3 x) =?sinx
tﬁ&essﬁdfante. Se tal ndo acon- cos {3 m+

S ﬁna'Lnada alteraria a expres-
T“dg

3 4.°Q eno 4.° Q o co-seno € positivo, vem:
Wy, ¢ Pas 2p+x)E4
Ythagg, >2Va como se se Como |5 3 :
%a Qﬁgeme Ma Totacdo em torno cOS (_,‘,t + x) =+snx.
By 1 2 elagtes definidas 2

eSma,

e ered
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=]

6.1 Sabendo que:
fl@)=(1+sin @) + cos

determine f(a) , sabendo
que o € 3.° quadrante e
Que tan (m- ) =-3 .

6.2 Sabendo que o € 2.° qua-
drante e que:

sin (%-}-a):__},
calcule:

sin (T + @) ~ cos? (m-a)+
+ sin (12’5 - a) +

+cos (@ - 7n) .

Exemplo 6 Determinar o valor exacto

" n
1 -sinx +cosx xEJO, __{.
tan X Z

Sabe-se que f(x)=

3 .
S’ € ]O , %{ e coS (E & a) o 9 determine o valor exacto de fla).

2

Resolucéo

1 — sin x + cos x E[
i € (0,
flx) = tan x b & ] p

1-sina+coso T
= E 0, —[
f(@) tan o 1.8 } 2

Para determinar f(c) é necessdrio conhecer
sin@, CoOsQ € tan o .

Sabe-se que:

! -3 Y SRS |
cos(2+a)— 9(:) sin & = 9

. 5
<:> —_—a=
sSin & 9

Partindo do conhecimento que sin o = —g— , vem:

Z S
\a
V9252 - \[5¢
Logo, cosa:@ P L T
V56 56
Assim:
1—£+@
9. 9

—

/
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0 da nogio de sngulo. Razbes trigonométricas de um angulo qualquer nnt 3
Exemplo 7 3
Calculo do valor exacto de uma expressa
0

Sabendo que sin 3
n = ol 3
(T + ) S Lquc§<a<§£:

| Ny Z
7.1 simplifique a expressio

Sn ’
cos( > +(x)+sm (T - a) + tan (- 9n);
7.2 calcule o valor exacto de tan o .

Resolugao

7.1 Comecemos por simplificar e interpretar os dados.

g 3 T 3n Yy
sin(t+q)==: = T
( ) 53 2<oc< 2 1
sin (T + &) = —sin o
Logo, = 5 —

21 [9%)

—sinaz% & sino=-—

Entio, a € 3.° quadrante.

Assim, sabemos que sin o = —% e que o € 3.° quadrante.

Vamos simplificar a expressao pedida:

cos (§2£+a)=cos(—‘Ezﬂ+a—i2£)=cos(-;£+a)=—sina
sin (T — @) =sin &

(a—9n)=tan(n+a)=tana

tan
Logo,
coS (—‘ij—r—+ a) + sin (1 — &) +tan (o —9m) =
a =—-sina+sina+tana=tana.
7‘ .
1 Sabendo que tanax=3 e 7.2 Sabe_se que.
Mas ]g i 2“[ 4 sin & = -—%— e ql.lC o€ 3. quadrante.
CalCu[e; oo 3 2 ‘
i emos SN X = =3
M) =1+ cos ¢ — 2 sin o Consider 5 ,
3 ia nx=<r.
2 Sabendg que: Obscrvando o tridngulo, vem ta 4 T
Cos
: (T[ 4+ 9) == l com Sabe_se que:
Lt 3 ue o €3:° quadrante.
Galeylg, sin & =" _5, eq
AB) < n
S Cos | — — _ _3,
( 6) LogO’ tan o 4

2
b =3 tan (@ - 7n)

i
i
i
\
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80 dngulo - 1—2—’-‘- pertence ao:
(A) 1.°Q; (B) 2.°Q;
(€) 3.°Q; (D) 4.°Q.

8 pontos

E3 Qual das seguintes afirmagdes é verdadeira?

V3

g 2
V3
2

5nt 1
C) cos =—=cos —
(©) 3 5

(D) sin (2a) =2 sin @

(A) tan 330° =

(B) sin (- 60°) =

8 pontos

El sabe-se que 6 €2.° Q.

Pode afirmar-se que:

(A) sin@cos6>0; (B) tanfcos@<0;

(C) sin*@cos@>0; (D) sin6>cos6.

8 pontos

A Sabe-se que sin (—3;5— )=——;~ eque xE4.°Q.

Entdo, pode afirmar-se que:

(A) cosx:—%; (B) sinxz%
(C) cosx= —1- (D) sinx=—+.
5" 5
8 pontos

& Sabe-se que sin (n +6) = —l eque 6E€2.°Q.

Entao:

sin (—123 - 6) é igual a:

(A)—g; (B) -2V2;
© - —‘—C (0) - V2.

8 pontos

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

A No referencial o. n.

Oxy estd representad a
recta de fungdo y=—x.

4
3
2
;"‘-1\9
— et
3219\ 2 3~
-2
=3} ¥==3

@ & o angulo positivo formado pela parte posi-
tiva do eixo das abcissas e a recta r.

Pode afirmar-se que:

s

(A) sin (- 6) = :
(B) cos (- 0) = %—E ;
(C) tan(-6)=-1;

=

(D) sin (125 = 9) =

8 pontos
Sabe-se que:
tan9=% coma>0e b>0.
Pode afirmar-se que:
(A) sin6>0;
(B) cos6>0;
(C) sinf= +————;
Va? + b?
(D) cos 0=+ S K
a® + b?
g pontos
Bl Observe a figura.
Pode afirmar-se que:
; 13
A) sin (£+9)=_\/;.
(A) sin {2 T
(B) cos (m—0) = —g-,
(C) tan (0 - m) = -g- ;
(D) cos (n + 6) =~§_1\/31__3_

g pont®

>
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ndique © quadrante a que pertence cada um
9.2 2215°

9.4 —-6015°

16 pontos

[ Celeule sem usar @ calculadora.
10.1 cos %— tanmt+sinw

10.2 cos (— 675°) + tan (225°) — sin (- 270°)

. {191 257
& =, X ot Asaeeppe
1035m(3) cos( 6)

M Na figura [ABCDEF] & um hexagono regular.

18 pontos

 S— E
// \\\\
featnutfinol
Al O —D
1
| S

Escreva uma expressdo geral da amplitude dos

angulos que tém:

11100 como lado origem e 0A como lado

extremidade;
1.2 00 como lado origem e OF como lado
extremidade.
20 pontos

mlndiqu‘e a amplitude e a que quadrante pertence

U 3 . i 2
M angulo inscrito num decagono regular.
15 pontos

@Sabendo que:

Sin(e-m)=L eque 2 €3° Q.
calCule: 3

tan (n — @) + 2 cos (67~ o)
15 pontos

Problemas Propostos

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

Considere que no referencial o. . Oxy ,
P L (X B 3)

Determine x sabendo que P pertence ao lado
extremidade do dngulo @ e que sin 6 =-— —;— !

15 pontos

Determine y, ordenada do ponto @~_~ (-3, ),
que pertence ao lado extremidade do dngulo 6
4
etal que cosf=-—.
9 13
15 pontos

Escreva um pequeno texto onde explique em que
quadrantes se verifica a seguinte desigualdade:

sin® x

—2 - <0
cos x tan x

15 pontos

Na figura estd representado um circulo trigono-
métrico e um tridngulo [AOB] .

0 lado [0A] esta contido no eixo das abcissas.

Os vértices A e B pertencem a circunferéncia
de centro 0.

Seja a = AaB .

$
OJQ
>

Escreva, em funcdo de o, a érea do triangulo
[A0B] .
15 pontos
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Objectivos 3. Funcdes trigonomeétricas como funcoes reais
1. Definir as fungdes trigono- de variavel real. Utillzagao das fung:oes trigo_
el " nométricas na modelagdo de situacées reais

2. Representar graficamente as
fungbes trigonométricas.

3. Conhecer propriedades das
fungdes trigonométricas.

4. Obter graficos de funcdes tri-
gonométricas a partir do gra-
ficode y=sinx e y=cosx.

5. Utilizar as fungdes trigono-

métricas na modelacdo de
situagoes reais.

i “’;( bl

! 7 i SR L
A utilizagdo das fungdes trigonométricas na modelagio de situ
aplicagdes da trigonometria.

IR

agGes reais € uma das mais importantes

3.1 Fungdes trigonométricas como funcdes reais de
variavel real

No circulo trigonométrico, a medida do com

> ' : primento de um arco € igual
g a medida, em radianos, do angulo ao centro

correspondente.

Assim, se, por exemp)] _on Sn . .
25D Plo, &==>rad, s= < unidades de comprimento.

Como as medidas dos arcog sdo medidas

que y=sinx e y f de um e um s6 nimero real ¥, tgl
e =C0sx, as funcoeg 5 5es reals 0¢
variavel real, 0€s seno e co-seno sio funcdes

Como tan x = SIN X
¥ Cosx 0 Cosx =0

bl [
também a fungio tangente pode ¥

3.2 Grafi

A forma ma;
a calculador

Cos de fungﬁeS tri

s simples de ob

gonomeétricas
t PN
a grafica, = © grafi

o gtz
co das fungges trigonométricas ¢ V¥

Y=cosx

y = cotaﬂ ¥
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Grafico de y = cos x
ﬂk

r
2

n

3n
4
&‘
YT
2

Grafico de y =tan X

y=tanx

ﬁ
e
o
S

[SE]
ol |

‘ L]

= E]
--_..-_-_'ll---

u\&‘

~—

I
T
o e A i i, S e o
-
e e ——
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@ bservagao

Repare que cotan x =

sempre que sinx#0 e cosx#0.

tanx '

Grafico de y = cotan X

ol

3.3 Estudo intuitivo das funcgdes trigonométricas

Dominio, contradominio, extremos e zeros das funcdes trigonométricas

Por observagio dos graficos, pode-se concluir que:

Funcdo Dominio Contradominio Maximo Minimo Zeros
: 1 para: =1 para:
y=sinx R =1, 1) T 3n x=k
y -5 e =kn, kKEZ
x 2+2kn,k€Z X-T+2kn,kEZ
: 1 para: - :
¥ = cos x R (51 ;n1) i il x
: == kez
x=2kn, kez X=M+2mn, keZ X 2+k7t'
el R o 8
~ta ¥ 3
vy nx |R\{2+k1t,kEZ] R Nao tem Ndo tem x=kn, kKEZ
i S S
y=cotan x R\{kr , k€ Z} R Nao tem Nio tem X_£+kn kEZ
=3 :
\\g

Continuidade das funcées trigonométricas
As fungdes y = sin

g L TR @ V=008 sd0.contd do y=tant
nao ¢ continua em |} e S (i

» Mas € continug em todos os intervalos do tipo
T

]—2+kn, %+kn[, LEZ

Ou seja, € continua no gey, dominig

A funcio vy = 5 5
> intgrvalgs df)():'an x] ’:ao € continua em |R ,» mas é continua em totsi:u
PO |rm, 4 p £ o ¢ 1a 00
. 3 T ua
dominio. 3 [, k€Z ou seja, € contin
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Monotonia das fungdes trigonométricas

A fungio y = ¢ i

- esié de%/inidt:n X ¢ uma fungio crescente em todos os intervalos em
A fungio y = cotan x ¢ uma fu
em que estd definida.

As fungdes y = gin « e y
decrescimento. Por exemplo,

n¢do decrescente em todos os intervalos

= Cos x tém intervalos de crescimento e de
em [-2m, 2n] tem-se:

3n
AT B : n
2 G 2 L 12: o 3: £
\’}'=SiI1X 0 / 1 \ 0 \4 =l / 0 / 1 \. 0 \ o / 0
: i 1 0 =
[ y=cosx \ \ 1 /' 0 / 1 \ 0 \4 =1 / 0 / '

Periodo das fungdes trigonométricas

O que ¢ uma fungio periédica?

f} funcao f ¢é periédica de periodo p se p é a menor constante posi-
tiva, tal que: flx+p)=f(x), YxED, .

Observando o gréfico das fungGes trigonométricas, conclui-se que:
sin (x + 2n) =sinx, V x € Dy

cos (x +2m)=cosx, Vx €Dy

tan (x +m)=tanx, Vx €Dy

cotan (x + ) =cotanx , V x € Dy

O periodo da fungdo y=sinx e y=cosx é 2.
O periodo da fungdo y=tanx e y=cotanx é m.

Simetria e paridade das fungdes trigonométricas

Ha funcdes pares, fungoes impares e fungdes que ndo sdo pares nem impares.
A fungdo [ éuma funcio par se e s6 se f(—x)=f(x), Vx € Dy.

A funcio [ éuma funcdo fmpar se € $6 se fl-x)=-f(lx), Vx € Dy.

A fungdo y=C0s X ¢é uma funcio par.
cos (—x)=cosx, VxER

x X
y
0 grzee
sin?;::g rdT uma funcdo par é ; y
Gag °’dena: ativamente ao eixo '
as.
f( 1

X)"'f(x). Vx€ED

B

da fungio y=cOS ¥ é simétrico relativamente ao eixo Oy .
+fi un
O grafico da
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e

¥y = sin

As fungbes y=sinx, y=tanx ¢ y=cotanx sdo fungdes impares,
sin (-x)=-sinx, VXxE€R 4
tan (—x)=-tanx, ‘v’xEIH\{—i-+kn, kEZ]

cotan (- x) =—cotanx, Vx ER\ (kn, k € Z]

A ! A 1
y i y !
T Yy = cotan x
<+~

SN N—

0 gréfico de uma fungdo impar é
simétrico relativamente a origem
do referencial.

f=x)=-fx), Yx€D,

>

@bservacéo
A

y

No circulo tngonométrico & nuito
simple< concluir que:

‘ n
sin [ -\) =
2 5]=tosx
4 qug'
. T
20¢ 2). -
L" 2 J n x

RV

el
2

]
]
]
]
]
]
'
[}
!
'
}
'
'
]
]
'
'
|
'
'
'
[l
'

a

Os graficos das fungdes y=sinx, y=tanx e y=cotan x sdo simétricos
relativamente a origem do referencial.

Comparagdo de y =sin x com y =cos X
Usando as transformagdes dos graficos das fungdes, pode passar-se do

grafico de um seno para o grifico de um co-seno.

COS X = sin (x-f——g—)

T » ;
Deslocando para a esquerda % unidades o grafico da fungio y =sinx,
obtém-se o grafico da fungio Y =Cos X .

. T b
_s1nx=cos(5+x) ou Slnx=—cos(£+x)

A

e

Partindo do grifico de Yy =cos x e deslocando

T ¢ a
: = unidades para
esquerda, obtém-se o grafico de y = — sin x 4
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3. unqécs trlgonométn C reais de varidvel fi trigonométricas na mode asi
F Cas como funcdes
gﬁt is de | real, Utlllzagio das ungﬁcs i I I

3.4 Transformacées dos qrafi
i s graficos das funcé
trigonométricas o

A utilizagdo das fun

¢oes trigonométricas n ) N .
A [ n
¢ uma das mais imp a modelagio de situagdes reais

ortantes aplicagdes do estudo da trigonometria.
Para res i é i
olver este tipo de problemas é importante conhecer os efeitos nos

rifico 0 i
g Rk s das fungdes provocados pela introdugio de parimetros nas fungdes
y=sinx e y=cosx.

Graficode y =Asin x ede y =A cos X com A#0

Como se obtém o grafico de y = 3 sin x partindo do grifico de y = sin x ?

E y=—-%sinx?

A 4
y y
NS
y=3sinx 2t (n 1 Y = sin x
4 i1 L
1 /)N g (227 (r
H (,0)  (2ny0) 1 ,0M2 2/ (2r,0)
(0,0) E 2n x (0,00 ——<n1 ' % X
-1+ 2 : 14 (2,1
21 Yy =sinx 122 3E% .
-2+ y:-lsinx 2
-37 317 -3 T 2
41 2 -31

Obtém-se o grafico de y = 3 sin x partindo do grafico de y = sin x
fazendo uma extensdo na vertical segundo o factor 3.

, 1 5 :
Obtém-se o grifico de y=—> sinx fazendo uma contracgido na vertical

segundo o factor 1 e, em seguida, obtendo o gréfico simétrico relativamente

a0 eixo das abcissas.

De um modo geral:

Sendo y=Asinx ou y=Acosx com A#0:
|A| = amplitude

| Al >1— produz uma extensao na vertical
| Al <1— produz uma contraccdo na vertical
0 — produz uma simetria relativamente ao eixo Ox

A<
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Grafico de y =sin (Bx) ede y =05 (Bx) com B =0,

Periodo de uma fungdo trigonometrica
Como se obtém o grafico de y = sin (2x) partindo do grafico y=sin x
y]

14+---- o y:sin (ZJC)

y=sinx

Obtém-se o grafico de y = sin (2x) partindo do grafico de y=sinx efec-
tuando uma contracgdo na horizontal segundo o factor 2.
2n

O periodo da funcdo y=sin (2x) € 5 =T,

> 1
Observemos, agora, os graficos de y=cosx e y=cos (5 x) :

4 *
y =COS X
2 % 1 , 2T
Repare que o periodo da funcio y = cos bkl L ate 4T
2 I
Como se altera o periodo da fun¢do também se altera a expressdo gerd

dos zeros.

De um modo geral:

Sendo y =sin (Bx) ou y=cos (Bx), B#0.
Periodo = P = 21 .

B
|B| >1— produz uma contraccao na horizontal
Bl <1— Produz uma extensio na horizontal

Sk

B[’ k € Z para y = sin (Bx)
Zeros —

%+kn
i IBl » REZ para ¥ = cos (Bx)
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@hservagéﬂ

st rasin gy

R‘fpam que o processo de deter-

MNagio do periodo aplica-se a
N¢des dq tipo:

¥V =Asi Bx+0Q+0

*¥V=A4cos Bx+0+0

*V=Atan Bx+0+D

Determine o periodo de cada
uma das seguintes funcoes trigo-
nométricas e verifique a respost
usando a calculadora grafica,

1.1 f(x) =-3sin (47mx)

1.2 g(x) ==5 cos (3x)

1.3 f(t) =5 cos (6mt)

14 h(x) =1 - tan (1-6x)

L5 f(t)=1-sin (3 -mt)

L6 f(t)=1,3+2,5 cos M
L7 f(t) = tan (2t)

1.8 f(t)=1-tan (1-3nt)

MM11.14

Grafico de y = sin (x — Cley

3 Fungles trigonométricas come fungdes reais de varidvel real, Utiy 3
ke foes "‘““"‘"ﬂfihs a medelagio de si vagBes rea 209
X siti S reais

Exemplo 1 Determinac

a0 do Periadg de yma fun

" (a0 trigonométrica
Considere as fungges Is 8

el definiq
g(x)=-ZC()s [-5(
A

Determine ¢ periodo de ¢aq

as por
f(x) == 2 sin (mx) ;

A = e

3)] e b(x)=_ tan (5 - 2x) .

a4 umg O i
ma das fungges trIgonométric,s.

Resolucio
* fi%) =2 gin (mx)

Periodo de f=2n
n

2r é o Petiodo de sty x
P ) - n ¢ O coeticiente g X
eriodo de f €iguala 2 .
® 8(x)==2cos [E 2-a
2 3
) h ' »
Periodo de g €igual a 2~“=4 : ;tm T ant
_TE 3 ®ocoeficiente de .
2

® h(x)==tap (5 - 2x) =tan (=5 +2x)
Periodo é igual a —g— - T €0 periodo de vy = tan x

2 ¢ o (lk'ﬁgl;‘!’\[&: Lf&‘ X .

=cos (x - C), com Czo0

Observemos o grifico de y = cos ( - %) :

L= |
~——

A
\ :;m(\'—-
X1
(z)

yl

1
PR ol
LGN

y = cos X f% =1} (3—; -1)

—

S

' -& i afico de y = cos x
Obtém-se o grafico de y = cos (x 2) partindo do grific y

- [R 0
a izontal segundo o vector 7= (—)— ] )
slagdo na horizo
fazendo uma tran

-

De um modo geral:

=C - C # 0 :
Sendo y=sin (x — C) ou y=cos(x f) \
“A0 1 izonta
| representa a deslocagio na horizo b
l (i ¢do para a direita

1o desloca
z uma deslc
C > 0 — produ a esquerda

slocagao para
C < 0 — produz uma deslocag
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—=cos x +D, com D+#0

Grificode y =sinx + D e ¥
=Siﬂx+3.

Observemos o grafico de ¥

» é n:/\’_ﬂn, “ %,

§oae . 3n )
=8in X y
y (——2 1

Obtém-se o grifico de y = sin x + 3 partindo do g_r.éfico de y =sinx
fazendo uma translagdo na vertical segundo o vector v'=(0, 3).

De um modo geral:

Sendo y=sinx+D ou y=cosx+D, D=#0:
|D| representa a deslocagio na vertical
D >0 — produz uma deslocacio para cima

D <0 — produz uma deslocacio para baixo

Graficode y =Asin(Bx- C)+D o y=Acos(Bx-C)+D

.P’artmdo do grifico de y =sin x e Y=cos & e usando as transformagoes
Ja estudadas, pode obter-se o grafico das fungdes:

Y=Asin (Bx-C)+D

ou
y=Asin[B( _C +D
B
y
amplitude: | A |
\u
oF

C -~ \ !
B : ¢
Ponto de ] !
partida e 2 :
d() CiC]() ' l’crmdo: -J:, —.,:
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aglo dus trigonométricas na modelagao de situagdes reais

Y =A cos (Bx-C)+D ou y=Acos[B(x~£)]+D
B

A
y
N ﬁamplitude: |A|
o7 :
g7 | |
P B d : i
p:?&gae E'— Periodo: 21 _,E
do ciclo
D=0

Nos grifi i

: gralfllcqs apresentados, considerou-se D=0. Nocasode D #0,
retha orizontal que “corta” o grafico ao meio ¢ a recta da equagio

y =1L, como podemos observar no seguinte grafico.

A
y
y=Asin(Bx-C) +

NN/
VAR

3.5 Aplicagéo das fungbes trigonométricas na modelagao
de situacoes reais

Os modelos matemdticos que descrevem fenémenos ciclicos sdo fungdes
com senos € CO-Senos.

Exemplo 2 A vibragdo de uma mola

Observe as seguintes figuras.

om— B —
T e : v

0 R i v bty CEEEEL LD
Tempo em|
segundos

gonomeétrica representada pelo grafico?

Qual € a fungao trl
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Resolucao

A primeira op¢do ¢ decidir se vamos partir de y =sin ¢ oy Y=cost,

Observando o grifico, para t=0 a fun¢io nio é nula,

. . l .

Procuremos, entao, A, B, Ce D, em que y=A cos (Bt -

C)+D.
Determinacio de A
O contradominio de f é Dy=[-10, 10].
10-(-10) _
Entdo, |A| = ; =10; A=+10.
Determinacio de B
Procuremos no grafico dois pontos consecutivos que definam um ciclo, por
exemplo, 1 ¢ 3.
10
04
=10+
O periodo da fungio é 3 -1 = 2
€, portanto,
2=2n < B=n.
B
Determinagio de
A recta horizonal que “corta” o grafico 5 meio € y =0, logo, D=0,
ou, como o contradominio dg funcio ¢ [- 10, 10]

Determinacio de C

o

B indica g deslocacs

afi ontal quando comparado com
0 grifico de y=

<6 0
+ Neste Caso, o grifico comega 1

> Por exemplo,
Outro modo de de

P terminar C
do grafico ng expr

) o i
< ¢ substituir 4 coordenadas de um po
€ssio,
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gereva um modelo que possa
rpresentar 0 seguinte gréfico:

3. Fungdes tri
gonométricas i : .
como fungdes reais de variével real. Utilizagio das fungbes trigonométricas na modelagio de situsghes 1€
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Por
exemplo, (1, 10) pertence ao gréfico da fungio

y=-10cos (nt-C),

logo,

10 =-10 cos (m-C) < cos(n-C)=-1
& n-C=n+2kn, kEZ
& C=2kr, keZ

Por exemplo:
k=0 —C=0
k=1 —iC:Zn

Re 2 - . I3 )
pare que hd um nimero infinito de valores para C.

Substituindo os valores encontrados, tem-se f(t) == 10 cos (nz) .

Como f(0)<0, vem:

y=f(t) =— 10 cos (nz)

Confirme com a calculadora grifica.

o
Ve

=1 =10

Exemplo 3 As marés

Com os dados recolhidos
numa doca, construiu-se 0
esbogo do grafico da figura.
O gréifico mostra como
varia a profundidade da
Agua com as marés.

Na baixa-mar, a profun-
didade da 4dgua na doca ¢é
4 m, coma subida da
maré, a dgua atinge na
praia-mar ¢ m de pro-
fundidade.

Num certo
as 8 horas da manha.

3.1 Escreva 0 mod

Profundidade da 4gua (m)

dia a baixa-mar ocorreu as 2 horas da manhi e 5 prai
a prai

elo matematico do tipo

Numero de horas depois da meia-noite

a-mar

y.—:Asin(Bx—C)+D,

sendo ¥y 23k
horas, decorr!

3.2 Usando ©
égua as 1

7 horas.

profundidade da dgua, em metros, ¢ x ot
do ap6s a meia-noite. e

mpo, em

modelo referido em 3.1, determine a profundidad
ade da
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=13

Escreva um modelo que possa
representar o sequinte grafico:

Resolucao

3.1

3.2

Procuremos A, B, C e D de modo que y=Asin (Bx-C)+D
represente a fungao dada.

Determinagdo de A
_4
Di=[4,6; |Al =852 =15 A=%1

Neste caso A = 1. Considerando como ponto de partida de refe-
réncia (5, 5), a fungdo comega por crescer, COmo y = sin x relati-
vamente ao ponto (0, 0).

Determinacio de B

Considerando 8 e 20 para defini¢do de um ciclo, tem-se que o
periodo P é 20-8=12.

« 2n T
Entdo, 12=? < B =5
Determinacao de D

Arecta y=35 “parte” o grafico a meio, logo D=5.

Determinagio de C

Considerando que o gréfico se iniciaem (5, 5), % =5 & C= % .
Logo:
) n
e L, 28
y sin ( z X z ) +35

T—A T—B T_CT_D

Confirme com a calculadora grafica.

y=sin(%x—5?n)+5 e x=17.

Logo, y=sin (& _on
g0, ¥y snn(6x17 6)+5

y=sin (2n) + § & y=35

As 17 horas a profundidade

da agua
era de 5 metros. &
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O mnusmde ou sinusoidal &
‘“‘sr iie 3em grafica analoga
%W 005 das funcoes seno

1%%’ . ‘—m'ﬁ*-ﬂuw“ 215

fomgdes Tm 2 modeiaghs #c StuRgIcs TES

3.6 Utlhzag:ao da calculadora na modelacio de funcdes
cujo grafico é uma sinusoide

A tabela seguinte mostra as temperaturas médias num dado local durante
os 12 meses de um ano.

§
Dez
ad

65 |91 121152 | (17| 1 | 182|161 | 134 | 101 65 | 52 |

I —

5 -
%mimum!wimum]sﬁ““
. ]

i

Representando os dados no grafico, vem:

A
}l
O 201
£ 10 \
s ¥
g 5t
E I
- BB S N LI YT T T
1134567 89101 11.1.:1413161 18192021 22 2324
Mas

Usando o método definido nos exemplos anteriores, pode concluir-se que:

=6,9 sin ( x —7)-) + 12,1, pois tem-se:

-—

.|A|=-%—|19—5,2|=6,9 e, nestecaso, A=69.

c19-52=138; 13.8:2=69
9-121=D ou D=19-69=12,

5,2+6,
=B
oP-—__l[—, 12='2£¢$B—6
_3n_x
.£=3@%=3@C—6 r 3
B =

. (r X &
fazendo f(6)= 19 em f(x)=6,9 sm(zx— C)+ 12,1, obtém-se C= 3
i Jculadora grafica com a funcio SinReg, vem:

Usando a €2 .

o-se uma fungio do tipo y = asin (bx + ¢) +d
Com 2 calculado d obndos com ldpis e papel.

1un
com valores P b
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Pr‘qblevmasr Propostos

[N Na figura estd representada parte do gréfico de
uma funcao periddica.
A

Qual dos valores representados podera ser o
periodo da fungao?

2m
») < (8) %

1 2
© < (D)

10 pontos

: 3 e R |
= Seja f uma fungao definida por flx)= W (2

Qual dos seguintes conjuntos podera ser o
dominio de f?

w3

® )5+

(© -, =l
® |-

10 pontos

B Considere as fungdes reais de variavel real defi-
nidas por:
f;x\_jy=sin2x; gix~_1y=sinx
e h ' \/y _— eSiﬂK -
Das seguintes afirmacoes indique a verdadeira.
(A) As fungGes f, g e h sdo periddicas.
(B) A funcdo h & periddica de periodo 2r .
(C) A fungdo h & uma fungdo par.

(D) Os maximos relativos das fungées g e h
coincidem.

10 pontos

QUESTOES DE ESCOLHA

Considere as fungdes reais de variavel real:
It X A Y = €0S (—ng—nx)
g: X Ay=2+sin (- 2x + ™)
Das seguintes afirmacdes indique a verdadeira:
(A) O contradominio da funcao f & -2, 2].
(B) 0 perfodo da fungdo f & 2.
(C) 0 periodo da funcdo g & 2.

(D) O contradominio da fungdo g & [-1, 3].

10 pontos

B A entrada de um porto de abrigo, a profundi-
dade da agua varia com as mares.

Num certo dia, a profundidade na praia-mar é de
10 m ede 7 m na baixa-mar.

Considere ainda que o tempo que decorre
entre cada maré alta e cada maré baixa é de
6 horas, sendo igualmente de 6 horas o

tempo que decorre entre cada maré baixa e
cada maré alta.

Nestés condi¢des, apenas uma das expressdes
seguintes pode definir a profundidade, y , em

metros, de dgua no mar, & entrada do porto, t
horas apés a maré alta.

(R) y =3 cos (Es—t) +8,5
(B) y=1,5 sin (%t) +85

(€) y=1,5cos (%t - 3) +85
D) y=15 cos (1:61) +8,5

Qual & a expresszo correcta?

Numa pequena com
que o levam a rejeit
(aponte tras razdes
expressao rejeitada).

Posicdo explique as razdes
ar as outras trés expressoes
diferentes, uma para cada

10 pontos
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Buna populacdo de aves tro

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

A figura representa uma
menina a andar de baloico.

seja h(t) a
funcdo que a
cada segundo
faz correspon-
der a altura, h ,

A

B
¢ ~
b "

10,5 m

em metros, . ;
da menina ao E
solo. e Iy =

Para t=0, ameninaestaiem A, a 1 m do solo
Meio segundo depois esta a 0,5 metros do solo e
0,5 segundos depois estd em B a 1 metro do
solo.

A menina anda no baloico durante alguns
sequndos, passando sempre de A para B e de
B para A, demorando em cada um destes per-
cursos 1 segundo.

6.1 Copie e complete a tabela.

1 3 5
3 A 3
ts) |0 | 5| 1|32 |2]z

h (m)

6.2 Faca um esbogo para o grafico da funcéo A .

6.3 Mostre que:

1 3
h (t) = Z cos (Zﬂ:t)"‘ 4
30 pontos

picais varia anual-
000 em 1 de

Mente atingindo o maximo de 10
R 1 de Jutho.

Janeiro e ym minimo de 4000 em
tico que descreve
forma sinusoidal,
e refira:

Sabendo que o modelo matema
a situagdo & um grafico com a
faca uma curta composigdo ond
pulagao das av

s no dia 1

. v es ilus-
a forma como varia a po

trando a sua descrigdo co

) L .
Uma previsio para o ndmero de ave

de Setembro.
30 pontos

E cOm a ca[
g culadora grafica obteve- '
grafico da fungao fg; teve-se o seguinte

Sabe-se que o maximo da fungdo é 1,5 e o
minimo é — 2,5 . Considerando que:

f0)=-05 e f(3)=-25,

escreva uma expressdo do tipo
y=Asin (Bx— () + D para definir a funcao.

30 pontos

9.1 Se considerarmos que a temperatura média
durante os 365 dias do ano num dado

local & modelada pela fungao:
y=Asin[B(t-0]+D,

em que t representa o tempo em dias,

2T

365

9.2 A temperatura mais baixa numa cidade foi de
3 °C e ocorreu em 30 de Janeiro (trigésimo
dia do ano). A temperatura mais elevada foi

de 35°C.
Explique porque & que estes factos indicam

explique porque é que B =

que: o
=16 sin |— (t—121) |+ .
y [365 ( )] 19

9.3 A temperatura média, f, em graus Celsius,
em duas cidades diferentes é modelada por:

Cidade A : f(t) = 22 sin 3—2%— (t — 110) + 4

Cidade B : f(t) = 4 sin % (t - 110) + 22

onde t em dias, a partir de 1 de Janeiro.

Escreva uma curta composi¢ao para publicar
num jornal acerca das temperaturas médias
das cidades A e B, comparando a sua
variagdo e o valor das mesmas.

40 pontos
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Objectivos 4. Equacoes trigonométricas.
1. Resolver equagdes trigono- FérmUIas trigonométncas

métricas (revisdo).

2. Deduzir as formulas
sinfa@+cosfa=1 e

cos @
sendo & um angulo qualquer
(revisdo).

3. Deduzir as férmulas trigono-
métricas do seno, co-seno e
tangente da soma e da dife-
renga de dois angulos.

4. Verificar identidades trigono- "= ( i
métricas aplicando formulas ;.,;i
trigonométricas. T W

i S ‘iﬂ-!

4

Ponte Presidente Samora Machel, rio Zambeze, Tere

Frequentemente, encontramos na vida real imagens que nos fazem lembrar conceitos trigonomeétricos.
As marés s3o exemplos disso.

4.1 Equacdes trigonométricas

Uma equacao trigonométrica é uma equacdo em que a variavel estd asso-
ciada a uma expressao trigonométrica.

Por exemplo, s3o equagdes trigonométricas:

sinx:%; 2cosx-1=0 e 3tanx+5=0.

Na resolugdo de problemas que envolvem fungGes trigonométricas surge
muitas vezes uma equacdo trigonométrica. Por isso, é muito importante
aprender a resolver com destreza equagdes trigonométricas.

Equacoes do tipo: sin x =3
Considere-se a equacio: sin x = %

Uma equacio traduz uma pergunta.
Neste caso, a pergunta é:

“Qual é amplitude do Angulo x tq] que sinx ¢ L

= 3»

3

Usando a calculadora grafica & facil encontrar uma solugdo para a equagio-

grau, x = 19,47° e com

‘ . » X=0,34 ¢
Ser muito simp|eg, b

Até aqui tudo parece
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Op
roblen
1a estai
tem UM N a no facto '
N numero infipjeg ¢ da figura Seguinte sugeri
¢ solugs Sugerir que a equagdo sin x = 1

es.
3

¥ = Sih X

Com
a calculad
or
a encontramos apenas uma das sol
s solugoes:

19,47° ou 0,34 rad.

I'O
C i

\

A
Yy
\/ﬂ
=1

Se sin @ =a, também sin (T—@)=a.

Logo, se 19,47° ésolucao, também (180 —19,47)° ¢é solucio
Se 0,34 rad é solugdo, também (n—0,34) rad é solucio. |
J4 encontramos as duas solucdes do intervalo [0, 2x] .

Para escrever as outras solucdes basta atender a que o period
. - 0] &
y=sinx € 2n . o da funcio

Logo, as solugdes sio dadas por:

No sistema sexagesimal
(180 - 19,47)° + 360°k , k e Z

x=19,47°+ 360°k V x=
No sistema circular
x=0,34+2k1c vV X=

ara resolver a equagio, em IR, pretende-se que
adianos. as solugdes

(n—0,34)+2k1r, LkEZ.

Quando s¢ diz p
sejam apresentadas emr
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- N P ua 50 dO ) p "
De um modo geral, para resolver uma equag tipo sin x <
procede-se do seguinte modo:

3

A
i
. a
SINnx =4 -
4 _, | No sistema circular
-1 0 1 %
ap @ . x=0+2kn V x=(n—-a)+2kn, kEZ
Pl 818 No sistema sexagesimal
-1

1.° Determina-se «

com ou sem
ajuda da calcula-
dora.

1.1 Resolva, em IR, cada uma
das seguintes equacdes.

= 1
a) smx—E
b) 2sinx—V2=0
) -\3=2sinx

d)—;—+sinx=0

1.2 Dada a fungio real de varia-
vel real
fi x\ ry=sin ()
Determine:
a) os zeros da funcio:
b) os valores de
x€[-n,n],

de modo que f(x) seja
um maximo relativo.

2.° No circulo trigonométrico
assinala-se ¢ e T—a.

x=a+kx360° V x=(180°~-0a)+kx360°, ke 7

3.° Escreve-se em radianos ou em graus 3
expressdo geral das solugdes da equacio,

Exemplo 1 Resolucdo de uma equacio trigonométrica do tipo sinx=g

Resolva, em R, aequacio 2 sinx=-\/2.
Resolucao

25inx=—\/§ = sinx=—¥

Dé-se a equagdo a forma sinx=a.

No circulo trigonométrico

encontram-se as duas
=1 ® |1 x solugdes do intervalo
Y = "\/—22_ \ 0 4 * [0, 2n]:
T n\_JSn
BP0 R BT
4 B
2 ™ eixo dos senos
Logo:
T
:—Z+2kﬂ: vV x=5_;t_+2kn’ k &7 .
Exemplo 2

Resolugdo de uma equagio trigonométrica do tipo sinx =@

Resolva, em R » cada uma das equacoes.

21 sinx=-1
2.2 sin (2x) =)

2.3 sin® x - 2 gip 5 =
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@ bservagdo

Note que ndo ha contradicdo do
que foi dito, pois:
3r

g-Raed
2 2
n 3n a
--z—rad e 5 rad tém o mesmo

lado de origem e o mesmo lado
extremidade.

logo, @ e T - coincidem.

@bservacéo

A expressdo geral das solugdes
de uma equagdo trigonométrica
gera o conjunto-solugao.

lomo k€ Z, para o mesmo
conjunto hd um namero infinito
de expressdes que podem gerar o
mesmo conjunto.

Por exemplo:

X=kn, ke 7

X=~kn, kEZ

¥=k+2)n, keZ

9eram o mesmo conjunto-solugéo.

2

Res
Se V8, em R, cada uma das
9umtes equagaes.

21 in (3 4
2'2 sin (“ 2)() =0

23 g2
S X = sip x

Resolugao

a.1

2.2

2.3

sinx =1

No circulo trigonométrico encontra-se

o, tal que sin@=-1,
Em [0,

@ cujoseno é -1,

Esse angulo ¢ 3—; (ler observacio).

Logo,

3
X = TE + 2km ) kE€EZ. — Expressio geral
sin (2x) =0

No circulo trigonométrico encontra-
mos & e m—a, talque sina=0.

a=0en-a=n

Logo:

2x=0+4+2kn V 2x=n+2kn, REZ

2n[ apenas h4 um angulo

4. EquagBes trigonométricas, Férmulas trigonométricas 221
¢ixo dos senos
P E—
-1 i)/ 1
-1

2N
2

(O%)

das solucdes da equacio dada.

1 eixo dos senos

.

N

1

Dividindo os dois membros pelo coeficiente de x, vem:

x=kn V x= —g— + knt " k € Z . — Expressio geral das solugdes da equagio dada.

Outra forma de obter a solugdo consiste em reparar que para x =0
sin (2x) =0, edem em T asituagdo repete-se.

Logo,
2x=0+kn, REZ

kT  kEZ (ler observagao).

x==5

sinx—2sinx=0
Sinx(sinx—2)=0 =
& sinx=0V sinx=2

A equagdo sinx = 2 ¢ impossivel
pois _1gsinx<1.

Considerando a equacao
ginx =0, vem:
x=0+kn, RE /A

ou

1 eixo dos senos

10 geral das solugoes da equa

gio dada.

ki kEZ . o Erpres
X = )

T il
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341

3.2

3.3

Resolva no intervalo

]- 360°, 360°[ cada uma
das seguintes equacdes tri-
gonométricas.

a) sin(-2x) +sinx=0
b) 2 si i):
) 251n(3 1

Resolva no intervalo

[0, 2] cada uma das
equagdes trigonométricas.
a) sin x =~ sin (2x)

b) sin?x—sinx=0

Dada a funcao real de varia-
vel real
fixxory=sinfx-1,
determine x € [~ 1, 7]

em que f(x) =sin (77") .

Exemplo 3  Resolugdo de uma equagdo trigonométrica num intervalo

Resolva em [0°, 360°] a equagdo sin (2x) =—sinx.

Resolugao

. - sin (x) = sin (- x)
i =—sinx & o '

sin (Zx) Da-se a equacao a forma

sin x =sin & .

& sin (2x) = sin (- )

Logo:
Ix=—x+kx360° V 24 =180°—(—x)+k%x360°, REZ.

Aplica-se a formula
sin x =sin ¢ =
x=a+kx360° VvV
x=n-a+kx360°, kEZ.

Resolvem-se as equagdes em ordema X .
3x =k x360° V x=180°+k x360°, kEZ
x=kx120° V x=180°+kx360°, kEZ

Para procurar as solugdes do intervalo [0°, 360°] atribuem-se valoresa k.
x=kx120° V x=180°+kx360°, kEZ.

k=0 — x=0° V x=180°
k=1 — x=120° V x=540°
Para k=4 ou k=-2 nio
k=2 — x=240° V x=2006 hd mais solugdes da equagio
no intervalo [0°, 360°].
k=3 — x=360° V x=1260°

k=-1— x=-120° V x=-180°

Logo, no intervalo [0°, 360°] as solugGes da equacio

sin (2x) = — sin x

0%, 120°, 180°, 240° e 360°.

Com a ajuda da calculadora

ifi gréfica e procurando os pon intersecgao
dos graficos das fungdes y pontos de intersecg

=sin (2x) e y=—sin x I "
] ' ode confirmar-se
que a equacao tem cinco soluges no intervalo [0°, 36’0‘%

4

y

y___ Sin (Zx) ’=—Sl!’l x

solucio

»()lll\'.il)

07

/,1
solugao

120°

1360;

solugio solugao
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Equagdes do tipo: cos x

=a
y Pl « gspx(’:ad? S¢ ter compreendido a resolugdo de uma equagio do tipo
/—\ cixodos 1 y € muito simples resolver uma equagdo do tipo cosx =4,
/ co-senos ara tal basta ter e conta que:
/’ \ L . ‘@ e n-a tém o mesmo seno
0 1 x eae-qttmo mesmo co-seno
Assim:
] - sinxzsina<=>x=a+2anx=(n—a)+2kn,k€Z

COSX=cosar < x=q+2kn V X=-a+2kn, kEZ.

Logo, para resolver uma e

_ quagdo do tipo cos x = a , procede-se do
seguinte modo:

” yll
/% .
No sistema circular
cosx=a
= 4 Oj 1~ |X=0+2kn V x=—qa+2kn, kEZ.
2D cos I No sistema sexagesimal
g = / 1 X=0+kx360° V x=-0a+kx360°, kEZ.
LR . a =
1" Determina-se o com 2.° No circulo trigonométrico | 3.° Escreve-se a expressao geral das
Ou sem ajuda da cal- assinala-se ¢ e —a. solugdes.
culadora,

Exemplo 4 Resolucao de uma equacdo trigonométrica do tipo cosx-a

Resolva, em R, cada uma das seguintes equagdes.

4,1 cosx :% 4.2 cos (2x) = - sin x
Resolugao
T
y 4.1 cosx = 5
1 0,89 :
/ Com a ajuda da calculadora determina-se
o tal que cosa=%.
" % No circulo trigonométrico assinala-se @ e -« .

a=08%rad (2c.d); -a=-0,89rad (2¢. d.).
\4 \_ 0.89 Logo:

x=0,89+2k1! Vv x=—~0,89+2kn, kEZ,

= Expressio geral das
solugdes da equagio
dtldd‘
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Considere a fungao real de varia-
vel real definida por:

frx~ry=2cos ()
Determine x € [- rn, =] de

modo que:
41 f(x)=0;
4.2 f(x)=2;

43 f(x)=-V2;
44 f(x)=-0,2.

4,2 cos (2x)=-sinx

T
o cos(2x) = - sin x &> cos (2x) = cos (E— + x)

e Dii-se 2 equagio a
torma cos x 2 CO8 oy

T
Logo, 2x=§+x+2kn \ 2x=-—(—2—+x)+2kn, keEZ.

Aplica-se a formula

" des em ordema x .
ReSOIVCm sc¢ as equagoes ¢ COS X = COs (f &

x=a+2kn V x=-wa+2kn kep.

x=%+2kn \Y% 3x=——12t—+2kn, kEZ

n  2kn

b4 Y PO AL 2 LeZ . — Expressio geral das solucde
&= o x = ! Goes
% 3 2km 6 3 °?

da equagdo dada.

=

Resolva em [~ 360° ,
equacao:

€0s (2x) + cos (1;—) =0

0°] a

Exemplo 5 Resolugio de uma equagdo trigonométrica num intervalo

Resolva, no intervalo [0°, 360°], a equagao cos x =—cos (g) e verifique
a solugio com a calculadora grifica.

Resolugao

= x L o_ X
COS X =— COS (2) & cosx cos<180 2)

= x=180°—§+kx360° % x=—(180°——’2£)+kx360°, kEZ
& 3x=360°-x+kx720° V 2x=-360°+x+kx720°, kREZ
= 3x=360°+kx720° V x==360°+kx720°, kEZ

— x=120°+k x240° Vv x=-360°+kx720°, kEZ

Em [0°, 360°], vem:

k=0 — x=120° V x=—360°
k=2 — x=600° Vv x=1080°

5 k=1 — x=360° v x=360°;

As solugdes sdao 120° e 360° .

Com a calculadora, Procuram-se as abciss

Yy=C0OSXx e y:—cos(i)'
2

as dos pontos de intersecgio de

A ¥ = =~Cos (\—\

Y Y =cos x
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Equagées do tipo: tan x=4

Como sabemos, o periodo da funcio y
Assim, para resolver uma e

seguinte modo:

=tanx é 1,

2

tOns'

\ere 3 funcs -
n =

Vel rgg] Ga0 real de varia

quacdo do tipo tan x = 4 » Pprocede-se do

tan x = g No sistema sexagesimal
x=00+180°k, kEZ.

T . :
(2ND) a No sistema circular

X =, x=a+kn, kEZ.

1.° Determina-se ¢ com ou sem

2.° Escreve-se a expressio geral
a ajuda da calculadora.

das solugoes.

Exemplo 6 Resolugio de uma equacdo trigonométrica

Resolva em [0, 2n] a equagio tan x =2 e confirme a resposta com a
calculadora grafica.

Resolugao

Lar1e2)
y  L-187148718

3

tanx =2
x=1,11rad (2 ¢c. d.)
Logo:
X = 1 11+ kﬂ: s k eZ. «— Expressio geral da solugio da equacdo dada.
k=1 — x=1,11+n=4,25 (2c.d.)
p=2 — x=11¥7n
=—1— x=lﬂ‘1’1—/n

G ‘uda da calculadora grafica, obtém-se as abcissas dos pontos de
om a aju : 3 P
interseccio dos graficos de y=tanx ¢y

.. y:tanx
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4.2 Formula fundamental da trigonometria

i étricas num tridn-
Da definicdo das razoes trigonométricas n

gulo rectangulo, vem:

b _c
= no= .
e ta b

y C -
S[nazzg cosa—-a

ia de célculos:

Consideremos a seguinte sequenc

sin o + cos? @ =

& b Cz+b2_gi-—l sin’ @ = (sin @)
= -;2- ;2— = ———-az = a2 - cos” o = (cos a)*
Logo,

sinfo+costa=1

Esta férmula é conhecida por férmula fundamental da trigonometria ¢
sin o
s«

aplica-se, assim como a férmula tan o = , a um angulo de qualquer

quadrante, como s€ mostra a seguir.

Considere-se o circulo trigonométrico e um angulo o, por exemplo,

do3.°Q.

24
fu—y
KY

(cos @, sin a)

Por um lado x
» 4 €quacao do cf : o
§ circulo trigonométrico é 2 + y=1 (1

Por outro, x = oS e y=sip o

Substituindo X € yem (1) vem
’ :

in
S @+ cos? o = 1

T

Férmy]
a
fundamen g da trigonometria
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Observe que:

Os tridngulos [AOB] e [OCD] do cf

I 3 » . - o
semelhantes (té culo trigonométrico anterior sdo

A A

mum angulo recto e AOB = COD).

Logo:
OA_AB _ OB
OC CD OD
Substituindo:

OA=1; ﬁztana; OC=cosa e CD =sina, vem

1 tan o
oSO sing < tan & (cos ) = sin o

& tang =02
COos &

tan @ = Sin o

COS X

Se o pertencer a qualquer outro quadrante as igualdades referidas sio
provadas da mesma forma.

Na resolugio de problemas, nomeadamente na deducio de outras férmu-
las trigonométricas, usam-se os seguintes resultados:

Para qualquer dngulo o, tem-se:

sin @+ cos* =1

Dividindo por sin’a, vem:
1 1

1+ =—
tan’ ¢ sin® o

Dividindo por sin’ ¢, vem:

sin (~ x) =— s x Férmulas que resultam do facto de as fungges
cos (— x) = cos x seno e tangente serem fungdes impares e de

i 20 R a fungdo co-seno ser uma fungdo par.
tan (—x) = -
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7.1 Sendo f(x) =a + b sin? x ;

determine f(6) , sabendo
que:

a=—-1; b=5 ¢
tanB:l.
5

7.2 Determine cos (—7; + x) >

sabendo que:

" T 1
Sin | = — — s
(2 x) 5

€que xe2-°q.

 '

Aplicagdo das férmulas trigonométricas

Exemplo 7
Considere a fungio f(x)=1-10cos’ x .

Sabendo que tan @ =—§~ , determine, sem recorrer a calculadom, floy.
Resolucao i | :

Sabendo que tan a = 3 pretendemos determinar cos?¢; ,

1.° processo

0 |
tana—g x

O

x:\/32+1=\/ﬁ

CoS & = —ii Nao sabemos qual o quadrante a que pertence ¢ .
V10

cos? o = —
10

Substituindo em f(a)=1-10 cos’ ¢, vem:

9
fl@)=1-10x =

Logo, f(a)=-8.

2.° processo

Para determinar cos? o, pode usar-se a férmula:

sin® o + cos? o = 1

1
cos® o

1\ 1
= +l=
(3) cos® o

1 1 9
—-+1= 2 —
9 s = cos’ g =-Z

10

tan’ o+ 1 =

Dividindo por cos? ¢ .

Substituindo tan &=

G| =

Substituindo em fl@)=1-10 cos?q , vem:

=1-10x2_
fla)=1-10x 0
Logo, fla)=-8

4——”/
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: Exemplo 8 Verificacio de uma identidade

Mostre que:

sin x tan x + cos x = .
COS x
Resolucao
O 1. i
membro da igualdade € mais complicado do que o segundo, por-
2 tanto, vamos partir do 1 membro e tentar chegar ao 2.°,
Mostre que: ° ¢
= 1.° membro = sjp & tan x + cos x
81 ———=-cosx:
tan (- x) sin, a S10X si
: = nx
8.2 cosx—cos x sin x = cos® x ; x cos x * CO8 X S orx
ki 1smx ~l-cosx, _Ssin’x | cos x
+ COS x sin x COS x
8.4 1 & 1 _ (1) (cos x)
1+sin® 1-sing . 5
—242tan8; _ SIn® x + cos? x .
= P | e o
: . \COS e SIN” X + cos® x = 1
8.5 + =
1+cos@ 1-cos@ =4 =2.° membro
e cosx = i
tan? @
Exemplo 9  Simplificar uma expressio
Simplifique a expressio:
—sin (— x :
tan x — sin ),1+cosx¢0
1+ cosx
ﬁ Resolucao
= — gin fe X + sin x ' o n
9.1 Simplifique a expressao: tan & ~ gin (ng) <22 A
=B 1+ cosx 1+ cos x
o o
g +lnicosx| )
0 ) sin X ’ .
2 a) Descubra onde esti o COS X iy tan x = ';“‘n"‘\-’
en'o. = 1 + cos X VOS X
Sin® x — cos? x
si o i
N X+ cos x sin x + SIn X CO$ X
2 2 2 =
=Sslir:”::__ccos X cos x + cos® x
0S x
=5in x - cos x

b) Simplifique correcta-
Mente 3 expressdo:

Sin x — cos? x

\&405 x.

sin x (1408 x)
" cos x (1408 %)

=tanx, se¢ 1+cosx#0
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@ bservagdo

cos (@ + b) # cos a + cos b
cos (@ —b) #cosa—cos b

——

4.3 Férmulas trigonométricas do seno, co-seno e
tangente da soma e da diferenca de dois angulos

Co-seno da diferenga de dois dngulos
cos (o — ) = cos @ cos B + sin o sin f3
Para demonstrar esta formula usa-se a definicdo de produto escalar de

dois vectores.

Considere-se a figura seguinte.

y
1 /o -B Tem-se:
""" : A _~(cos o, sin )
a\ﬁB . B« _~ (cos B, sinf)
T 0 T = O_7(0,0)
ﬁ=A—O=(cosa, sin o)
-1 6§:B—O=(cosﬁ,sinﬁ)

Aplicando as defini¢des de produto escalar nos dois vectores, vem:
m-@=(cosa, sin &) * (cos 3, sin fB)
&l‘-(ﬁ.=cosacosﬁ+sinasinﬁ (1)

Por outro lado,

OA- OB - || Al x| 5B || cos (54 5B) 131

NA.OR JB|| =1

OA-OB=1x1xcos (a-f) (2) .
(047 0B)=a-p

Usando (1) e (2), vem:
cos (- fB) = cos & cos B +sin asin B, c.q.d.

Co-seno da soma de dois angulos

Ccos (a+ﬁ)=cosacosﬁ—sinasin,6

A demonstra¢io é muito simples, pois:
cos (& + B) = cos (a ~ (- B))

Aplicando o conhecimento do cos (o - B), vem:

cos (& — (- B)) = cos & cos (= B) + sin «a sin (- B) cos (~ f§) = cos B
Logo: sin (- f) =~ sin p

cos (& + fB) = cos & cos B - sin asin g, c.q.d.
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4. Equagdes trigonométricas. Férmulas trigonomeétricas

Seno da diferenca de dois Angulos
sin (a—ﬂ)=sinacosﬂ—cosasinﬁ

Para demonstrar esta formula basta ter em conta que:

sin (o — B) = cos [% - (o —ﬁ)]

e f5-0)4

=cos(g—(x>cos[3—sin(§—a)sinﬁ

cos|—~wul=sina e
5%

sin (n (1) cos o
S e =Co
2

Logo:

sin (o — B) = sin & cos  — cos a sin B, c.q.d.
Seno da soma de dois angulos
sin (& + B) = sin & cos § + cos ¢ sin f3

Para demonstrar esta formula basta ter em conta que:
sin (o + B) =sin (@ — (- B))

= sin o cos (= ) — cos a sin (= f§) cos (~ B) = cos B

(_
sin (— ) =—sin
Logo:

sin (o + B) = sin o cos B+ cos & sin B, c.q.d.

Tangente da diferenca de dois angulos

tan o — tan 3
" 1 +tan o tan f3

. 18
tan (o — , o, B, a—p diferentes de 5+k7t,k€Z.

Para demonstrar esta f6rmula basta ter em conta que:
sin (ot — )
- -—
tan (ot — ) = Teal)

_ sin & cos B — cos ¢ sin B
Assim, tan (@ —pf)= cos a cos B + sin & sin 8

Dividindo por cos & cOS B, vem:

sin o cos B cossin f
cos & 905",3 cos @ cos

tan (o — ff) = cos @ cos B N sin o sin 3
cos & cos P cosecosf
Logo, tan o — tan 8

c.q.d.

tfm(a_lm:1+tano&tanﬁ’ ;

Digitalizada com CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

232

Tangente da soma de dois angulos

i tan o + tan 3
tan(a+ﬂ)_1——tanatanﬁ’

o, B, a+p diferentes de %+kn, kez.

Para demonstrar esta férmula basta ter em conta que:
tan (o + ) = tan (@ — (- B))

tan o — tan (- )

tan (o — (- ﬁ)) = tan (= ff) = - tan 8
1+ tan  tan (- ) Gl (e} 5 b B
Logo:
tan o + tan
tan (@ + ) = P c.q.d.

l-tanatanfB ’

4.4 Formulas da duplicacdo

Tendo em conta que:
® cos (2a) =cos (o + )
® sin (20) = sin (ot + o)

e tan (2a) =tan (@ + @) , tem-se:

cos (20) = cos* o — sin? o’
sin (2¢r) = 2 sin & cos o

2 tan ¢

R Emey

, o e 2 diferentes de %+k1t, keZ.

Exemplo 10 Aplicacdo das formulas da soma e diferenca de dois angulos

@ Obtenha o valor exacto de sin % :

10.1 Determine o valor exacto de- Resolucao
a) cos 105° ;

Y . (4n  3n oL
b) sin = ; Sln_:SIH(——— =sin[= - FE}=
) sz 2" "1 4
n
C) tan —: T | ! T .
12 =Sin —3— cos z -cos L sin & Aplica-se a formula: "
6)-5in 30°. 3 4 sin (@ — b) = sin a cos b - 054 sin ¥
considerando 30° = go° — gge o \/5 5 V2 1 ’ V2 .m_ V3 ooom V2
= —_—— SIn — = - s COS~F
s Peos =
10.2 Mostre que: ” 222 x 12 G 4B
2tan o : - cos == sin—=—"
Trtantg =" (20) _Ve-va R LAkt
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4. Equagdes trigonométricas. Férmulas trigoﬂo""é"'a

il 11 valor exacto de Uma expressio

Determine o valor exacto de:

ﬁ{ cos 59° cos 14° + sin 59° sin 14°

Considere a funcgo, Resolucao
(%) = cos ( 3% s i '
s cos 59° cos 14° + sin 59° gip 14° Aplica-se a formula
Escreva butra fungéo s tenhiy & 808 (590 A 140) , cos(@=h)=cosacos b +sing sin b,
exactamente o mesmo gréfico
sando a formul = e \/-2_
u mula cos (a + b) =cos 45° ==

=C0Sa COS b —sinasinp.

Exemplo 12 A area do rectingulo

A figura mostra um rectingulo de comprimento
a, altura b e diagonal {.

6 € o angulo da diagonal com a base.

12.1 Mostre que a 4rea do rectangulo pode ser a
expressa por:

A(B)z%isin(ze), ee]o, %[

12.2 Use a férmula dada para determinar a amplitude de 6 que torna
maxima a drea do rectingulo.

Resolucao

12.1 Observando a figura, vem:

ﬁ cost9=%<=>a=dcos()

Observe a figura. sin 6 =§ < b=dsinb
2 A drea do rectingulo, A(6), édada por ax b, ou seja:
8 R e A(6) =d cos 0 xdsin 6 e E e
: A(0) =d*cos B sin 0
R d> )
e 410) =7 R e oG,
P 2, d Aplica-se a formula
A .um dEterminado valor de A (9) = 7 sin (29) . q‘ : sin (26) = 2 sin@cos B .
*elocidade inicial, d é dado por:
2
d=505in 9 cos 0 12.2 A(g):—%—sin (26) 0<o<®
d : :
€m Metros; @ € ]0 : l;»[ : Sabemos que 0<sin(20)< 1. 0<20<2r
Ry in (20) foriguala 1.
21 Estrev d apenas em fun- A expressdo € maxima s¢ § (26) :
td0 do seno, _r is O € ]0 ; -—[ :
gy, sin (20)=1 & =7, pois 0 )
a expressdo escrita em . 3
" para determinar 0 de Esta situagao OCOIre quando o rectingulo é um quadrado.

Modo que ¢ seja maxima.

e i
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4.5 Férmulas de bissecgao

Consideremos a seguinte formula:
cos (2a) = cos? o — sin* &

bl i
Como cos’a=1-sin"a, vem:
cos (2¢t) = 1 — sin® & — sin’ &

ou seja, .
cos 2a)=1-2sin* &
donde: 1 — cos (za)
sin? g =———
ou

1 - cos (2a)
sinl o = & (femensiemi=mt

sendo @ um dngulo qualquer.

i Fazendo uma mudanca de varidvel, podemos escrever:
Calcule.
13.1 sin = n@_, [1-cosa
8 2 o 2 b
13.2 cos =
8
n
13.3 tan = . 3 - 1+cosa
8 De forma analoga, obtém-se cos? %=1 - locose o o8 _CE008E
2 2 2 1
donde:
oA 1+ cosa ER
P 2 #
pelo que,

o 18—
tan el Vlc\osa’ azn+2kn, kEZ
+ cos «
i E’“""Plo 13  Para calcular

Sabendo que: Calcule sin 15°,

sinx=-— -ﬁ

2 Resolucao

e que 3

2<x<§§ s1n15°—sm3i
calcule; 5

sin 15° = = COS 1 —cos 30°

14.1 sin X, Cos 30° = \“

2 7
14, X

4.2 COSZ'. Slﬂ 150 2 3

i

——— __//
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4.6 Formulas de transformacio

Por vezes, tem interesse transformar somas ou diferencas de dois senos
ou co-senos em produtos.

Sabemos que:

sin (@a+b)=sinacosb+cosasinb, a, bER

e que

sin (¢ —b)=sinacosb-cosasinb, a, bER

Consideremos a+b=p e a-b=gq e resolvendo o seguinte sistema
pelo método de substituicdo, temos que:

a+b=p 2a=p+q
p— ~
a-b=q 2b=p—¢q
a:P;q
&= (1)
b:P—q
2

Substituindo em sin (a + b) eem sin (a —b) , vem:

. b+ - + -
sinp=s1np2qcosp2q+cosp2qsinp !

DA = + -
sinq=smp2qcosp2q—cosp qsinpzq

Adicionando ordenadamente, vem:

CosS

sinP+sinq=25inp;q P;‘I

Subtraindo ordenadamente, vem:

i sinp—é_inqusinp;qcosp+q

235
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s

Transforme em somas:

15.1 sin (2x) x cos (3x) ;
15.2 cos (2x) x cos (5x) ,

Sabemos que:

cos (a + b) = cos a cos b - sin

cos (a—b)

asinb

—cosacosb+sinasinb

COIl A + = i - q a solugao dO Sistema de
1 a b p e a b = )

Slderaﬂdo novamente o |
(1) da pégma anterior ea SUbStltl.ugaO em cosS (a i b) € Cos (a b) sy VEm:

Exemplo 14 Transformagdo numa soma

Transforme numa soma:
sin (2x) X cos x

Resolucdo

sin (2x) X cos x = sin (3x2+ x) o (3x —x)

[sin (3x) + sin x]

sin (3x) + L i

2
Exemplo 15 Transformacio numg soma
Transforme numg soma;

Cos a X cos b
Resolugio

€OS aXcos b == [cog (@ +b) + cos (@a-b))

Nf= N[

|
cos (a+b)+5cos (a-b)

cosp=cosp;qcos P-z-q —Sinp;q sinp;q
cosq=cosp;qcosp_2-q +sinp;q sinp;q
Adicionando ordenadamente, vem:
cosp+cosq:2cospzq cos p;q
Subtraindo ordenadamente, vem:
Cos p —cos g =— 2 sin P-;q sinp;q

Aplica-se a férmula:

p+4q p-d

sinp +sin ¢ = 2 sin Roraas o il

B S S SRS T
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4.7 Resolugio de e

quagdes e e
métricas aplic

' NEquagdes trigono-
ando formulas

trigonométricas
Exemplo 16 Resolver uma equagio

Resolva a €quacao sin (3x) + sin (2x) =0,
Resolucao

sin (3x) + sin 2x%) =0 <

Aplica-se a formula:
. X
< 2sin ST cos £ =

0 = SIN P +sin g =2 ¢in —K_:-i’. cos ,’:i_g,_‘]
= sin—52i=0 vV cos%:O
3 J
i c}%:knv%zg-i-kn’kez
Resolvaem R a equagao:

sin (3x) + sin (6x) = 0

= x=§kn Vx=n+2dkn, kez

Exemplo 17

Resolver uma equacao

Resolva, em R > A equacao cos (Sx) + cos (3x)

=Cos x .
Resolucao
cos (5x) + cos (3x) =cos x & 2 cos (4x) X cos x — Cosx=0 &
ﬁ — cos x [2 cos (4x) — 1] =0 @cosx=0vc05(4x)=%
Resolvanointervalo [-m, n]: S x=F b v B =& Lobn sy 4x=—£+2kn L kez
111 cos x4 €os (%) = 0 : 2 13 . n3 .
' g i A =—+k—Vx=—~+k—,k
17.2 cosx+sin(2x)=0, = x 2+th A 12 2 12 2 <z
\"N s = — — — — e ———
Exemplo 18 Resolver uma inequacio
Resolva, em R, ainequagio cos (2x) - sin (1‘,—- - Zx) g% ,
Resolucao ; 1
(T & 2x) — I_=n v
cos (2x) —sm(g—?-x)< 2 & cos (2x) - cos 27 % +2x)< >

w)_1 ; m\_1
_Zsin(—%)sin(2x+—6—)<2 ~ snn(2x+6 <2 “

Yy
Observando a figura ao lado, vem: \?/_ T~
% _3n

T _T ’ kE€EZ
o+ 2km< 20+ g 2kW
830lya No intervalo -

0 x
: T kEZ
T, m: ousela,—%—+kn<x<kﬂ, \/
8.2 ‘Sinx...
\\M

21 kn kez]
N s — 2 k€ x SR,
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Na figura esta representado o grafico da fungéo
f. definida no intervalo [0, 2r] por:

f(x)=sinx+1,

\

Tem-se que f(%) = f(a) .
Qual é ovalorde a?

T
m)€+1 @)1-%

3 5
© 5 (0 2

10 pontos

B2 Para cada valor de a, aequagdo cos (ax) =0,
a € IN é uma equagao trigonométrica.

No intervalo [0, 2], pode afirmar-se:

(A) ha um valor para a de modo que a equa-
¢ao tem cinco solugdes;

(B) a equacao tem sempre um ndmero par de
solucdes;

(€) o namero de solugdes da equagdo & sempre
um miltiplo de 4 ;

(D) para certos valores de a a equacdo nio
tem solugdes.

10 pontos

A equagdo sin (2x) =0 tem no intervalo

[~ 50m , 50m] 0 mesmo nimero de solucdes da

equagao:
(A) sinx=0; (B) 2sinx=0;
(C)f-‘-'l—é(-gx-)-zo; (D) sinfx=0.

10 pontos

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

A A figura representa um triangulo isdsceles de
base 1.

2x
1

2x & a amplitude de um dos dngulos adjacentes
a base.

A medida da &rea do tridngulo é dada por:

tan x
A H
#) =5

(B) 0,5 tan (2x) ;

(€) %tan (2x) ;

2 tan x
D) ——.
(0) =2
10 pontos

B [ABCD] & um rectangulo inscrito numa semicir-
cunferéncia de centro 0 e raio 5cm.

|

D Oia A X

A e D pertencem ao eixo Ox e AB é perpe™
dicular ao eixo Ox .

x=A0B

A medida da rea da parte colorida da figu@ ¢
dada por:

(A) 2-2’—‘- ~ 25 sin (2x) ;
(B) 50 sin x cos x ;
(C) 25m - 50 sin (2x) ;

(D) 25m - sin x cos x .

10 pont®®
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QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

0 angulo ao centro 6 define uma corda de compni-
mento ¢ num circulo de raio r.

<

A formula seguinte estabelece a relagdo entre
c,6er:

c=2rsin2
2

6.1 Determine 6 sabendo que c=Ver.

6.2 Escreva uma pequena composigao onde expli-
que a relacdo entre o comprimento dos lados
de trés poligonos regulares & sua escolha, e o
raio do circulo onde estdo inscritos.

20 pontos

. 3 1 1 d
Explique porque & que a equagdo —— =7 Ndo

- sin x
tem solugges.

15 pontos
ER&solva, em [0 > 21;] , as equa¢6est
8.1 tan x cos x = tan x ;
8.2 3tantx=1,
15 pontos

Q iferenga de potencial instantanea €, NUM

Oado circuito, & dada pela fungdo e(t) = 1,2sint,
N0¢ t & expresso em segundos e & em volts.

EEtermine’ com aproximagdo as centésimas de
Egundo, 0 tempo t, para 0 ctgh de modo
1 a diferenca ge potencial seja de 0.6 volts.

20 pontos

N? referencial o, n. Oxy esté representado o
tridngulo [AB(] .

(0=10, AB=20, x=BA0 com XEJO 3 12‘-[
10.1 Mostre que, em funcdo de x , a area do
triangulo [ABC] é dada por:

f(x) =100 (sin x + sin (2x))
10.2 Resolva, no intervalo [0, 2rm], a equa-

¢do sinx+sin (2x)=0.
20 pontos

[l [ABCD] & um trapézio isosceles; os lados [AD],
[CD] e [BC] tém comprimento iguala 1.

AB>1, DAB=x com XE]O, -g—]

11.1 Mostre que a drea do trapézio € dada por:
A(x) =%sin (2x) + sin x

11.2 Determine A(%) e interprete geometri-

camente o resultado obtido, caracterizando
geometricamente o quadrilatero obtido.

20 pontos
, 1 - cos (20)
Mostre que sin® 6 = ————"
20 pontos

Resolva, no intervalo [-m, =], aequacdo:
cos x +sin (2x) =0
20 pontos
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‘Objectivos

1. Compreender o interesse do
conhecimento das formulas
dos senos e dos co-senos.

2. Deduzir a formula dos co-senos.
3. Aplicar a férmula dos co-senos.
4. Deduzir a férmula dos senos.
5. Aplicar a férmula dos senos.

o Resolugdo de triangulos. Formulas dos
co-senos e dos senos

Na resolugio de problemas da vida real usa-se muitas vezes a trigonometria.

5.1 Formula dos co-senos

Admita que na figura seguinte a distdncia de A a B ndo pode ser
medida directamente.

Os métodos até agora conhecidos para determinar distincias inacessivels
ndo podem ser aplicados porque o tridngulo [ABC] nio é rectangulo.
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Observemos a figura seguinte,

5. Resolug@o de tridngulas, Férmulas dos co-senos ¢ dos senos 24

c=h+ k2

b =a* - (b - k)
=a’—(b-k)*+k?
F=at - b+ 2bk - [E+ 12
¢ =a* - b*+2bk
=a*+ b - b*— b+ 2bk
c=a*+b*-2b(b-k)
c2=a2+b2—2ab(b—k)

a
E=a*+b*-2abcos C

Observemos agora a figura ao lado.
Tem-se sucessivamente:
E=h+(b+k)*

b =a* -k

=g -+ (b+k)
52_—,42—k2+b2+2bk+k2

Em qualquer dos ca

Por simetria,

Férmula dos co-senos
Se [ABC] éum triangu
comprimentos
c’=a2+b2—2ab cos C
A
b2=a2+c2—2accosB

P=b+-2bc cos A

SOS prOVOU'SC que:
N
62=a2+b2-—2abcos C

loe a, b e ¢ sdoos

dos lados opostos aos angulos

A,BeC, respectivamente, entao:
’

Teorema de Pitagoras.,
Teorema de Pitagoras.
Substituir #* na primeira expressao.

Adicionar e subtrair b” .

Multiplicar e dividir por a o tltimo termo.

h_k:cosa
a
1B
; i
7
A b b

; A ~
-l—=cos (r=C)==cos C
[

pode concluir-se a férmula dos co-senos.
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=41

Na figura, [ABC] & um triangulo.
AC =4 cm
AB=9cm
BAC = 42°
A 4cm C

9
R

Determine BC .

Exemplo 1 Distincia por mar Taws

Um farol representado na figura pelo ponto F,
estd a 3 km da casa do guarda, ponto G, e
a 6 km da Policia Maritima, ponto P,

O ingulo GFP tem de amplitude 130°.

Qual é a distdncia por terra, em linha recta,
da casa do guarda a Policia?

Apresente a resposta com aproximagao as
décimas do km .

Resolugao 9

p=3km
Comecemos por fazer um

esquema e assinalar os dados.

Aplicando a férmula dos co-
-senos, vem:

~J

P

i

‘
| &
mi———
Policia maritima

f"=p2+g2—2pgcosﬁ g=6km "

~

Assim:
f=3"+6"-2x3x6 cos 130°
f2=9+36+12 % 0,6427 F

f*~52,7124 V52,7124 ~ 7,26

Resposta: A distancia pedida ¢, aproximadamente, igual a 7,3 km .

=13

Usando o Exem lo 2 :
Bap. Plo 2, determine

\

, Exemplo 2 Determinacio de um angulo
De um tridngulo conhecem-se os compri- <
mentos dos lados; 19 c¢m » 13ecm e 12 ¢m q,‘*@ JJ%
N
Determine as amplitudes de um dog angulos
do tridngulo, A 9 B
19 cm

Resolucdo
Determinagio de A .
Tem-se que: a2 =p2 4 2 _

132=1224 192 _

2bccos A .

2X12x19cos A = cos A= 1224192 - 132
cos A ~ 0,7368 2x12x19

A=~4250
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5.2 Férmula dos Senos

A férmul
a dos co- & iseils
conhecem os v:on?psfanos X u(t:llhzada bara resolver tridngulos dos quais se
rimentos de tré : A
formado, €s lados ou dois lados e o angulo por eles

Contudo ' my
> a formula dos Co-senos nao ¢ adequada para os seguintes casos:

® conhecem-se dois angulos e um lado (ALA ou AAL)

5
® conhecem-se dois lados € um an

ulo que ndo seja definido pelos lad
conhecidos (LLA). gulo que nao seja definido pelos lados

Para estes casos utiliza-se, na resolucdo de triangulos, a formula dos senos.

Consideremos a figura ao lado.

Tem-se sucessivamente:

A

bh=asin B sinI§=

h=bsinﬁ sin A=

S| 8>

Logo,
a b

A . AN
sinA sinB

Na figura ao lado, temos que:
A b _ oA
sinA:sin(n—a)=E < h=bsinA

. & _h h=asin§
sin B= —

Logo,
a___b

— —

N . ~
sinA sinB

Por simetria pode concluir-se a formula dos senos.
o )

C
Formulas dos senos .
[ABC] €éum triangulo e a, b e ¢ sa0 0§ compél. i
Se tos dos lados opostos 408 angulos A, B ¢ C, *
men ol . »
respectivamente, entao: :
b c oo bl
a__ AT

.—-—-———-":
sin B sin €

sin

e
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Exemplo 3  Aplicagio da férmula dos senos

A figura representa um tridngulo [ABC]. C

AC=8cm e A=63°¢ I,3\=42°.

8 cm

Determine o perimetro do tridn-
gulo [ABC].

Apresente a resposta com aproxi- )
magdo as décimas do centimetro. A c B

Resolugdo
Vamos aplicar a formula dos senos.
2 _'b - e
. " - . N - . A
sinA sinB  sinC

Determinagdo de a:
a___ 8
sin 63°  sin 42°

8 xsin 63°
S A== e
a4~ 10,65 cm

Determinagio de c:
Comecemos por calcular C.
180° - 42°-63°=75°
E=73

8 __¢
sin 42° sin 75°

_8xsin75°
sin 42°

c=11,55 cm

Perimetro do tridngulo
g 3 P=a+b+¢

Calcule o perimetro do triangulo
[ABC] sendo A=50°, B=39° P=~10,65cm+8cm+11,55cm=30,2cm

= c

e AB=82cm.
Apresente a resposta com aproxi-  Resposta: Com aproximacio is décimas do centimetro, o perimetro do
‘magdo as décimas do centimetro. tridngulo é 30,2 cm .

RS-

Digitalizada com CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

5. Resolugdo de tridngulos. Farmulas dos co-senos e dos senos 245

Exemplo 4  Aplicacio da formula dos senos C

Na figura, [ABC] ¢ um tridangulo.

amt o N a
AC=6cm, AB=5cm ¢ B=41°. 6 cm

Determine, com aproximacio as décimas do

grau, A e C. A Scm B
Resolugido

Neste caso sio conhecidos dois lados do tridngulo e um 4ngulo.

Nestas situacdes, por vezes, o problema tem mais do que uma solugio.

Vejamos se ¢ este o caso.

A
"l 0,547
Determinagio de C: VX/
- 6 == 5 ~ & / \\\ \)

sin 41° i, & 0 1T x
& sin C= 5% sin 41°

6
& sin C=0,547 N

A

H4 duas solugdes para C.

% $=33.2° ou C=146,8°.

Calculgo perimetro de cada um ! &
dos triangyos, Vamos averiguar se qualquer uma das solugdes
Apresente o resultado com apro- € possivel.

x‘ ~ . , »
Macao as centésimas do centi-
Metrg,

= c oSe (=332°, entio A=180°—41°-33,2°~332°=105,8°.

Se (= 146.8°, A=180°—41°- 1468 =~ 7,8° 0 que & impossivel.
e Se = 0 =

Portanto, C=33,2° ¢ A=105,8""

- 1-105,8° ¢ C=332°.
Resposta: Com aproximagio 3s décimas do graw, A
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Problemas Propostos
246 e

Na figura, [ABC] é um tridngulo.

A

&
%Y 4
450

B 20 cm C

AB=8cm; BC=20cm e B=45°.
0 valor mais proximo de AB &
(A) 15cm; (B) 15,5 ¢cm;

(C) 15,4 cm; (D) 16 cm .

10 pontos

2 Na figura, [ABC] & um tridngulo.

a=9\/§cm, b=V337cm e c=7cm.

B
N2 cm 7
G V337 cm 4
Tem-se que:
(A) B=145°; (B) B=50°;
(C) B=42°; (D) B=60°.

10 pontos

Ed 0 ponto € dista 2km dacasa A e 5km da
casa B, onde A e B estdo situados em dois
lados opostos de um vale. Se € = 120° . a dis-
tancia, em km, entre A e B é:

(A) 5 km ; (B) 6 km ;
(©) 7km; (D) 8 km,

10 pontos

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA

No triangulo [ABC] da figura, tem-se;

A A

B=120°, A=30° e AC=20cm,
B
120°
30°
A 20 cm C

0 valor mais préximo de BC é igual a:
(A) 11,6 cm; (B) 11,55 cm ;
(C) 12cm; (D) 11 cm.

10 pontos

Bl Na figura, [ABCD] é um paralelogramo.
D C

a4

A B

BA\C=12°; AD=4cm e DC=10cm.

B & aproximadamente igual a:
(A) 160,7° ; (B) 150° ;
(C) 130°; (D) 128,2°.

10 pontos

& observe a figura.

il' \
=i \\

st b
130N,
0 Ay

9m§

De acordo com os dados, AR & aproximada'
Mente igual a

(A) 75 m !

B) 9m;
(€) 10m: s

(D) 12 m.
10 port”
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0s pontos A e B sdo os pontos de entrads e i
i de um tinel em inha recta, Bl Na figura, [ABCD] & um quadrilatero.

AB=20cm, BC=5cm e DB =12 cm.
DBA =60° e (BD = 70° .

Determine a érea do quadrilatero [ABCD] .

A 20 cm B

De um ponto P, afastado da montanha, um 48 pagtes
observador mediu as distancias entre P e A e

PeB,sendo PA=320m e PB=450m . , ,
Uma torre de controlo estd situada na vertical a

0 angulo BPA tem de amplitude 80° . 9m do solo.
Um observador, no ponto 0 , estd situado a
Qual é o comprimento do tinel? 15 m da base da torre, ou seja, do ponto S .
: Sa R s T
Apresente o resultado com aproximagdo as déci- e .

mas do metro.

A==

—

30 pontos

XX

B rrova-se que para qualquer triangulo a area &
dada como metade do produto do compri-
mento de dois lados pelo seno do angulo por
eles formado.

Determine a area do triangulo [ABC] :

0 observador vé o cimo da torre segundo um
angulo de elevagdo de 27°.

Na figura [TP] L [0P] .

10.1 Determine or .

Apresente 0 resultado com aproximacao as
décimas do metro.

G 12 cm

10.2 Qual é a amplitude do angulo POS?
Abresente o resultado com aproximagao as déci- Apresente o resultado com aproximagao as
Mas do centimetro quadrado- décimas do grau.

30 pontos 40 pontos
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Solucoes
R P s U ]

1. Séo designagdes: 1.1, 1.3, 1.5 e 1.7.
Sao proposigdes: 1.2, 1.4, 1.6 e 1.8.

Pag. 9

2. As proposicoes de 1.2, 1.6 e 1.8 sio verdadeiras
enquanto que a proposicio de 1.4 & falsa.

3.1 A primeira. Pag. 10
3.2 A primeira.
3.3 A segunda.

4.1 v; franh Pag. 11
4.2 F;
&3 F;

4.4 V.

5. Asafirmagdes 5.1 e 5.3 sio verdadeiras.
6.1 0 livro escolar nao & um instrumento de trabalho, Pag. 12
6.2 0 automovel ndo & um meio de transporte.

6.3 Nem todos os alunos gostam de Matematica.

7.1 Va+ Vb= Vatb. Pag. 13

7.2 m n3o é um nimero irracional.

7.3 Nem todos os nimeros primos sdo impares.

8.1 2V3#V12 (7);
2V3=V12 (v).

8.2 {1} {1, 2, 3} (F);
(rc{, 2, 3} (V).

8.3 2226 (V);
2=6 (F).

8.4 (2v5) 220 (F);
(2v5) =20 (v).

9.1 Falsa;

9.2 \/TS>\‘/§;

9.3 Verdade, visto que \/\T/;:\E/E

10.1 A agua & um bem essencial e a

£ : Pag. 14
proteccdo do ambiente é uma responsabilidade de todos.

10.2 A agua nao & um bem essencial e a proteccdo do
ambiente & uma responsabilidade de todos,

11,1 (A m;
11.2 [A~m;
113 ~(A~-m.

‘Pég. 15

12. A proposicao de 11.1 & verdadeira e as proposicdes de
11.2 e 11.3 sjo falsas.

13.1 aVb;

13.2 ~gv~b.

174.1 Ou 1+1=2 ou a légica é uma batata.
14.2 Ou a légica é uma batata ou 1+1#2.

Pag. 16

15 A proposicao 14.1 & verdadeira e a proposicio 14.2 ¢

falsa.
16.1 Ou o Paulino tem 17 anos ou a Mia tem 16 anos
(Falsa).
16.2 Ou o Paulino ndo tem 17 anos ou a Mia tem 16 anos
(Verdadeira).

17.1 E falsa, porque p e g sdo ambas verdadeiras.

17.2 E verdadeira, porque ~p éfalsae g é verdadeira.

18.1 pVyg;
18.2 pVyg;
183 AN Vg.

19.1 g é verdadeirae b é falsa.
19.2.1 5 <9 e/ou %i?% )

3
7

E =
20.1 V. Pelo menos uma das proposicdes é verdadeira.

19.2.2 5 >9 e/ou 1;:2% (F)

19.2.3 5 39 e/ou z% v)

20.2 V. Pelo menos uma das proposicdes & verdadeira.
21.1 v;

21.2 F;

21.3 v.

221 g—r; Pag. 18
222 p—~r;

22.3 ~r—~g;

22,4 (~pAq)—r.

23.1 Se 24+2=5, entio &t ndo & um namero irracional.
23.2 Se 24225 , entdo \/5 € um ndmero irracional.

23.3

Sene \/5 sdo ndmeros irracionais, entio 2+2 #5.
23.4

Se 2+2=5 oy \/3 ndo é um nimero irracional, entio =
Ndo & um ndmero irracional.

24, As Proposicdes sdo todas verdadeiras.
25,1 f;

25,2 .
253 v

26.1 Paulino estuda Matematica se e 54 se Pag. 19
quer ser cientista.
26.2

Paulino estuda Matematica se e s6 se nio quer ser jornalista.
26.3

Paulino estuda Matems

_ . tica e quer ser cientista se e s6 se
Nao quer ser jornalista,
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Solucdes
s T T e

A |
12 & um nimero par se e s0 se 3 & um nimero irracional.

271
97.2 12 éum ndmero par se e s6 se V2 ndo & um nidmero
jrracional.
. i 1 3
27.3 12 ndo é ndmero par se e so se 3 e \/E 530 ndmeros
racionais.
97,4 12 & um ndmero par e V2 & um nimero racional se e ]
se }3- & um nimero racional.
zg_v,F,VeF.
201 V;
202 V;
29.3 V.
01y vV g = a V| bigs 20
i1 1 1 1 1 1 1
11 0 1 0 1 1
o1 1 1 1 1 0‘
o0 0 1 0 0 O]
4 4 ]
2[5 A Vo VA P ]
11 1 1 1 1 1 11
o0 11 1 0 0 1 0
R S
Wi v p—»p
i 1 1 1 1
i 0o 0 1 O
 SER .
311
31.2 b:: - a — b)
1.6 1 1 .1
1 0 1 1 0
Loeoq @0t
2a 50 80
T
i R
SO
¥ i e
2 1 1 0
00 1 1
1 00 @

32.

PV GAN =GV DAL

- S SO W LY T R Bl R B MR

S O T i (R R e Qs

i1 6 6 ¥4 14 1 6 1.3

i 4 6 06 ¢.1 1 1 6 1.1

o011 1 1 1 0 1 1 10

0 0 1.0 0 1 0 1 1 00

o0 0 0 1 10 0 0 0 O

0o 0 0 0 01 0 0 0 0 O
4 4 et

33.1 0;

33.2 0;

33.3 0.

34,1 ~aVh;

34,2 (~aVvV~b)Vc;

343 an~b;

344 (~aAbB)Ve.

35,1 527V729;
35.2 3<2A3K-2.
36.1 Jorge ndo é médico e/ou estuda Matematica.
36.2 Jorge é médico e estuda Matematica.
37.1 aA(~aAb) & aA~aAb
—_——
& FAbL & F;

37.2 aV(~aVb & aV-aVib
S VWV &V

373 aAn(bV~a) &= (@Ab)V(@aA~a)
&S (@A VFE &S anb;

37.4 aV(bA~a) & (@Vbh)A(@V-—a)
&S avVbAY & aVvh.

38. A proposigdo é verdadeira.

39. P V g = = .p — @
TR RS P 1 T TRRE R |
1 30 @01 1.8
(TS RS (L (s KGR 1 NN, RS |
o 0 0 1.1 0 O0 O
L) 4 4 s
40.1 ~an-—b;
40.2 an~bA-c;
40.3 anbAcC.

41, 2x3+7=13 e 5X(2X3+7)#60.

|
N
i3

(= - BT R R

249

el

O = O = O = O

Pag. 21

Pag. 23
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Solucoes

T R Y e S e R R

42. (@a—b)A(an b) Pag. 24
= (~aVb)/\(aAb)
= (~a/\a/\b)v(b/\a/\b)
S FV(bAa)
= bAa.
44.1 242=5V2+424%4;
46.2 2x3=5V2x3+1=7.
Ble=m g5 vy
{1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 8 0 1 0 1 1 1 ¢
10 0 1. 0 1 1 0 1 1
10 6 8 0 06 1 0 0 o
heaiia
| S
46.1 aVvb;
46.2 p;
46.3 a;
46.4 b.
49.1p—qgA(pVvn); Pag. 25
49.2 p—qge—qgnrn;
49.3 p—-pAQ—(pVg— ~rag.
1. (D). Pag. 26
2. {€).
3. {8).
4. (A).
5. (B).
6. (D).
1. (€).
8.1~rAgq Pag. 27
A Olivia ndo & estudante e o Jeremias é pescador,
._q_;r
Se o Jeremias ndo era pescador, entio 3 Olivia era estu-
dante.
PAGAT

0 Eusébio foi futebolista e 0 Jeremias era pescador e Olivia
era estudante.

8.2 ~rA q, verdadeira.
~q—*r, verdadeira.
pAgAT, falsa,

9.1.1 ~aVb;
9.1.2 a—bVec:
9.1.3 aA=~g==},

0.2 Sio verdadeiras.

10.1 Ordem possivel de preenchimento da tabela,

=i = (=g VD =50 ,\"'T,)“ :ﬂ
¢ 1 1'% 4 113 131 .4 1]
8 1§ 8 1 % 0 1 %1 9 ' 1|
1001011000 1 1 gf
1 0 6 1 0 1 06 0 0 2 @ 1 0
12 1 W W OB 161 MR 10
t by

10.2 ~a— (~aVb—aAb)
— aV(~aVb—aAb)
S aV[(aA~b)VaAb]
= aVaA(~-bVb)]
S aVi(aAav)
~ avVv\y
&~ a cqg.m

11.1 0 Manuel ndo estuda Fisica nem Matematica.

11.2 0 Manuel estuda Fisica e Matematica e nao estuda
Biologia.

E verdadeira a proposicao a Ab A ~c.

1. Sdo condigdes as expressoes
de 1.2, 1.4, 1.5, 1.6 e 1.7.

_—

2.1 Vx€H, x & mortal.
2.2

2.3

3.1
3.2

Pig. 29

Pag. 30
VXEP, x tem guelras.

VXEZ, xER.

Todo o quadrado de um namero real é ndo negativo.

Todo o ndmero natural aumentado de uma unidade & maior
que esse nimero.

33
3.4
3.5

4,
5.1

Todos os peixes respiram por guelras.

Todo o namerg Teal aumentado de 4 & positivo.
Todo o niimero natyra aumentado de 4 & positivo.
A afirmagdo que n3o € verdadeira é a 3.4 .

Falsa ;

5.2 Verdadeira !

5.3 Verdadeira :

5.4 Verdadeira |

6.1
6.2

X>01 VXEA;
Vx€a, X< 2y,

7.1 EIxEIR, X>50;
1.2 3xe {nimeros
7.3 3xeR, y.
1.4 3xe {cobras)

Pag. 31
primos}, x & par;
16 ;

+ X & venenosa.
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8.1 Existe pelo menos um namero rea

que & solucdo da equacio xt + 3y 4 3 - o : Pag. 32 4. (©) .
8.2 E;E;:eigf;xniszu:mor_‘umero natural que & solugio da : :::; g
B o te 3 o, | e OO Auntade aumen- 7, gy
8.4 Ei(iSte pelo menos um namero real que é SOlugéo da inequa- T i) P Ll )
gao 3x—-2<x. 8.1 VXEN, x>0 Pig. 39
8.5 Existfz pelo menos um nimero natural que & solugdo da ine- 8.2 3x€ER, x<0;
quagio 3x-2<x. 8.3 vxeq, |x|>o0:
9. Verdadeiro; falso; verdadeiro; verdadeiro; falso. 8.4 VXxER, x#x+6;
10.1 Verdadeira; 8.5 3x€Z, x€]-5, 5[;
10.2 Falsa; 8.6 Vxe€EZ, x& 4, 5[.
10.3 Verdadeira. 9.1 Todo o namero natural é real (verdadeiro).
S ) 9.2 Em L a conjungdo & indempotente (verdadeiro).
111 x e y sao livres. Pag. 33 9.3 Ha pelo menos um nimero real cujo valor absoluto & nio
11.2 x & muda. superior a sete (verdadeira).
113 x éliviee y & muda. 9.4 Todo o nimero natural é maior que o seu inverso (falso).
11.4 x & muda. 9.5 Ha pelo menos um niimero real que & maior que o seu

inverso (verdadeiro).
12. Proposigoes: 11.2 e 11.4.

y 9.6 Existe pelo menos um nimero do intervalo [1, 5[ que é
Condigbes: 11.1 e 11.3.

igual a 5 (falso)

3.0, 2} 10.1 a) Existe pelo menos um ser vivo que esteve na Lua.
— — e e b) Todo o ndmero inteiro & igual ao seu dobro.
141 a) vx, YER, x+y=0; P 24 10.2 a) Verdadeiro;

b)3x, yER, x+y=0; b) Falso.

¢) xER3IXxER, x+y=0; 10.3 a) VxEH, x ndo esteve na Lua;

d)3xERVER, x+y=0. b) IxEZ, x#2x.

14.2 Quais is ni is té a nula (falso).
quer dois ndmeros reais tém som . ) :
Existem pelo menos dois ntmeros reais cuja soma € nula  11.1 3a) xEZ3IyEZ, y<x;

(verdadeiro), b)IxeZVveZ, x<y.

Para todo o nimero real existe pelo menos um outro 5 a) Verdadeiro;

nmero real cuja soma com o primeiro & nula '(\ferdadewo). b) Fak.

Existe pelo menos um ndmero real que adicionado com

qualquer outro da soma nula (falso)- 12.1 Falso;
15.1 Verdadeiro; 12.2 Verdadeiro,
15.2 Verdadeiro. 13.1 a) 0 produto de dois nameros reais existe sempre e é
el B ISR e S Gnico.
16.1 3,¢ e o j;gia f;léebA(;{; s Pag. 35 b) Propriedade comutativa.
16.2 YX€T, x nio joga xadrez e/ou X Nao joga domind. c) Propriedade associativa.
163 v, BR . vi i sk d) Existéncia de elemento neutro. -
16.4 XEN, |x| 32 A 20— ; Lk e) Existéncia de inverso em IR \ {0} .
17, 3, ERy 13,2 a) Verdadeiro;

YRR, awey. b) Falso.

N (D), Pag. 38 14.1 Vx, yER, x+y=y+x;
2 (A) . 14.2 3UERVXER, x+u=u+x=x;
A, © . 14.3 VxERIyER, x+y=y+x=0.
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T T T e T e,

1.1 S={—1—]. possivel e determinada. Pag. 43 g) R\{0, 1};
: h) R\{-1, 0, 1};
1.2 S={0}. possivel e determinada. ) R
1.3 S={}, impossivel. 4
i -1
1.4 S={-2}, possivel e determinada. ]k)) :2 t: 4l
1.5 $={0}, possivel e determinada. i ’
Ry L Um\{V'VW
2.1 5={0}: Pag. 44 SRS SEE - gl . :
2 2 8.1 ——: R \{— } Pag. 48
2.2 s={——, —}; x+3
V3 Wy 2 . R\ {5} ;
2.3 S={}. equacdo impossivel; % —x——g' :
PGS R 8.3 X&*2 ., g\ (;
2.5 S={2, 5}.
3.1 5={0} 8.4 x; R\{-3};
! i ; 5-x, >
3.2 5={a/_%]; 8.5 <= R\{=5, 5};
Ix=2 . :
3.3 5={0, 3, 4}. 8.6 X(l_x),IR\{O,l},
' e = o %1
4.1 S:{—z,—\/i,\/—z—,gl; Pag. 45 8.7 & ; R\{0, 4};
4.2 5=|-V3, VAl 8.8 x—1; R\ {0};
3x?
5.1 ]—oo, _%[; 89 g R\E-1, 0. 1.
5.2 ]—oo, %[ L
0.1 -5, R\{0}; Pig. 49
6.1 J-o0, 1[U]2, +oo[; Pag. 46 9.2 x;tix R\{-3, 2, 3};
6.2 10, 3[; ; .
—2X
6.3 ]‘°°,0]U[6,+oo[_ 9.3 x2+x’|R\{_1'o}?
e e 9.4 X - 2
7.1 Euma expressdo ramonalmtelra porque & Pag 47 4, R\{-2
definida por um polinémio; g nao é uma expressdo T““ —_—
racional porque a varidvel x figura no radicando. 10.1 X, R \{-1}; Pag. 50
7.2 a) 2(x-1); 3x2—
tha 223 5
b) (x=2) (x+2); # o B
€) (1=x) (1+x); 10,3 3%~ 15x
d)( ) b sxres ¢ RA\=5. 0};
7))
+ 10.4 x+1 TRt 1 B
€) (x—1) (x-3); X— ?
f) (x_5)(2X—'l)‘ 1 X+1
; 14 = 3
g)xz(x—l); x+2‘|R\{ 2, 2);
h)"(x-‘l)(x+1). 11.2 x—l.lﬂ\{—'l,o}
7.3 a) R\ {1}; e
b) R\{-2, 2} 113 21 IR\{ };
C)IR\{—],,],}; 11 2X2+7x-.
'4 -——“,____
d) R\{-14, 14}; Yoa + R\{-2, 2);
e) R\{1, 3}; 11.5 3% + x
f Rr\JL, 5l G-1rn - R\-1, 1),
\[—2-' 5] 6 2 +20x+ 21

ey P2, 2
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o s, T

5y -3
11'7 3(x__3)2(x+3) ' IR\{“3| or 3};

4 (C).
1.8 3. R\{0}; 5. (0).
— 60 B .
11.9 x—;{,—i,!ﬁ\{—--'.,o},- (B)
7. (B).
110 ==, R\{-1, 1);
8.1 R\ {3} ; Pag. 57
A1 ——, R\{-1, 0, 1};
111 ey R0, ) 8.2 R\{0, 9}.
11.12 _2)(()(_-33). R\{-3, 0}; 9. Nio sdo equivalentes porque o dominio de A(x) é
sz R\{=5, 0} eodominiode B(x) & R\{0}.
._1 5
11.13 ——,IR\{—z,—,1}. -1
-5 2 = ,
101 =, R\{-Vz, V2|
10.2 223, R\ {2}
121 {~1, 1}; Pag. 53 2 o .
12.2.{- 2} ; . 7x2;210’ RA{O]
12.3.{}: 5
12.4.{ }: 11.2 ——X_l,lR\{—l,l}:
' - 5
12.5. {0} ; 11.3 X _35, R \[—2, - 1}.
12.6.{ } . P
12.1 S={} . equacdo impossivel.
13.1.x=6;1 12.2 5:[%}.
13.2.x=——2~ VvV x=3; i
133.%=3; 13.4 ]—OO, —-2'[7
13.4.x=_§. 13.2 o0, 1].
141.2) |- o0, -2 Pag:3>  Jra)s=f3. 9 Pig. 59
e o2l b) S={-10, 10};
b) ]-o0, —1[U]3, +o°L: ¢) S={-10, 10};
c) 13, 7: d) A equagdo é impossivel em R; S={}:
d) -0, O[U[3, +o°[; e) s={3}:
3 [ f) s={-1};
e = .
)] 2 et g)S:{-—-Z};
f) ]% +oo[: h) $= {0}
1
2 S=[—-—].
g) 1-00, —5]U[5, +o°l; ) §
h) ]3 1] . 1.2 48 (1c.d) _
e i sl 1.3 0 perimetro do circulo com aproximagdo as décimas do
i) ]-oo, —4[U{0}UI3, +T! centimetro, & 15,7 cm .
i) }-eo, —1qulo, -
14.2 a) 11,25 em ; 2.1 a) 55; Pig. 60
2
b)]—oo ﬁ[u]ao, +oa[ . b) a* .
i
pig. 56 2.2 a) Vai
Lo(0). b) V5
2. (A). o) Ve
35 (D).
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30 = /30
=v10

e 1
2.3 a) 1° membro =15 x \/6 =52 x 62 = (5 x 6)? =
= 2° membro;

Wi

R | 1
b) 1° membro = V/20: Y2 = 20°: 2 = (20 2)7 =10
= 2° membro;
[ T
€) 1° membro = s = (\/3)3 . (52)3 =5 =V
= 2° membro.
2.4 3) 3,0 (1c.d);
b) 40 (1c.d.).
2.5 a) 4V2;
b) 2;
c) 4V2;
d) 2Vs
e)—2\3/1:;
f) 1.
3.1 a) 6V2:
b) 7\/5;
c)o;
d) 41V3;
e) 1413 ;
f) __2_\3/5_‘_3\3/5_
3.2 a) %;
3V
10 '
(B
c) =i
d) V2+1;
e) Ve-1;
V2 V3

Pag. 62

b)

3.3 a)

VB,
o,
:

6
b) ==

41 D0=R;

42 D=[-1, +o0[;
43 D=[-1, 1]:
4 D=R\{0};
4.5 D=)-o00, =2[U[1, +oo[.

5 §={10}. Pag. 64

6. S={0}; Pag. 65

7.1 [0, +o9[;
7.2 |09, 3.

8.1 (1}; Pag. 66

8.2 {}:

8.3 {-13}:
8.4 {3};

8.5 {1},

8.6 {1};

8.7 {}:

8.8 {2};

8.9 {-1, 3}.

9.1 Volume da caixa = &t x ©* X 6r = 61/ Pag. 67
Volume das trés esferas = 3 x %m’ = 4nr

Volume livre = 6xr — 4nr® = 2nr°

Metade do volume das trés esferas = 2n/° = volume da caixa
que ndo & ocupado pelas esferas.

9.2 1205,76 = 6P
1205,76

61

& i ;[1205,76 -4,
67

0 raio da esfera &, aproximadamente, 4 cm .

e

Pag. 68

{x ~ 0,604 dm

X =~ 4,963 dm
¥y=9,927 dm O {

¥=1,209 dm °

10, x=\/§3mz8,94m e y=V20~447m.

11.1 0,95,
11.2 35,75 ¢ @ cd);

11.3 ¢ comprimento dg

1
, péndulo d fodo & 7 0
Compnmento do pén € menor periodo 9

dulo de maior periodo.
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1.1 53 pessoas;

8x+5=y Pag. 70
x+11=y
1.2a)x=4ey=1;
b)x=5ey=4.
2110 cestos ; ot 3 T i’;‘;1
2.2 60 pombas ; g.
x+y =100
x+20=y
Bhie, =1, -1} B Pag. 73
32 (1. 2, 3)
33(1,-2,0).
41 (-1, -2, 2); Pag. 75
42 (1, -1, 1);
43 (1,0, 2).
12,0, -12); Pag. 77
52 (2,1, -1);
53 (8,5, 1).
1. (B). Pag. 78
2. (A).
3. (A).
4. (A).
5. (C).
6. (A).
713, 1) e (l _2) ; Pag. 79
5' 5}’
7.2 (-1, 5) e (1—9 _ﬁ)
- R 1 &
8. 5eme 12cm.
9, (_1
L),
0.(5, 7, 9.
. 1
(2'1' z)-
P st T T T
P(z P'(208 , 369) g
Pl

1.2 369 mil milhges, Comentério: A populagio mundial prevista
para 2200 éde 369 mil milhdes, dai poder afirmar-se que
a mesma crescerd muito rapidamente.

1.3 2134,

1.4 P(t)=6x (1,03), com t em anos apbs 1992 ,

2.1 ["t(dias) | P(milhes) Pig. 87
0 1
1 1,5
2 2,25
t 1,5

Ao fim de t dias havera 1,5° milhdes de bactérias.

2.2
fof

21

o WA

a0 1 %
_1--

3.1 {-2}; Pag. 88

3.2 {-3}:
3.3 {-1}.

41 ]-4,+00[; Pag. 89

4,2 ]-3, +oo[;
4.3 ]-00, 0];

b4 ]g,:foo[.

5.1 0 grafico de y,=3""% obtém-se deslocando Pag. 90
duas unidades o grafico de y =3" na direccdo
do eixo Ox (sentido positivo).
5.2 0 grafico de y, =— 3*-2 obtém-se do grifico de y, =3""?
por simetria relativamente ao eixo Ox .
0 grafico de y; = 4 — 37" obtém-se deslocando o gréfico
de y,=- 3" quatro unidades na direccdo do eixo Oy
(sentido positivo).
=3l & simétrico relativamente ao eixo Oy
mantendo os pontos de

5.3

5.4 0 gréafico de s
e resulta do grafico de y =3

abcissa ndo negativa.

Sabe-se que 3*>0, vx€ER, logo o graficode y=3" &
igual ao gréfico de y =|3*|. Dai que, o gréfico de y;=— Ed|
seja simétrico do grafico de y=3" relativamente ao eixo Ox.
6.1 fN =3 Pag. 91
6.2 f(x) =64 x (%) ou f) =2

Digitalizada com CamScanner

255


https://v3.camscanner.com/user/download

256

Solucoes

7. Aproximadamente 22 719 meticais. Pag. 92
C=20000 e*3>4%
8. 0,273g (3c.d.). Pag. 93

9.1 P(t) =510 e®**;
9.2 P(t) =1113 &>,

10.1 Inicialmente havia 20 g. 10 segundos apés Pag. 94
a observacao inicial j& s6 haviam 2,71 g de composto.

10.2 Para que a quantidade de composto se reduza a metade
terdo de decorrer 3,47 segundos.

11.1 Trés anos depois da compra, o automével vale Pag. 95
aproximadamente 69,77 milhares de meticais.

11.2 x=5,78
Interpretagdo: A um aumento de 5,78 anos corresponde
uma reduc@o do valor do automével para metade.

11.3 0 automével tinha cerca de 9 anos.

12. Aproximadamente 3455 meticais.

1. (C) ; Pég. 96
2. (D).
3. (A).
4. (B).
5. (A).
6. (B).
7. (A).
8. (B).
9. (B).
10.1 256. Pag. 9;
10.2 Nimero de dias | Namero de Total de
decorridos apés novos doentes
1 de Julho doentes afectados
U 3 4
2 R
3 Y R 64
AT e
5 768 1024
10.3 N(t)=4";
10.4 4% =16 777 216 x
10.5 10 dias.
11.1

0 valor do andar & de 1 300 000 Meticais,

A percentagem de valorizacao do andar
ximadamente 14,3% .

Aproximadamente, 4 941 546 meticais.

11.2 Mo ano € de apro-

11.3

12.1

Uma pessoa pode memorizar 22 simbolos em 4 minutos
12,2 d

Para realizar tal tarefa precisou,

aproximadamente, de
6 minutos.

1.1
1.2 1;
1.3 13
1.4
1.5
1.6 0;
1.7
1.8

2.1 3;
22 =2;
2:3

2.4

2.5

2.6
2:71;

Pag. 101

2->
Il e
3.2 D, =Rt
y\
¥, = In (x)
o 218 X

3

o

e e e

Pag. 103
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3.4 Dh =Rt

4.1 a) 10;
b)7;
€)2;
d)1;

e) 40;

125
f)y - —.
) 4

4.3 a) %m ) ;
b) tn (Z—:) :

5.1 §={243} ;

5.2 s={V3};
5.3 S={log, 80} ;
5.4 S={3};

5-5 S:{i];
4

5-6 S:{l}"
2

5.7 s={15};
5.8 s:[%];
5.9 s={%}.

Pag. 107

6.1 a) S={1};
b) s={0};
¢) S={0, In2}.

6.2 a) p,=R*;

b)s=0.

s TS S o Pag. 108

pag. 110

B er 2T, ioof:
3

12 sazsetss ol

pag. 111

8.1 a) £ a magnitude de um yremol: gala 1.
de terra com uma amplitude 19

by M=10M""+3.

PMM11-17

8.2 a) 7;

b) As sqlucées 4cidas tém pH menor que 7 e as solugdes
alcalinas tém pH maior que 7 .

9.1 Quando se iniciou a observagio, o raio
da mancha era de 1,78 km (2 c. d.).
gy 2AD 1,22;
A(t)
Este resultado permite concluir que em cada hora que
passa a area do crude espalhado sobre o mar & multiplicada
por e = 1,22 ; ou seja, a area do crude aumenta 22%
por hora.

Pag. 112

9.3 0 crude chegou a praia decorridas 1,14 horas, logo, antes
de o barco ser reparado.

10.1 t=1,39 (2¢c.d.); Pag. 113

10.2 ' 343

1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100

O 12345678 ¢

11.1 0 fenomeno foi observado por 10 pessoas.
11.2 P(10) =45 (as unidades);
Interpretagdo: Passadas 10 horas da observacao do fend-
meno, o nimero de pessoas que tinha conhecimento do
boato era, aproximadamente, igual a 45 .
11.3 t=13 (as unidades)
Interpretacao: Passadas 13 horas da observa¢io do fené-
meno, cerca de 60 pessoas sabiam do boato.

Pig. 114

12.1 10 litros ; “Pag. 115
12.2 Aproximadamente 3 litros.
12.3 6(f) =10~ 10 log (%)
& G(t)=10log (t+1);
12.4 9 horas .
1. (B). Pag. 116
2. (D).
3. (B).
4 ().
5. (A).
6. (B).

257
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7. (B).
8. (D).
9. (D).
10.1 No infcio havia cerca de 2011 plantas, Pag. 117

10.2 x=34,7 (1c. d.)
Interpretacdo: Passados 34,7 dias de um determinado

dia t, tém-se o dobro das plantas.

11.1 Passados 5 anos da chegada dos cabritos 4 ilha, havera
aproximadamente 62 cabritos.

11.2
11.3

Deverdo decorrer cerca de 11,55 anos.

Na ilha, o namero de cabritos nunca atingira os 200 ,
porque sendo a exponencial sempre positiva, entdo

1+ 4e7012t> 1 | lOgO W< 200 .

12.1
1.2

A planta tem aproximadamente 1,2 meses.
h(3t)—h(t)=0,98 (2c.d.)

Podemos assim afirmar que h(3t) — h(t) & constante,
sendo aproximadamente igual a 0,98 .

Este resultado permite concluir que, se o tempo que
decorre do crescimento de uma planta aumenta para o tri-
plo em relacao a outra, a diferenca entre as suas alturas é
de, aproximadamente, 98 cm .

13.1
13.2

k=028 (2c.d.);

k=856 (2c.d.);
Sera necessério esperar 8,56 h para que o vinho atinja
uma temperatura de 40 °F.

1.1 ||AB|| =3;
1.2 ||ac || =3V2;
1.3 ||ac || =3V3;
1.4 Por exemplo: DA e HE ;
15 p;

1.6 6;

1.7 B;

1.8 4;

1.9 4;

1.10 B;

1,11 8.

Pag. 122

2. 3)E+ﬁ=ﬁ;
b) EF +JI =EC ;
€) EJ +HC =EG ;
d) HF + CT =HJ ;
e) AC +IF =EC ;
f) AH + HI = AT ;
9) AB +BA =0.

Pag. 124

3.1 a) CF ; Pég. 125
b) 6C ;
) NH ;
d) JE .
3.2a)17;
b) oc ;
c) LF ;
d) cP ;
e) HO ;
f) 0H .
3.3 a,) - 2BM=4AB ;
a,) %ﬁ+F—G'=F—0°+F_G°=ﬁ;°+L’T"=ﬁ";
a,) 2NB + BE = (B +BE = (F ;
b) AM & colinear com GP pois AM =—GP ;
AM & colinear com EF pois /W=0,5£F;
AM & colinear com (D pois AM =—0,5(D .
Pag. 127
4.2 Vector Componentes Coordenadas
T 47 e 0f T=(4, 0)
b 57 e 2] b=(5, 2) |
¢ -37e -3 | T=(-3, -3) |
d -37e 4) :7:(_3,4)J
4.3 Por exemplo:
¥
4.
2ol
AW w
-4-3-2:/01 2 3 4x
AL
L2
W
1—3
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5.1 a) MN = (-1, —5)
b) MM =(1, 5);
) NP=(3, 3).

; Pag. 128

52a)M+NM=(2, 7);
DY N+MN=(-1, —§);
) N+MP=(2, -5).
6. a) a_‘+'b‘=(-1, 2): Pag. 129
b) b+c=(-12, 8);
€) @+ +b=(-11, 7);
d) @+0) +b=(-1, 2);
€) T+b+c+T=(-21, 12).

7.1 Por exemplo: : Pag. 130

y]
8 ........

:/4 2u
=4

—6? =3 0
\—2u

o | IS
)

7.2 a) (20, —10);
b) (-30, 15);
c) (60, —30);
d) (18, —5);
e) (-77; 31.5);

f) (—39, 5—:)

8.1 a) |[zll =5V5: Pag. 131
37
oy 7 = 2L
O 1781 - V5.

8.2 Como @=-2b, conclui-se que @ e b sdo colineares.

W Pig. 132
0.

2. (8).

3. (A).

4. (B).

5.1 (D).

5.2 (C) .

6. (A).

y oy b Pag. 133
8.1 a) 0C =27;
b) BA=x-7;
) OM=1x+7
8.2 B_H'=§(x -¥);
8.3 OF =08 +BH =y %(x -7)=
SR T e
1 gAY el
=——+_.
0 2x y
Portanto, OH =%(ﬂ. . logo OH & miltiplo de OM .
Como OH e OM sio colineares, entdo sio paralelos e tém
em comum o ponto 0 . Podemos, assim, concluir que 0,
H e M sdo colineares (pertencem a mesma recta).
9.1 ¥ e V sdo colineares se e s6 se existir um nimero real k= 0
tal que u'=kVv.
U=kv < (Uy, u)=k(v,, v,
S Uy, w)=(kvy, kv,)
1 _ 4y
kvy=u, k‘Tl
kv,=u, Fe U
£
Como k tem de ser dnico temos que:
U, U,
71=V—2 &= U XV, =u,Xv, com ViXV,#0 c.q.m.
9.2 a) —1><1=5x—;- & -1=1 (F

Entdo os vectores @ e b nio sio colineares

b)%x3=\/§x\/_

3 3
3 S l=3e1=1
Entdo os vectores & e d sio colineares

2n\ =« 2m? 2
5) —nx(——)=-—>< e SE 8

3 3 L 3 3 V)
Entdo os vectores & e f s3o colineares.

10.1 a) AB -AC=(-2, 3);

'

2
€) 3(A-D)+2(D-A)= (5, -2).

b) -3 (- B8) = (2. 1),
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10.2 Pppery=19.5¢em (1 c. d);

10.3  ||4B - 24C || =2V17;

10.4 E~x_~»(0, 3) ou E~x_~ (0, 1) 3

10.5 Apgey =22 cm? .

1.1 a) P=(4\/§+6+2\/§) u. & Pag. 135
b) P=(6\/§+4V§) u c

1.2 0 triangulo é escaleno.

2x+ 19
2. y= Wiy

Pig. 136

3.1 Grcunferéncia;
352

Circunferéncia de centro C eraio r € o conjunto de
pontos do plano cuja distanciaa C €iguala r.

CGirculo de centro C e raio r é o conjunto de pontos
do plano cuja distdncia a C & menor ou igual a r.
No desenho, os pontos A e B pertencem ao circulo e
ndo pertencem a circunferéncia.

3.3 a) 0 conjunto de pontos do plano cuja distincia ao ponto
de coordenadas (1, 2) éiguala 2.

b) 0 conjunto de pontos do plano cuja distancia & origem
do referencial & igual a 2 .

€) 0 conjunto de pontos do plano cuja distancia a origem
do referencial & menor ou igquala 2.

3.4 a) Circunferéncia: (x+ 1) :(; — 4)? =4 ; Pag. 137
Circulo: (x+ 1)+ (y - 4)2 < 4 .
b) Circunferéncia: (x + 2+ (y+3)=3;
Girculo: (x + 2)% + (y + 3)’<3.
€) Gircunferéncia: (x+1)+y =3,
Circulo: (x+1)2+ 2 <8 .
3.5 a) Centro; (2 -l) jo=1V3.;
. 5) eraio= V3,
b) Centro: (1, 3) eraio=1;
€) Centro: (-3, 0) eraio=4/3,

3.6 a)

b) 0 ponto A pertencea C; e éexteriora (; e (.
0 ponto B pertencea C; e éexteriora (; e (.
0 ponto C pertence a (, e éexteriora (; e (.

3.7 ¥+2+1+)+3=0 & XP+2x+1+y'=-3 &
& (x+ 1) +yP=-3

Temos que r=—3, o que & impossivel, logo a equagdo
dada n3o pode representar uma equagao. Cc. g. m.

(l E).
7 41 2 ’

42 E_~(3-2V2, 3).

41 M Pag. 138

51.1(x, y)=(0, 5)+k(-2, 1), kKER; Pag. 139

51.2(x, y)=(0, -2)+k(-2, 1), kKER;
3

5.1.3 A ordenada do ponto da recta com abcissa 7 é rk ou

seja, esse ponto tem coordenadas (7 ; %) :
5.2 a) (x, y)=(-1, 2)+k(2, 3), kER;
byAgr;

3 7
C =— -
)y X+

Pag. 140

(contém a diagonal [AC])

(contém a diagonal {80])

Pag. 141

7. Por exemplo:

7.1 (x, y)=(3, 2)+k(1, 2) , kER:

7.2 (x, )=(3, 2)+k(1, 2) ,kER;

13 (k. »)=(3, 2)+k(1, 2), ke[-1, 0].
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U R s

8.3 a) 0 preco aumentou.
b) 0 prego diminuiu.

€) 0 prego manteve-se constante.

9.1 y=2x+1; Pag. 144
9,2 y=—3X—9:
9.3 y=—-—;—x—4;
9.4 y=-3;
9.5 y=-5x-13;
SR Y ol St
9.6 y= 2nx+( = )
10.1 As duas rectas, r e s, sio concorrentes  Pag. 145

porque tém declives diferentes.

10.2 a)

b)

€)r:y=-x+4;s: y=—x.

11.1 a) As rectas sdo estritamente paralelas.

Pag. 147

b) As duas rectas intersectam-se no ponto de coordenadas

(— 2- 4 i 2) , logo sdo concorrentes.
T

€) As duas rectas intersectam-se no ponto de coordena-
(4—VE 2V2 -1
das 7 7
d) As duas rectas sio coincidentes. As soluges do sistema
s3o todos os pares ordenados do tipo (1+y, y), com
yER.

) , logo séo concorrentes.

11.2 a) y=-2x+1;

b)y=- §x+ 1.
12. V/10 unidades. B Pag. 148
13, d:3—1\/01——0-. Pag. 149
14. 2,5 unidades de area. Pag. 150
15.1 a) N Pag. 154

e
7

b)

N B O
4&__2/'

15.2 a)—-xz...-‘ =1 Xa yZ
T = S —=Fi-=1s
73 494"9 1;
b)xz+ya_1 X 2
=1 & —+ 2 -
2? 42 4+16_1_

-se sobre um dos ramos da Pag. 157
hipérbole ._"2___ -
115600 24 884 400 ~ 1 de focos onde se

situam os receptores A e B (d, - dy = 680 m)

16. A explosio registou
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1. (D).
2. (0). Pag. 158
3. (D).
4 (C).
5. (A).
6. (C).
;; }(,:_y;x—_(;l. 2)+k(0, —%) kER; Pag. 159

1
73 (-3 0);

1.4

8.1

8.2

8.3

8.4

9.1

9.2

9.3

M S

(x, y)—( I 3)+k(—1, 3), kKER; ou
] 1

(x, y)—(—l. E)+k(—1, 3), kER; .

No referencial o. n. assinala-se o ponto dado.

Partindo desse ponto desloca-se o lapis u; unidades na
horizontal e u, unidades na vertical, sendo 7= (uy, w,)
um vector director da recta.

Se u, <0, desloca-se o lapis para a esquerda.

Se u; >0, desloca-se o lapis para a direita.

Se u, <0, desloca-se o lapis para baixo.

Se u, >0, desloca-se o lapis para cima.

Substituindo na equacdo da recta dada x pela abcissa do
ponto e y pela ordenada do ponto.

No caso da igualdade obtida for verdadeira o ponto per-
tence a recta, no caso de ser falsa o ponto ndo pertence a
recta.

Verificando se os seus vectores directores sdo colineares.
Caso sejam, as duas rectas sao paralelas.

Substituindo na inequacdo dada, x pela abcissa do ponto
dado e y pela ordenada.

Caso se obtenha uma desigualdade verdadeira, o ponto per-
tence ao semiplano considerado, caso contrério, ndo pertence.

A recta OB tem maior declive que a recta 0A . 0 angulo
que a recta 0B forma com a parte positiva do eixo Ox, &
agudo e superior a0 angulo agudo que a recta 0A forma
com a mesma parte do eixo 0x .
0 grafico contido na recta 0B .
superior a altura do copo C, e o copo ()
tempo a ficar cheio que 0 cOpo G :

A altura do copo C, &
demora 0 mesmo

Altura 1
de dgua
/
'mm 3
A
C
0 Tempols

0 declive é menor.
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10.1 2,5 anos;

1 .
0.2 A Anaa Nascenca tinha mais 10 cm que a Inés.
10.3 y=16x+ 40 ;

10,4 y=12c4 50,
10.5 A Ana aos dois anos de idade media 74 ¢m .
10.6 A Inés aos cinco anos de idade media 1,2 metros.

1. (4§3§) o [1- 22 0

T , =3+ T .
1.1 20 cos (38°) = 15,76m; HE Pag. 161
1.2 0;
1.3 51,46 cos (132°) =~ — 34,43 ;
1.4 9,6 cos (4?” rad) ==1,77;
1.5 -12;
1.6 24 cos (1 rad) =~ 12,97 .
2.1 a) 1 : Pag. 164
Y
S

b) V29, V13 e V29 ;
C) 4, -4, -29;

d,) 7811° (2c.d);
d,) 101,89° (2c.d.);
d,) 180°.

a,) 19;

a,) -53;

b) 25,35° (2e.d).

a) Porexemplo: a=(2, -4), b=(-2, 4) e T=4, -8);

b) n=(a, —2a), para a € R\{0} , define a familia de
vectores perpendiculares a u .

2;2

2.3

3.1 (-6, -2).

3.2a) x+y-5=0;"
b) ¥+y-2&-4y-5=0;
) x+y+5=0.

33 a)x-2y+4=0;
b) ¥ +y -2x-19=0;
¢) x-2y-1=0;
d) x-2y=0.

Pag. 160
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- Solucoes

4.1 a) 45°;
b) 45°;
) 90°;
d) o°.

4.2 A=40,601°; B=~102,529°;

Pag. 167

C ~ 36,870° .

5.1 a) 108,43° (2c.d.); Pag. 168
b) 63,43° (2c.d.);
€) 153,43° (2c.d.);
d) 116,57° (2c.d.);
e)o°;
f) 90°.
5.2 a) y=V3x+V3 +5;
b) y=1,56x+6,56 (2c.d.);
C) y=x+6;
d)y=0,27x+5.27 (2¢c.d.).

6.1.a) - 1; Pig. 169

g) V2 +V3.
1 1 1 R S
6.2y-Ex, y_3x+1, y-:‘;x+2, y—zx 13
y=%x—2 (por exemplo);

6.3 y=2x+3.

R
2. (D).
3. (D).
4 (A).

Pag. 170

5, (=59°; [=45°; A=76°, Pag. 171
6. (@ b)=3833°.
7.1 (MI) + (1P) = (MP)' /
SN et 5 (=y2
= +(EMI) =5 & Z(MI) =5
e Mil=4 & Wi=2;

i — PSS i 4 s —— 1 et
7.2 WP =MI +IP = MI +%MA = WT -5 WA ;

7.3 cos o =sin (90 = &) =sin (ITI”,\ ﬁF)

I s
VR

7.4 AM <MP =~ MA - MP =~ ||MA|| x||MP || cos
:—2)(‘\/3)(%:-

P

-3

0, ||7+7° = (@+7)(7+7)

ogo, 27-7= 4711 -l -1
10.1 r? cos 144° = —0,81r%;
10.2 -2 ¢% cos? 36° =~ — 1,31¢% ;
6
10.3 a) ST
b) 72;
c)72.

cm=7,42cm;

1. 1rad=57°17'45". Pag. 175

2.1 a) 62°=1,08rad (2c.d.);
b) 300°=5,24rad (2¢c.d.);
c) 15°30'=0,27rad (2c.d.);
d) 12°10'13"=0,21rad (2c.d.).

Pig. 176

2.2 a) —53£ rad = 300° ;

11in P
b) 0 rad =99° ;

¢) 3,14rad=179,91° (2c.d.);
d) 0,2 rad = 11,46° (2¢c.d.).

3. A parte do jardim decorada com flores tem
aproximadamente 28,54 m* (2 c.d.).

Pag. 177

: 3 4 kS |
4.1 sin a—g, cosa=7i tan = 3
4.2 Como sin a é igual ao quociente entre a medida do cateto
oposto a ¢ e a medida da hipotenusa, entdo é imediato que:
0<sina<1, poisa hipotenusa é o lado de maior compri-
mento de um tridngulo rectingulo. Para 0 <cos <1, a
justificagdo & andloga, em vez do cateto oposto, temos o

Pag. 178

adjacente.

R 9 Pag. 179
5. TR g
6,1 x=11,33m (2c. d.); Pag. 180
6.2 ¢=30°; i
6.3 tan a=2—;—§-.
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Solucdes

BRI R SRR

7.1 0 valor exact i & 2\/6 2
ode sina & = Pag. 181

0 valor aproximado de sin ¢ & 0,98 (2 c.d.).

e

7.2 0 valor exacto de tan ¢ & 2y
13-

0 valor aproximado de tan @ & 0,83 (2c.d).

 Pig.182

9.1 h=326m (1c. d.); |
9.2 h=34m (1c.d);

Pig. 183

0.3 h= tan 40° tan 32° x .
tan 40° — tan 32°

1. (D) Aptecotorica = (= 2) cm? . Pig. 184
2. (€) 12‘—+tanx (u.a.).
3. (C) AA{OPCI]=%'

2

4. (B) 4—4cos(g).
5. (A) h,—h,=xtan20°, com x#0.

6. (A) Aypsg=sinBcosh.

7. Perimetro do pentdgono = 10r tan 36° ,
sendo r o raio do circulo.

8.1 ﬁ:lg—ncm;

Pag. 185

8.2 Azﬂ:_"cmz;

8.3 Aparte colorida = (_5_(;£ + 5,25'\/5) cm?.

10.1 Sabemos que um &ngulo inscrito numa circunferéncia tem
amplitude igual a metade da amplitude do arco que o con-
tém. Como AB =180° , porque & metade do circulo, entao

AfB:L'ZO—=90°-

T g T0, Ali 0 .
== -—cos—=12,5\/§,
10.3 a) A(3) 50 sin 5 cos 3
b) Com este @ngulo nao & possivel construir o tridngulo.

53751
12’ Ajafdim = ( 72

— 100 tan 21,5°) m? .

1.1 A Ana descreveu um angulo de 3090°

ou 19625 radianos.

P;‘lg. 1é8

1.2 0 angulo de 3—‘?—5 radianos pertence ao 3.° Quadrante.

21 yﬂ‘
1

2.3 1

I
-blﬁ I
;‘ p—
I
1,
K \O
f—
®
y

2.4

2.5 Y]

2.6 y4

Pag. 189
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Solucoes
U R N

2.7 1230 rad
1
L o i g
-1
3. " Prémio
Jogador Angulo metieats
A —755° 10
B 16—nrad A
3
C =59 1000
D 30° 100
E 60° + k x 360° 50
ke{1, 2, 3}
&3 1: Pag. 194
4.2 0;
43 0;
4.4 -2.
5.1 o pertence ao 3.° ou 4.°Q; Pag. 195
5.2 a pertenceao 1.° ou 4.°Q;
5.3 o pertenceao 2.° ou 4.°Q;
5.4 a pertenceao 2.°;
5.5 a pertenceao 1.° ou 2.°Q;
5.6 a pertenceao 1.° ou 2.°Q;
5.7 a pertenceao 1.° ou 3.°Q
19-7 2
6.1 %1_9; Pag. 198
6.2 9-10V6
25
1
71 Ay =1+ Y2, Pag. 199
7.2 11V15 ‘
4
1. (B), Pag. 200
2 (C).
i Wl
4. (0).

5. (C)-

6. (B).

7. (C).

8. (D).

0.1 1015° €4°0;
0.2 2215° €1.°Q;
9.3 —48°€4.°Q;
9.4 —6015°€2.°Q.

10.1 0;
10.2 %?;

3
103 7.
11.1 x=n+2kn, kEZ;
11.2 x=%+2k1t, kEZ.

12. 144°€2.°Q.

13, BV2

12
14, x=3V3 V x=-3V3.

15, y= 3 2.53 Vy=- 3V153 !

4
16. No 3.° e 4.° quadrantes.

Pag. 201

Quando cos xtan x <0, umavezque sinfx>0, VXER

sin? x
cos x tan x

<0, ouseja, quando o cosx tiver sinal contra-

rio ao de tan x, o que se verificanos 3.° e 4.° quadrantes.

sin o
17- AA[AOB] = T .

1.1 Periodo de f & iguala %:

1.2 Periodo de g éiguala z?n;

1.3 Periodo de f éigual a -;—;
1.4 Periodo de h éiguala 1;—;

1.5 Periodo de f éiguala 2;

1.6 Periodo de f éiguala 10;
1.7 Periodo de f éiguala -

.
'

1.8 Periodo de f éigual a -31—

Pag. 209
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2. y=—5cos(£x). i
s Pag. 213 323)0;2 ;n;%e?n;

3
e R e e b)o;%;neZn.
Pag. 214

33 -n;0ex.
1. (A). Pég. 216 44 -1, . 2,2 32, 'Pa 224
s R o et o 9.
(D). 42 -m; 0e m;
3. (B). : 43 5%, _3n, 3m  5n
4 (B o 8 ’ 8 ’ 8 e 8 ’
' ) 4.4 —23; -084; 084 e 2,3.
5. (D)
5. -360°; —216°; —120° e —72°.
6.1 T 2 947 RS
\ t(s)| O A WA Pag. 217 6.1 Asolucioé 0. Pag. 225

6.2 N3o existem solucdes no intervalo [-m, 0] .

6.3 A solugdo é —-72£ 3

6.4 Asolugago é —2,21rad .

11 fO)=-2: Pig. 228

7.2 cos (%ﬂ +x) = —2\5/8 :

7. y=3000 sin [%(t = 9)] +7000 .

9.10; Pag. 229

. : :
8. y=25m(gx—n)—0,5. 9.2 a) sm’x—coszx;tsmzx_coszx.
£ sinx+cosx sinx cosx’

sinfx—cos’x _ .
1.1 a)x=%+2k1|: v x=5?n+2k’ﬂ:, kez; Pag.220 hipes o kIR

b) x=%+ 2kn vV X=§4£+ %n, kEZ; JERE e
Pag. 232

4 10.1 a) cos 105°=ﬁ__ﬁ;
0 w=— Dokt vV x="r+2mn, kKEZ; 4
3 3 b) : L_\fé—\/z.
d)x=—o,2+2k1cVX=(n+0,2)+2kn,k€Z- shn st = d8e2
1.2 a)x=%k,kEZr' ) ta"(i—’z‘)=—\<§7i=—\/5-2:
A -V3i+1
b) No intervalo [-m, =m], temoscomo solugdo para os :
L 7 d)sin30°=—2—.
valores de x: — % 7
e e ; Pag. 233
_T _2_ kEZ; Pag-221
2.1 x=g+3km 12.1 d=25 sin (26) ;
2.2 X:-%—, kEZ; 12.2 d & méaximo quando 9=1:-rad.
n - — i
— =—+2k75, kGZ.
2.3 x=kn V X=7 =t >
ST e B M 13.1 eyt § Pag. 234
S - DNy P 3q. 222 =
3.1 a) —300°; - 180°; —60°: 0 ; 60°;  Pag ; Sk
1800 e 3005. 130 - 2 v

X
o = ‘ Aleq
b) No intervalo ]-360°, 360 [ aequagdo 2sin (3) e Wy
tem a seguinte solugdo: 90° .
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Solucoes

T e s T o e

3 .
14.1 3

1
14.2 -3

4 Lentsg+ lentn; Pag. 236
15.1 3 sin (5x)+Esm (-x); ag.
1 1

15.2 Fhas (7x) +Ecos (3x) .
16. x=2kn v x=§+%, kEZ. Pag. 237

171 -=w., —%, g en;
51 T nT T
172 - —, -=, - = ¢ =.
6 2 6 2

18.1 S={xEIR: —23—n+kn<x<kn, kez};

T T
102 s |2, o Uz, o

1. (D). Pig. 238
2. (B).

3. (0).
4 (0.
5

. (A).

6.1 e=§+4knve=32—"+4kn, kez.  Pag. 239
6.2 3 lados : l=r\/§; 4 lados : l=r\/5; 6 lados: [=r
(por exemplo).
o S |
sinx 2
porque —1<sinx< 1.

<~ sinx=2 — impossivel

8.1 As solucdes da equagio sio 0; T e 2m.

8.2 As solugdes da equacio sio ~ &L i , il
quag 6’6’ 6 e ;

0. t=0,52segundos V t= 2,62 sequndos.

21 41

10.2 As solugdes da equacao sdo 0 ; 5 5 .

11.2 A(§)=1 . a.

Este resultado significa que o “trapézio” fica transformado
num quadrado de lado 1.

P 51 T
13. As solugdes sao: ~% ' T2’

o |a

e 2
7"

1. BC=6,60cm. Pag. 242

Pag. 244

4.1 19,91 cm ; Pag. 245

4.2 18,60 cm .

. Pag. 246
(A).
(B).
(B).
(A) .
(A) .

e S =L

7. 5049m. Pag. 247

Moo e

8. 41,7cm?,

9. 149,1cme,

10.1 193 m 3
10.2 13,80,
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Programa Oficial de Matematica » 1. ctsse

Unidade tematica 1 INT

| fYVn;_(‘j.u_"-}‘}"."“E espi

s jdentificar proposicdes;

o atribuir valor logico correcto
a uma proposicao;

» aplicar as propriedades de
negacao, disjun¢ao e conjuncao;

s demonstrar as propriedades
através de tabelas de verdade;

e interpretar as leis de De Morgan;

» gplicar as Leis de De Morgan
na resolucao de problemas;

* distinguir a expressao
proposicional de uma proposicao;

* provar com as tabelas de verdade
as propriedades de negacao,
conjungao e disjuncao;

© pperar com a negacao, conjuncao,

1. Introducéo a légica Matematica
1.1. Nocao de logica
1.2. Proposicoes

1.3: Qp_eracées de negacao, conjungao,
disjuncao, implicacdo e equivaléncia

1.3.1. Tabelas de verdade

1.4.

1.5.

1.3.2. Propriedades da negacao,
conjuncao e disjun¢ao
1.3.3. Leis de De Morgan
Expressdes proposicionais
1.4.1. Operagdes de negacao,
conjuncdo, disjuncéo,
implicac3o e equivaléncia
Quantificacao e quantificadores
1.5.1. Existencial e universal
1.5.2. Método de inducdo

|
|

- Campetencias Dasic

269

230 T ——

dy w';l_n,'?_ﬁ:in‘ ;
AJ;;J,?-' WYY i

0 aluno:
* aplica e interpreta com rigor logico as
propriedades de negacao, disjuncao,
conjuncao e as leis de De Morgan

na resolucao de problemas reais;

* ysa quantificadores na traduc@o de
expressdes correntes em expressoes
quantificadas e vice-versa;

e ysa conhecimentos de légica como
uma via para disciplinar a mente e
exercitar a capacidade de comunicar
conceitos, raciocinios e ideias, com
clareza e progressivo rigor.

disjuncdo, implicagdo e equivaléncia;
* aplicar quantificadores na traducdo de
expressoes correntes em expressoes
quantificadas e vice-versa;
« explicar o método de demonstracao
de teoremas por inducao matematica;

e gplicar 0s métodos de demonstrqc_éo
de teoremas por inducao matematica.

matematica

e interpreta o significado das formulas
no contexto de situacdes concretas,
usando equacdes do 2.° e 3.° grau;

o representa relacoes funcionais
de diferentes maneiras passando
de um tipo de representacao para
outros usando regras verbais,
tabelas, graficos e expressoes
algébricas;

e decide sobre os procedimentos
adequados para construir as solugoes
num contexto de resolugo de
problemas do mundo real.

2. Aigebra
2.1. Expressdes algébricas
2.1.1. Nocao de expressao
algébrica
2.1.2. Classificacdo
de expressoes algébricas
2.1.3. Transformacdes algébricas

Fraccdes racionais

2.2.1. Nogio de fraccao racional
2.2.2. Dominio de existéncia
Operagoes com fracgdes racionais

2.3.1. Adico, subtrac¢ao
e multiplicacéo
2.3.2. Divisao através
da simplificacéo
Expressoes irracionais

2.4.1, Nogao de expressao
irracional

car expressoes algébricas;
o classificar expressoes algé?rltn:asf'
o determinar 0 dominio de exus‘c_ent;liaS
de expressoes algébricas racion
e irracionais; : 29
e operar com fracgoes racionais
(adic@0, subtrac¢ao, multiplicacao
e divisao);
e racionalizar 0 denominaQor
de expressoes irracionais;
o resolver equagoes racionais
e irracionais;
e resolver analiticamente
as inequagoes irracionais;
o resolver sistemas de trés equacdes
lineares com trés incégnitas aplicando
o método de substituicdo, adicéo
ordenada e Cramer;

e identifi

2.2.

2.3.
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Un

—

« resolver problemas que envolvem
equacoes,

« interpretar a solucao da equacao
no contexto do problema apresentado.

Unidade tematica 3 EQUACOES E INEQUACOES E

e identificar as equacoes
e inequacoes exponenciais;

e resolver gréfica e analiticamente as
equacoes e inequacdes exponenciais;

e resolver problemas reais da vida que
envolvem equacoes e inequacdes
exponenciais.

Unidade tematica 4 EQUACOES E INEQUACOES LOGARITMICAS

Objectivos especificos Contedidos

0 aluno deve ser capaz de;

* identificar equacdes e inequagoes
logaritmicas;

» resolw:‘r gréfica e analiticamente as
equacoes e inequacdes logaritmicas;

* resolver problemas reais da vida que
envolvem equacdes e inequacoes
logaritmicas.

idade tematica 2 ALGEBRA (Continuacao)

2.4.2. Dominio de existéncia * decide sobre os procedimentos

adequados para construir as solucdes
num contexto de resolucdo
de problemas do mundo real,

2.4.3. Racionalizacao de
denominadores '
de expressoes algébricas
irracionais
2.5. Equacoes
2.5.1. Equivaléncia de equacGes

2.5.2. Equactes do 2.° grau
(revisdes)

2.5.3. Equacdes do 3.° grau
(casos simples)

2.5.4. Equacoes que se reduzgm
a uma equacao quadratica

2.5.5. Equacdes com radicais
2.6. Inequacoes irracionais
2.7. Sistema de equacoes lineares a:
2.7.1. duas incognitas (revisao)
2.7.2. trés incognitas

XPONENCIAIS

S S e o

3. Equacdes e inequacées exponenciais  ® resolve problemas no dominio da

Matematica, da vida real e de outras

3.1. Equacdo exponencial / :
g areas de conhecimento aplicando

3.1.1. Nocéo de equacdo funcdes, equacdes e inequacoes
exponencial exponenciais;
3.1.2. Resolucao grafica e » aplica conhecimentos sobre equacoes
analitica de equacdes ¢ jnequacges exponenciais como
3.2. Inequacao exponencial modelos matematicos para a
3.2.1. Nocdo de inequacdo interpretagdo de situacdes do mundo
exponencial real.

3.2.2. Resolucio gréfica e
analitica de inequacdes

" Competéncias basicas
0 alqnq:

4. Equacdes e inequacdes logaritmicas  © resolve problemas no dominio da

4.1. Nocao de mantissa e caracteristica gﬂatemda'tica, ﬂa vida rte aLpTig:nzztras
; : reas de conhecimento
4.2, Co—lcjgarltmo f:le um' namero funcaes, equacdes e inequagoes
4.3. Npcao de anti-ogaritmo de um logaritmicas:
ro "
g » aplica conhecimentos sobre equagoes &
inequacdes logaritmicas como modelos
matematicos para a interpretacdo de
situagdes do mundo real.
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Unidade temati < .
e _gma_t.ca 4 EQUACOES E INEQUACOES LOGARITMICAS (Continuaco)

DNIeUoo!

4.4. Equacdo logaritmica
4.4.1. Nocao de equacao logaritmica

4.4.2. Resolucdo de equacdes
logaritmicas

4.5. Inequaco logaritmica
4.5.1. Nogao de inequacio
logaritmica
4.5.2. Resolucio de inequacdes
logaritmicas

4.5.3. Resolucdo de problemas
concretos aplicando logaritmos

Unidade tematica 5 GEOMETRIA ANALITICA NO PLANO

 AhYarunce B oo = s ST
Ubjectivos Competéncias basica

f Conteudos

) 3 o
J ditiiic

s

i
1
 {
DERRLL 8

® ysa a visualizacao

5. Geometria analitica do plano
e o raciocinio espacial na

e aplicar vectores na resolucao de problemas;

e escrever as coordenadas e componentes 5.1. Aplicacoes de vectores s Sl
de um vector no plano; 5.2. Distancia entre dois pontos (com 22?12?;22 jl;tuvaiggisn 2
e escrever um vector como a diferenca de dois pontos; asua ?emonstrécao) resolucio de problemas
e determinar a soma de um ponto com um vector 5.3. Equacéo vectorial da recta no geométricos, de outras
e a soma de dois vectores; plano areas do conhecimento;
* determinar o produto de um ndmero real por um vector; 5.4. Equacdo geral da recta
e determinar a norma de um vector no plano; 5.5. Equacdo reduzida da recta * explorar modelos
¢ determinar um vector colinear com outro vector; 5.6. Declive de uma recta ﬁfggggﬁ;’ Zu:jacée
i 5.7. Célculo do declive de uma recta coes
® resolver problemas envolvendo os conceitos norma g:dco ot et na resolucio de
e colinearidade entre vectores; e : problemas do dia-a-dia.
Condsl : tos: 5.8. Posic3o relativa de rectas no
* calcular a distancia entre dois pontos; AR
* identificar a equag@o da recta; 5.9. Condicdo de paralelismo e de

perpendicularidade de duas
rectas em funcao dos seus
respectivos declives

5.10. Formula para determinar o ponto
médio de um segmento e suas
aplicagoes

5.11. Determinacao de pontos de
interseccao de duas rectas

5.12. Calculo da distancia de um ponto
a uma recta

5.13. Equagdo da circunferéncia de
centro e raio dados

5.14. Equagdo da elipse e da hipérbole

* determinar o declive de uma recta; :

® escrever a equacdo da circunferéncia conhecido
0 centro e o raio;

¢ resolver problemas envolvendo Cir :

* identificar o centro da circunferéncia e © raio
dada a respectiva expressao analitica;

* interpretar a condic3o de paralelismo € de . dos
perpendicularidade de duas rectas em funcao

seus respectivos declives;

* determinar o ponto médio de
da férmula;

* determinar os pontos de intersec¢ao
* calcular a distancia de um ponto a uma recta;
* definir elipse e identificar 0s seus elementos;

* escrever a equagdo de uma elipse com centro
na origem dos eixos de coordenadas;

* aplicar a equaciio da elipse na resolucad

cunferéncias;

um segmento atraves

de duas rectas;

de problemas.
rio abordar o tema ‘Produto escalar de dois vectores ng

¢ de vectores num referencial ortonormado. plano”,

necessd

i atica €
nidade tem 1o escala

Nesta u o do produ
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n0"“33(1amente, definico, proprie
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* identificar fungdes, equacdes e
inequacoes trigonométricas;

® representar graficamente as funcdes
senx, cos x, tgx, cotgx,
y=Asen(ax+b)+B e
y=Acos (ax + b) + B, como funcdes
reais de variavel real;

* identificar a periodicidade das funcdes
trigonométricas;

e interpretar a periodicidade das
funcdes trigonométricas;

* fazer o estudo completo das funcdes
senx, cos x, tgx, cotg x,
y=Asen(ax+b)+B e
y=Acos(ax+b)+B;

® aplicar a férmula de seno e co-seno na
resolucao de problemas reais
aplicando tridngulos;

© aplicar a formula da soma e diferenca,
angulos duplos, bisseccao de angulos
e do produto e da soma na resolucao
de problemas praticos da vida;

e identificar as equacoes e inequacdes
trigonométricas;

¢ resolver as equacoes e inequacoes
trigonométricas;

e transformar a formula da soma num
produto.

HAOS

6. Funcdes e Equacdes trigonométricas
6.1. Funcoes trigonométricas
6.1.1. Representacao gréfica

das funcdes sen x, €os X,
tg x e cotg x como fungdes

reais de variavel real
6.1.2. Periodicidade
6.1.3. Estudo completo das

funcoes (dominio,
contradominio, zeros da

funcao, variacao da funcao,
variacao do sinal da funcao)

6.2. Funcdes do tipo:
y=Asen(ax+b)+B;
y=Acos (ax+b)+B;

6.2.1. Estudo completo das
funcdes (dominio,
contradominio, zeros da

funcéo, variacio da funcio,

variacao do sinal da
funcao e periodicidade)

6.3. Resolucao de triangulos: férmulas
dos senos e dos co-senos

6.4. Formula da soma e diferenca
6.5. Angulos duplos

6.6. Bisseccao de angulos

6.7. Formula do produto e da soma

6.8. Equacdes e inequacoes
trigonométricas

Unidade tematica 6 FUNCOES, EQUACOES E INEQUACOES TRIGONOMETRICAS

* aplica padrdes e regularidades para
formular generalizacdes em diferentes
contextos nomeadamente numéricos e
trigonométricos;

® interpreta tabelas de valores, graficos,
regras e outros processos que
traduzam relacdes entre variaveis,
assim como, para passar de umas
formas de representacéo para outras
recorrendo a instrumentos adequados
e a novas tecnologias;

e estabelece conexdes entre o que se
estuda sobre a trigonometria e situacdes
ligadas a vida (problemas ligados a
solidos, a moldes, a navegacdo, a
topografia, histdricos, etc.).

® usa equacoes e inequacoes
trigonométricas como meio de
representar e resolver situacoes
problematicas, assim como, para
realizar procedimentos algébricos
simples.
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Outros titulos de apoio’

Manual de Preparagdo para o Ensino Superior

MANUAL DE PREPARAGCAO . 10 2 127 classes,
PARA O ENSINO SUPERIOR Esta obra foi concebida para 0s alunos de Matemética dﬁe «35 Sroparam pard
Mogambique assumindo particular importancia para 05 pstudantes que se

realizar 0 exame de Matematica de admissdo a0 ensino suDB”Of-I dalivos
Este livio contém resumos ledricos acompanhados Eie exempl:)osse u

para a resolugao dos exercicios e problemas queé sao.pf ODOfise -e unciados
Para a concepgdo desta obra pesquisaram-se analisaram

F gm )
ro das
Matematica | cowsommcmmmsumsmsioomn

maiores dificuldades que os alunos sentem.

Ismael Cassamo Nheze
Lui8 do Nascimento Paulo
Heitor Langa

1 Oa a 128 classes

\g’{"’

Dicionario da Lingua Portuguesa

0 Dicionério da Lingua Portuguesa ¢ o diciondrio recomendado para
os estudantes do ensino secunddrio. Com mais de 55 000 definigaes de
vocabuldrio actual e cerca de 3000 exemplos e frases idiomaticas, é uma
ferramenta de trabalho e um auxiliar de estudo indispensavel. £, sem davida,

uma obra fundamental, editada pela Plural Editores/Porto Editora, especialista
em Diciondrios.
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