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Unidade 1

Introducao a légica matematica

No final desta unidade, deveras ser capaz de:

* identificar proposi¢oes;

» atribuir valor légico correcto a uma proposicao;

» aplicar as propriedades de negagéo, disjungdo e conjungio;

= demonstrar as propriedades através de tabelas de verdade;

* interpretar as leis de De Morgan e aplicd-las na resolugao de problemas;

* distinguir a expressio proposicional de uma proposicao;

* provar com as tabelas de verdade as propriedades de negacdo, conjungio e
disjungdo;

* operar com a negagao, conjuncio, disjungio, implicagdo e equivaléncia;

» aplicar quantificadores na traducdo de expressdes correntes em expressoes
quantificadas e vice-versa;

* explicar e aplicar os métodos de demonstragdo de teoremas por indugdo
matematica.

BRH Nocio de légica

A palavra «logica» deriva da palavra grega logiké, que significa «ciéncia do racio-
cinio». A l6gica matematica é um ramo da ciéncia que se dedica ao estudo do
raciocinio matematico.

BFJ Proposicdes

Ao longo deste ano, vamos tentar alargar os conhecimentos de Matematica, com
rigor e clareza, tanto no pensamento como na linguagem.

Vamos comecar por considerar as expressoes:

a) carteira

b) cinco € maior que sete

c) 3+5

d) 3+5=8

As expressoes a) e ¢) nomeiam ou designam entes; por isso, chamam-se termos,
nomes ou designacdoes.

As expressdes b) e d) emitem um juizo, ou seja, sobre elas é possivel dizer se sdo
verdadeiras ou falsas. As expressoes deste tipo chamam-se proposicdes ou frases.

iiﬂiM
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EEE] Operacses de conjungio

Consideremos a proposicao:
T: Anibal pratica futebol e Rosa pratica natacdo.

Esta proposicédo resulta da ligacdo das proposicoes elementares:
P: Anibal pratica futebol.

QQ: Rosa pratica natagao.

A proposicdo T diz-se conjuncio de P e Q.

A conjuncdo representa-se pelo simbolo A.
O simbolo A 1é-se «e»,

Assim, a conjungao de duas proposicoes P e Q € uma nova proposicao (P A Q)
que s6 & verdadeira quando as duas proposicdes forem verdadeiras.

P Q |[PAQ P Q |PRG
V F F | 0 0
A A W | | [
F v F 0 | 0
F = F 0 0 0

Propriedades da conjuncgdo

A conjuncdo tem as seguintes propriedades: a comutativa, a associativa e a da
idempoténcia.

Propriedade comutativa

A A

oo =
m < T <|W@

m oM <[>

m o T <>

g2

ArB=BAA




Intreducdo @ légica matemdtica

Propriedade associativa

A B C |AAB| (AAB)AC [BAC| AA(BACQ

v v F | v F F F

v F F F F F F

v v v v v % Y%

F F v F F F r

F F F F b F r

F F F F F F F
A 4
(AAB)AC=AABAC)

Observa:

A AV = A: O valor légico V € 0 elemento neutro na conjungao.
A A F=F: O valor légico F é o elemento absorvente na conjungao.
A A A = A: £ a propriedade de idempoténcia.

m Operag¢odes de disjuncao

Consideremos a proposi¢ao:

M: Anibal pratica futebol ou pratica natagao.

Esta proposicdo resulta da ligacdo das proposicoes elementares:
P: Anibal pratica futebol.

Q: Anibal pratica natacdo.

A proposicdo M diz-se disjuncao inclusiva de P e Q porque o Anibal pratica uma
das modalidades ou ambas.

A disjuncdo representa-se pelo simbolo v.
O simbolo v 1é-se «ou».

PvQ

m T < <0
- < T <O

< < <|<

A disjuncio de duas proposi¢oes, P e Q, da origem a uma nova proposi¢ao
P v Q, que s é falsa se ambas as proposicoes forem falsas.
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Propriedades da disjungao

A disjuncdo tem as seguintes propriedades: a comutativa, a associativa e a da
idempoténcia.

Propriedade comutativa
AvB=BvA

Propriedade associativa
(AvB)vC=Av(Bv(Q

F é o elemento neutro na disjuncao: Av F=A
V € o elemento absorvente na disjuncdo: Av V=V
Av A =A: £ a propriedade da idempoténcia.

§&W.§ Operacdes de implicacio

Consideremos a proposicao:

T: Se Jodo fizer os TPC, entéo ele tera boas notas.
Esta proposicdo é a ligacdo de duas proposigdes:
P: Jodo faz os TPC.

Q: Jodo tem boas notas.

A proposicdo «se P entdo Q» chama-se implicacao. Simbolicamente representa-se

assim:
P=Q
antecedente i N consequente
P Q P=0
v F F
V W vV
[ W V
F F 1

A implicacdo de duas proposicoes, P e Q, &€ a proposicdo P = Q, que s6 é falsa se
o antecedente for verdadeiro e o consequente falso.

Observa com atencdo o quadro seguinte.

P Q P=2QILl =R 5P vO
Y v vV F v
F W % V V
% F F F F Nota: A implicacdo pode ser
F F v s L4 transformada numa disjuncéo.
: :
P=Q=~PvQ
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Observa os exemplos.
Se Tico-Tico é avancado, entdao marca golos (P = Q).

Esta proposi¢do € equivalente.
O Tico-Tico nio é avancado ou marca golos (~P v Q).

Atenta agora neste segundo quadro.

P Q P=Q | ~P=Q [ Q] PrA~Q
vV v v F F F
v F F v vV vV
F v vV F F F
F F v F vV F
4 N
~P=Q=PAr-~Q

Nota: A negacdo da implicacdo equivale a conjuncdo do antecedente com a
negacdo do consequente.

Entdo, usando a igualdade P = Q = ~P v Q, temos:
~P=Q=~(-PvQ

~P=Q)=~PAr~Q

~P=Q)=PAr-~Q

E Operagdes de equivaléncia

Consideremos as proposi¢des P e Q. A operagdo logica da dupla implicagcdo
é traduzida por P = Q e Q = P ou, simplesmente, P < Q, que se 1é «se e sO se».

P=Q

m M < <|™
n < ™ <|O
<—1'|—r|{ﬂ:

A equivaléncia de duas proposicdes s6 € verdadeira se ambas as proposigoes tiverem
o mesmo valor logico.

m As primeiras leis de De Morgan

As leis de De Morgan sio da autoria do matematico inglés Augustus de Morgan
(1801-1871) e podem ser separadas em Primeiras Leis de Morgan e Segundas Leis
de Morgan.

11
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De Morgan estabeleceu a seguinte lei de negacao da conjuncio: negar a conjuncao
equivale a uma disjuncdo com proposicdes negadas. Assim:

~PAQ@)=~Pv-~Q

A negacdo de uma disjuncdo equivale a uma conjuncdo com proposi¢oes negadas.

Assim;:
~(Pwv Q)=~Pa~Q ACTIVIDADES 3 A 15

E®A Expressées com variaveis (condicdes)

Ao considerarmos uma variavel, temos de determinar qual é o conjunto de valores
que lhe podem ser atribuidos de forma a que a proposicio seja verdadeira. A esse
conjunto de valores chama-se dominio dessa variavel.

« Condicdo possivel ¢ aquela que pode acontecer (pode ser verdadeira) no dominio

dado: x + 1 = 0 € uma condigao possivel em R.

* Condic¢ao impossivel é aquela que nunca ocorre (é sempre falsa) no dominio

dado: x + 1 = 0 € uma condicido impossivel em N.
¢ Condicao universal ¢ aquela que acontece sempre (é sempre verdadeira) no

dominio considerado: x> + 1 # 0 é uma condicdo universal em R.

EFJ Quantificadores

Além das operacoes logicas ja estudadas, ha ainda duas que se aplicam a expres-
soes com variaveis: quantificador existencial e quantificador universal.
Os quantificadores transformam condigdes em proposicoes.

m Quantificador universal

A condi¢do «todo o homem tem cabega» & universal em H (H sendo o conjunto
dos homens).
Em logica, podemos escrever:

Todo o homem tem cabeca.
ou
Qualquer que seja o homem, ele tem cabeca.

Em simbologia matematica, podemos escrever:
% x € H: x tem cabeca

Ao simbolo ¥ da-se o nome de quantificador universal. ¥ 1&-se:
* qualquer que seja

» para todo o...

= para qualquer...

¢ para cada...
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Exemplos

Qual é o valor logico das proposi¢des seguintes?
v¥neN:n?+nzn? V)

¥x ER: x* +x>x2 (), porque, sex=-1,1-1>1,isto & 0 > 1 é falso.
¥xER: 2220 (V)

m Quantificador existencial

Ao simbolo 3 da-se o nome de quantificador existencial. 3 1&-se «existe pelo menos
umms».

O quantificador existencial transforma uma condig¢do possivel numa proposiciao
verdadeira.

Exemplos

2x -1 =0, condicdo possivel em R

Ix € R: 2x - 1 =0, proposicio verdadeira
x? + 1 = 0, condicdo impossivel em R

3x € R: x? + 1 = 0, proposicio falsa

ACTIVIDADES 16 A 21

m Negacdo de um quantificador (segundas leis de De
Morgan)

Negar que uma condigdo ¢ universal ndo significa, necessariamente, dizer que é
impossivel. Negar que uma condigdo é universal equivale a afirmar que nem todos
os elementos a verificam, isto é, que ha pelo menos um que nio a verifica.

Observa o exemplo:

Todos os alunos da turma gostam de marrabenta.

Negacao: Nem todos os alunos da turma gostam de marrabenta.

Isto significa que ha, pelo menos, um aluno que nao gosta de marrabenta.

Simbolicamente, escreve-se:
~(Wx)=3~x

A negagao transforma o quantificador universal no quantificador existencial
seguido da negacio.
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Vejamos mais um exemplo:
Existe pelo menos um aluno na turma que nao gosta dos Mambas.
Negacdo: Todos os alunos da turma gostam dos Mambas.

~Fx)=¥~x

A negacdo transforma o quantificador existencial no quantificador universal
seguido da negacdo.

Exemplos
P:¥xeR:x-2=5(F) Q:IxeNn<1+n (V)
~P:I3xeRx-225(V) ~Q:vxEN:n21+n(F)

Método de indugdo matemdtica

O método de indugdo matematica é um método para demonstrar proposicdes
sobre os nimeros naturais.

Uma proposicdo P(n) sobre os niimeros naturais é valida para todos os nimeros
naturais se sdo cumpridas as duas propriedades seguintes;

a) P(n) € verdadeira para n = 0 (comeco da inducéo);

b) Da validade de P(n) para n = k segue sempre a validade de P(n) para

n=k+ 1 (passos da inducdo).

Para demonstrar P(n), devemos tentar demonstrar as propriedades a) e b). Se a)

e b) sdo cumpridas, entdo a proposigao é valida para todos os nimeros naturais.

Exemplo 1

Demonstrar que a soma de todos os nimeros naturais de O até n é igual a
nin+1)
=

Vamos provar que:

O+1+2+...+n=”(n2+1)

Observa:

2+1) 3
Paran=2;0+1+2=2"-5-=2-7=3
Paran=4;0+1+2+3+4=2810_4.5_19
Paran=5;0+1+2+3+4+5=§-(—52+”=5-g=15

Vimos que a férmula € valida para n = 2, 4 e 5. Agora, queremos provar que esta
féormula é valida para qualquer n por indugdo matematica.
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Demonstracdo

Paran=0
0 =20 2+ 1)
=0, a fébrmula é valida para n = 0.

Paran=k
Vamos provar que a férmula é valida para n = k, isto é:

k(k + 1)

O+1+2+...+k= 5

Vamos provar que a formula € véalida também para n =k + 1:

(k + 1)[(k +1) + 1)]

5 S Lk l)z(k 2 (por provar)

0+1+2+..+k+(k+1)=

_ kk+ 1)
&= 2

JavimosqueO+1+2+ ... +k

Vamos adicionar a ambos os membros desta equacdo o nimero k + 1.
k(k + 1)

0+1+2+..‘+k+(k+])‘= e {4 1)
Lhs k+1)= et D v (k+ 1)

k(k2+1) - l)zk(k+1J;2{k+1}
k{k;—l)_i_(k_'_ 1)=k2+k52k+2

kk+1)

+(k+1):k2+3k+2

2 2

Vamos factorizar k% + 3k + 2 = (k + 2)(k + 1).

Logo, teremos
O0+1+2+...+k+(k+1)=
que € exactamente 0 que queriamos provar.

(k+1)(k+2)
2

Concluimos que a férmula é valida para todos os nlimeros naturais.

Exemplo 2
Aplicando o método de indu¢do matematica, vamos demonstrar que
a b= (a-b)", ¥ me N

Demonstracido:

Vamos demonstrar a propriedade fazendo uma inducéo sobre 1.
Sejam =0

a®.b° = (a-b)? - propriedade é valida para n =0




Unidade 1

A propriedade dada é valida para m = k;
ak-b* = (a-b)k

Vamos, agora, provar que € valida para m =k + 1.
Na igualdade a* . b* = (a-b)¥, vamos multiplicar os dois membros por (a-b)
ak- bk (a-b) = (a-b)*- (a-b)!
(a*-a)-(t*-b) = (a-b)*
ﬂk+1_bk+ L. (a. b)k+ 1

Concluimos que a férmula a™-b" = (a-b)" é vélida para qualquer nimero
natural.

Exemplo 3
Vamos provar que, para qualquer numero natural m, nep, comp#0,sem=0
oun=00<m<n=ml<n’

Demonstracao

Vamos demonstrar por inducio sobre p.

1. Parap=0
m<n=m’<n®
1=1 apropriedade & valida

2. Se a propriedade ¢ vélida para p = k, isto é, m < n = m* < n*, serd também
valida parap=k + 1?
A desigualdade m < n condiciona a existéncia de um numero c¢ tal que
n=m+c.

Vamos multiplicar m* < n* porm + ce n.
ms<n=mk. (m+c)£nk-rz

Ko+ mF k+1
k+1 k

C=n
k+1

= m

= m +mhcEn
Isto significa que:
me<n—=mk+lcpk+l

Logo, a proposicao ¢ valida para todos os nimeros naturais.

Nota: Se m = 0 ou n = 0, 0 expoente ndo deve ser zero, pois a expressao 0° ndo
tem significado.

ACTIVIDADES 22 E 23

16




Introducéo a logica matematica

. Nega as proposigdes seguintes:
a) 4N c)n>32

b) Todos os nimeros pares sdo primos.  d) 4 x 5= 2]

. Seja dada a proposicio P:4 + 8 < 13.
a) Qual é o valor légico de P?
b) Escreve a negagio de P.
¢) Indica o valor légico de ~P.

. Sejam A, B e C as proposi¢des:

A:2 é um nlmero par B:2 é um nimero primo C: 2 é divisor de 4
Traduz em linguagem corrente o significado das expressées:
a) AnB b) AnC c) ~CAA d) ~(B A C)

. Sabendo que T v R é falsa, qual é o valor légico das seguintes expressdes!?
a) Tv~R b) ~T v~R c) ~TvR

. Prova as seguintes propriedades através de tabelas de verdade.
a) Propriedade distributiva da conjun¢io em relagdo a disjungiao
AABVvC)=(AAB)V(AAQ
b) Propriedade distributiva da disjuncio em relagio a conjuncio
Av(BAC)=(AvB)A(Av ()

. Completa o quadro.

P=Q |~P=Q) | -Q PA~Q

b o 1 Tl el « |
n o< < |0

. Considera as proposi¢des:

P: Ana ¢ inteligente.

Q: Ana tem boas notas.

Escreve na linguagem corrente as seguintes proposigdes:

a) P=Q C)ig =P e) ~P = ~Q
b) ~P=Q d) P=Q

17
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 Actividades

8.

Considera as proposi¢des:

A: Maputo é cidade africana.

B: Maputo é capital de Mogambique.

C: Maputo é substantivo.

Escreve na linguagem simbolica as proposigdes:

a) Maputo ndo é cidade africana.

b) Se Maputo ¢ substantivo, entdo é capital de Mogambique.

¢) Maputo é capital de Mogambique se e s6 se é uma cidade africana.
d) Maputo é cidade africana e é capital de Mocambique.

. Simplifica as proposigdes:

a) A A (~A A B)
b) {PAQ VI~PVv~Q)AQL}AP

. Mostra que (usa tabelas de verdade):

a) (~\PVP)AP=P ) (~-PAP)V(PVvQ)=PvQ
b) (~Pv~Q)A(PAQ)=F d) Pv(QA~PAR)=Pv(QAR)

. Simplifica as expressdes:

) [P=Q) v~P=Q)]A(Pv~P)
b) P=Q) A (PA~Q)
¢) ~[(~AA~B) AB] A~ (AvC)

. Considera verdadeira a proposicio:

M:~P A (Q = ~R).
a) Sabendo que R tem valor légicoV, qual é o valor légico de P?
b) Determina a negacdo de M.

. Considera as proposi¢bes A,B e C.

A: Sérgio teve |5 valores a Matemdtica.

B: Sérgio teve |5 valores a Biologia.

C: Sérgio teve |5 valores a Portugués.

Admitindo como falsa a proposigdo (A A C) v (~A v B),descobre em que disciplinas
o Sérgio teve |5 valores.

. Escreve a negacéo das proposigées:

a) An~B d) (AAB)AC
b) ~AvB e) (Av~B)A~C
c) (AAB)v~C




20.

2

22,

23,

Achidares

Introducéio & ldgica matemdtica

- Prova, utilizando propriedades das operagées légicas, que:
a) (~(AAB)AA=F c) AABv~A)=AAB
b) Av(~AvB)=V d) Av(BA~A)=AVvB
. Classifica em R cada uma das seguintes condicdes:
a) x+ | =3 c) X2+ x2x2 e) x>0
b) x2+3=0 d) x+5<0 ) x+2x=0
. Traduz em linguagem corrente as proposigdes seguintes:
a) ¥x € R: x*=2x ¢) dnEN:2n + | & impar
b) ¥ynEN:n<|+n d)HxE{R:x=%
. Traduz em linguagem simbdlica as seguintes proposicdes quantificadas:

a) O quadrado de qualquer numero real é igual ao seu dobro.

b) Existe pelo menos um nimero natural cujo consecutivo € menor que o seu
antecedente.

c) Todo o nimero par ¢ gerado pela expressio 21, onde 1 é um nimero natural.

d) O inverso de qualquer nimero natural é igual ao préprio nimero.

- Considera o conjunto A = {~2,~1,0, |, 2, 3}. Indica o valor légico das seguintes
proposigoes:
a) ¥x EA2x =10 d ¥xEAX*2 1 +x
b) IxeA:2x=10 e) ¥xEA:|x|>0
) IXEAX-5>0 flIxEAX-9=0
Indica o valor légico das proposigdes seguintes:
a) ¥xERix+|=5 ¢ XL XE MR EZ
b) x>, ¥xER d) IxR:x*=4
Escreve em linguagem simbdlica a negacio de cada proposicio:
a) IXERx#0 d vx€Z x20vxeEN
by ¥xe€Z:x€ Q e) ¥XER: I <x<5
g ¥nEN:n+1>0 fldxeRx>2vx=5

Demonstra, por indugdo matemitica, as seguintes propriedades:
a) a”:b"=(a:h)"¥neN c) 3x2)"=3"2"vneN
b) a®:a"=a" " "vyneN

Aplicando o método de indugio, demonstra que:
a) |+3+5+ . +2n-1)=n ¥neN
b) 2+4+6+.. . +2n=nn+l;vyneN
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Alge_bra

No fim desta unidade, deverds ser capaz de:
e classificar uma expressdo algébrica;
» realizar operagbes com expressoes algébricas;
+ determinar o dominio de uma expressio algébrica;
« resolver equagdes (lineares, quadriaticas, racionais e irracionais);
* resolver sistemas de trés equagdes lineares;
* resolver problemas que envolvem equagdes.

BRE Expressoes algébricas

Uma expressdo diz-se algébrica quando a varidvel x esta sujeita apenas a operacoes
de adicdo, subtraccdo, multiplicacdo, divisdo ou extraccdo da raiz.

Exemplos

Tia EEE Dp 4x 2
3x°+8; V3x + 5; ey =t

BEER Classificacio de expressdes algébricas

Uma expressao algébrica pode ser racional inteira, racional fraccionaria
ou irracional.

Expressdo algébrica racional inteira

Uma expressao diz-se expressdo algébrica racional inteira quando ndo se indica
uma divisdo em que a variavel fica no divisor e ndo aparece sob sinal de radical.

Exemplos

3x2+8x-2; 23 —4x® +V2x + 4

Expressao algébrica racional fraccionaria

Uma expressao diz-se expressdo algébrica racional fraccionaria quando no divisor
figura a variavel.

Exemplos

22 dx 41, Sien X
AT g *ex-2




Algebra

Expressao algébrica irracional

Uma expressdo diz-se expressdo algébrica irracional quando, sob sinal de radical,
figura a variavel.

Exemplos

Sl =5
VX — 4; \,z_sz; 3vVX + x2

m Polindmios — expressoes algébricas inteiras

P(x) = 3x* - %x3 + 5% — x + 6 € 0 exemplo de um polinémio ordenado segundo
as poténcias decrescentes de x.

Assim;
» P(x) € um polinémio do 4.° grau;
e 6 é o termo independente;
e P(x) tem 5 termos.

Um polinémio completo do grau k tem k + 1 termos ndo nulos.
. Polinébmios idénticos

: Dois polindémios A(x) e B(x) sdo idénticos se e s& se os coeficientes dos termos do
mesmo grau da incognita sdo iguais.

Exemplo
A =2x%>-3x+4eBx) =(a—1)x%+(a+b)x + (c - 2b)

Para que A(x) = B(x), € necessario que:

a-1=2 A a+b=-3 A c—2b=4
=5 3+b=-3 c-2(-6)=4
b=-6 c+12=4

c=-8

Dominio de um polinémio em R

As operacdes indicadas num polinémio séo a adigédo, a subtraccdo e a multiplicacio.
Todas elas sdo possiveis em R. Por isso, o dominio de um polinémio é R.

ACTIVIDADES | A 4
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ERE] Operacées com polinémios
Adicao

Dados os polindémios A(x) = 2x3 - x% + 4x — 3 e B(x) = 3x® - 5x + 5, calcula-se
A(x) + B(x):

1.° ordenando-se o polinémio se estd desordenado;

2.% associando-se os coeficientes dos termos do mesmo grau.

AX)+B) =2 +3)x* —=x*+ (4 -5)x+ (-3 +5)

AX) +Bx) =5x3—x2—x+ 2.

Multiplicacdo

O produto de dois polinémios € o polinémio que se obtém multiplicando cada
termo do 1.° por cada termo do 2.° polinémio e adicionando os monomios
obtidos.

Exemplo

Sendo A(x) = x* - 3x + 4 e B(x) = x — 2, entdo:

AR®)-B)=(x*-3x+4)(x - 2)
X% x kX2 (-2) = 32X =3%- (-2 + 4 X+ 4-(=2)
=x3-2x>-3x>+6x+4x-8
=x>-5x2+10x-8

ACTIVIDADES 5 A 8
m Divisdo inteira de polindmios
Recorda a divisdo de dois niimeros naturais.
dividendo divisor
(D)\‘g}L/ @ D=d.g+r

resto_— 2 1‘\ quociente
() @

9=5-1+4
D=d.-g+r

Procede-se da mesma forma para efectuar Bx2+2x+4): (x-2)

D\*3x2+2x+4 R /d
-3x2 + 6x 3x+8 Calculo auxiliar: 3x% : x = 3x
8y 4+ 4 v\q 8x:x=8
-8x + 16
0+.20
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Prova: 3x% +2x+4 = (x - 2)(3x + 8) + 20
=3x2+8x-6x-16+20
=3x*>+2x+4

Se o resto se reduz a zero, diz-se que a divisdo é exacta.

Exemplo
Vamos calcular o quociente e o resto da divisdo de x> — 29x + 12 por —x* - 2x + 1.

L0022+ 0x% —29x+ 12 | <%= 2x+ 1

Cyiant e L )
—2xty 2 p 0 —29%+ 12

2224 g4y 242
Sxdio 0ye 00y .12
-5 -102%- 5x+ O
-12x% - 24x + 12
12x% 4 24x ~ 12
0+ 0 + 0

g)=—x3 + 2x* - Sx+ 12
r(x) =0

m Regra de Ruffini

A regra de Ruffini consiste na divisdo de um polinémio por um binémio do tipo

X —a:
Parax-2,a=2 Parax,a=0
Parax+2,a=-2 Par32x+1:2(x+%),a=—é
Exemplo 1

Vamos calcular o quociente e o resto da divisao inteira de 3x* + 2x + 4 por x — 2.
Observa o esquema.

¢ *? ‘xl x° Prova:
\' 3 2 11 (x-=2)(3x+8) =3x*-6x+8x-16
2 [ L 616 =3x%+2x-16
’q_ 3 8| 204—resto D(x) = 3x% +2x - 16 + 20
D(x)=3x*+2x+4
g =3x +8 (x) =3x° +2x +

r(x) = 20
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Exemplo 2
Vamos calcular o quociente e o resto da divisdo inteira de x* — 2x* + x — 2 por
X + 2. Neste caso, a = -2.

(x) = -20

PERY Teorema do resto

O teorema do resto diz que o resto da divisdo de um polinémio P(x) por um
binémio do tipo x - a € igual a P(a).

P(x) |x-—a
r="Pla) | gx)

Demonstracido
Queremos provar que o resto da divisdo de P(x) por x — a € igual ao valor que
toma o dividendo ao substituir x por a.

Ja sabemos que D =d-gq + r, isto &, P(x) = (x — a)-g(x) + r. Substituindo x por a
temos:

Pla)=(a-a)-qx) +r

Pla)=0-g(x) +r

P(a)=r

c.q.d.

Exemplo 1
Vamos calcular o resto da divisdo de P(x) = 3x% + 2x + 4 por x — 2.

r=P(2)
r=3-22+2.2+4
r=12+4+4

=20
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mente, de P(x) = x> — 2x? +ax+bporx 2ex+1.

: i=4 )
|P(-1) = (1P —2-(-1)2—a+b=0 1 -2 g+b=0

2a+b=-3 a=-2
= ==
{—a+b=3 {b=1

=P =x3-2x-2x+ 1.

{P(2)=-—3 @{23—2-22+2_a+b=—3 {8~8+2a+'b=—3

ACTIVIDADES 9 A 18

Zero de um polinémio

Se o resto da divisdo do polinémio P(x) por x — a € igual a zero, entdo a chama-se
raiz ou zero do polindmio P(x). Isto ¢, se P(a) = 0, entdo a € a1aiz do polinémio P(x).
Assim, o polinémio P(x) diz-se divisivel por x — a.

Exemplo 1
Verifiquemos se 2 € raiz do polinémio P(x) = —x — 2%% - 5x + 10,

r=P(2)

F==9° 12192 59 5140
r=-8+8-10+10
E=il)

O polinémio P(x) = —x3 — 2x% - 5x + 10 é divisivel por x - 2.
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m Factoriza¢do de polinémios

O teorema do resto tem aplicacdo na decomposicdo de um polinémio em factores,
pois, se a € raiz do polindémio P(x), este € divisivel por x — a. Logo, P(x) = (x — a)-q(x).

Exemplo
Vamos factorizar o polinémio P(x) = 4x® - 9x® -~ 10x + 3 sabendo que 3 é um dos
seus zeros.

4 -9 -10 3
3 12 9 =3
Bl 1 h
r=0
gx) = 4x* + 3x - 1

4x% + 3x - 1
A=b? - dac
A=3%-4-4(-1)
Ni=25

55 =]
xl——]. szv-'é'

=4x%+3x-1=4(x+Dx - ou 4®+3x-1=(x+1)@4x-1)
=PX) =(x-3)4@x+1)(x-7) ou P =(4x-1)x+1)(x-3)

Identidades notdveis

A identidade € uma forma de mostrar que duas expressées tém o mesmo valor.
Diferenca de quadrados
Exemplo

Vamos factorizar o polinémio P(x) = x? - @, a € R. E facil notar que x = g é uma
das rajzes do polinomio.

1 g =gl

a @ ar

1 Gl 0
gqx)=x-a

r=0
= P(x) = (x + a)(x — a), isto &,
X -a?=(x+a)x-a).

Em geral: m? - n? = (m + n)(m - n) - diferenca de quadrados.
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Diferenca de cubos

Exemplo
SejaP(x)=x*-a%, a ER

11&a2|0
2

q(x) = x* + ax + a*
r=0

=3 -ad=x-a)?+ax+a)

Em geral, temos: m1 — n® = (m — n)(m* + mn + n®) - diferenca de cubos.
Seguindo 0 mesmo procedimento, temos: m* + 1 = (m + n)(m? — mn + n®) — soma
de cubos.

Triangulo de Pascal

1 (@a+b)°=1
1 1 (a+b)ll=a+b
1 2 1 (a+b)?=a®+ab+b?
i 3 3 1 (a+b)®=a®+3a%b +3ab? + b*
1 4 6 4 1 (@ +b)* = a* + 4a°b + 6a%b? + 4ab? + b®

Exemplos
Vamos calcular, usando as identidades notéveis:
a) (2+3%=22+2.2.3+3%=4+12+9=25
b) 4%-33=(4-3)(4%+4.3+3%
=1-(16+12+9)
=28+9
=37
¢) 99 x 101 = (100 - 1)(100 + 1)
=100% - 1= 10000 - 1
= 9999

ACTIVIDADES 19 A 28

27
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B¥] Expressdes algébricas fraccionarias

As expressoes do tipo % em que A e B sdo expressoes algébricas chamam-se fraccoes
algébricas (com B(x) = 0).

Exemplos
L A, 2x+5
Hpx=1! Fiayd X odx+1

O dominio de uma fraccdo algébrica é o conjunto de todos os nimeros

reais que nao anulam o denominador.

Exemplo
Vamos calcular o dominio das seguintes fraccoes:

a) 13 = condigdo:x-2#0&x#2

=Dbix e R\ {2}

b) i;+:+xf52,Condigao;x2_4¢0ﬁx¢12ex—5¢0.@x¢5

S>DixeRXN{ 22 5}

Simplificacdo de fracgdes algébricas

Para simplificar uma fraccao, ha passos a seguir.

Para simplificar a fraccao % podemos seguir 0s seguintes passos:
1.° passo: factorizar os termos da fraccao.
¥ - Tx+12=(x-3)(x-4)
B-a?rx+6=(x-3)x>-x-2)
=(x-3)x-2)(x+1)

2.° passo: simplificar os termos iguais.
L-7x+12 _ x-3)x-4 _ (-4
Wodlixse X-3)x-2)x+1)  ¥2ox-2

= D:x € R\{-1, 2, 3}

Operacdes com fracgdes algébricas

As operacdes com frac¢oes algébricas seguem, em geral, as mesmas regras definidas

para fracgdes numericas.




m Adicdo algébrica

a} X F 5

% 5 _x7—x+5

x+1 +x?’—l T oo

x-1) (1)

=sDxeR\({-1;1)

b T R
) Zo2xt xFi1 x-ld
5 1 1
= - - —
2-2x* -1 x-1

(1) 2+2x%  2+2x5Q)

§-2-2x21+2425%+0v+24°
21+ x3(1 — x)(1 +x)

:2x3+2x+5
2.-2x4

=sD:xeR\{-1;1)

Algebra

#-1=@x+Dkx-1

mam.c. = (x+ 1)(x - 1)

-1=(x=-1Dkx+1)
2-2x4=2(1-xH(1 - x?
=21 +x)(1 - x)(1 +x)

man.c. = 2(1 + xz){i - x)(1 +2x)

M Multiplicacao de fracgdes algébricas

Vamos efectuar as multiplicacbes seguintes e apresentar o resultado simplificado

quanto possivel.

Exemplo 1
Syt aah
2+x  Tx

5x +35
Fx X

S5x x+5 _ S5xx+5)  5y2425x  x(5x+25)

£

2rx 7x Q47X 1dxs7x2 14+ 7%)

_ Sx+25
T 14+ 7x
Exemplo 2

2 1 3x
G

x-2)(x-2)-3x _ (x-2)-3x _ 342 _6x
DR ST e ST

D:xe R\ {-2;0}

D:x€R\ {2)
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Divisdo de fracgdes algébricas

Recorda que % +£=24se p ¢ d +0. Procede-se da mesma forma com as fraccoes

d b
algébricas.

Exemplo 1

gy 0 i .
= D:x ER\ [-2; 0]

¥ 3 2x x42
A5 3 X

2 _2(x+2)  2x+4
x+2

3-3 9

T 3

Exemplo 2
#-4 2 : i
—;';T‘:*xxztl D.XER\{—Z,'—I,I}

F+2x-2)-(x+ Dx-1) _ (x-2)(x-1) &,
X+ 1)-(x+2) iy 1 =

¥4 By )
ACTIVIDADES 29 A 32

EX Expressées algébricas irracionais

Uma expressao algébrica irracional apresenta a incégnita no radicando.

/ Sinal de radical

fndice —-—-—’\lvra'
'\ Radicando

Expressoes irracionais

¢ de indice par: D: a 2 0;

¢ de indice impar: D: a € R, se o radicando é uma expressdo algébrica racional
inteira.

Exemplos
Vamos calcular o dominio das seguintes expressdes:

a) A(x) = Vo s dx+ 3

D: x € R, porque o radicando é um polinémio e o indice é um ntmero impar.

b) B(x)={2X*L

x4

b MMM

— -2 0 2 +oo




i I\

Porque o indice € par, a condigao é:
x-220=x22

d) D(x)=Vx%>-4

Porque o indice € par, a condicdo é:
X-420 o —W o
D:x<-2vx22o0ux €& |-w 2] U [2; +o]

m Racionalizacio de denominadores das fracgdes algébricas

Para a racionalizacdo dos denominadores recorre-se com frequéncia as proprie-

dades da potenciagdo e as identidades notaveis.

~ iy : q ; ; N
Para as fracgbes algébricas do tipo —, o factor racionalizante € Va porque

A e i Va
e T L

Exemplos

o1 ; are
a) 8 .. 8¥2 8"2_8?,:4\;

Vad e e o

o factor racionalizante é va = Vb

Para a fracgdo do tipo W
Exemplos

g i BNRaB) Lo g BT G
N T (2 +V3)02-V3) ~ (2P-032 2-3 fe 2

b) 4 4F+\5) _ ax+aS
VE-V8 T (VE - V5)(VE +V5) x-5

ACTIVIDADES 33 A 36

PH} Equacdes
E Equivaléncia de equacdes

O dominio de uma equacdo € o conjunto de valores do universo para os quais a
equagdo tem solucdo real.

Considera as equagoes:

3 x+2 _
x-1 x—3'"0

O dominio desta equacdo é R\{1; 3}

d

Algebra
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VBRI 1
by VE-2- Lo

O dominio desta equacdo é x 22 e x = 3.

Na equagdo x*> - 7x + 10 = 0, o conjunto solugdo é S = {5; 2}. Para esta equacio,
2 e 5 chamam-se raizes da equacdo considerada.

No mesmo dominio, diz-se que duas equacdes sdo equivalentes quando tém o
mesmo conjunto solucio.

Exemplos
a) x¥*-7x+10=0¢€ (x - 2)(x - 5) = 0 sdo equivalentes porque tém o mesmo
conjunto solucdo, S = {2; 5}.
b) x(x* - 1)=0ex®-x=0sdo equivalentes porque tém o mesmo conjunto
~ solucio, S = {0; -1; 1}. :

Equagdes do 2.° grau (revisdes)

Na 9.% e na 10.% classes, aprendeste a resolver equagdes do 2.° grau (equacdes

quadraticas).

ax> + bx+c=0 | equagio quadritica

52 _—b+VA _=b=VA
A=b"-4dac ¥ =y, e
binémio discriminante raizes da equagio quadritica
A<O 1A=0 A>0
A equagio nio A equacdo tem duas A equacio tem duas
tem raizes. raizes iguais. raizes diferentes.

Exemplo 1

Vamos resolver a equacao x* - 7x+10=0.

A=72-4.1.10 e
A=149 - 40 y -2

A=9 S= (2;5)
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Exemplo 2
Vamos resolver a equagdo 2x* —x + 1 = 0.

A=1%2-2.4.1
A=-T7
Como A < 0, a equacdo nao € possivel em R.

Equagdes do 3.° grau (casos simples)

Uma equacdo do 3.° grau (equagao ctibica) ¢ do tipo ax® + bx? + cx + d = 0. Neste
ano, vais aprender alguns casos simples deste tipo de equacaes.

Exemplo 1
Vamos resolver a equagao x> — x = 0.

x(x* - 1) = 0 — factorizacio
x=0vx*-1=0 - anulamento do produto

ST
x = +\1 — extracgdo da raiz quadrada
X—hl
S={-1;0; 1}
Exemplo 2

Vamos resolver a equacao 2x* — x> — 11x + 10 = 0, sabendo que 1 ¢ uma das
suas raizes.

Neste caso, primeiro aplica-se a regra de Ruffini e o teorema do resto.

2 =1 = lle 0
1 2

1
aiE R

qx) = 2x* + x = 10
Resolve-se a equacao 2x> +x - 10=0
A=1+80=81

o ey
Xy ==21%,=3
a 3.% raiz € 1 ja dada.
S= {_.2'; 1: %}
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Equacgdes biquadraticas

As equacdes biquadraticas sdo as equacoes do tipo ax* + bx? + ¢ = 0. Fazendo
¥ = t, a equacdo transforma-se em at® + bt + ¢ = 0.

Exemplo
Vamos resolver a equacio x* — 3x2+2=0

Sejax?*=t, entdo > - 3t+2=0

3 s

A=9-8 hi=—2—=2
(3-1)

A t2= > =

Para encontrar o valor de x, substitui-se  na equagio x? = t.

Assim,.xz =2 ou x%¢=1

x=+V2 ou x==+1

S=1{V2,=1,1,V2).

EEF] Equagoes com radicais

Uma equacdo diz-se irracional quando a incégnita esta sujeita a um sinal de raiz
ou a um expoente fraccionario.

Exemplo
V& =7) +Y(x2-49) =0
Resolu¢do de uma equacao irracional

a) SeVA=Bentio A=B%comA=0
\f(2x+1)=3com2x+120ﬁx2—%

2x +1=3%
2x+1=9
2x=8
x=4
S={4}

b) SeVA+\VB=0entioA=0eB=0
Vx-3) +1{(18 -2x>) =0comx23e 18 - 2x*20
x-3=0A18-2x%2=0 1822x? = x*<9 ¢ -3<x<3
A=3 AX =13

S = (3]
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c) SeVA =VB, entdo A =B.

VI =\{(@x-3)comx20e4x-320=>D:x>3
x=4x-3

-3x=-3
x=1
s=(1)

PX3 Inequacdes irracionais

Como resolver a inequagdo (x - 1)(x + 3)(2x - 1) 2 0?7
Primeiro, resolvem-se as equacdes por parcelas.
x-1=0-x=1

X+ =03 x==3

2= Ti=0=sx =%
Depois, organizam-se os zeros numa tabela por ordem crescente.

-3 - |
x— | - - - +
x+3 — B +
M~ - - +
P = + = +

De seguida, estuda-se o sinal.
Por fim, escolhe-se o intervalo correspondente a condi¢do dada.
S:x € [-3; 4] v [1; +

ACTIVIDADES 37 A 50
Sistemas de equacdes lineares

Sistemas de equacgdes lineares a 2 incdgnitas (revisdo)

Vamos rever a resolucdo de sistemas a partir do seguinte exemplo:

X#p=3
2x+3y=35

Método de substituicdo

x+y=3 - y=3-x i p=3 —x » y=3-x
2x+3y=5 2x+33-x)=5 -x=—4 x=4
@{y:3—4ﬁ{y:—1

x=4 x=4
S={4; -1
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Meétodo de adicio ordenada

(-2)| x+p=3 - e
2x+3y=35 “ %ﬁ:ﬁ

(-3)| x+y=3 -3x-3y=-9 x=4
2x+3y=5 % a0

S = {4; -1

Meétodo grafico

x+y=3 - y=-x+3
2x+3y=35

Deve representar-se graficamente cada uma das func¢oes obtidas.

| W 2
R
N AN »
) N
T \.‘\\ T b
S-2-l P 3INg 37 s
T EANI T 2T
}:—x+3\
S =1

Método de Cramer
{x+y:3 .A:ll 1‘:1’3_2_1

2x+3y=5"' 2 3
A =3 -2 A=1
31
Ax—‘s 3‘_3-3-5.1
A =4
1 3] .
Aywlz 5‘—1-5—2-3—5~6——1
A =-=1
& Y
:}y:f:_—i}z—-‘f
§ = il
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Sistemas de equagdes lineares a 3 incognitas

A um sistema do tipo [ ax+ by +c,z=4d,
ax +by+c,z=d,
A X+ by +cz=d;

em que 4, bu, €@ d, sdo nameros reais, chama-se sistema de equacoes lineares

a 3 incognitas x, y e z.

Como resolver um sistema de 3 equacoes?
Para resolver um sistema de 3 equacdes a 3 incognitas, usam-se os mesmos metodos
aplicados nos sistemas de 2 equacoes.

Exemplo
2x-9y-z=0
x=Sprz=1
~x+3y+22=0

Método de substituicao
Para resolver um sistema pelo método de substituicao, resolve-se uma das equagoes
em ordem a uma das incognitas e substitui-se o seu valor nas restantes equacoes.

—Zx—9y—z=(} z=2x-9y Z= Zx=9y [
1x=5y+z=1 <« S x=5y+2x-9=1 <4y 3x-1dy=1
| =+ 3Y+2z=0 —x+3y+2(2x-9y) =0 1 3x-15y=0
X=D x=95
3x-Tl4y=1<4 35y -14y=1=4 y=1 =y y=1 =y y=1
1X—Sy:0 x =238y x=35 z=2-5-9 z=1

S=15,1, 1}

Meétodo de adicdo ordenada

Comecga-se por eliminar uma das incégnitas: neste caso x, na dltima equacdo,
multiplicando a 2.* equagao por -2;

Elimina-se a segunda incdgnita. Neste caso, multiplica-se a 2.% equacao por 2 para
obter z = 1;

Substitui-se z = 1 na equagao anterior para obter y = 1 ¢, finalmente, substitui-se
Z £y na primeira equacao.
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2x-9y - z=0 [ 2x-9y - 2z=0
x=-5 + z=1 &  x-5y +z=1
-x+3y+2-z=0 | 2y+3z=1
| 2x — 9y - z=0 —2x—9y—z:0
2x+10y-2z=-2 & | y—-3z=-2
-2y+3z=1 | 2y+3z=1
—Zx—9y—z:0 ’2x—9y—z=0
i 2y—-6z=-4 & y-3z=-2
-2y+3z=1 I -3z=-3
2x-9y - z=0 2x-9-1=0
3 o y—3z=-2 < jy=1
L z=1 z=1 z=1
[ 2x=10 x=5
y=1 = g y=1
| =1 b |

Método de Cramer
2x-9y-2z=0
x=-5y+z=1
—x+3y+2z=0

Primeiro, calcula-se o determinante do sistema.

(=5) (6) (-18)
A X

A=-20+9-3-(-5+6-18)

A=-14-(-17)
A=-14+17
A=3
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Para calcular o determinante do x, substitui-se a 1.2 coluna pela coluna dos termos
independentes.

A =0+0-3-(0+0-18)
e _dx__'ls‘_
AX—ISlogox—K_g—_S

A=S5

Para calcular o determinante do y, substitui-se a 2.2 coluna pela coluna dos termos
independentes, no determinante do sistema.

(1) 0 (0

!
@ () (0
A},=4+0+0—(+j+0+0)
Ay=4—1=3;y:f=%=1
Ayzl

Para calcular o determinante de z, substitui-se a 3.2 coluna pela coluna dos termos
independentes no determinante principal.

0) (6) (0)
Ay =
Z

© O 0
A,=0+9+0-(0+6+0)
A =9-6=3 X

R _ B

Az=3logoz_i_§_1
AZZI

ACTIVIDADES 51 A 54
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Actividades

|. Classifica as seguintes expressdes algébricas:

2) 3 d) Vx? - 4 - 4x

b) 3x% + x + 4 e) (- 12 (2x-8)
(r+ 1) (V3% +2)

& (xr - 4) (x=10)

2. Dado o polinémio 5x° = x® + 7 — 2x2, indica:
a) o termo independente;
b) o grau do polinémio.
¢) Ordena o polinémio segundo as poténcias decrescentes de x.

3. Calcula os niimeros reais d e b de modo que o polinémio P(x) = x2 = 2ax + b seja
idéntico a M(x) = (x = 1)(x + 3).

4. Determina os nimeros 11, 11 e T para que o polinémio M(x) = x2 - 3x + 2 seja
idéntico ao polinémio N(x) = (x — 2)(nx —2m)x — 2n + r.

5. Sabendo que A(x) = x* = 3x2 + 1, B(x) = % - 3x3 - 32 + x e
C(x)=%4— 3x3 - 3x2 + x, caleula:
a) A+C c) 2B+A-C
b) C+A-B d) 2C +A

6. Dados os polindmios:
Ax) =3x-x*+3
B(x) =x2 - |
Cx)=-2-2x*-x+3
calcula:
a) B-C b) A-C c) A-B

7. Determina o polinémio correspondente a:
a) (x+5)(x* - 2x2 +x - 3)
b) 4x2 - 3x(3x + 1)
Q) (dx = 1)(=3xGx + 1) + 44)

8. Escreve sob a forma de polinémios:
a) (3x — 2)(x2 - 4x + 2)
b) [4x® - 3x(3x + 1)](4x - 1)

Q) (x =1)(1 +2x) = (x + 4)(4x - 1)

L :
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Actividades

9. Calcula o quociente e o resto da divisio de:

10. Calcula o resto da divisio do polinémio P(x) = x

a) x’ = 1 porx - | c)x4ﬂ-x3+lporx+2
b) 3x - 5x + 4 por X — 2 d) 83— 2x - | por x + 13
3 - x*+3x -3 por:
)3 c) x b) 2x =3 ey 282

. Calcula o quociente e o resto da divisdo de:
a) x* = 3x2+ I por x* = x - |
b) 3x* - x* -3 por x -2

) x* =33+ 3x% + 2x = | porx* -

12. Determina, pela regra de Ruffini, o quociente e o resto da divisdo inteira de:

=2t +5+x2porx +2

I3, Efectua as seguintes divisdes, usando o esquema de Ruffini:

a) (4x*-3):2x- 1)
b) (8x* - 5x +3):(4x + 1)
Q) Bxt+x2+1):(3x+2)

14. Calcula o quociente e o resto da divisao de:

a) 3X2—x3+2por—2x“x2+l
b) x2 = 5x + | por x> +2
c) x5 —29x + 12 por —x2 = 2x + |

I5. Extrai a parte inteira da fracgio:

(x% + 5x +3) (5x2+3x - 1) (¥ -x+3)
a x+2) (x+3) <) 2+ 1)

16. Usa a regra de Ruffini para efectuar as seguintes divisoes:

a) 3x2-5x+4):(x~2) d) (4x*-5):(2x - 1)
by (x* -3+ 1):(x +2) e) B +x%+1):(3x +2)
Q) (B3 -2x=1):(x+73) f) (8x2 - 5x +3):(4x+ )

|7. Observa o esquema de Ruffini na divisio de P(x) por (x + 2).

a 3 -2 =12

-2 P & =12
‘ b d 6 @
a) P(x) é divisivel por (x + 2)? b) Determina P(x).

18. Calcula @ e b de modo que -3 e 0 sejam, respectivamente, os restos da divisao de:



Unidade 2

 Actividades |

20.

2l

22.

23.

24,

25,

26.

27

28.

29.

P)=x*=2x* +ax+bpor (x-2) e (x + 1).

. Factoriza o polinémio 2x* ~ x2 - 3x sabendo que —| é uma das raizes.

o v s
Decompde em factores o polinémio 3x? - 7x + 2 sabendo que admite 5 como
uma das raizes,

Factoriza o polinémio:

a) x° + Isabendo que é divisivel por x + [;

b) x” = | sabendo que | é uma das raizes;

c) x* - 2x? + x - 2 sabendo que toma valor zero ao substituir X por 2;
d) 4x° +8x* + x® - 5x% - x + | sabendo que x = —| é um zero triplo.

Calcula, usando as identidades notaveis:
a) 11x9 c) (5 +4)?
by 8 +27 d) 125 - 64

Factoriza os polinémios seguintes.
a) A(x) = x> +8

b) B(x) = x° - 64

¢) C(x) =55 + 23

Sendo a,b e r nimeros reais, calcula o seu valor de modo que:
=3x+2=(ax+b)(x-2) +r

Considera o polindmio x3 = 3x? + 5x + 9.
a) Mostra que x = | é zero do polinémio.
b) Factoriza o polinémio.

Encontra um polinémio do 2.° grau que admite =2 e 3 como raizes e que, dividido
por (x — 1), dé resto —12. Recorda que ax* + bx + c = a(x - X)X = x,).

Sabendo que x = =2 é zero do polinémio x> + 5x% - 4x - 20:
a) Calcula os outros zeros.

b) Factoriza o polinémio.

Dado o polinémio 2x* = x2 + gx + b:
a) Calcula a e b de tal modo que o polinémio seja divisivel por (x = I)(x - 2).
b) Factoriza o polinémio.

Encontra o dominio de cada uma das seguintes expressdes:




ff\l_gebrct

Actividades
pi=:3 x+7 |
) Gow-7xe12) ) a3t
2 3 Sx*-4 , 2-x 3
b) x=T* x+3 &) o de T % T Bk

30. Simplifica, mostrando em cada caso o dominio de equivaléncia:

3.

32

33,

34.

3 wl-x-| & x -3
-1 x2-3
3 2
-8 x*ix—20
b) 2= 3+ 2 d) 32-2°

Simplifica as fracgbes seguintes:

ax+a ) 2x+2
) " ©) B eax+2
3
2 - xa
b) x-2x+ |

Efectua as operagdes apresentadas e apresenta o resultado simplificado:

| 4 3 3 8
Q) o "xt d) 2" x-1

3 2 =gl P-2ax+a®
b) 757~ % e) Tigv aba

x+5 x+ | Il 240 wx=1
c) x?_ZS_S—x f) ('E_?) '( X )

Calcula o dominio de existéncia de cada uma das seguintes expressoes:

; x—5
/3 - d) —=
2) x ) V=5
b) {/(° - 25) &) Y5t
Vx=5
C) xx -5

Racionaliza os denominadores das seguintes fracgdes:

) & diva
) 1 Ui
) \-'xl—l—"i g \;:37
d) 55 )




Unidade 2

Actividades

35,

36.

37.

38.

39,

40.

41.

42.

Calcula o dominio de cada uma das seguintes expressdes algébricas:

I 2 s N )
a) 2-1 x+8 d) Vx—1 +yx+ |
x+3 I+ 2 x
B 222 &3
) Vx +2 f) ‘_‘ :
Vx +3
Efectua:
2 2
X X = =
a) PRk —- e) U i e
) X e L B P t4x+4 xP-4x+4
-bx+9  ¥*-3x 24 ) =3 x+2
I 22 ¥ - Eandl YE—& |
) ¥+ x2 x+1 T x g) X248 HI5° 2-9
Y= Dy a1-25 ¥+ 10x+25
d) =77+ h) X2+ 3x -4 ]

Encontra a solugdo de cada uma das seguintes equacdes:
a) 4x*~5x+1 =0

b) 3x2+ [4x - 69 =0

o x*-x-12=0

d) 3x2+8x+16=0

e) 2 -3x-[=0

Sabendo que x - —. = 10, calcula x* + L

Sem resolver a equacio 2x2 - 5x — | =0 de raizes X, e X,,calcula o valor numérico
de:
a) x, +x, c) X, =%,
’ 342
b) x, - x, d) x| + x5
Calcula k de modo que a equagio (k% — 9)x + k2 = k — 6 = 0 tenha solucio

Unica.

1

Determina k por forma que a equagio (k = b)x + k3 = b* = 0 tenha solucio

indeterminada.

Determina k de modo que a equagio (9k* - I)x = 6k + | tenha uma solucdo
impossivel.




Algebra

Actividades |

43. Qual deve ser o valor de ¢ para que a equagao 3x% = 10x + ¢ = 0 tenha as duas
raizes positivas?

44. Acha a € R de modo que a equagio a@(2x* — 1) = (@ + |) = x = 0 admita duas
raizes distintas.

45. Acha 11 de modo que a equagdo (2 - m)x%+ (3 - 2m)x + n— | = 0 admita =2 como
raiz.

46. Para que valores de k, a equagdo (k + |)x2 + (2k + 3)x + k — | = 0 ndo tem raiz
real?

47. Resolve as seguintes equagdes clbicas:
a) 33 -x2+2x=0
by x*-8=0
o 125+x3=0
d) 4x3-x=0

e) 43 - 4xr - x + |

48. Resolve as seguintes equagbes biquadraticas:
a) 4x*-5x*+1=0

49. Resolve as seguintes equagdes:
a) 3x—-Vx+1=5

b) 3-vx-2-V5—-x=0
2x—1 _ 17
g Bl

VX 3

5

d) VX + VX +5 =1

|

45
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Actividades |

50. Resolve as seguintes inequages:

5.,

P |

2) (2x - 1)(x2-9) <0

(x + 2)(x —\2) -
x-V3 =

b)

Resolve os sistemas seguintes pelos métodos indicados:

a) { x=4 elo método de substituicio
3x-2y=2 E *
b +y=
) {2x y=3 pelo método de adicdo ordenada
Ix-2y=8
C i _—
) {4" 3y=7 pelo método de Cramer
S5x+2y=3
d . =
) {;‘X —21)2 =34 pelo método grifico
e) R b =
3 4 por um método a escolha
3x=1)-y=1lI

52. Resolve os sistemas seguintes:

a) [3x-2y+6z=72
4x -3y +4z=7
-2x + 6y —3z2 = ~42

b) 'x+2y+32=4
-x+ 4y -5z=-24
2x -3y +4z=27

<) [4x-3z=38
2y z=-2
x+3y=0




Algebra

Actividades

d) iz—3y=3
12(x +3z) =5x - I5
[3-2y +x) =11 +2x

e [x+y=-2-3z
13X ¥ hp=2z+ 7
|z+4=2x+ 3y

53. Resolve os sistemas:
3) [x-3y+2z=-2

1x+ty+z=2

[2x +y —z=3

b) h—y—z=0
y+z=0
|12y+z=5

) [p+2z=1
Xx+y+z=5
[3y—2z=3

d) ix+y=4
8x — 5y =-I
[3x + 10y = 59

54. Resolve os sistemas:
a) dx—y=]

3p+ z=4

| x+y+z2=3

b) i+y=2
x=p=5h
xt+ty+z=1|

©) x+y-2z=5

12x+3y=z+ 15

X =2y —2=0
Fs -2

9 xz'_Z?_=0

4x-3y=10

| x+y+z=3




_Unidade 3

Equacoes e inequacdes exponenciais

No fim desta unidade, deveras ser capaz de:
« distinguir as equagdes das inequagdes exponenciais;
* resolver grifica e analiticamente as equag¢des e inequagdes exponenciais;

* solucionar problemas que requerem o uso das equagdes ou inequagdes
exponenciais.

ERE Funcio exponencial (revisio)

Ainda te lembras da construcdo do grafico da funcdo flx) = a™?
Observa o exemplo e recorda.

Exemplo
flx) = 2%
x y YA =
=) z 3 /
. 5
0 | 1
| 2 : prizts
7 | 4 B 0 W
3 8 i
i

Agora vamos construir o grafico da funcéo fix) = 2* "l e g(x) = 2* -1,
Observa a tabela:

X =30 =2l =1 | D | 2 3

S
[
et

=
A
EN|

R
P

|
Pt

e
=l
| —
| —
ra|—
[
I




Equacdes e inequacdes exponenciais

}U\ y:l.'\'J'_l Ezzx
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ES
|
1

L
5

N5
f
\\h
“‘v‘\‘
‘i\

|
i I~
| ./;‘,*
ke . ;...__.-%.. |-
i.—-:»;./!./-' 2 S | | Ll
| =3 - | 4] B I ) 4 ]

|
I3

Nota que:

 podes construir o grifico de y = 2** !, deslocando todos os pontos do grafico da
fungdo y = 2* uma unidade para a esquerda;

= podes construir o grafico de y = 2*~ !, deslocando todos os pontos do grafico
y = 2* uma unidade para a direita.

Em geral, obtém-se o grafico da fungio y = a* ~ deslocando todos os pontos
da funcdo y = a* p unidades para a esquerda se p < 0 ou p unidades para a direita
sep>0.

ACTIVIDADES | E2

Equacdo exponencial

Examina as seguintes equacoes.
a) 3**2=81
2_
b G =3
2
o 8 =64
Nota que, nestas equacoes, a incognita x aparece sempre no expoente. Equacoes
deste tipo recebem o nome de equacoes exponenciais.

ERRE Resolucio grifica de equagdes

Observa a resolugao grafica da equagao 5* = 25.
a) O membro esquerdo define a funcéo f(x) = 5*.
b) O membro direito define a funcgdo g(x) = 25.




Unidade 3

¢) Constroem-se os graficos das duas funcdes no mesmo sistema cartesiano.

— B
X p=st | y=28 J»’J\y_ls
-1 < 25 P
0 | 25 i =0
| 5 25 T
L
2 25 25 s
o
)
S
efilfig 0] 3 4 b s e
] BERE

S = {5} n {25} = {2}
A partir dos gréficos, vemos que as duas funcdes se intersectam no ponto de x = 2.
A solucdo da equacgdo 5* =25 € 2.

Vamos, agora, resolver graficamente a equagdo 2* =% = 8%, Vamos construir separa-
damente e no mesmo sistema de coordenadas os graficos das funcdes f{x) = 2*~2e

g(x) = 8*.
X =20!=1lo| 1 2]3] 4 ;5}’;.] s
=22t = | s |33 ]1]2] 4 :/]} /
g)=8 | & | 5| 1|8 |64|512]40% ;/ Y=a5"2
P
o2 i85

Observa que as duas fungdes se intersectam no ponto {-1; %}. Logo, a solucdo da
equacgio 22 =8*é x=-1.

ACTIVIDADE 3

E Resolugéo analitica de equagdes

Como se resolve a equacio 2*~ 2 = 8*?

1.° passo: Reduzir os dois membros a mesma base:
2X-2 _ (23}}{ o 2X-2 _ g3x

2.° passo: Igualar os expoentes:
x-2=3x




Equacdes e inequacdes exponenciais

3.° passo: Resolver a equacao:

x—2=3x
x-3x=2
-2x=2

x=-2

x=-1

4.° passo: Dar a solucio:
2% 285 =1{-1)

ACTIVIDADES 4 A 13

Inequacio exponencial

Observa as inequagdes seguintes:
a) el

b) 8 2> 64

o) 2F=lag

=

d) 3 =3

Nota que em todas as inequagdes a varidvel x aparece no expoente. As inequacées
deste tipo denominam-se inequacdes exponenciais.

m Resolugdo grafica de inequagdes exponenciais
Vamos observar a resolugdo gréfica de uma inequagédo exponencial.
Exemplo

Vamos resolver a inequacdo 2%~ ! < 8. Primeiro, constréi-se os graficos das fungoes
fix) = 2~ ! e g(x) = 8 num mesmo sistema cartesiano de coordenadas.

}"j\ Y= :X- |

8 7 y=28
..———-"__”'-_4'# [
TR ) 1

Repara que, para x < 4, o grafico f(x) situa-se abaixo do grafico &(x). Por isso,
0 conjunto-solu¢do da inequacio 2* "1 < 8 é x < 4.
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Resolugdo analitica de inequagdes exponenciais

Como resolver analiticamente a inequacgao 2*~ ! < 8?

Ainda te lembras das regras aprendidas na 10.? classe? Entao, observa.

Repara que 2° "1 < 8 & 2¢~ 1 < 2%,

Como a base ¢ maior do que um, mantém o sentido da desigualdade na
comparacao dos expoentes. Isto é:

X— 123

Entao, resolvendo a inequacdo temos: x < 4.

. ~ x? - 6x Pt
Como resolver a inequacao (%J T2
Nota que % < 1. Neste caso, muda o sentido do sinal da desigualdade ao comparar
0s expoentes:

G- > S o - 6x<-5
Para resolver a equacdo, encontra os zeros da equagao:
x2—6x+5=0
x-1Dx-5)=0
/
+ \ / + Logo, a solucio da inequagio x> — 6x + 5 <0 &

U—) S={(xER: 1<x<5louS=xe[1; 5]

ACTIVIDADES 14 A 21

EEE] Equagdes biquadraticas (revisio)

Uma equacio do tipo ma®* + na* + p = 0 chama-se equacio biquadratica.
quag p quac q

Exemplo

Vamos resolver a equacdo 32* - 2.3**2 4+ 81 = 0:

a) lembrar que a'-a™=a'*"™:
3%*-2.3%.32+81=0

b) sabendo que 3%* = (3%)%:
32183+ 81=0

c) substituir 3* por t e resolver a equacdo de 2.° grau:
?-18-t+81=0
t = 9 v tz =9

d) substituir £ por 3%
3 =9
3t =32

e) calcular x:
=2
S =12}

52
X I




Equacdes e inequacdes exponenciais

As equacdes do tipo ma®* + n-a* + p = 0 resolvem-se seguindo o0s passos:

1.° passo: sabendo que a®* = (a*)?, substituir @* por t, (t > 0);
2.° passo: resolver a equacao mtZent+p=0;

3.° passo: substituir t por a*;

4.° passo: calcular o valor de x e escrever o conjunto-solugao.

EE®] Inequacdes biquadraticas

2x

Uma inequacdo do tipo ma=* + na* + p = 0 chama-se inequacao biquadratica.

Exemplo

Vamos resolver a inequacao 2%* - 10-2* + 16 > 0.
Reescrevemo-la sob a forma 2%* = (2%)%.
Substituimos 2* = ¢ (podes usar outra letra).

Agora, resolve a inequacdo quadratica:
£ -10t+1620
£-10t+16>20& (t-8)(t-2)20

Graficamente, vemos que pata a inequacao ser verdadeira, t<2 ou =8,
Substitui t por 2* e resolve a inequacéio:

228222 x23
2¥<2lesx<1

S=fxeRxs1vxz3) < x= X2>3 ’
on ¢ §N. F\\ 4
S=x €]~ 1] U [3; +9 | 3

ACTIVIDADES 22 E 23

53
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Actividades

| Identifica o gréfico de cada uma das seguintes fungdes:
fo) = 28" 2g(0) = 2+ L h(x) = 2%~ Zm(x) = 2% 2

A C
zy)‘l N |y‘l 1;
g /_2
; AN
3 —te o /
2 2
I/ | ;
; 2
— _—
Eat == -
BEEENIEBEREY 43| P EEL
! 2
2 I %
B D
A Il A/
% A ; .
=3 L 3
| 2 2
1 ; |
I g - I >X
~4-3-2-|_~ 2 3 4 5 -4-3-2-1 9] 2 3 4 1
1
o S - .
= i Z .
2. Constrdi os grificos de cada uma das seguintes fungdes:
a) i) = 3)* O hx) =25+
b) 800 = )~ d) m(x) =2*"" =2
3. Resolve graficamente cada uma das equagdes seguintes:
o — =1 -4 _ax-2
a) 3y =4 b) 9 =3
4. Resolve as equagbes exponenciais seguintes:
v LY
e d 4 =1
go T
b) 5"2 ® =02 o V¥ 0=l
c) 3¥ 72=0,333
5. Resolve as equagbes:
a) 2x+2x+1=|2 d) 23x+23x—l+23x—2+23x+l=]20
b) 3* '+ 3** 1 =90 ) 3 =7
¢) 2l ¥ N 27 f) 5E=3%




Actividades

Equacdes e inequactes exponenciais

. Resolve as equagdes seguintes:
2 g V& = o
b) 86x_I0=5I§; d) greosxt 1l

. Resolve as seguintes equagdes:

a) 9+ 91 =270 gy 2Rl 901403 igp
by 7+ 7!+ 7224 X3 = 400

. Resolve as seguintes equagdes:
a) 9¥+6-3**1+81=0 d) 5-3%-7.3¥-3456=0
B =gy e) 2%-5:2* +16=0
c) 3 -5.9-36=0 f) 2% -6.2+8=0
. Resolve as seguintes equacdes:
4 27, x - 2 - = |
3 GG ' =3 d) gl! "= =
! 4
b) (5152)* = 128 e) Va*~ I Va2~ T gl 2 = |
3 A 3 e
¢) Vo3 2 =272+ n Yar* e Yer®
[Se 3 s %, qual é o valor de x?
a) —2e-3 b) -2e3 c)2el d) le2
.Se8:2*7 1 +27.3*" 1 =2.3**2 qual & o valor de x?
a) | b) -3 c) -2 d) 2
.Se 2* + 27 = g, 0 valor de 8* + 87* & jgual a:
a) a® + 3a b) a* - 3a a3+3a  d)4a
Jeesln I'=7%
.Ovalor de x naequagioa 2 =g * &
| | 3
a) g b) 8 ) g d %
. Resolve as inequagdes seguintes:
a) B) <2 €) 25 -24<10.5*"!
b) V&*~ T <V H 724 4.727 <0
g) I3 43t ¥ g5 g 37*+3-L50

d) 4-3.2-4<0
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“Actividades |

I5. Esboca, num mesmo sistema cartesiano, os grificos das fungdes f(x) = 4*
i)
e () = (4"

a) Resolve graficamente 4* > (%)x.

16. Esboca, num mesmo sistema cartesiano, os gréficos das funcdes h(x) = 2° tl
em(x)=2""".
a) Resolve graficamente 2X ' >2* "\,

|7. Resolve graficamente as inequagdes exponenciais seguintes:
'3

3
SR b G2
18. Resolve analiticamente as seguintes inequagdes:
2\2% - 2,3-% : =
) G e ¢) (0,02 = (0,02)> 2
b) (%)3){— I > 37X
|9. Resolve as inequagdes:
3. X =2x ol
a) 5 <573 03 =2(3)"
2 ST
b &F 2@ d) 2= 10*>0

2
20. Qual é a solugdo da inequagao (%)X vaxrls (%)?
a) =5 =x£0 ) x=20

b) x<-50ux=0 d) x<0

. r e . s . - X
21. Seja @ um nimero positivo e diferente de |. A solucdo da inequagio d <
¢ o conjunto dos numeros tais que:

a) x<lsea>l| c)O0<x<lsea>l

b) x=1sea>| d) “l<x<0sea>|

22. Resolve as seguintes inequagdes:
a) 5% -6-55+5<0
by 3% -4.3" +320
Q) G -3-27+220
d) 2:(3)*-3-0)*+ 120
e) 10%-11-10"+10<0

56

- -‘5-“1\3’/
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23. Resolve as equagdes:
a) 62X -7-6+6=0
b) 2x+22x—3_%=
c) 10=3-9+7.3
dy 3% '-3*-3*"1+1=0
e) 3¥+9*=90
f (3+V8) ¥+ 3+ VB =6

& 4% 2 4 =102
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Equacdes e inequacdes logaritmicas

No final desta unidade, deverds ser capaz de:

* identificar equagGes e inequagdes logaritmicas;

* resolver gréfica e analiticamente as equacdes e inequagbes logaritmicas:

* resolver situagGes reais do quotidiano que envolvem equagbes e inequagdes
logaritmicas.

PR O logaritmo

A

vy V= Jogax

Sejab=a", (b>0,a>0ea=1).
Ao expoente x chama-se logaritmo de b na base a. Escreve-se assim: x = log, b
Isto & b=a" < x=log_b.

Exemplos

b=d" & x=log, b

log,8=3 porque 23 =8
log,§=-3 porque2?=1




Equacdes e inequacdes logaritmicas

m Logaritmos decimais

Observa os logaritmos seguintes:
* 10g,, 5
* log,;, 0,5
Todos tém base 10. Os logaritmos de base 10 chamam-se logaritmos decimais.
Nos logaritmos decimais, podemos omitir a base. Por defeito, qualquer logaritmo
representado sem base é um logaritmo de base 10.
* log,,5=1log5s
¢ log,,0,5=10g 0,5
* log,,2,54 =log 2,54

Como calcular logaritmos decimais?
Recorda a propriedade log, a” = p log, a.

Exemplos
a) log,,10°
log,, 103 =3 log,, 10 = 3.1 = 3, porque log,, 10 = 1.
b) log,, 107
log,, 10° =-5log;, 10 =-5-1=-5.
¢) log (0,0001)
log (0,0001) = log,, 10 =4 log,, 10 =—4-1=-4.

P®] Mantissa e caracteristica

Observa:
* log 252 = 2,4014
° log 1,564 =0,1942
* log 324 =2,5105

Notaste, certamente, que os resultados sdo constituidos por uma parte inteira e
uma parte decimal.
log 324 = 2,5105

parte inteira parte decimal
(caracteristica) (mantissa)

Caracteristica (c): a parte inteira do logaritmo chama-se caracteristica e repre-
senta-se normalmente por ¢; a caracteristica pode ser positiva ou negativa.

Mantissa (m): a parte decimal do logaritmo chama-se mantissa e representa-se
normalmente por m; a mantissa é sempre positiva.
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Exemplo

log 0,016 =-1,7959 =-2 + 0,2041

¢ =-2, porque o namero 0,016 tem 2 zeros.

m = 2041, porque a mantissa de 0,016 é igual a mantissa de 16.

Conclusao

logx=c+0,m

O logaritmo de um namero positivo x, quando néo € poténcia de 10, expressa-se
por ¢+ 0, m.

m Cilculo da caracteristica

Q célculo da caracteristica de um logaritmo decimal é baseado na seguinte proprie-
dade:

Se m < p <n, entdo log m < log p < log n.

Exemplo 1
Vamos calcular a caracteristica de log 254, enquadrando 254 entre duas poténcias
de 10:
100 < 254 < 1000
10% < 254 < 10°
Isto é, log 10% < log 254 < log 103
Recorda que log, @ = p log, a, entdo:
2 log 10 < log 254 < 3 log 10
2<log254<3
Ou seja, log 254 é um numero compreendido entre 2 e 3.
log 254=2, ... == 2.

Exemplo 2

Vamos calcular a caracteristica de log 4, enquadrando 4 entre duas poténcias de
10:

1<4<10

log 1 <log 4 <log 10

O<log4<1

Isto g, logd =0, .. =c=0.
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Exemplo 3

Vamos calcular a caracteristica de log 25,4, enquadrando 25,4 entre duas
poténcias de 10:

10 < 25,4 <100

1<log254<2

Istoé,log254=1, ..=c=1.

Analisando os trés exemplos, chega-se a seguinte conclusio:

A caracteristica de um namero maior que 1 é igual ao ntmero de algarismos do
logaritmando da parte inteira, menos 1.

Como calcular a caracteristica de log 0,0045?

Vamos enquadrar 0,0045 entre duas poténcias de 10:
0,001 < 0,0045 < 0,01

1073 < 0,0045 < 1072

-3 <log 0,0045 < -2

Isto ¢, log 0,0045 =-2,3468 =-3 + 0,6532 = ¢ = -3.

A caracteristica de um ntimero menor que 1 é igual ao ntimero de zeros mais 1
que antecedem o primeiro algarismo ndo nulo, com sinal menos.

®®] Calculo da mantissa

A mantissa do logaritmo de um nmero determina-se com o auxilio de uma tabua
de logaritmos. Podes encontrar uma tdbua de logaritmos decimais nas paginas 72
¢ 73 do manual.

Exemplo

Qual € a mantissa de log 25?7

Procura na tibua o ntimero 25.

Vé a mantissa que est4 ao lado na coluna log. (m = 3979). Como o ntimero de
algarismos de 25 é 2 = ¢ =-1.

Logo, log 25 =1,3979.

m Propriedades das mantissas

Observa os seguintes exemplos:
° log3=0,4771 ° log0,03=-2+0,4771 =-1,5229
* log30=1,4771 * log 0,003 =-3 +0,4771 =-2,5229

Nos nimeros que se obtém multiplicando ou dividindo o nimero dado por uma
poténcia de 10, os seus logaritmos decimais conservam a mantissa.




M Ciélculo do logaritmo

Exemplo 1

Vamos calcular o valor de log 324.

log324=c+0,m

c=2em=35105 (vé na tabua a mantissa de 324)
log 324 = 2,5108.

Exemplo 2

Vamos calcular o valor de log 254.

log254=c+0, m

c=2em=4048 (vé na tdbua a mantissa de 254)
log 254 = 2,4048.

Exemplo 3

Vamos calcular o valor de log 6.
log6=c+0,m
c=0em=7781

log 6 =0,7781.

ACTIVIDADES | A5

P&} Antilogaritmo de um nimero

O ntmero x cujo logaritmo decimal € igual a m chama-se antilogaritmo de m. O

dominio € x > 0.
Se log x = m, entdo x = antilog m.

Exemplo

Vamos calcular x sabendo que log x =1,2553, x > 0. x = antilog = 1,2553.
A parte inteira do ntimero procurado tem dois algarismos (¢ = 1 =

2 algarismos).

Procura na tdbua o valor numeérico correspondente para m = 2553.

x=18
Logo, log 18 = 1,2553.




Equacdes e inequacdes logaritmicas

WA Aplicacio pratica de logaritmos

Exemplo
Vamos calcular x = '\5/ 16,3.

x=116,3

log x = log V16,3 : Dominio: x > 0

log x = log (16,3)°

log x = 5 log 16,3

como log 16,3 =1,2122

log x=1:1,2122

log x =0,2424 (procura na tabua o valor de x)
x=1,7475

PEJ Representacio de logaritmos na forma
mista

Nas operacoes envolvendo logaritmos, é conveniente trabalhar com logaritmos
em que aparecam a caracteristica e a mantissa. Por isso, costuma-se representar o
logaritmo de um namero x (0 < x < 1) na forma mista (ou preparada), em cujo
resultado aparecem a caracteristica e a mantissa.

Exemplo 1

Vamos calcular log -3

log -3 = log 3 - log 100 = log 3 - 2 =-1,5229
log 0,03 = -2 + 0,4771.

Exemplo 2

Vamos escrever na forma mista o valor de log (0,0002).
como ¢ =—-4; m = 3010

entdo log (0,0002) = -4 + 0,3010.

Exemplo 3
Vamos calcular o valor de x sabendo que log x = -1,5229.
log x =-1,5229 = -1 - 0,5229 Dominio: x > 0

Vamos escrever log x na forma mista.

logx=-1+1-1-0,5229

logx=-2+1-0,5229

logx=-2+0,4771

Consultando a tibua, conclui-se que x = 0,03 (log 0,03 = -1,5229)
Atencio:

-1,5229 # -1 + 0,5229

-1,5229=-2-0,4771

ACTIVIDADES 6 A 1|
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PR3 Equacio logaritmica

Observa as expressoes seguintes.
* log,x=4
e log,x=3
* log, (x*-3)=0

Estas expressoes sdo equagdes que envolvem logaritmos. S3o, por isso, equacdes

logaritmicas.
Exemplo 1
log,x=d <2 =20=16 Dominio: x > 0
S = {16). m
; :
Exemplo 2
log, 2 =3 e = 23-8 Dominio: x > 0
S = {8}. m
| 25"
Exemplo 3
log, (**-3)=0 & x*~3=3° Dominio: x>~ 3 >0
¥-3=1 x*>0
x*=4 x>V3vx<\3
i Y e L7 . N
e 2/ N\ \
e 3 3

Resolugdo de equagdes logaritmicas

Equacdes do tipo log, ) flx) =m

A resolucdo de equacoes deste tipo baseia-se na definicdo de logaritmos.
log,f (0 = m = fix) = [5(X)]™, 809 > 0, i) > 0, g(x) # 1.

Exemplo
log,(#*-1)=1ex*-1=3! Dominio: xX2-1 >0
x =4 x>1
X=t2 x>1vx<-1

8= {—.2, +2}




Equacdes e inequacdes logariimicas

Equagdes do tipo log_g(x) = log,. f(x)

A resolucdo deste tipo de equagoes segue, em geral, os seguintes passos:
1.° passo: Determinam-se as condigdes de existéncia:
Dominio: g(x) >0efix)>0sec>0ec=1.
2.° passo: Resolve-se a equacao aplicando a propriedade:
log d=log,bed=>b.
3.° passo: Verifica-se a pertenca da solugao ao dominio da equagao.

Exemplo
1034(2;(_-9) =log,3<2x-9=3 ox=2ox-6
S = {6}. Dominio: 2x-9>0
9

X-)E

Equagdes do tipo log , x +log x +¢c=0
o :

Estas equacdes, com a >0, a # £1 e x > 0, resolvem-se fazendo uma mudanca da
incégnita e observando o 3.° passo do exemplo anterior. E preciso lembrar que
= 2
log , x = (log x)~.

Exemplo
Vamos resolver a equacdo:
(log, =3 log,x+2=0

(log, x)*> -3 log,x +2 =0 Dominio: x >0
sejalog, x=t=

£-3t+2=0

t=lNit=2

set=1teremoslog, x=1=x=2'=x=2
set=2, teremos log,x=2=x=4

S= (2, 4]

ACTIVIDADES 12 A |5
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Equagbes que envolvem a mudanga de base

Exemplo
Vamos resolver a equacao:
loga2 X+ iogx2 =1

Vamos mudar os dois logaritmos para base a:

log x log X 1
lﬂg‘12 x= a7~ Zhoga "2 log x

log a
log a= 1 =1
82 log, x*  2log,x
A equacio fica entdo assim:

1 1 = L
zlogax+2]ogax~1—0 Dominio: x >0,a>0,a =1, x # +1

Fazendo log,_ x =, temos:
lt+1-1=0

o @) @y

P+1-2t=0

Fo2t 1 =0

t=1logolog x=1=x=a
S={a}, desdequea>0ea==l.

Inequacdes logaritmicas

Observa os exemplos seguintes.

Exemplos

a) log,x>3
log,x>3=x>2> Dominio: x>0
X >0

b) log, 4<?2
log 4<2=4<x?
X>2vx<-2 Dominio: x>0ax#1
X2,

) log,(¥*-3)< 0
g

Dominio: x% > 3

x>V3vx<-V3
O ®

X2 -4<06e (x-2)(x+2)<0 O o

S=(xER:V3>x>-2v2>x>V3}ou %%/ MR\

S=xe€R: 1-2; V3[ U V3, 2] et e 2

Nota que todas as desigualdades envolvem logaritmos. Estas desigualdades
chamam-se inequacdes logaritmicas.




Equacdoes e inequacdes logarit

Propriedades das inequagdes logaritmicas

Se 0 <b <1, entdo log, a>log, c=>a<c

De dois logaritmos com a mesma base (0 < b < 1), € maior 0 que tiver menor
logaritmando:

log, 27 <log, 9 porque log, 27=-3elog, 9=-2

Se3b>1,loéba>logbc3=:-u>c. ’

De dois logaritmos com a mesma base (b > 1), € maior aquele que tiver maior
logaritmando:

log, 27 > log, 9 porque log, 27 =3 e log; 9 =2.

Observa os seguintes exemplos.

Exemplo 1

log. (3x - 1) <logs x

3x-1<x Dominio:

3x-x<1 3x-1>0ex>0
2x <1 x>%ex>0
x<% x>%

Vamos representar as duas desigualdades num grafico para vermos a solucédo
final:

O conjunto-solugdo é a interseccdo da solugao parcial com o dominio.
o 1
S=(xeR:3<x<5}.

Exemplo 2
log, (-x* + 5x) > log, 6
2 2
x2+5x<6
X2 -5x+6>0 Dominio:
x<2oux>3 x2+5x>0

D<x<5

R\t

0 23 5

O conjunto-solugdo é a intersecgao da solugdo parcial com o dominio.
S:(xER:O0<x<2v3<x<§]

ACTIVIDADES |6 E 17
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Resolu¢io de problemas concretos aplicando logaritmos

As equacdes e inequacoes logritmicas permitem-nos resolver problemas de situa-
¢oes reais do quotidiano.

Exemplo
Vamos calcular o raio de uma esfera cujo volume é 358 cm?®,

O volume de uma esfera de raio r ¢ igual a V = $mr.

33V
Isolando r, temos: r =7~

- 3|I
Logaritmizar: log r = log | —i:
!

3

log r=log (%]

log rzélogi—g

3logr=1log3V-logA4n Nota:
3logr=1log3 +log V -log 4 — logn log3=0,4771
3 log r=1og 3 + log 358 - log 4 - log (3,14) log 358 = 2,5539
3logr=0,4771 +2,5539 - 0,6021 - 0,4969 log 4 = 0,6021

log r = 0,6440. log (3,14) = 0,4469

Calculando o antilogaritmo, teremos:
r=4,4048 cm.

ACTIVIDADES 18 A 23




Equacdes & inequacdes logaritmicas

Actividades

. Escreve os logaritmos seguintes na forma ¢ + 0,m2:
a) log 53 c) log 925
b) log 0,561 d) log 252

2. Indica a caracteristica de:

a) log 0,4 c) log 0,0003

b) log 0,00378 d) log 0,089
. Calcula os logaritmos seguintes:

a) log 5 c) log 312

b) log 50 d) log 890

4. Calcula os logaritmos seguintes:

a) log 0,015 c) log 0,027

b) log 0,50 d) log 0,000823
Calcula o logaritmo dos nimeros:

a) 165 c) 0,4367

b) 17,54 d) 5379000

6. Calcula o valor de x nos seguintes casos:
a) log x = 3,4254 d) logx = 1,176l
b) log x = 2,5491 e) log x = 3,4623
c) log x =0,3214

7. Calcula os nimeros cujos logaritmos sao:
a) log x = 0,686 b) log x =2,5102 c) log x = 1,7286

8. Calcula x, sabendo que:

a) log x =-2,3002 c) log x =-2,1244
b) log x =-2,3979 d) log x = —1,2631
9. Calcula, usando logaritmos, o valor de X em cada caso:
a) 2= 121° c) x=126,3 e) x=32"
b) x=1183 d) x=1106

10. Escreve na forma mista o valor dos seguintes logaritmos:
a) log 0,006 b) log 0,0003 c) log 0,0025
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70

“Aciividades

| . Calcula o valor de ¥, sabendo que:
a) log x = -2,3002
b) log x = 3,4623

c) log x =-3,3979
d) log x = 1,176l

|2. Resolve as equagdes seguintes:
a) Iog(x_z)(x +4)=2
b) log, (x +1) + log, (x —5) = log, (2x + 3)
7 b &
¢) log, (P —x +4) —log, (x + 1) = |
d) log, (4—3x) +2
e) log, (x—2) = log, (x* = x + 6) +log, (2x + 1)
I
f) logy (* —2x + 2) + log, (2x + |) = log, (x = 4)
3
2
g) Iogl[x+ l)(X —x+2)+l

log, (2x)
log, (4x—15) ~ :
[3. Resolve as equagdes seguintes:
a) Iogix—2i0g2x+320 d) Iog%x—3|032x+2=0
b) 6 log; x—7log, x +2=0

c) 3log;x+2=

e) logix—4log,x+3=0

f) logs x—5log, x +6=0

log, x

14. Resolve as seguintes equagdes logaritmicas:
a) log, x + log, x + log, X = | d) logy(4-3*—1)=2x + |

b) log, (x +2)(3x —4) = 4 e) log, x* + log, VX =2
| | 7=
c) log, [log, (log, x)] =3 f) 5% logx T T+logx |

15. Resolve os sistemas seguintes:
a) [x+y=7
log, x + log, y = log,12
x2 +y = 425
log x +logy =2

{Iogx (x- y)—l
log, (x+y)=

4"V =8
Iog2 Iog2—2




Equacées e inequacdes logariimicas

"~ Actividades |

16. Resolve as seguintes inequagdes logaritmicas:
a) log; (3 —x) <-I

21 &
By 35%=2 7 4 1052
c) log, (x* —6x + 18) < 2 log, (x - 4)
d) log) <—3 ’

17. Resolve as inequagbes seguintes:

a) log, (2x — 6) < 3 d) log, (x* + 6x) > log, 7
b) Iog4(5x+%)>2 e) log 3x*—x + 1) € log (x* —2x +2)
¢) log, 252 + | <logy (2x~ ) f) log (3x — 5) < log (x — 1)
18. Calcula o raio de uma esfera cujo volume é 358 cm?.
4
(Nota:V_ = 375!‘3)

19. Calcula o raio de uma esfera cujo volume é 256 cm’.

20. Um corpo cai de altura h = 343 m, sujeito apenas & acgdo da gravidade. Determina
o tempo da queda sabendo que h = %gtz onde § = 9,8 m/s? é a aceleracio de
gravidade, t o tempo gasto na queda e /1 o espago percorrido.

21. Calcula o tempo t de oscilagio de um péndulo simples de comprimento
I =100 cm. O tempo de oscilagdo é dado pela expressio:
t=r}onde g =980 m/s?em =314

22. O senhor Sumbane deposita 5000 meticais a 4% de juros ao ano. Quanto terd,apos
10 anos, se o juro é pagavel trimestralmente? _
(O valor procurado é dado pela expressdo y = x(l + i)”k, onde k é o nimero de
trimestres por ano, 11 é o tempo em anos e X o deposito.

23. As marcagdes R, e R, de dois terramotos, na escala de Richter, estio relacionadas
pela formula R, — R, = log (—:"i), onde M, e M, medem a energia libertada pelos
terramotos, sob a forma de ondas que se propagam pela crosta terrestre. Houve
dois terramotos: um correspondente a R, = 8 e outro correspondente a R, = 6.

7 o |
Determina a razao -
74
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Tabelas de logaritmos

X 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9
|0 0000 | 0143 | 0086 | 0128 | 0170 | 0212 | 0523 | 0294 | 0334 | 0374
I 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 | 0607 | 0645 | 0682 | 0719 | 0755
|2 0792 | 0828 | .0Be4 | .0899 | 0934 | 0269 | .1004 | 1038 | 1072 | 1106
I3 J039 | 73 | 1206 | 1239 | 1271 | 1303 | L1335 | 1367 | 1399 | 1430
| 4 461 | 1492 | L1523 | L1553 | (1584 | 1614 | 1644 | 1673 | 1703 | 1732
15 A761) L1790 | L1818 | 1847 | L1875 | .1903 | .193] | 1959 | .1987 | 2014
|6 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 | 2175 | 2201 | 2227 | 2253 | 2279
|7 2304 | 2330 | 2355 | .2380 | .2405 | 2430 | .2455 | 2480 | 2504 | .2529
|8 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 | 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2765
19 2788 | 2810 | .2833 | .2856 | .2878 | 2900 | 2923 | 2945 | 2967 | 2989
20 3010 ] 3032 | 2054 | 3075 | .30%6 | 3118 | 3132 | 3160 | 3181 | .320|
21 3222 | 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 | 3345 | 3865 | 3385 | 3404
22 3424 | 3444 | 3464 | 3483 | 3502 | 3522 | 3541 | 3560 | 3579 | .3598
23 3617 | 3636 | 3655 | 3674 | 3692 | 3711 | 3729 | 3747 | 3766 | 3784
24 3802 | 3820 | .3838 | .3856 | .3874 | .3892 | 3909 | 3927 | 3945 | 3962
25 3979 | 3997 | 4014 | 4031 | 4048 | 4062 | 4082 | 4099 | 4116 | 4133
26 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4249 | 4265 | 428] | 4298
27 4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 | 4393 | 4409 | 4425 | 4440 | 4456
28 4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4594 | 4609
29 4624 | 4639 | 4654 | 4669 | 4683 | 4698 | 4713 | 4728 | 4742 | 4757
30 A771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4829 | 4843 | 4857 | 4871 | 4886 | 4900
31 4914 | 4928 | 4942 | 4955 | 4969 | 4983 | 4997 | 5011 | 5024 | 5038
32 5051 | 5065 | 5079 | 5092 | 5105 | 5119 | 5182 | 5145 | 5159 | 5172
33 Sl 8h: [ H1E8 |LB21 1 E22E | WA23F | 52E0 | L.5P6E | 5276 | +5289 [1..5302
34 S35 | 5328 | .5340 | 5353 | 5368 |.5378. | 5391 |.5403 | 5416 | 5428
35 S0 | 5453 | 54eh | L5478 | 5490 | 5502 | 5514 | 5527 | 5537 | .555l
36 5563 | 5575 | 5587 | 5599 | 5611 | 5623 | 5635 | 5647 | 5658 | 5670
37 H68E. (15694 | v 5EO5E | W SFT | ol | nS¥ae | WBESE | 15F6R | WBTE 15 | »578G
38 5798 | 5809 | 5821 | 5832 | 5843 | 5855 | 5866 | 5877 | 5888 | 5899
39 S911 | 5922 | 5933 | 5944 | 5955 | 5966 | 5977 | 5988 | 5999 | 6010
40 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 | 6075 | 6085 | 6096 | 6107 | 6117
4| 6128 | 6138 | 6149 | 4160 | 6170 | 6180 | 6121 | 6201 | 6212 | 6222
42 6232 | 6243 | 6253 | 6263 | 6274 | 6284 | 6294 | 6304 | 6314 | 6325
43 63351 | 6345 #63B5: | 1:6365 | <6375 || 6385 | 6555 | 6405 | B%|5 | 6425
44 6435 | 6444 | 6454 | 6464 | 6474 | 6484 | 6493 | 6503 | 6513 | 6522
45 6532 | 6542 | 655| | 6561 | 657 | 6580 | .65%0 [ 6599 | 6609 | 6618
46 6628 | 6637 | 6646 | 6656 | 6665 | 6675 | 6684 | 6693 | 6702 | 6712
47 6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 6758 | 6767 | 6776 | 6785 | 6794 | 6803
48 6812 | 682] | 6830 | 6839 | 6848 | 6857 | .6866 | 6875 | 6884 | 6893
49 6902 | 6911 | 6920 | 6928 | 6937 | 6946 | 6955 | 6964 | 6972 | 698
50 6990 | 6998 | 7007 | 7016 | 7024 | 7033 | 7042 | 7050 | 7059 | 7067
51 7076 | 7084 | 7093 | 7101 | Z110 | 7118 | 7126 | 7315 | 7143 | 7152
52 160 | 7168 | 7177 | 7185 | 7193 | 7202 | 7210 | 7218 | 7226 | 7235
53 243 | 7251 | 7259 | 7267 | 275 | 7284 | 7292 | 7300 | 7308 | 7316
54 7324 | 7332 | 7340 | 7348 | 7356 | 7364 | 7372 | 7380 | 7388 | 7396




Equacoes e inequacoes |ogorﬂmicos

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
55 7404 | 7412 | 7419 | 7427 | 7435 | 7443 | 7451 | 7459 | 7466 | /474
56 7482 | 7490 | 7497 | 7505 | 7513 | 7520 | 7528 | 7536 | .7543 | /55|
57 7559 | 7566 | 7574 | 7582 | 7589 | 7597 | 7604 | 7612 | 7619 | /6127
58 7634 | 7642 | 7649 | 7657 | 7664 | 7672 | 7679 | 7686 | 7694 | //0I
59 7709 | 7716 | 7723 | 7731 | 7738 | 7745 | 7752 | 7760 | 7767 | 74
60 7782 | 7789 | 7796 | 7803 | 7810 | 7818 | 7825 | .7832 | .7839 | /846
61 7853 | 7860 | 7868 | 7875 | 7882 | 7889 | 7896 | 7903 | 7210 | /917
62 7924 | 7931 | 7938 | 7945 | 7952 | 7959 | 7966 | 7973 | 7980 | /987
63 7993 | 8000 | .8007 | .8014 | 802! | .8028 | .8035 | .804| | .8048 | 8055
64 8062 | 8069 | .8075 | .8082 | .8089 | 8096 | 8102 | 8109 | 8ll6 | 8122
65 8129 | 8136 | 8142 | 8149 | 8I56 | 8162 | 8169 | 8176 | 8182 | 8189
66 8195 | 8202 | 8209 | 8215 | 8222 | .8228 | .B235 | B24| | 8248 | .8254
67 826 | 8267 | 8274 | 8280 | 8287 | 8293 | 8299 | 8306 | 8312 | 8319
68 8325 | 8331 | .8338 | 8344 | 835! | .8357 | 8363 | .8370 | 8376 | 8382
69 8388 | 8395 | 8401 | .8407 | 8414 | 8420 | B426 | 8432 | 8439 | 8445
70 845| | 8457 | 8463 | 8470 | 8476 | .8482 | 8488 | 8494 | .8500 | .8506
71 8513 | 8519 | 8525 | 853! | .8537 | .8543 | .8549 | 8555 | 856! | 856/
72 8573 | 8579 | 8585 | 8591 | 8597 | 8603 | 8609 | 8615 | 862l | 862/
73 8633 | 8639 | 8645 | 8651 | 8657 | 8663 | B699 | 8675 | 868l | B6BE
74 8692 | 8698 | 8704 | 8710 | 8716 | 8722 | 8727 | 8733 | 8739 | B/45
5 8751 | 8756 | 8762 | 8768 | 8774 | 8779 | 8785 | 8791 | 8797 | 8802
76 8808 | 8814 | .8820 | 8825 | 883! | .8837 | 8842 | 8848 | 8854 | .B859
77 8865 | 887! | .8876 | .8882 | 8887 | .8893 | B899 | 8904 | 8910 | BII5
78 8921 | 8927 | 8932 | 8938 | 8943 | .8949 | 8954 | .B960 | 8965 | .897|
79 8976 | 8982 | 8987 | 8993 | 8998 | 9004 | 9009 | 9015 | 9020 | 9025
80 9031 | 9036 | 9042 | 9047 | 9053 | 9058 | 9063 | 9069 | 9074 | 90/9
8l 9085 | 9090 | 9096 | 9101 | 9106 | 9112 | 3117 | 9122 | 9128 | 2133
82 9138 | 9143 | 9149 | 9154 | 9159 | 9165 | 2170 | 9175 | 9180 | 9186
83 9191 | 9196 | 9201 | 9206 | 9212 | 9217 | 9222 | 9227 | 9232 | 9238
84 9243 | 9248 | 9253 | 9258 | 9263 | 9269 | 9274 | 9279 | 9284 | 9289
85 9294 | 9299 | 9304 | 9309 | 9315 | 9320 | 9325 | 9330 | 9335 | 9340
86 9345 | 9350 | 9355 | 9360 | 9365 | 9370 | 9375 | 9380 | 9385 | .9390
87 9395 | 9400 | 405 | 9410 | 9415 | 9420 | 9425 [ 9430 | .9435 | .9440
88 9445 | 9450 | 9455 | 9460 | 9465 | 9469 | 9474 | 9479 | 9484 | 9489
89 9494 | 9499 | 9504 | 9509 | 9513 | 9518 | 9523 | 9528 | 9533 | 9538
90 9542 | 9547 | 9552 | 9557 | 9562 | 9566 | 9571 | 9576 | 9581 | 9586
9l 9590 | 9595 | 9600 | 9605 | 9609 | 9614 | 9619 | 9624 | 9628 | 9633
92 9638 | 9643 | 9647 | 9652 | 9657 | 9661 | 9666 | 9671 | 9675 | 9680
93 9685 | 9689 | 9694 | 9699 | 9703 | 9708 | 9713 | 9717 | 9722 | 9727
94 9731 | 9736 | 9741 | 9745 | 9750 | 9754 | 9759 | 9763 | 9768 | A7V
95 9777 | 9782 | 9786 | 9791 | 9795 | 9800 | 2805 | .9809 | 9814 | 9818
96 9823 | 9827 | 9832 | 9836 | 9841 | 9845 | 9850 | 9854 | 9859 | 9863
97 9868 | 9872 | 9877 | 988! | 9886 | 9890 | 9894 | 9899 | 9903 | 9908
98 9912 | 9917 | 9921 | 9926 | 9930 | 9934 | 9939 | 9943 | 9948 | 9952
99 9956 | 9961 | 9965 | 9969 | 9974 | 9978 | 9983 | 9987 | 9991 | 9996
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No fim desta unidade, deverds ser capaz de:
* aplicar vectores na resolugido de problemas;
* escrever as coordenadas e componentes de um vector no plano;

* escrever um vector como a diferenca de dois pontos;

determinar a soma de um ponto com um vector e a soma de dois vectores;

* determinar o produto de um nimero real por um vector;

* determinar a norma de um vector no plano;

* determinar um vector colinear com o outro;

* resolver problemas envolvendo os conceitos de norma e colinearidade entre

vectores;

* calcular a distdncia entre dois pontos;

* identificar a equacio da recta;

= determinar o declive de uma recta;

* escrever a equacao da circunferéncia, conhecido o centro e o raio;

* resolver problemas envolvendo circunferéncias;

* identificar o centro da circunferéncia e o raio dada a respectiva expressio
analitica;

* interpretar a condi¢do de paralelismo e de perpendicularidade de duas rectas em
fungdo dos seus respectivos declives;

* determinar o ponto médio de um segmento através da formula;

* determinar os pontos de interseccio de duas rectas;

* calcular a distancia de um ponto a uma recta;

* definir elipse e identificar os seus elementos;

* escrever a equagio de uma elipse com centro na origem dos eixos de coordenadas;

» aplicar a equacdo da elipse na resolugido de problemas.

BB Introducio a geometria analitica
do plano

A esséncia da geometria analitica (ndo estamos ainda a restringir-nos ao plano)
estd no uso de métodos algébricos para resolucdo de problemas geométricos. Este
metodo trouxe a fusdo do pensar puramente geométrico (também denominado
método sintético) com o pensar algébrico. Por essa razdo, na geometria analitica
estaremos sempre perante situacdes que nos levam a raciocinar geométrica e alge-
bricamente. A apresentacdo marcante do método analitico para a resolucdo de

-
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Geometria anclifica no plano

problemas geométricos € atribuida ao matematico francés René Descartes (1596-1650),
na sua obra Discurso do Método, publicada em 1637. Foi Descartes quem introduziu
o sistema de coordenadas cartesiano, com o qual ja trabalhaste nas classes
anteriores. Neste capitulo, usaremos sempre o sistema de coordenadas cartesianas,
pois nunca trataremos a geometria analitica sem fazer uso de um sistema de
referéncia.

2 Aplicacio de vectores

Um dos conceitos basicos em algebra linear, que nos vai ajudar a estudar a geome-
tria analitica do plano, é o de espaco vectorial ou espaco linear. Comecemos
por apresentar o elemento fundamental do espa¢o vectorial — o vector. Um vector
é um elemento geométrico que fica definido pela sua magnitude (ou comprimento),
direccdo e sentido.

=l

Vector v = 5‘3
&

Figura 1.

Simbolizaremos um vector com letra minuscula Com seta por cima da letra. Por
exemplo, na figura 1, o vector € simbolizado por V. Em alguns casos, os vectores
sdo designados pelas letras que definem as suas extremidades; por exemplo, OP
onde o ponto O é a origem do vector e P € a extremidade.

O comprimento ou magnitude (também denominado valor absoluto ou médulo)

do vector € simbolizado por 1v| ou por |v“

m Vector unitario

i = EPi ] . P 4 P
Dizemos que um vector # € unitario se o seu compnmento é 1, isto €, quando

|u| = 1. Se ¥ ndo é o vector nulo, entdo o vector U= “ ” “ ” . é o vector unitario
v v

na direcio de v. Qualquer vector na direcdo de v, de mesmo sentido ou sentido

oposto, € um miltiplo escalar deste vector unitario u.
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EE] Coordenadas de um vector

Se a origem de um sistema de coordenadas xy coincide com a origem do vector,
verifica-se que este vector € igual a soma dos vectores formados pelas suas projeccoes
em cada eixo.

Observando a figura 2, temos:

L

ol
i
Figura 2: Componentes do vector.

i -
M
2 3 =3 o -
Ou seja, os vectores v e v, 530 0s componentes do vector no sistema de
coordenadas.
No sistemna cartesiano, designa-se frequentemente o vector unitario na direccdo
- =
do eixo dos x por i, e o vector unitario na direccdo do eixo dos y por j.
Assim, qualquer vector pode ser expresso com base nestes vectores.
= T 2 3 —
Se u € um vector unitario no sistema e designando os componentes de o por
e D &
u,=1ieu, =j, entdo temos:
> .

S 3
V=it

Os escalares v, e % sao as coordenadas do vector no sistema. Pode-se representar
5
V= (vx; v}).

Doravante, usando coordenadas dos vectores, podemos operar nao s6 geometri-
camente mas também analiticamente,

Exemplo
Considera o vector v = (=3, 2). O modulo do vector v é dado por “3|i =1(3)% + 22
= V13

O vector unitario serd dado por i =

|ﬂ-1

e s
e _(»’ﬁ’ \ﬁ)

b




Geometria analitica no plano

A Espaco vectorial planar

Seja R o conjunto dos nimeros reais e V um conjunto ndo vazio de vectores em
que se verificam as seguintes regras de operagao, relativas a adi¢ao e a multiplicacao
por namero real, isto é:

v, veEVeva e R all €R

Entio V chama-se espaco vectorial sobre R se se cumprem as regras
seguintes.

Em relacdo a adicdo:
=¥ . 5 e -
. Vﬁ, ?f, we v (z_i + 3) +W=1U+ (v + ﬁ); ou seja, a adicdo de vectores ¢
associativa;
- — = — =5 ] .0 5
* J0 € V: u + 0 = u para todo u; ou seja, na adicdo de vectores existe o elemento
neutro;
— = - = = - i 5 = :
Yu € V,3(-u) € V: u+ (-u) = 0; ou seja, na adicdo de vectores existe o elemento
simétrico;

I :

=47 =¥ -3 B F .
s Y, v € V: u+v=v+u;ouseja, a adicdo de vectores € comutativa.

Em relacdo a multiplicacao:
-5 =) - = — —
o Ya € R, Yu, vE Viall+ V) =all+av;
e Yo, BER, ¥ € V: (a+ B)i = ot + BU;
s Yo, pER, VU € Vi (ap)il = a(pi);
s YuEV, 1-Uu=1.

Estas regras sdo aplicadas num espaco vectorial de qualquer dimensao. Uma vez
que estamos a estudar a geometria analitica do plano, iremos trabalhar no espago
vectorial planar, ou seja, no espaco vectorial de duas dimensoes.

EE] Operacdes com vectores

Existem duas operac¢des bésicas envolvendo vectores: a adi¢ao e a multiplicacao
por um escalar, isto €, por um numero real.

M Adicao de dois vectores

Ha dois métodos geométricos para realizar a adi¢do de dois vectores.

« Método da triangulacdo - consiste em colocar a origem do segundo vector
coincidente com a extremidade do primeiro vector; o vector soma (ou vector
resultante) é o que fecha o tridangulo (origem coincidente com a origem do primeiro
e extremidade coincidente com a extremidade do segundo). (Figura 3)




Unidade 5

Tl

Figura 3: Adicao de dois vectores deb pelo método da triangulacdo.

» Método do paralelogramo — consiste em colocar as origens dos dois vectores
coincidentes e construir um paralelogramo. O vector soma (ou vector resultante)
sera dado pela diagonal do paralelogramo cuja origem coincide com a dos dois
vectores. A outra diagonal sera o vector diferenca.

Dl peeesssssssscmomss

B T geeeissslussa o y ;

=l
%,
b
"l
=l
[
S

sy
Figura 4: a) Adicdo de dois vectores a e b pelo método do paralelogramo.

b) A diferenca de dois vectores de 3 pelo método do paralelogramo.

EXEE] Multiplicagio por um escalar

A multiplicagdo ou divisdo de um vector por um escalar resulta em vectores
paralelos, na mesma linha ou ndo, com modulos e sentidos alterados pelo multi-
plicador ou divisor.

= o . — =¥,
s av—tem o mesmo sentido e direccdo de vse a > (;
. - o -
» av-tem a mesma direccdo de v e sentido oposto se a < 0;

) ‘a?f‘ = |a|-‘1_/'|

Vejamos exemplos de multiplicagdo e divisdo de um vector por escalares.

=l

Figura 5: Multiplicacdo de um vector por um escalar.
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Y
Considerando os vectores d e b na figura 6, vamos determinar as coordenadas e
—
o esbogo do vector ¢ = 3d - b.

w ¥

G-h

Figura 6: Esboco e coordenadas de ¢ = —%3 b,

Adicdo de vectores em coordenadas
Lo = I
EE]EI_)H = (u,, uy) ev=(v, vy), entdo:
v+u:(vx+ux;vy+uy)
- -
V—1l= (vx—ux; vy—uy)

Exemplos
a) V=(1,2);1=03-1)

+E:(1+_3,2—1)=(4, 1)
1;b=3,-1)
(%“3: 1+1)=(_%l' 2)

=

b)

[l Rl =L

=

s
~b=
ACTIVIDADES | A7

) Equacdes da recta no plano

A recta no plano pode ser representada de varias formas. Aqui iremos estudar como
representar a recta no plano mediante equacgoes usando o referencial cartesiano.
Veremos também as posicOes relativas de duas rectas no plano, bem como as condi¢oes
relativas para os casos especiais de paralelismo e de perpendicularidade.
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Unidade 5

Bl Equacio vectorial da recta

Seja r uma recta que passa pelo ponto A e tem a direc¢do de um vector nao nulo
v (figura 7).

lky

Pix.y)

/ A(X|I,V|)

=
=
=

Y

Figura 7: Equacdo vectorial da recta.

Para que um ponto P do espaco pertenca a recta r, € necessario e suficiente que
o0s vectores APe?V sejam colineares, isto €:
(1) AP=tv, comtER
ou
(2) P-A=tv&P=A+1tv

De onde temos:

(3) (4 y) =(xy,y,) +1ta,b)
se P(x, ), A(x,, y,) e V = (a, b),

Qualquer uma das equagées (1), (2) ou (3) é¢ denominada equacao vectorial da
Tectar.

Exemplo
Determina a equacéo vectorial da recta r que passa pelo ponto A(3, -5) e tem a
direccdo do vector v = 2i + 2j.

Designando por P(x, y) um ponto genérico dessa recta, tem-se:
P=A+tv,

isto é,

x, ) =(3,-5) + 12, 2).

Determina um ponto desta recta.

Quando t varia de —= a +o, P descreve a recta r. Assim, se, por exemplo, = -3,
entdo temos:

(x, 1) =(3,-5) +(-3)2,2)

(*x, ) = (3, =5) + (=6, =6)

(x, y)=(=3,-11)

Isto significa que o ponto P(-3, —11) € um ponto da recta r.




Geometria analitica no plano

@ Equacdo reduzida da recta

Dado o coeficiente angular a e o coeficiente linear b de uma recta, entao
poderemos obter a equacao da recta através de sua equacao reduzida dada por:

y=ax+Db
Exemplo
Sea=2eb=-1, entdo a recta é dada por y = 2x - 1 (figura 8).
=2x— |
Y Y4 f)

\
\\.

¥

Y

Figura 8: Rectay =ax + b paraa=2eb =-1.

Equacdo ponto-declividade de uma recta

Uma recta que passa por um ponto P(x,, y,,) e tem declividade, ou seja, coeficiente

angular g, € dada por:
Y= Yo =alt-%)

Exemplos
a) Se P(1, 5) pertence a uma recta que tem coeficiente angular a = 8, entdo a

equacaodarectaéy—5=8(x - 1).
b) Se uma recta passa pela origem e tem coeficiente angular g = -1, entdo a sua
equacdo € dada por y = -x.

M Equacdo da recta que passa por dois pontos

Se dois pontos (x,, Yy e (x, yz) nio estdo alinhados verticalmente, podemos obter
a equacdo da recta que passa por estes pontos com:

Vo ms
Y= :xz—xll(x_)ﬁ)

Y2_y1
onde g = xz—_"‘;
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Exemplo

Sejam dados os seguintes pontos (1, 2) e (3, —4). Determina a recta que passa
nesses pontos.

Teremos como coeficiente angular o seguinte valor: iz f il = —34_—‘12 = :29 =-3.
Entdo, a equagao desejada sera:

y-2=-3(x-1) ou y—(-4)=-3(x-3)=y+4=-3(x-3).

ACTIVIDADES 8 E 9
m Equagdes de rectas paralelas

Duas rectas no plano sdo paralelas se:
« ambas sdo verticais;
= ambas sdo horizontais;
e tém os mesmos coeficientes angulares.

Exemplos

» x=-1ex =2 sdo rectas paralelas.

* Asrectas y = 3 e y = 0 sdo paralelas.

e Asrectas y=2x+ 5 ey =2x - 3 sdo paralelas,

X:“l y x:2
3
>
|
e R
o
-
23
Figura 9.
2a
) :3
5 X
|
e e e e
_i_
=94
—3y

Figura 10.
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Vx5

Figura 11.

m Equacdes de rectas perpendiculares

Duas rectas no plano sdo perpendiculares se uma delas é paralela ao eixo dos x e
a outra € paralela ao eixo dos y, ou se elas tém coeficientes angulares k' e k" tal que
k'k"=-1.

Exemplos
As rectas x = 3, y = —1 sdo perpendiculares, pois x = 3 € paralela ao eixo dos y e
y = -1 é paralela ao eixo dos x.

As rectas y = x + 2,5 e y = —x + 1 sdo perpendiculares, pois k' = 1, k" = -1 e
kKk"=-1.
%JJ\ Ni= 3 = i 25
2._
| 3
G e v ) R N R TR )
o ey
=7
-3y
£ y e e S
Figura 12. Figura 13.

ACTIVIDADES 10 E |
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Equacio geral da recta

Toda a recta no plano cartesiano pode ser escrita pela sua equacdo geral:
ax+by+c=0

Exemplos
Sea=-1,b=1lec=-1,tem-searecta-x+y-1=0.
Sea=0,b=1ec=0, tem-searectay=0.
Sea=1,b=0ec=5,tem-searectax+5=0.

Pontos e segmentos

Na relacdo de pontos e segmentos de recta, ha trés conceitos a abordar:
e a distancia entre dois pontos no plano;
 a divisdo de um segmento por uma razao dada;
* a distancia de um ponto a uma recta.

Distancia entre dois pontos

A distancia d entre dois pontos P(x,, ¥;) € Q(x,, y,) no plano pode ser dada pelo
modulo do vector P_C}z, isto &, d(P, Q) = ‘P_Q}‘ (figura 13).
Ay

63

i

Figura 13: Distdncia entre dois pontos P e Q.

Porém, podemos também determinar a distdncia aplicando o famoso teorema de
Pitagoras. Observando a figura 13, verificamos que o tridngulo PQR é rectangular
no vértice R. Assim, pelo teorema de Pitdgoras, determinaremos a distdncia d(P, Q)
(que corresponde a hipotenusa) a partir das medidas dos catetos PR = (x, x;) e
RQ = (y,, y,), ou seja:

PQ? = PR? + RQ>

PQ = \PR? + RQ?




Geometria analitica no plano

Substituindo pelas coordenadas, obtemos:

AP, Q) =, —x )% + 0, ¥,)?

Exemplo
Determina a distdncia d entre os pontos P(0, 5) e Q(=3, 1), aplicando a férmula.
d(P, Q =\(-3 - 0)> + (1 - 52

=V(-3)% + (-4

=9 +16 =125 = 5.

Divisio de um segmento por uma razio dada

Dados os pontos P (%, Yy) e Pz(xz, ¥,), diz-se que um ponto P(x, y) divide o
segmento de recta PlP2 na razao 1, se

PP=rE P

lr y
Pyx, v,)
P(x.y)

Py

Figura 14: Divisio de um segmento por uma razao dada.

Isto &, se

X=X = r(xz—x)
Yy=y=1y-¥)
entio,

Ay, Mt
WA e

em que (x, y) sao as coordenadas do ponto P que divide o segmento de recta P.P;
na razaor.
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Exemplo

Dados os pontos P,(2, -3) e P,(-6, 1), vamos determinar o ponto P(, y) que
divide o segmento PP, na razido r = 1.
As coordenadas do ponto sdao dadas por:

1
Assim, as coordenadas do ponto procurado sao (0, -2).
Tendo em conta o sentido vectorial do segmento P, P,, temos na figura 15 a ilus-
tracdo do ponto P procurado.

1
Sh g e <

—=9

L]

= x

i leo
wloo

~ AY
)
P, 2
:
= e =
16 15 AR 1.0 T
L)
[P
2
iER; P

2

Figura 15: Divisdo do segmento P P, dado, pela razdo r= %

Se P(x, y) € o ponto médio do segmento P,P,, entdo teremos r = 1, e as
coordenadas do ponto P serdo:

_XEX, Rty

g2 L R

Distancia de um ponto a uma recta

Seja um ponto P = (x,,),) € uma recta r no plano definida por:
ax+by+c=0.

Vi
\

Figura 16: Distdncia de um ponto P a uma recta r.
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A distdncia d = d(P, ) do ponto P(x,, y,;) a recta r dada por ax + by + ¢ = 0 pode ser
obtida pela formula abaixo:

Jax, + by, + c|
Va? + b2

d(P, 1) =

Exemplo

Calcula a distancia do ponto (0, 0) a recta 5x + 12y + 25 = 0.
dp, 1) = I5-0+12-0+251 _ 25 _25
AT e T VIEs T 18

ACTIVIDADES 12 A 16

EX] Circunferéncia

O conjunto de todos os pontos que tém uma distancia fixa r de um ponto fixo C
chama-se circunferéncia. A distancia » é o raio e o ponto C é o centro.

Usando a férmula da distancia entre dois pontos, podemos facilmente encontrar
a equacao da circunferéncia (figura 17).

.Ily

v

0 h X X
Figura 17;: Circunferéncia de centro (h, k) e raio r.
Se (h, k) é o centro e r € o raio, entdo
(x=-h?+@-k?=r
€ a equacao da circunferéncia.

Quando o centro da circunferéncia coincide com a origem do sistema de coorde-
nadas, a equacdo transforma-se em:

-y =r

87
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Toda equacio da circunferéncia pode ser transformada em:
(1) x*+Y*+xA+yB+C=0
Pelo método de completamento do quadrado, em relacdo a x e y, a equagao (1)
fica:
AZ B2 __ 1,42 2 s
(2) x+5 +y+5=4(A%+B°-4C)

Nesta equacdo (2), temos os seguintes casos:
* Para A% + B - 4C > 0 a circunferéncia é real; podemos tracar o seu grafico.
e Nocaso A2+ B2-4C< 0, temos uma circunferéncia imaginaria.
» Para A%+ B? - 4C =0, o raio é nulo e a equacio (2) representa o ponto (—’%, "g)_
Exemplo 1
Vamos encontrar uma equacdo para a circunferéncia de raio 5 e centro (-3,
4),
Aquitemosr=35, h=-3,ek=4.
Assim, a equacao da circunferéncia é:
(x=(=3))*+(y-42=5%
2 +6x+9+y>—8y+16=25.

Reduzindo os termos, obtemos a equacdo desejada:
X2 +)y2+6x-8y=0.

Exemplo 2

Vamos descrever o grafico da equacdo ¥ +92-4x+6y+9=0.

Uma vez que a equacio é quadratica e os coeficientes de x* e y? sdo iguais, isto
sugere que o grafico € uma circunferéncia. Rearranjando os termos e comple-
tando os quadrados, obtemos:

x2—4x+4+y2+§y+9=—9+4+9

-2+ (- (-3)2=4

(x-2%+(p+32=4

Deste modo, o grafico da equacdo dada é uma circunferéncia de centro (2, -3)
eraio 2

ACTIVIDADES 17 A 20
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X Equacdes da elipse

A elipse é a curva plana descrita por um ponto P que se desloca de modo que a
soma de suas distancias IPR1 ‘ + ‘PF2| a dois pontos fixos F, e F, do seu plano perma-
nece constante (figura 18). Os pontos fixos chamam-se focos da elipse.

'

~ ¥

Figura 18: Elipse.

Sejam dados os focos pelas suas coordenadas, F, (-, 0) e F,(c, 0), e 2a a soma
constante, com d > ¢. Seja P(x, ) um ponto qualquer da elipse. De acordo com a
definicdo da elipse, temos:

|PF,| + |PF,|=2a

ou, pelas coordenadas:

Vs 07+ (=07 +{(x -9+ (y - 0) = 2a.

Elevando ao quadrado e agrupando os termos, obtemos:
cx - a?=-a\(x - &> + (y - 0)%.

Flevando ao quadrado e simplificando, temos:
(@ - A)x% + a%y? = a*(a® - A3).

Dividindo ambos 0s membros por a®(a® - ¢2), a equacdo transforma-se em:
x b4
+

Sendo a > ¢, temos a? - ¢2 positivo. Tomando a? - ¢? = b?, temos entio a equagio
da elipse:

o
'3‘—5+ﬁ2:1
a b

ou também assim:

b’x% + a%y? = a’b?
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Uma vez que esta equagao s6 contém poténcias pares de x e y, a curva € simétrica
em relacdo aos eixos coordenados e a origem. O ponto C é o centro da elipse; a
corda maior que passa por C chama-se eixo maior, e a corda mais curta, eixo
menor.,

Repara que se a = b os dois eixos serdo iguais, e estaremos perante uma circunfe-
réncia.

Se as coordenadas dos focos fossem (0, —¢) e (0, ¢), 0 eixo maior estaria sobre o
eixo dos y, e assim a equacéo da elipse seria:

’g. + g =1
Quando o centro da elipse € um ponto (/, k) e o eixo maior ¢ paralelo ao eixo dos
x, verifica-se que a equacdo toma a seguinte forma (figura 19).

(CIllE R
=t =1

Y

Figura 19.

ou se 0 eixo maior € paralelo ao eixo dos y:

x-h?  (y-Kk?
) +"‘-'-a-§—=1

Para qualquer dos dois casos, a forma geral da equacdo da elipse ¢é:
Ax* +By* + Dx+Ey+F=0

desde que A e B concordem em sinal.

ACTIVIDADES 21 A 25




Geometria analifica no plano

BRI Equacdo da hipérbole

A hipérbole ¢ a curva plana descrita por um ponto P que se desloca de modo
que a diferenga das suas distancias |PF,| — |PF,| a dois pontos fixos F(-c, 0) e
F,(c, 0) do seu plano permanece constante, igual a 2a, sendo a a constante que

satisfaz a condicdo a < c.
Observa a hipérbole representada na figura 20.

N

=

Figura 20: Hipérbole.

Nela, temos os seguintes elementos:
* focos: os pontos F, e F,
* vértices: os pontos A, e 4,
= centro: o ponto O, que é o ponto médio de |A,A4,|
* semieixo real: g
* semieixo imaginario: b
- semidistancia focal: ¢, metade da distancia |F,F,|
* distancia focal: |F,F,|=2c
¢ gixo real: ‘A'lAZ‘ = 2a (contém os focos, denominando-se também eixo
transverso)
* eixo imaginario ou eixo conjugado: B,B, = 2b (b > 0 e tal que a® + b* = &%)
¢ assintotas: asrectasr, er,

Vamos agora deduzir a equacdo da hipérbole. Seja P(x, y) um ponto qualquer da
hipérbole. De acordo com a defini¢do da hipérbole, temos:

|PF,| - |PF,| = 2a
ou, usando as coordenadas:

Vo + 02+ (=02 -\x- 0%+ (- 0?2 =2a
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Transpondo um dos radicais e elevando ao quadrado, obtemos:
cx—a’= m,."'{x YRy (y - 0)%.

Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos:
(s — azyz = a%(a® - 3.

Dividindo ambos 0s membros por a*(a - ¢?), a equacio transforma-se em:

. = fas 2 4 :
Sendo ¢ > a, temos ¢? - a®> > 0. Tomando ¢? - ¢ = b?, temos entdo a equacio da

hipérbole:

e
2 B

Se as coordenadas do foco forem (0, —c) e (0, ¢), a equacao é:

As equacgoes das assintotas sdo y = igx, quando o eixo dos x suporta o eixo
transverso, e y = J_r%x quando o suporte do eixo transverso € o eixo dos y.

Quando o centro da hipérbole ndo é o ponto (0, 0), mas um ponto (h, k), e o eixo
transverso for paralelo ao eixo dos x, verifica-se que a equacdo toma a seguinte
forma:

(x=h?  (-k?

a® 2 =L

ou

(x - h)? (y—k)z_I
e e

se os focos forem (0, —¢) e (0, ¢).

A forma geral da equacao da hipérbole de eixos paralelos aos eixos coordenados
é: '
AxX? + By + Dx+Ey+F=0
desde que A e B tenham sinais contrarios.

ACTIVIDADES 26 A 28
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Actividades

|. Considera o rectingulo [ABCD)] dividido em |2 rectingulos iguais.

A O P Q B
N E F G R
™ J l 2! S
D i W K C
Determina:
o = —
a) 2A0 d) NE + 2JI -
— =% =
b) —2HS e) AB-DC
—_—> — s —y —
c) AQ + QK fy NR + RS + SM + MN

2. Dados os pontos A(2, 3), B(4, —2), C(3, 7), D(5, —4), representa no sistema de

coordenadas os vectores:

a)zﬁ
b) DC

MN no sistema de coordenadas.

—
. Determina o ponto inicial do vector AB =

—
; D_e;ermina a extremidade do vector MN = (3, 4), se M(5,2). Representa o vector

(2, —3), se a sua extremidade coincide

—
com o ponto (—I,2). Representa o vector AB no sistema de coordenadas.

4
5
a) d - 2b r
b) 3¢+d-b
) =2d + ¢
6

: Conmderando a figura ao lado, determina:

a) o comprimento do vector a;

b) o vector unitario na direccao do vector c.

b J

. Considerando ainda a figura do exercicio anterior, determina:

93



Unidade 5

Actividades |

. Dados os pontos P (2, -5) e P,

. Sabendo que = (% O),? =(4,-2) e W= (2,5), efectua:

- =
a) u-v
b) 1w

Q) (t=V)-(W+7)

. Determina uma equacdo da recta que:

a) passa pelo ponto (—4, 3), com coeficiente angular %;
b) passa pelo ponto (2, 0), com uma declividade de %.

. Determina uma equagao da recta que passa pelos pontos (-2, -3) e (4, 2).

. Determina a equagio da recta que passa pelo ponto (=2, 3) e é perpendicular 4

recta 2x + 3y + 6 =0,

. Determina a equagdo da recta que passa pelo ponto A(2, —3) e é paralela 4 recta

que passa pelos pontos P(4, |) e B(-2, 2).

. Determina a distincia;

a) entre os pontos A(=3, 1) e B(2,0);
b) da origem do sistema ao ponto P(3, —4).

,(~1, 1), determina o ponto P(x, y) que divide o

yo ik
segmento P\ P, na razio r = 3.

. Determina o ponto médio M do segmento AB,com A(8,-3) e B(-11,5).
. Determina a distancia d do ponto P(l,-2) a recta r dada por 3x + 4y — 6 = 0.

. Dado o tridngulo A(-2, 1), B(5, 4), C(2, —1), determina o comprimento da altura

tracada do vértice A e a drea do tridngulo.

| 7. Escreve a equagdo e esboga a circunferéncia de centro no ponto (-2, 3) e raio 4.

18,

19.

Dada uma circunferéncia de equagio x* + y2 = 3x + 5y — 14 = 0, determina as
coordenadas do centro e o raio.

Determina uma equacéo da circunferéncia cujo centro é (—4,2) e o didmetro é 8.




Geometria analitica no plane

Actividades |

20. Determina uma equagdo da circunferéncia cujo centro é a origem e corta o eixo
dos x em 6.

21. Determina a equagio e faz o esbogo da elipse com centro na origem e eixo maior
igual a 6 sobre o eixo dos x e eixo menor igual a 4.

22. Encontra a equacgdo da elipse que tem centro na origem, eixo maior sobre o eixo
dos x e passa pelos pontos (4, 3) e (6, 2).

23. Determina as coordenadas dos focos da elipse 9x2 + 5y% - 45 = 0.

24. Determina uma equacio da elipse cujo eixo maior mede 10 e cujas coordenadas
dos focos sdo F (2,~-1) e F,(2,5).

25. Determina o centro e os focos da seguinte elipse: 16x* + y2 +64x -4y +52=0.

xl

26. Dada a equagdo da hipérbole 5 - § = |,faz o esbogo e determina as coordenadas
dos:
a) vértices; b) focos.

27. Encontra a equacido da hipérbole de centro em (-4, |), um vértice em (2, |) e
semieixo conjugado igual a 4.

28. Determina, para uma hipérbole cuja equagio é
9x% - 16,-y* - 18,x - 64y - 199 = 0:
a) o centro; d) as equagdes das assintotas;
b) os vértices; e) o esboco da hipérbole.
c) os focos;
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Funcodes, inequacdes e equagdes

trigonométricas

No fim desta unidade, deveras ser capaz de:

» identificar a fungio, a equagdo e a inequagdo trigonometricas;

* representar graficamente as fungdes senx, cosx, tgx, cotgx, ¥ = A sen (ax + b) + B
e y =A cos (ax + b) + B, como fungdes reais de variavel real;

* identificar a periodicidade das funcdes trigonométricas;

* interpretar a periodicidade das fungdes trigonométricas;

+ fazer o estudo completo das fun¢des senx, cosx, tgx, cotgx, ¥ =A sen (ax + b) + B
ey =Acos (ax +b) + B;

* aplicar a férmula de seno e co-seno na resolugdo de problemas reais aplicando
tridngulos;

* aplicar as férmulas da soma e diferenca, dngulos duplos, bissecgao de dngulos e do
produto e da soma na resolugdo de problemas priticos da vida; 3

* identificar as equagdes e inequagdes trigonométricas;

* resolver as equacdes e inequagdes trigonometricas;

« transformar a férmula da soma em produto.

IRE Funcdes trigonométricas = seno, co-seno
e tangente

Num circulo trigonométrico, ha uma correspondéncia entre as amplitudes dos
dngulos e os nimeros reais. Cada amplitude de um angulo corresponde a um e um
s6 namero real, que € 0 seu seno ou o seu co-seno. Em notacdo matematica, o seno
e co-seno sao representados por sen e cos.

x—=senx; xR

B
fix) =sen x con x
x—cosx; xR o) A
flx) = cosx
cos X

A cada angulo de amplitude x # 5 + kn, onde k € Z, corresponde um e um so
nimero real que é a sua tangente. Em notacdo matematica, a tangente representa-
-se por tan ou tg.




Fungdes, inequacdes e equacdes trigonométricas

X tgx; x#5+kn
flx) = tg x o
ked D\ |a—tg x

A tangente de um dngulo do 1.° ou 3.° quadrante é dada pela ordenada do ponto
de intersec¢ao do eixo t com o lado extremidade do 4ngulo (num circulo trigono-
métrico).

m Representacdo grifica de funcdes trigonométricas

Consideremos a funcio: f{x) = sen x.
A representacdo grafica da fun¢do y = sen x vem a seguir. A linha tracada chama-
-se sinusdide.

y = sen X

]
[

Caracteristicas:
Zeros:x=km; ke Z
Maximos: x = % +K2m ke Z
Minimos: x = 37“ +k2m ke Z
Dominio: x € R
Contradominio: y € [-1;1]
Monotonia e sinal:

x |O0+k2n | 1.°quad | T +Kk2n | 2.° quad | & + k2m | 3.° quad -3%} +Kk2rn | 4.°quad | K2&

Senxo/'l\(J\—l/'o

+ + = -
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Consideremos a funcéo: f{x) = cos x.

y = cos X

Pl L
+ t

-2

n,
5 T

Caracteristicas:
Dominio: x € R

i L
T t

/

Contradominio: y € [-1; 1]

Monotonia e sinal:

x | 0+kn

1.* quad

-_’254- k2n

2.° quad

T+ k2T

3.° quad '

32+ ko

k2w

cos X

| \ 0

Ty

Zeros: X :%+kn; ke ?Z
Méaximos: x =k2m; k€ Z
Minimos: x=n+ 2knoux=2k+1)m; k€ Z

Consideremos a fun¢do: f{x) = tg x.

ola
o
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Caracteristicas:
Dominio: x € R\ {3 + km; k € Z}
Contradominio: f(x) € R

Monotonia e sinal:

X O+kn | I.°quad | 7+kn | 2°quad | mw+kn | 3.° quad 37“ +kn | 4.° quad kn

0 / Nio existe / 0 / Nio existe 0
tg x /

+ - + -

Zeros:x=km ke Z

Consideremos a funcdo: f{x) = cotg x.

|

- n

—2n_3m

[SlE i

TS et s
@i

R e
=]

Caracteristicas:

Zeros: x=%+ km ke Z
Dominio: x € R\ {kr; k € Z}
Contradominio: fix) € R
Monotonia e sinal;

n 3n

X O+kn | I.°quad | 3+kn |2°quad | m+kn | 3.°quad | 3*+ kn | 4.° quad km

MNEo existe \ 0 \ MNio existe \ 0 MEo existe n
cotg x

+ - + -




Unidade 6

EEP®] Nogio de periodo

Dos estudos feitos, sabe-se que:

a)

os valores do seno e do co-seno de um dngulo repetem-se ao adicionar a
amplitude do dngulo 2n ou um outro multiplo de 2n (k27; k € Z).

Por isso:

sen (x +k2r)=senx, ¥xeM, ke ”Z

cos (x+k2n)=cosxy, ¥x ER, ke Z

Diz-se que 2x € o periodo minimo positivo do seno e do co-seno;

b) osvalores da tangente e da co-tangente repetem-se ao adicionar a amplitude
do &ngulo © ou um outro multiplo de & (km; k € Z).
Por isso:
tg (x+km) =tgx, ¥xER/ [3‘2~+kn};k e7Z
cotg (x + km) =cotgx, ¥x ER/ {kn}); kE Z
Diz-se que n € o periodo minimo positivo da tangente e da
co-tangente.
Exemplos
Verificar que sdo periddicas, de periodo p, as fungoes:
a) flx)=sen (2x);p=m
Uma funcao f{x) é periédica de periodo p se f(x + p) = f(x), vx € R.
Deste modo, temos que:
flx + ) = sen [2(x + m)] = sen (2x + 2x) = sen (2x).
Conclui-se que:
fix + ) = flx), logo a funcdo f{x) = sen (2x) é periddica de periodo .
b) g(x)=cos Bx~5),p=%

g(x + -Zj’—‘) =cos [3(x + 33“3) =
=cos (3x + 2w — %_)
= cos [(3x - §) + 2n]
=cos (3x - )
Conclui-se que:
g(x + 23—“) = g(x), logo a funcdo g(x) = cos (3x - %) ¢ periodica de periodo 2—;‘
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m Nogdo de paridade

Uma funcdo f(x) diz-se que é par se fi-x) = f(x). Uma funcdo f{x) diz-se que é impar
se fl—=x) = —flx).

Exemplos
cos (—30°) = cos 30° sen (—30°) = —sen 30°
Logo, y = cos x € uma funcdo par. Logo, y = sem x € uma funcdo impar.
C &
- -
A B A 'B
X X
D D
sen x = BC e sen (-x) = BD = -BC cos x = AB; cos (—x) = AB
isto é: isto é:
sen(—x) = —sen x cos(—x) = cos x
Conclusio: Conclusao:
y =sen x € uma funcao impar ¥ = cos x € uma funcéo par

Ja sabes que tg x = 3524 Entdo:

oy _ 5en (=307 _ _sen 30° _ °
gst)= cos(—30%) — :ct:;l 300 = 1830
tg (-30°) = —tg 30°, daqui pode concluir-se que y = tg x é uma funcio impar.

tg (—x) = —tg x.

Analogamente: cotg (-x) = — cotg x, sendo cotg uma func¢do impar.

E¥] Estudo de uma funcio

Para se fazer o estudo completo de uma fun¢do deve determinar-se o seu dominio,
contradominio, ordenada na origem, os zeros, 0 maximo e minimo, assim como
fazer o seu esboco grafico.

Exemplo:
Dada a funcdo trigonomeétrica f{x) = 2 + sen x, vamos:
a) indicar o dominio de f(x):

O dominio da funcdo é D= {x € R}.
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b) determinar o contradominio de f{x):
A funcdo sen x tem contradominio [-1; 1].
O contradominio de f{x) é entdo:
y=21l=y=2+1=3ey=2-1=1.
Logo, o contradominio de f{x) e y € [1; 3].

c) calcular a ordenada na origem:
y=10)
y=2+sen0=2+0
A ordenada na origem é y = 2.

d) determinar a expressao dos zeros de f{x):
y=0=2+senx=0
sen x = -2 (impossivel)
A funcdo y = 2 + sen x ndo tem zeros.

e) escrever a expressao geral dos maximos de f(x):
O contradominio de f{x) € y € [1; 3].

Vimix = 3 e logo,
2+senx=3
senx=1

Os maximos de f(x) sdo x = % +k2m ke Z.

f) escrever a expressao geral dos minimos de f(x):
Ymin = 1 € logo,
2+senx=1=senx=-1

Os minimos de f(x) sdo x = 3& + k2m; k € Z.

g) esbocgar o grafico de f

y=2+senx
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M Fungdes do tipo f{x) =Asen (ax + b) + B e
f(x) =A cos (ax + b) + B

No estudo do movimento harménico simples, aparecem funcdes do tipo:
y=Asen (ax + b) ou y= A cos (ax + b).

Funcées do tipo y = sen x + d

Obtém-se o gréfico da fungdo y = sen x + d a partir do grifico de y =sen x pela
translacdo ao longo do eixo dos y (eixo das ordenadas):
* no valor de Idl unidades para cima se d > 0;
* no valor de Idl unidades para baixo se d < 0.

Exemplo 1
yp=senx+1
Vy=senx -1

y=senx+ |

Exemplo 2

y=sens

O grafico da fungdo y = sen 5 obtém-se do grafico da fungdo y = sen x por um
alargamento horizontal de factor 2.

Sy =senXx e y=send
[ A} 7
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Exemplo 3

y=3+2sen(x-7%)

O gréfico da fungdo y = 3 + 2 sen (x - 5) pode ser obtido a partir do grafico de
y = sen x seguindo 0s passos:

1. Translada o gréfico de y = sen x para a direita 5 unidades para obter o grafico
de y = sen (x - 3).

2. Faz uma extensdo do grafico y = sen (x ~ 3) ao longo do eixo dos y em
2 unidades para obter y = 2 sen (x - 7).

3. Faz a translacdo de y = 2 sen (x - 7) ao longo do eixo dos y em 3 unidades
para cima para obter o grafico de y =3 + 2 sen (x - 7).

y=3+2sen(x—%

Resumindo:

Na funcdo y = A sen (ax + b) + B:

A esté relacionado com a amplitude (amplitude = A);

B esta relacionado com uma translacdo vertical de B unidades;

a est4 relacionado com o periodo (periodo = 2);

b esta relacionado com uma translagido horizontal de b unidades.
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Exemplo 4
y =3~ cos (3x); x € [-m; 7]

-7

L=
AT

0\1=1"
olAaT

t + 1 t
1
—T gLty

Esta fungéo tem periodo 2 e contradominio y € [2; 4].

Observacao:

a) O periodo da funcido f s6 se altera quando se multiplica ou divide o argumento
x por lal = 1.

b) Sendo p o periodo de f; entdo o periodo da funcéo flax) € l%.

ACTIVIDADES | A 6

IX] Resolucdo de tridngulos: formulas dos
senos e dos co-senos

m Férmula dos senos

Considera o AABC.
s | é altura relativa ao lado AB.
o No&ADCsenA:%:-)h:bsenA

e« No ABDCsenB=2=h=asenB

i

A D c B

: _ i B a _ b
Verifica que b sen A =g sen B, isto ¢, T e
Tracando a altura relativa ao lado BC, podemos analogamente verificar que
b _ ¢

sen B T sen C

Conclusao:

i b

2 A 5
e T é a férmula dos senos
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Exemplos
Vamos calcular x e y nos seguintes casos:
8 TR
a) T e
LB ek S
sen 45° ~ sen60° {% TLAE
2
V3
8._ =
ezl AVS
X=rpts s 2
2
—gi3
x=8 5
Wi oot
b) sen 120° ~ sen 30° Y
30°
SR T SR
sen 120 sen 30 3 1 120°
e 2R 4
4.4
Vi
2
y = 4v3.

M Férmula dos co-senos

Considera o AABC.
m € a projeccdo de AC sobre AB.

Usando o teorema de Pitagoras:
W =a?-(c-m)?eh®=b?-m?
O que significa que:
A -(c-m2=p2-m
a=(c-m2+b%-m
a? =% -2cm+ m? + b2 - m?
a?=b?+c? - 2cm

2
2

No AADC, temos:
cosA=4 =m=bcosA
Substituindo na relacdo anterior, temos:

a? = b? + ¢Z - 2¢(b cos A), isto é:

a? = b2 + 2 - 2bc cos A
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Demonstracdes analogas permitem concluir que:

° g2=p%+c2-2bccos A
e b2=a%+c%-2accos B
o 2=q?%+ b%-2abcosC

Exemplos
Vamos calcular x e y nos seguintes casos: B
a) ¢ =a?+b?-2ab cos 45°

P=2?1(3V2)2-2.4.3V2. 2 X 4
x*=16+18-24
x2=34-24=10
Z A —
x =V10. o c

b) 42=32+32-2.3.3-cosy D

16 =18 - 18 cos y
-2=-18 cos y
cosy=3%
cosy=0,111

¥ =83,63°%

ACTIVIDADES 7 A 9

@ Area de um triangulo

Jé sabes, das classes anteriores, que a area de um
triangulo é igual ao semi-produto do comprimento
de um lado pela altura respectiva: A = %—h.

Repara que h = c-sen A; h = a sen c. Por isso, podemos escrever:

Avan _ DCsen A
Area = ey
A absen C
Area 5

Area — acsen B
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Exemplo
Num tridngulo ABC, a=3,2; b=2,8¢e £C = 60°.
Vamos calcular a area do tridngulo.

Area =% cos C

2
2 3,2 x 2,8 x cos 60°
Area = e
il 32x28 x-%
Area = i
Area =3
Area =2,24.

ACTIVIDADES [0A 12

EXA Férmulas de adicio de dngulos

Observa atentamente o circulo trigonométrico. Vamos provar que:

1. cos(x —y) = cos x-cos y + sen x sen y B
A
Seja AMOA =ye xMOB =x
logo, £ AOB = X MOB - 1 MOA, 5 =

istoé, XAOB=x-y

O édngulo (x — y) € formado pelos vectores OA e OB.
O produto entre dois vectores chama-se o produto
interno e é dado por:
— —> —_— —
OA-OB =|0AI-10BI - cos (x - y)
— — b — —

Como |OAl e IOBI sao raios do mesmo circulo trigonométrico I0Al = 0Bl =1,
temos:

o —
(1) OA-OB =cos (x - y)

Em coordenadas:

63: = (cos y, sen y)

@ = (cos x, sen x)

Logo:

(2) OA.OB =COS X COS V + Sen x sen y

De (1) e (2) conclui-se que: cos (x - J) = cos x COS y + sen x sen y.
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Funcdes, inequacdes e equacdes trigonoméiricas

2. cos (x +¥) = cos [x — (-))] = cos x cos (—y) + sen x sen (-y)
Recorda que:
sen (—x) = —sen x
cos (—y) = cos y
Logo:
cos (x + ¥) = COS X COS ¥ — Sen X sen y

Exemplo 1
cos E =cos (5 -3 Recorda que:
Fis b o= G S
COS £ = COS 5-€0S § +sen § 5Tkl cTor3
0sZ=0-cos 5 + 1 "3 cos5=0
ST V3 T
-5_0_ = seni_l_
r_33 n_\3
Cos 7 =~ sen 3=
Exemplo 2
-7 T_T,T
cos 5 =1 e =t
cos%~cos(5+£)
o= s T T
cosi—cc_)s6 cos 3 sen 2 sen 3
£ V3.1 143
COS 5 =5+5+55=0
Te,
cos 5 = 0.

3. sen (x +y) = cos[5 - (x + )]
sen (x + ) = cos[(5 — x) + ¥
sen (x +y) = cos(g — X)-COs ¥ + sen {% —X)-seny
Recorda que:
cos(5 — ) = sen x
sen(s — x) = Cos X
Logo:

sen (¥ + y) = sen X COS } + COS X Sen y

Exemplo 3

senz-sen(“ 3) = Sen Z-COS T +COs Z-sen
wn%:%+%

sen =1,




Unidade 6

4. sen (x - y) =sen [x + (-p)]
sen (x — y) = sen x-cos (—y) + cos x-sen (-y)
Recorda que:
sen (—y) = —sen y
Cos (-y) = cos y
Logo:
sen (x - y) = sen x €os y — COs x sen y

Exemplo 4

senZ=sen (5 -%)

Sen £ = sen %-Cos 3 — COS 7+Sen 3
senX=1.1.0.3 |
senZ=1

B Formulas do angulo duplo

Ja se sabe que sen (x + y) = sen x cos y + COs X sen y.
Entéo:

sen (2x) = sen (x + x).

Por isso, sen (2x) = sen x-CoOS X + Sen x cos X

sen (2x) = 2 sen x cos x

Analogamente:
€os 2x = cos (X + X)
COs (2X) = COS X+ COS X — SET X Sem X

2

cos (2x) = cos? x — sen” x

Exemplos
a) sen 60° =sen (2-30°)
= 2 sen 30°.cos 30°

~9.1.V3
=2 2.2

b) cos 60° = cos (2-30°)
= cos? 30° — sen? 30°
= (31 -G

W [ 1=

ol R oo
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Funcdes, inequactes e equacdes frigonométricas

IX3 Bisseccio de angulos

Presta atencdo:

cos x = cos (2-3) Recorda que:

= 2x 2 x 2.8 2%
COS X = COs” 5 — sen” 5 cos 2-1 sen” 5
cosx:l—senzé—sen‘?%
cosx:1—2-sen2§

Zsen2%= 1-cosx

2x_1-cosx
sen e S
Logo:
Ry 1-cosx
. 5ern 5= i\f—-—z
E também:

. COS%=i‘1'|1+§05x

1+cosx
1-cosx

Exemplo 1

sen %= :t\‘/—-—l “CRE
sen L= i\!l _;1) = \%z 1

2

Exemplo 2

£\ yfl-cos% 5
T 2 e 2_1||'1+0_\/I_E
COSE_COS(ZJ_ "2 T 7 o 2_2'

Outras formulas:

X+ -
* senx+seny=2sen> % cos 2L
X+ -

* COS X +C0s y =2 cos 32 cos =Y
X+ A=
¢ sen x -sen y=2cos 5 %.cos 22Y

X+ =
* cosx-cosy=-2sen>;t.sent
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Equacdes trigonométricas

b=

Vamos resolver a equacao sen x =

Observa que sen 30° = % e sen 150° = %
Nota: 150° = 180° - 30°, logo:

sen 30° = sen 150° = sen (180° - 30°)
Em geral, se sen x = sen «, entdo:
X=a+Kk2avx=(m-a)+ kK2, kEZ

X=a+k-360°vx=(180°-a)+k-360% k € Z. 270°
Exemplo
. 5 A1
Vamos resolver a equagdo sen (2x - 3) = 5.

Como 5 = sen , entdo sen (2x - %) = sen Z.

Ix—LE=T4 ko v2.—£=1‘|:—-16£+k213

2 6 2
2x=%+2+komv2x-2=58 4 gop
2x=%14on v 2x=2+34kon
x=Z2+kn v  2x=%+kon

X =75 +kn v -X=%‘ﬂ5+kn

S={xER':x:§+knvx=33£+kn;kez_}.

Como resolver a equacdo cos x = —%?

Observa que cos 60° = 1.
cos (-60°) = %, isto é: , 60°
cos 60° = cos (-60°). ';

g

7

< 60°

Conclui-se que:
secosx=cosa,entiox=a+k2nvx=—a+Kk2m; k€ Z.

Exemplo 1
Vamos resolver a equagio cos x = 1.

Como 3 = cos 60°, entdo cos X = cos 60°.
x=60°+k-360° v x=-60° + k-360°%
S={x€e R:x=-60°+k-360°v x=60°+k-360°% k € 7}




Funcoes, inequacdes e equacdes trigonométricas

Exemplo 2
Vamos resolver a equacao cos (3x — %) =-1.

Como -1 = cos &, entio cos (3x - %) = COS T.

3x—Z=-n+k?n e e

6 6
3Bx=Z+n+k2nv 3x={“-—n+k2n
3x=E+kon v 3x==E+k2n

—Jr 72 — =St 72
x—18+k3rc v X—18+k3?'t

= e T 0, T

S=fxeRix=—"p+knvx=1g+Km kE Z}.

Analogamente:
tgx=tg (x +m)
cotg x = cotg (x + )

Setgx=tgx+mentdox=a+kmkec Z

Exemplo 1
Vamos resolver a equacio tg (% +x)=1.

Como 1 =tg 7, entdotg (x +3) =tg 7
i T o

xt+g=g+knex=7-2+kmkeZ

X=—5+km k€ Z

Exemplo 2
Vamos resolver a equacio cotg (2x — m) = V3.

Como V3 = cotg %, entdo cotg (2x — 1) = cotg %
2X-n:%+k‘.‘t;kEZ@ZJC:zéE-J-kTE;kEZ

SR R
x_ﬁ+—2-,kEZ.

ACTIVIDADES 13 A 16




Unidade 6

X Inequacdes trigonométricas

Como resolver uma inequacao do tipo sen x > %? A

3 " e =BT LA
Procura no circulo trigonométrico todos os arcos 180 = B, 5= 30°

x que verificam a condi¢ado sen x > %

) &

No intervalo x € [0, 360°], a solugdo é g <x < %.

é:

—_

Em geral, a solucdo da inequacao sen x >
S=i{xeE R:%+k2n<x<5—6"+k2ﬂ:;k62}.

g

Como resolver uma equacao do tipo cos x > %?

Vamos seguir o raciocinio anterior.

A solugdo da inequagao cos x > 3 &

S:{xER:—%+k2n<x<%+k2n;k€2}.

Como resolver inequacoes do tipo tg x > 17

A solucdo da inequacgdo tg x > 1 pode ser
encontrada em varios trocos, conforme
ilustra o grafico da funcao y = tg x.

-7

Para x € [0, 2x] temos%<xc-§v%"<x<%".

'
v
v
'
]
]
1
'
'
1
1
|
'
1
|
'
'
|
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|
|
'
'
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'
'
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'
'
1
1
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1
1
|
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'
i
1
1
'
'
T
'
'
|
|
'
|
'
'
|
'
'
i
'
'
i
'
v

Em geral, a solucdo da inequacio ¢ S={x € R: f +kn<x <5 +km; k € Z}.

T
Usando o circulo trigonométrico, chega-se a mesma solugdo. \/ 3
2 i




Fungdes, inequacées e equacdes frigonométricas

|. Dada a fungdo f{x) = 3 - 2 sen x:
a) Determina o contradominio da funcio.
b) Escreve a expressdo dos méximos de f{x).
c) Escreve a expressido dos minimos.
d) Calcula a ordenada na origem.
e) Esboga o grifico de f.

2. Encontra o contradominio das funcées:
a) flx) = | - cos 2x b) fx) =2 + cos? x

3. Dada a fungdo g(x) = 3 - cos (3x):
a) Determina o contradominio de g(x).
b) Calcula a ordenada na origem.
c) Escreve a equagio dos maximos e dos minimos de g(x).
d) Esboga o grifico de g(x).

4. Calcula o dominio das funcgdes:

a) fix) = tg (3%) b) g(x) =1 —tg? (x +3)

5. Considera a fungdo mi(x) = 3 + cos 2x.
a) Calcula m(%) % m(—STn).
b) Encontra o contradominio de .

c) Simplifica m(x + %).
6. Esboca no intervalo [-2m; 27] os grificos das seguintes funcdes:
a) y=2-sen (x +3) c) y=—3+ tos.x

b) y =1 + cos (2x - 7) d) y=-2+3sen (x-J)

7. Nos tridngulos seguintes, calcula o valor de x e :
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Actividades

c) X d)

45°

3 E6:55

8. As diagonais de um rectingulo medem 20 ¢cm cada uma e formam um éngulo de

60°.
Selecciona a opgio que representa a drea deste rectingulo:
a) 100 cm? d) 100Y3 cm?
b) 200 cm? €) 200V3 cm?
c) 5013 cm?
9. No tridngulo abaixo, se BC = |, entio AB ¢ igual a:
C
B
A
a) 2 b) 3 c) 4 d) 5

10. Calcula a drea de um losango de lado 8 dm e que tem um angulo de 130°.

I'l. Calcula a 4rea de um triangulo ABC sabendo que:
a) a=32cm;b=28cme 5C=32°
b) a=84dm;c=10dme £B=1I5°

12. Dado um AABC,a=4cm;b=6 cme £C = 1207 calcula:
a) a drea do triangulo; b) o perimetro do AABC.
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Actividadies

45°

105°

8. As diagonais de um rectdngulo medem 20 cm cada uma e formam um angulo de

60°.

Selecciona a opgdo que representa a drea deste rectangulo:

a) 100 cm? d) 100V3 cm?

b) 200 cm? e) 200v3 cm?

c) 50v3 cm?

9. No triangulo abaixo, se BC = |, entdo AB é igual a:
| 8
[
B

| A
I
| a) 2 b) 3 c) 4 d) 5

10. Calcula a drea de um losango de lado 8 dm e que tem um 4ngulo de 130°.

I'l. Calcula a drea de um tridngulo ABC sabendo que:
a) a=32cmb=28cme 5C=32°
b) a =84 dm;c=10dme xB=115°

2. Dado um AABC,a=4cm;b =6 cm e XC = 120° calcula:
a) a drea do tridngulo; b) o perimetro do AABC.




Func@es, inequacdes e equagdes trigonométricas n

I3. Resolve as seguintes equacdes:
a) sen (3x) = —% ) d) sen (2x = ) = -%
b) sen (2x - %) = §2~ e) sen (3x) + sen % =0

c) sen 3x = sen X

[4. Resolve as seguintes equagdes:

a) cos (5x +20°) = —2 d) cos (x =3 = |
b) cos (2x + 5 = = e) cos (2x—3) = |
¢) cos (x+ 5 =5

I5. Resolve as equagbes:
a) tg(3+%) =0 c) 3tg () =-V3
b) cotg? (2x) = 3 d) tg (&) =-1

I6. Resolve as seguintes equagdes trigonométricas:
a) sen (2x +40°) =1

b) (senx = 2)[cos(2x + 40°) =11 =0
c) I —2sen’(x+F =0

d) sen 2x - 2-sen? 2x = 0

|7. Observa a figura seguinte.

]T_ o
7 =30

Indica a solucio das inequacgdes:
a) sen x < %

b) sen 2x > %

c) sen (2x - %} >%
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Actividades |

| 18. Observa a figura seguinte.

-
el
I
[0
&

[=}

A

_% = _40°

Indica o conjunto-solugio da inequagao:

| # |
a) cos X <3 ccos(3-T) =5
i

b) cos (2x +5) <5 d) 0<cosx<%

|9. Resolve as inequac¢des seguintes:
a) tg2x > | ) tglx—-7%)>1
b) tgx > V3 d) tgx>-\3

20. Resolve as seguintes inequagdes:

a)sca-nxi—ﬁz1 e)tg(x~—%)<—l
b) O<senx =7 f tg3x> |
c) O<cosx<| g) sen(?_x—%

d) cos (4x-m) =0 h) 2sen’x - 3senx+ 1 =0




Solucées

Unidade | 7.1a) Se Ana é inteligente, entio ela tem boas notas.
la)4 &N b) Se Ana ndo ¢ inteligente, entio tem boas notas.
b) Nem todos os nimeros pares sio primos. c) Se Ana tem boas notas, entdo ela é inteligente.

Om<32 d) Ana ¢ inteligente se e s6 se Ana tem boas notas.
d)4x5%2] e) Se Ana nio ¢ inteligente, entio nio tem boas notas.
2.2) V 8.a) (~A) b) (C = B)
b)4+8> 13 c) (B=A) dyAAB
cF
9.a) F b)QAaP
3.a) 2 é um nGmero par e primo.
b) 2 é um nlmero par e ¢ divisor de 4. 10.2)
c) 2 ndo é divisor de 4 mas & um ndmero par. P|~P| ~PvP| (~PvP) AP
d) Nio é verdade que 2 é nimero par e divisor e 4. v |F v WV
Flv v F
4a)V b) Vv o)V é A
Conclusdo: (~PvP) AP=P
5.a)
: : : b)
A|B|C|BvC|AABVC)|AAB|AAC|(AABV(AAC)
VIFIF| F F F F F PIQ|~PI~Q| -Pv~Q |PAQ| (-Pv~QA(P1rQ)
VIF|V] v v F v v VIF|F| W W F F
FIV[F| v F F F F V| v]|F|F F v F
FIF|IF| F F F F F Flv|v|F v F F
VIIVIV Y v W Y W FIF| V|V W F F
v FLELF £ F F F Conclusao: (~P v ~Q) A (PAQ)=F
: .
AABVC)=(AAB)v(AAC) 9
b) PIlQ|[~P| ~PAP| PvQ (~PAP)v (Pv Q)
Ale[clBrc]aveaqave[avc|iaveaavo] | V| F|F| F ¥ ¥
v]Flv] F W v v Y il F v v
VIVIF| Vv % v v % ¥ F b v v
FIF|v] F F F v F ELEJ.V f F F
" VA W W W v Conclusdo: (~P AP) v PvQ)=Pv Q
FlV |V F F v F F
FIVIF] F F W F F d)
Flelel F e - F = PI~P|Q|R| Qa~PAR | Pv(QA~PAR) | PV(QAR)
v E|F| F v v % v VIFIV]F F Vv ¥
4 4 Flv |v|V Y v W
Av(BAC)=(AVB)A(AvC) VIFLRF ; ¥ ’
FElv|v]F F F F
6. Conclusio:Pv (QA~PAR)=Pv (Q AR)
PIQ| P=0Q | -«(P=0Q) ~Q Pv-~0Q
V| v ¥ F F Il.a) V b) F Vv
V| F F v W W
Flwv v F F F 12.a) F b) P
F|F Y F v F




[4.2) ~A v B
b)An~B
c)~(AAB)aC
d)~(A A B)v~C ou ~A v ~Bv~C
e)~(Av~B)AC ou ~AABAC

| 6.a) Possivel b) Impossivel
c) Universal d) Possivel
e) Possivel f) Possivel

|7.a) Qualguer que seja o nimero real tal que o seu

quadrado é igual ao seu dobro.

b) Qualquer que seja o nimero natural tal que esse
nimero é menor que o seu consecutivo.

c) Existe pelo menos um nimero natural tal que o
seu dobro somado de um é um numero impar.

d) Existe pelo menos um nlimero real tal que esse
nimero é igual ao seu inverso.

18.2) ¥x € R:x? = 2x byvne Nin+l<n-|
c)¥n € N:2n é par dyvn € Nin =1

19.2) V b) F o) F
d)F e)F fV

20.a) F b) F AV d)V

2la)¥x e R:x=0
byaxe Z:x & Q
AgInefMin+1<0
dIxeZjix<0ex&N
e)IxeER: Il 2xoux>5
Av¥xER:ix<2ex#5

Unidade 2
|.a) Expressio algébrica racional fracciondria
b) Expressdo algébrica racional inteira
c) Expressio algébrica racional fracciondria
d) Expressdo algébrica irracional de indice par
e) Expressio algébrica racional inteira
f) Expressio algébrica irracional

120

2.a)7 b) 6° AP+ 5 =t % T
3. a=-1;b=-3
4. m=Ln=-lr=20

5.a)x4+7;—'1—4
4
b)%+3x3—%x2 ==Y
gut-6x -T2+ 2x+6

d) x* +4x2 - 9

6.a) =20 + 22X+ 20+ 5+ x - 3
by 2x® - 8x* + x3+ 6x + 9
o) —x* +3x° + 4x? -3x -3

7.2) x* + 33 - 9x + 2x - |5
b) 2x% - 3x
c) 8x* - 14x* + 3x

8.a)3x3 — 14x% + 14x - 2
b) 16x* = 12x* - 10x* + 3x
¢)—-2x% - l6x + 3

9.0) Q) =xé+x°+x*+ ¥+ x2+ x+ LR=0
b)Q(x) =3x+1; R=6
OQ) =x-3x2+6x—- 12, R=25
d) Q(x) =8x2 - 4x; R=-1

10.2) —48 b) & ) -3 d) 0

1.a) Q) =x*+x- l;R(x) =0
b) Q(x) = 3x° + 6x% + 11x + 22;R(x) = 4|
QM) =x-%R() =52 +3x— |

12 O)==+a?-d+7 R=1

13.0) Q(x) = 2% + x + 3 R=-3

_ 7. o 19
B) @) =24 =5 R=
c)Q(x)=x3—-32-x2+§x—£—;; R=%
14.2) Q(x) =x - 5;R(x) =—I1x+7
b) Impossivel
Q) Q) = —x> + 22 + 3x - 8;R(x) = —16x + 4

152)Q(x)=x+3 b) Q(x) =5x — 12
c)Qx) =x ;




16.2a) Q(x) =3x+ I;R=6

)

b) Q(x) =x3 - 3x% + 6x - 12;R =25
<) Q(x) = 8x% — 4x;R = |

QM) =22+ x+HR=-3
) QM) =2’ -3 +gx - iR =3
QM) =2 -GR="4

17.2) P(-2) ;t 0,logo P(x) ndo ¢ divisivel por x + 2

b)P(x) = 53 + 3x2 = 2x - 12
18. a=-2b=|
19, x(x + 1)(2x - 3)
20. (3x-1)(x-2)

D) (x+ DN -+ x2-x+1)
B)(x = N+ +xt+ 3+ X2+ x+ )
o) (x=2*+ 1)

d) 40 + 1)} (x - 3)2

22.a
b
[

d

(10+ 1)(10- 1) =99
(2+3)(4-6+9)=35
52+2-4-5+ 42 = g|

(5= 4)(25 +20 + 16) = 61

e S L D S i

23.3) (x + 2)(x2 + 2x + 4)
DGE+HG—4-x+H

24, a=lLib==1;r=0

25.a) P(-1) =0
b) P(x) = (x + 1)(x* - 4x +9)
26. P(x)=2x*-2x- 12

272)x=2,x=-5
DYPX)=(x+2)(x-2)(x +5)

28a)a=-11;b=10
b) P(x) = (x = 1)(x = 2)(2x + 5)

29.2) x € R\(3,4}
) x € R\-1, 1}

b) x € R\{-5, I}

b) (x = 4)(x* + 4x + 16)

d)x € R0,-2,3,2}

32 a)
&5
& {naﬁ
(x = a)(x? +r42)
33.a)x <3 byjxER
dyx>5 e)x#0
34.a) V2
'\,T—
C} x- 33
(5+43)(5-12)
€) B
(X +2)(vx —12)
g x-2

35a)x e R/ {xl;-8}
c)iE=l
e)x<2

36a) “comx #+ |

2? -7
b 33-1 + 18 — 45
nt .~ 3)

c)f-—come[R{\{O

X"‘\

2% — 4x
d) _,(2 -

2
X +ix+ 4
TR, sexz0x=l

b)
+5
d) e gt 4

2+ 2y
b |

b) sex# |

X(T=4x - 2)
Y
3( T6+2x +‘r)
B~

b)xeR
dyx> |
flx=5Ax=-3

comx € R\ {0, 3}
_|}

comx e R\{~1,1}

xt2
e) 2z

fix* -4 comx € R\{-2,2}

x-2x-3

g) "x+5 comx € R\{~5-3,3}

) x=75
K+ 9x+20

37.2) {1, 3} b) {—¢, 3}

d){} {5 1}

38. 102

comx € B\ {-5,-4, I}

c) {-3,4}
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39.2) 3 b) =3

40. k€ R\ {3}

41. k=-b
4. k=11
43, ¢>0
4. a>—
45 n=-I
4. k<-p

47.2) {0} b) {2} ¢) {-5}
d){0,-5,3} e {=%3.1}

48.2) {-1;—3 %1}
¢) {-V3;V3}
&) {{=3:14}

b) {~v2;v2}
d) Equagdo impossivel

b {I i3\-'§: [ 12\-"5}

49.2) (31 + 31 -V b3
c) {~216;27} d) {4}

502) {x E Rix<-3v-I <x<%v | <x<3}
by{x ER:x<-2v V2 <x<V3}
OgfxERx>0v0<x<l}
d{xeERx<-3vx>2}
e){xER:xc%vx;-%}

51.a) (4,-5) b) (2.-1)
d) (impossivel)

c) (1,-1)
e) (6,4)

52.2) {12,0,6} b){7,-3,1} ¢){8,0,-2}
d) {5,-1,0} ¢){0,1,~1}

532){I,1,1} b){23.~-1} ¢){21,0} d){3,5,0}

54.a) (1, 1,1) — pelo método de substituigio
b) {-z-, = %, —1) = pelo método de adigio ordenada
c) (5,2, 1) — pelo método de Cramer

d) (1,2,0) - pelo método misto

Unidade 3
[ gx)=A
h(x) =B
fx)=C
m(x) = D
2.2) b)
\| L2 | AL .
_. I i o I ::::"-:::_Ez-...f.______
{ >X . >3
3-2-]. 4 2=l g Eg
T i
st 2
<) d)
y‘“‘ :th
o 5 /
3 4
SEEEE s
3 - i 2
! ! 432 R
e L T
O I I R i g e e
A | = : g ==
L5 { [
=
_ ol sy =
3.a) flx —\:Lz)"g ¥ f(x);—z}x | b) {2}
P !
{ 3 J!
LTI
e B i o _
EEENCEEEN
| |
4.2){1,2) b) {1} o) {~1,1}
d) {1} e) {2,3}
5.a) {2} b) {3} o) {1.2}

d) 3} e) {0} f {0}




10

6a){-1,1}  b){7} c) {—4}
7.2) 3} b) {3} o {l}

8.2) {2} b) {=2} o {1} d) {3}
e) {I,3} f{1,2}

9.2) {2} b) {3} 0) {2}
d) {03 ofg =11}

10. <)

14.2) {x < -3} b) {x <&
c) {x>~-1} d) {x <2}
e) {~4x < 5x < 6} f){}

g {x<-lvxzl}

152)x>0

l6a)x ER

b){xi—%

17.a) {x > 2}

18Ba){x<-5} b){x2)} ox<-1)

19.2){} by{xeR-1<x<2}
R d){x € R:x< 0}

20. 3)

2. a)

222){0<x< 1}
o fx<-1vx=>0}
e) {0 <x <5}

b)y{x<0vx=1}
dy{f<=2w2=1)

23.2) {3} b) {1} <) {0} d) {0, 1}
e) {2} f) {3} g {311}

d) (+Z+2kn}  Unidade 4

la) 1,7242  b)-02510 <)2.9661 d) 24014
2a)c==-1  b)c=-3 coc=-4 dyc=-2
3.2) 06990  b) 16990 ) 2,4942  d)2,9494

42)-1,8239 b)-0,3010 c) 15686 d)~3,0846
5.2) {22175} b) {1,440} ) {1,6402} d){6.7307}

6.2) 2668 b)354,1  c)2,0960
d) 15 e) 2899

7.2) {7,3892} b){0,0329} «c){53,53}

8.a) 0,005009 b) 0,004

c) 0,007509 d) 0,05456

9.a) 3,14 b) 1,79 c) 5,13
d) 2,20 e) 1074

10.a) -3 + 0,7782
b) ~4 + 0,4771
¢) =3+ 1,3979

11.2) {0,0050} b) {2900} ) {0,0004} d){I5}

12.2) {} b) {3 + VI7} <) {1} d) {1}
e) {4} {6} 9{l}  n

13.2) {} b) {(V2: 4} ) (3%
d) {2: 4} e){3;27} ) {36,216}

142 {18 5 {EE2 sy

d{-1,0} e {4V4 {001,000}

15.2) {4,3;34)} b){5,20;20,5)

g “'-i = 5 3 —2\-'“5"}‘ ( 5 -2\-'3, l%‘_g]] d) 2.5}

r6‘a)l—;<x<3 b) x < log, 3
c)x>4 d)i=l R

47
b){x € R:ix >3}
d{xeERx<-Tvx>I}

17a){xER:3<x<7}
c){x € R:x>3}
rERx<-1vx2g) HixERI<x<2)




Solucdes -

18. r=4,4048 cm 52)(6,-2) b (-3 <) (-3,-5)
19. r=3,9396 cm 6.2)lal=vT3 b) i?’=(i— el
" f ' ! £ W3 V|3
20. t=8739s 7.2)2 b) | )2
21, £=1,004s 8a)x—-2y+10=0 b)3x-4y-6=0
22. ¥y = 7430 meticais 9. 5x-6y-8=0
MI
21. 3 =100 10. 3x+2y=0
: Il. x+6y+16=0
Unidade 5
s —p - 12.2) d(AB) = V26 b) d(OP) = 5
.2) AQ b) H c) AK
4 NR ¢) O no B P
4. M(-31)
23) ¥

15, d(Rr) =+

. o
6. Altura tragada do vértice A é ~ g ddrea do

triangulo é 20 (unidades de zireal).

17. A equacio da circunferéncia & (x + 2)* + (v - 3)2 = 16
oux*+y*+4x - 6y-3=0,

c) yk ] _E:_ it d) va— ]

7_ __! i i i O_ 2I- X
o N
N \

IO LS : 07 i e
: I-;x

o | | B\j
gl Ly |

. 3 5 .. 310
B 18. O centro é (3,—3); 0 raio é ——.

3. A extremidade do vector sera N(8, 6). 19 %4 yz +8x—4y+4=0

4. O ponto inicial do vector sera A(-3,5). 20. 2+ yz ~3E=1h




21, A equagdo serd 9

ik
-J-;—=Iou4xl+9y2=0.

L 4 !
B L {2l | B
' Lz=e | .
| |
/ ! \
Wy 0 I
R L LA
| | : i A
| et LT
1 P ] i
(- B I O O
2 2
2. H+g=loux?+42=5
23. F,=(0,-2).F, =(0,2)
24, 25x%+ 16y% - 100x — 64y ~ 236 =0

25 Centro (-2,2); focos:F = (-2,2-VI5) e

F, = (2,2 +V15)

26,a)A (~V7.0) e A,(\7.0);
b) F|(-4, 0) e F,(4,0)

(4?12

27. 36

28.) (1, -2

5

16

€) (=4,-2), (6,-2);

b) (~3,-2), (5, ~2);

dyy+2=4+3(x - I).

Unidade 6

-a) O contradominio da fungio é y € [I;5].

b) Os maximos da funcio sio x = %n tk2mk e 7.

)
c) Os minimos da fungio sio x =% +k2mk e Z.
d) A ordenada na origem é y = 3.

2.a) O contradominio da funcdo é y € [0; 2].
b) O contradominio da fungio é y € [2;3].

3.a) O contradominio da fungio é y € [2;4].
b) A ordenada na crigem da fungio é y = 2.

c)maxtmox——-P@kEZ

minimo; x = kgﬂ, keZ

4a)D:x € R\{+E+ kmk € 7}

b) D:x € R\{+5 + km; k € Z}
5.a) {6} c) Dy € [2;4]
d) m(x + %) =3 —sen2x

7.a)y=237x=2,2 gx=3

b) x = 3,85 d) x = 100v2 = 141,2
8. Opg¢io d)
9. Opgioa)

10.  Area = 49 dm?

I1.2) Area = 2,374 cm? b) Area = 38,06 dm?

12.a) Area = 10,38 cm? b) Perimetro = 18,71 cm

13.a) x =-10°+ k- 120°vx=70°+ k- 1205k E Z
b)x:%+knvx='§+kﬂ; keZ
c)x=k:rcvx=‘§+%; keZz
d)x=?—zn+knvx=:}.2—“+kn, kez

7k
e)x—l—n+k§“vx-—@+ T kez

14.2) {x:23° + k72%41° + k72° ;k € Z)
b){x +kmk e Z}
c {x-knv——+kn'kEZ}

)
d}{x >+ ki - +k7tkEZ}
)

e) {x:75 + km; k EZ}

I5. ‘1){X'—E+kﬂ;kEZ}
ke 7)

b) {x:x 5 + 5k € 73

4k

Q) {x: 3% + &1 d) e+ A e 7y

16.2) {x:5°+ k- 180° v x = =5° + k. |80° ; k € 7}
b) {x:60° + k-360% 10° + k- 180° 120° + k- 360°

310°+ k- 180°% k € 7)
o) fx: -3+ k2m -5 + kon sk € 23

d) {x:f‘— + k3% 7 tkm; k €7}

17.2) 5 + 2k < x < 3+ 2kr; & € 7)

b {5 fme ¥ -E+kﬂ:; ke

c){x:%+kﬂcx <23—‘1+ km, k€ 7}

125




Solucoes -

i&a){x:§+k2ﬂ<x<%ﬂ+k2ﬂ; ke Z}
by {xE+kn<x<F+km ke 7}
c) {x:2m + 6kn < x < 4n + 6km; k € 7}

d) {x:%<x<%v%ﬂ<x<§§-;k62}

19.2) {x: g +kn<x <% +km k € 7}

c {x§+kn<x< +km; k € 7}

)

b){x:%+kﬂ:<x<§+km' ke 7}
)
)

20.2) {(x: 2+ Km<x <Z + Kam; k € 7)
b){x:k2n<x£%+k2n; ke?}
Ju-F+rkm<x<kmvkn<x<l+kmk € 7}
d){x:%+k2n<x<%ﬁ+k2n; k € 7}
e){xs—“+ kn<x<mn+km ke 7}

{x~—+—<x<6+— k e 7}
g (xZ+kn<x<Br+kn; k € 7)
h}{x:—T-!*k2n2x2g+k2nvx=§+2kﬂ:; kez}
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Bandeira

Hino Nacional
Pdtria Amada

Na meméria de Africa e do mundo
Patria bela dos que ousaram lutar
Mogambique o teu nome é liberdade
O sol de Junho para sempre brilhard.

Coro

Mogambique nossa terra gloriosa

Pedra a pedra construindo o novo dia

Milhdes de bracos, uma sé forca
O pétria amada vamos vencer.

Povo unide do Rovuma ao Maputo
Colhe os frutos do combate pela paz
Cresce o sonho ondulado na Bandeira

E vai lavrando na certeza do amanha.

Flores brotando no chéo do teu suor
Pelos montes, pe|os rios pelo mar
Nés juramos por ti, 6 Mogambique.
Nenhum tirano nos ird escravizar.
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